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1. Uvod

Klasi£ni LHO - standardni
▶ �estica koja vr²i linearno harmonijsko oscilovanje naziva se

linearni harmonijski oscilator (LHO). Neka je LHO £estica
mase m koja harmonijski osciluje duº x-ose. Ukoliko na £esticu
ne deluju druge sile osim restitucione

−→
F = −k−→r , £ija je

projekcija na x-osu Fx = −kx , diferencijalna jedna£ina njenog
kretanja, tzv. (prostog) harmonijskog oscilovanja, glasi

mẍ = −kx , odn. ẍ + ω2x = 0, gde je ω =

√
k

m
,

gde je ω ugaona (kruºna, radijalna) frekvenca.
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1. Uvod

▶ Prethodna jedna£ina - homogena linearna diferencijalna
jedna£ina drugog reda sa konstantnim koe�cijentima £ije se
op²te re²enje moºe napisati u obliku

x(t) = x0 cos(ωt + φ),

gde je x0 amplituda, ωt + φ faza oscilovanja u trenutku t i φ
po£etna faza.
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1. Uvod

▶ Projekcija brzine na pravac kretanja

vx =
dx

dt
= −ωx0 sin(ωt + φ),

▶ Projekcija ubrzanja na pravac kretanja

ax =
dvx
dt

= −ω2x0 cos(ωt + φ) = −ω2x .

▶ Projekcija restitucione sile na pravac kretanja

Fx = max = −mω2x = −mω2x0 cos(ωt + φ),
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1. Uvod

▶ Ukupna mehani£ka energija LHO (energija oscilovanja)

Em = Ek + Ep =
1
2
mω2x20 = const.

Em ima kontunualan spektar mogu¢ih vrednosti.

m

m

x=0
80

x

x

x
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1. Uvod

▶ U Lagranºevom (analiti£kom) formalizimu dinamika sistema je
opisana Lagranºevom funkcijom L = T − U, koja je za LHO:

L = T − U =
1
2
mẋ2 − 1

2
mω2x2

Za ekstremalu funkcionele S =
∫ t1
t0

L dt (Hamiltonovo dejstvo),
odnosno iz principa najmanjeg dejstva δS = 0 je
Ojler-Lagranºeva jedna£ina:

d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
− ∂L

∂x
= 0 LHO−−→ ẍ + ω2x = 0.
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1. Uvod

Klasi£ni invertovani oscilator (obrnuti, repulzivni, inverzni, anti-Hukov)

▶ Lagranºeva funkcija invertovanog oscilatora:

L = T − U =
1
2
mẋ2 +

1
2
mω2x2

Ojler-Lagranºeva jedna£ina

d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
− ∂L

∂x
= 0 → ẍ − ω2x = 0,

ima hiperboli£ko re²enje x(t) = x0 cosh(ωt + φ).
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1. Uvod

▶ Primetimo da za t → ∞ sledi da je x ∼ eωt .
▶ Energija: Em = 1

2
mẋ2 − 1

2
mω2x2 = −1

2
mω2x20 = const.
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1. Uvod

Kvantni LHO - standardni
▶ Kvantizacija:

H =
p2

2m
+

1
2
mω2x2 → Ĥ =

p̂2

2m
+

1
2
mω2x̂2.

▶ �redingerova jedna£ina:

iℏ
∂

∂t
|Ψ(t)⟩ = Ĥ|Ψ(t)⟩.

▶ Za LHO u koordinatnoj reprezentaciji:

iℏ
∂

∂t
Ψ(x , t) =

[
− ℏ2

2m
∂2

∂x2
+

1
2
mω2x2

]
Ψ(x , t)
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1. Uvod

Re²enje: Ψ(x , t) = ψn(x)e
−iEnt/ℏ → Ĥψn(x) = Enψn(x).

Dobija se da je: − ℏ2
2m

d2ψn

dx2
+ 1

2
mω2x2ψn = Enψn.

Stanja: ψn(x)=
1√
2nn!

(
mω
πℏ
) 1
4Hn(ξ)e

−ξ2/2 gde je ξ =
√

mω
ℏ x ,

Hn(ξ) = (−1)neξ
2 dn

dξn e
−ξ2 - Hermitovi polinomi.

Energijski spektar - diskretan: En = ℏω
(
n + 1

2

)
n = 0, 1, 2...
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1. Uvod

Kvantni invertovani oscilator

▶ Kvantizacija: H = p2

2m − 1
2
mω2x2 → Ĥ = p̂2

2m − 1
2
mω2x̂2.

▶ �redingerova jedna£ina: − ℏ2
2m

d2ψ
dx2

− 1
2
mω2x2ψ = Eψ.

Potencijal je odbojan, nema vezanih stanja → energija je
kontinualna. Re²enja se pi²u pomo¢u paraboli£nih cilindri£nih
funkcija Dν(z):

ψE (x) ∼ D−1/2+iE/(ℏω)

(
e iπ/4

√
2mω/ℏ x

)
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1. Uvod

Harmonijski vs invertovani oscilator u �zici
Klasi£ni harmonijski oscilator

Stabilna ravnoteºa

opruge, klatna...talasi...
RLC kola
crno telo

Klasi£ni invertovani oscilator
Nestabilna ravnoteºa

invertovano klatno
nestabilni sistemi
teorija haosa...

Kvantni harmonijski oscilator
Diskretan spektar

fononi, fotoni...
vibracije molekula
kvantizacija polja

Kvantni invertovani oscilator
Kontinualan spektar

tunelovanje, rasejanja...
metastabilna stanja

kosmologija

promena znaka potencijala

kvantizacija kvantizacija
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1. Uvod

Oscilatori u kosmologiji

▶ Razmatra se posebna grupa minisuperprostornih
kosmolo²kih modela, £iji se lagranºijani mogu svesti na
lagranºijane standardnih ili invertovanih oscilatora.

▶ Dinamika ovih modela se prou£ava u okviru klasi£nog,
p-adi£nog i nekomutativnog pristupa.

▶ Ovde ¢e biti akcenat na klasi£nom i p-adi£nom okviru.
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1. Uvod

Specijalno je prezentovana:

▶ dinamika unutra²njosti �varc²ildove crne rupe kao
dinamika jednog difeomorfnog vakummskog Kantovski-Saks
kosmolo²kog modela koji se moºe svesti na model dva
standardna nespregnuta oscilatora → temperatura i
entropija crne rupe,

▶ dinamika kasne faze evolucije ravnog Fridmanovog
modela Univerzuma koja se moºe svesti na dinamiku
invertovanog oscilatora → p-adika daje diskretan spektar
mogu¢ih vrednosti kosmolo²ke konstante.
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1. Uvod

Motivacija:
▶ GTR predvidja postojanje inicijalnog/kosmolo²kog singulariteta

i lokalnih singulariteta (BH) £ije prou£avanje zahteva kvantni
pristup. U odsustvu kompletne QTG razmatraju se, izme�u
ostalog, klasi£ne i kvantne verzije kosmolo²kih modela.

▶ Problemi merenja u QTG ukazuju na mogu¢u nearhimedovu,
nekomutativnu i diskretnu strukturu prostor-vremena na
Plankovoj skali, ²to na eksplicitan ili implicitan na£in ukazuje
p-adi£ni i nekomutativni pristup.

© Darko Radovan£evi¢, 2026



Sadrºaj
1. Uvod

2. Elementi p-adi£ne i adeli£ne matemati£ke analize
3. p-Adi£na i adeli£na kvantna mehanika

4. Standardna klasi£na i kvantna kosmologija
5. Minisuperprostorni kosmolo²ki modeli

6. p-Adi£na i adeli£na kosmologija
7. �varc²ildova crna rupa kao Kantovski-Saks model

8. Ravan Fridmanov model sa ρ i Λ
9. Zaklju£ak

1. Uvod

▶ Prou£avanje ovih modela, pored boljeg razumevanja evolucije
univerzuma i dinamike crnih rupa, pruºa i mogu¢nost
izvodjenja vaºnih zaklju£aka u oblasti kvantne gravitacije.

▶ Podstrek - detekcija gravitacionih talasa emitovanih u procesu
spajanja dve crne rupe (LIGO eksperiment, 2015/2016.
godine), ²to je bila ne samo dugoo£ekivana potvrda
predvidjanja GTR o njihovom postojanju ve¢ ujedno i potvrda
o postojanja crnih rupa - £iji prvi snimci su usledili ve¢ nekoliko
godina kasnije (Kolaboracija EHT je 2019. godine objavila
slike supermasivne crne rupe u centru galaksije M87, a 2022.
sliku crne rupe Sgr A*, u centru Mle£nog puta).
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1. Uvod

Izvor: LIGO Laboratory via Wikimedia Commons; EHT Collaboration
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2. Elementi p-adi£ne i adeli£ne matemati£ke analize

Poreklo p-adi£ne i adeli£ne matemati£ke �zike

▶ 1897. do 1950-ih: Osnove p-adi£nih brojeva i analize: Kurt
W.S. Hensel (1897), Helmut Hasse, Emil Artin, André Weil...

▶ Kraj 1980-ih do 1990-ih: p-adi£na kvantna mehanika: Igor
Volovich (1987 � Volovi¢eve hipoteze), Vasily S. Vladimirov,
Evgeny I. Zelenov

▶ 1950-ih do 1970-ih: Adeli£na analiza (teorija brojeva): André
Weil, John T. Tate, Kenkichi Iwasawa, Israel M. Gel'fand
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2. Elementi p-adi£ne i adeli£ne matemati£ke analize

Poreklo p-adi£ne i adeli£ne matemati£ke �zike

▶ 1990-ih do danas: Adeli£na kvantna mehanika: Branko
Dragovi¢, Igor Volovich, Vasily S. Vladimirov, Zoran Raki¢

▶ 2000-ih do danas: p-adi£na i adeli£na kosmologija: Branko
Dragovi¢, Igor Volovich, Goran S. Ðor�evi¢, Ljubi²a Nesi¢,
Zoran Raki¢, Dragoljub Dimitrijevi¢, Darko Radovan£evi¢
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2. Elementi p-adi£ne i adeli£ne matemati£ke analize

▶ Q → Q∞ = R, kori²¢enjem apsolutne vrednosti | · | = | · |∞,
▶ p prost broj. x = pγ a

b ∈ Q, |x |p = p−γ .

Q → Qp, kori²¢enjem p-adi£ne norme | · |p.
▶ Ostrovski: U polju Q standardna norma | · | i p-adi£na

norma | · |p su jedine dve netrivijalne i neekvivalentne
norme.

▶ Elementi polja Qp su p-adi£ni brojevi, u kanonskom obliku:

x = pγ(x0 + x1p + x2p
2 + ...),

gde su γ = γ(x) ∈ Z i xi su celi brojevi takvi da je
0 ≤ xi ≤ p − 1 i x0 > 0 (i = 0, 1, 2, ...).
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2. Elementi p-adi£ne i adeli£ne matemati£ke analize

▶ U polju R vaºi Arhimedov stav: za svaka dva broja x i y iz R,
takva da je x < y , postoji prirodan broj n ∈ N takav da je
|nx | > y . Drugim re£ima, u polju R uzimaju¢i dovoljan broj
puta ma koji broj moºe se dobiti broj koji je ve¢i od bilo kog
drugog realnog broja. Ova £injenica je zapravo osnova svakog
�zi£kog merenja. Zato se za standardnu normu | · |∞ i za polje
R kaºe da su arhimedovski.

▶ Norma p-adi£nog broja x ∈ Qp, |x |p = p−γ , zadovoljava:
- (obi£nu) nejednakost trougla: |x + y |p ≤ |x |p + |y |p, ali i
- jaku nejednakost trougla: |x + y |p ≤ max(|x |p, |y |p) .
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2. Elementi p-adi£ne i adeli£ne matemati£ke analize

▶ Posledica ovoga je da p-adi£na norma ne zadovoljava
Arhimedov stav. Konkretno za nju vaºi da je |nx |p ≤ |x |p za
svaki prirodan broj n. Zbog toga se za p-adi£nu normu i za
polje Qp kaºe da su nearhimedovski.

▶ Metrika na polju Qp, de�nisana kao dp(x , y) = |x − y |p je
nearhimedovska: dp(x , y) ≤ max [dp(x , z), dp(z , y)].

▶ Par (Qp, dp) predstavlja lokalno kompaktan, kompletan i
separabilan metri£ki prostor. U ovom metri£kom prostoru
p-adi£ni krug (odnosno lopta, zavisno od dimenzionalnosti)
Bγ(a), sa centrom u ta£ki a i radijusom pγ je skup

Bγ(a) = {x ∈ Qp : |x − a|p ≤ pγ , γ ∈ Z} .
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2. Elementi p-adi£ne i adeli£ne matemati£ke analize

▶ Jaka nejednakost trougla ima kao posledicu niz �egzoti£nih�
osobina p-adi£nog prostora, koje se dosta razlikuju od onih u
realnom slu£aju (R, d = |x − y |∞).

▶ Na primer, ako je b ∈ Bγ(a), tada je Bγ(a) = Bγ(b), odnosno
svaka ta£ka kruga je njegov centar. Osobine p-adi£nih
lopti podse¢aju na pona²anje kapi ºive.

▶ Svaka lopta u p-adi£nom prostoru istovremeno otvorena i
zatvorena, ²to dovodi do toga da je on istovremeno i totalno
nepovezan. Razviti �dobru� kvantnu teoriju nad ovakvim
prostorom predstavlja ozbiljan zadatak i veliki izazov.
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2. Elementi p-adi£ne i adeli£ne matemati£ke analize

Fizi£ka relevantnost razmatranja polja Qp?

▶ Jedan od rezultata kvantne gravitacije je £injenica da je na
plankijanskim rastojanjima gre²ka merenja reda veli£ine

Plankove duºine, lp =
√

ℏG
c3

≈ 1, 62× 10−35
m.

▶ Ovo ukazuje da u kvantnoj gravitaciji ne postoji dovoljno
dobar etalon za merenje duºine.

▶ Prostor nema vi²e uobi£ajenu klasi£nu arhimedovsku strukturu.
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2. Elementi p-adi£ne i adeli£ne matemati£ke analize

Hipoteze Volovi¢a iz 1987. godine:

▶ Geometrija prostor-vremena na Plankovoj skali, iz pomenutih
razloga, ne moºe zasnivati na polju realnih brojeva R ve¢
upravo na (nearhimedovskom) polju p-adi£nih brojeva Qp.

▶ Mogu¢e kvantne �uktuacije na Plankovoj skali → Geometrija
nad poljem R se realizuje sa odre�enom verovatno¢om i na
ovim rastojanjima (a svakako na �nekvantnim�, tj. klasi£nim)
→ Volovi¢ u drugoj hipotezi iznosi zahtev nepromenljivosti
forme �zi£kih zakona u odnosu na promenu polja brojeva R i
Qp.
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2. Elementi p-adi£ne i adeli£ne matemati£ke analize

▶ Radimo sa p-adi£nim funkcijama p-adi£nog argumenta,
f : Qp → Qp.

▶ p-Adi£no diferenciranje, p-adi£na integracija...

▶ Od posebnog interesa su neke kompleksne funkcije p-adi£nog
argumenta: χp, π, λp.
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2. Elementi p-adi£ne i adeli£ne matemati£ke analize

Adeli
▶ Kosmolo²ki modeli generalno se mogu razmatrati nad oba

polja R i Qp.
▶ Pitanje: kako da rezultate koji se dobijaju u p-adi£nom slu£aju

interpretiramo u okviru p-adi£ne teorije i uop²te kako da ih
poveºemo sa rezultatima dobijenim u standardnom, realnom,
pristupu?

▶ Vaºnu ulogu u tom smislu ima tzv. adeli£na analiza, odnosno
analiza zasnovana na adelima koje je u matematiku prvi uveo
francuski matemati£ar Klod �evale (1909-1984).
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2. Elementi p-adi£ne i adeli£ne matemati£ke analize

▶ Pod adelom a se podrazumeva beskona£ni niz brojeva oblika:

a = (a∞, a2, a3, ..., ap, ...),

gde je a∞ ∈ R realan broj, dok je ap ∈ Qp i pri £emu vaºi da je
ap ∈ Zp za sve osim za kona£no mnogo prostih brojeva p.

▶ Skup svih adela A ima strukturu prstena u odnosu na
operacije sabiranja i mnoºenja adela.
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3. p-Adi£na i adeli£na kvantna mehanika

Standardna QM/kanonski, Dirakov, formalizam
▶ Hilbertov prostor H je prostor stanja |ψ⟩
▶ U koordinatnoj reprezentaciji stanja su (talasne) po modulu

kvadratno integrabilne funkcije ψ : Q∞ → C iz L
(x)
2 (R)

▶ Zakon kretanja:

Û(t − t0, t0) |ψ(t0)⟩ = |ψ(t)⟩ ,

iℏ
d

dt
|ψ(t)⟩ = Ĥ(t) |ψ(t)⟩ .
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3. p-Adi£na i adeli£na kvantna mehanika

Standardna QM/funkcionalni, Fejnmanov formalizam
▶ Zakon kretanja u 1D slu£aju:∫

R
K(x , t; y , t0)ψ(y , t0) dy = ψ(x , t),

K(x ′′, t ′′; x ′, t ′) =

∫ (x ′′,t′′)

(x ′,t′)
χ∞

(
− 1
2πℏ

S(q)

)
Dq,

za slu£aj kvadrati£nog klasi£nog dejstva (Cécile Morette, 1951)

K(x ′′, t ′′; x ′, t ′) =

(
i

2πℏ
∂2Scl

∂x ′′∂x ′

)1/2

χ∞

(
− 1
2πℏ

Scl

)
.
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3. p-Adi£na i adeli£na kvantna mehanika

p-Adi£na QM

Konzistentna generalizacija realnog slu£aja podrazumeva da je:
▶ Centralni objekat: ψ : Qp → C ; x ∈ Qp, ψ(x) ∈ C

▶ x̂ |ψ⟩ → xψ(x) - ? p̂ |ψ⟩ → −iℏ ∂
∂xψ(x) - ?

▶ Ĥ - vremenske translacije, p̂ - prostorne translacije →
Nemogu¢e u p-adi£noj QM. Qp totalno nepovezan. Uzastopna
primena in�ni. transformacija ne daje kona£nu transformaciju.
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3. p-Adi£na i adeli£na kvantna mehanika

▶ Zakon kretanja dobija se generalizacijom funkcionalnog oblika
zakona kretanja u realnom slu£aju:

U(t)ψp(x) =

∫
Qp

Kt(x , y)ψp(y) dy .

▶ U 1D slu£aju kvadrati£nog oblika klasi£nog dejstva p-adi£ni
propagator je (Ðor�evi¢ i Dragovi¢, 1997):

Kp(x
′′, t ′′; x ′, t ′) = λp

(
− 1
4πℏ

∂2Scl
p

∂x ′′∂x ′

)∣∣∣∣∣ 1
2πℏ

∂2Scl
p

∂x ′′∂x ′

∣∣∣∣∣
1/2

p

χp

(
− 1
2πℏ

Scl
p

)
.
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3. p-Adi£na i adeli£na kvantna mehanika

Adeli£na QM
Pitanje interpretacije rezultata p-adi£ne QM?
▶ Centralni objekat je adeli£na talasna funkcija Ψ(adel .) : A → C:

Ψ(adel .)(x) = Ψ∞(x)
∏
p∈M

Ψp(x)
∏
p ̸∈M

Ω(|x |p),

M je skup kona£no mnogo prostih brojeva (ina£e Ψ(adel .)(x)
ne bi vi²e pripadala Hilbertovom prostoru nad adelima).

▶ Najjednostavnije adeli£no vakuumsko stanje:

Ψ
(adel .)
0 (x) = Ψ∞,0(x)

∏
p

Ω(|x |p).
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3. p-Adi£na i adeli£na kvantna mehanika

▶ Zakon kretanja u adeli£noj QM:

U(t ′′, t ′)Ψ(adel .)(x) =
∏

v=∞,2,3,...

∫
Qv

Kv (xv , t
′′
v ; yv , t

′
v )Ψv (yv ) dyv .
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3. p-Adi£na i adeli£na kvantna mehanika

▶ Gustina verovatno¢e nalaºenja £estice:∣∣∣Ψ(adel .)(x)
∣∣∣2
∞

= |Ψ∞(x)|2∞
∏
p∈M

|Ψp(x)|2∞
∏
p ̸∈M

Ω(|x |p),

▶ Za osnovno vakuumsko adeli£no stanje:∣∣∣Ψ(adel .)
0 (x)

∣∣∣2
∞

=

{
|Ψ∞,0(x)|2∞ , x ∈ Z,
0, x ∈ Q \ Z.
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3. p-Adi£na i adeli£na kvantna mehanika

▶ Rani univerzum je opisan Ψ
(adel .)
0 (x).

▶ Gustina verovatno¢e za Ψ
(adel .)
0 (x) je nenulta i jednaka onoj

koju predvi�a standardna kvantna mehanika samo za x ∈ Z
→ celobrojni umno²ci Plankove duºine.

▶ Ovo ukazuje na da postoji diskretizacija mogu¢ih vrednosti
koordinata - zajedni£ka osobina p-adi£nog/adeli£nog i
nekomutativnog pristupa u kvantnoj kosmologiji.

▶ Ako u adeli£noj talasnoj funkciji postoje i p-adi£na stanja
razli£ita od Ω(|x |p), diskretizacija postaje manje uo£ljiva.
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4. Standardna klasi£na i kvantna kosmologija

▶ Op²tu teoriju relativnosti formulisao je A. Ajn²tajn 1915/16. g.
U osnovi teorije leºe Ajn²tajnove jedna£ine gravitacionog polja:

Rµν −
1
2
gµνR =

8πG
c4

Tµν + gµνΛ, µ, ν = 0, 1, 2, 3.

▶ 10 nezavisnih jedna£ina, 10 promenljivih: 3 komponente
uµ = dxµ

ds (od 4, jer je uµuµ = 1), ε (ili p) i 6 komponenti gµν
(zapravo 10, no kako su dozvoljene proizvoljne transformacije
4 koordinate to pruºa mogu¢nost da se �ksiraju 4 od 10
(nezavisnih) komponenti gµν → mogu¢nost izbora (�ksiranja
gejdºa) jedne laps funkcije N i tri komponente Ni ²ift vektora
→ postoje 4 primarne Dirakove veze).

© Darko Radovan£evi¢, 2026



Sadrºaj
1. Uvod

2. Elementi p-adi£ne i adeli£ne matemati£ke analize
3. p-Adi£na i adeli£na kvantna mehanika

4. Standardna klasi£na i kvantna kosmologija
5. Minisuperprostorni kosmolo²ki modeli

6. p-Adi£na i adeli£na kosmologija
7. �varc²ildova crna rupa kao Kantovski-Saks model

8. Ravan Fridmanov model sa ρ i Λ
9. Zaklju£ak

4. Standardna klasi£na i kvantna kosmologija

▶ Kosmologija = OTR primenjena na kosmos kao celinu.
▶ Fromuli²u se razli£iti kosmolo²ki modeli. Danas preovla�uju¢i

je model Velikog praska zasnovan na Fridmanovim modelima
homogenog i izotropnog svemira (Hablova ekspanzija, CMBR,
poreklo hemijskih elemenata).

▶ Kosmologija ranih faza nastanka univerzuma (zapravo kvantna
gravitacija primenjena na rani svemir) → kvantna kosmologija.

▶ Problemi: nerenormalizabilnost QG, problemi merenja u QG,
ko u QG £ini kvantni ansambl a ko posmatra£a koji meri,...

© Darko Radovan£evi¢, 2026



Sadrºaj
1. Uvod

2. Elementi p-adi£ne i adeli£ne matemati£ke analize
3. p-Adi£na i adeli£na kvantna mehanika

4. Standardna klasi£na i kvantna kosmologija
5. Minisuperprostorni kosmolo²ki modeli

6. p-Adi£na i adeli£na kosmologija
7. �varc²ildova crna rupa kao Kantovski-Saks model

8. Ravan Fridmanov model sa ρ i Λ
9. Zaklju£ak

4. Standardna klasi£na i kvantna kosmologija

Hamiltonova formulacija OTR (3+1 formalizam (Darmoa,
Lihnerovi£, �oke-Brua), Dirakova teorija veza, ADM formalizam)

ds2 = gµνdx
µdxν = −N2dt2 + hik(dx

i + N idt)(dxk + Nkdt),

L =
1

16πG

∫ (
(3)R+ K ikKik − K 2 − 2Λ

)
N
√
h d3x+

∫
LmN

√
h d3x .

Odavde se dalje mogu dobiti impulsi πik , πΦ, π0 i πi konjugovani
promenljivima hik , Φ, N i Ni , respektivno, kao i Hamiltonijan
sistema H.
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4. Standardna klasi£na i kvantna kosmologija

Hamiltonova formulacija OTR → kanonska kvantizacija:
▶ Vraijable → opservable:

πik → π̂ik → −i
δ

δhik
, πΦ → π̂Φ → −i

δ

δΦ
,

π0 → π̂0 → −i
δ

δN
, πi → π̂i → −i

δ

δNi
.

© Darko Radovan£evi¢, 2026



Sadrºaj
1. Uvod

2. Elementi p-adi£ne i adeli£ne matemati£ke analize
3. p-Adi£na i adeli£na kvantna mehanika

4. Standardna klasi£na i kvantna kosmologija
5. Minisuperprostorni kosmolo²ki modeli

6. p-Adi£na i adeli£na kosmologija
7. �varc²ildova crna rupa kao Kantovski-Saks model

8. Ravan Fridmanov model sa ρ i Λ
9. Zaklju£ak

4. Standardna klasi£na i kvantna kosmologija

▶ Primarne Dirakove veze:

π0 =
δL

δṄ
= 0 → π̂0 |Ψ⟩ = 0 → −i

δΨ

δN
= 0,

πi =
δL

δṄi

= 0 → π̂i |Ψ⟩ = 0 → −i
δΨ

δNi
= 0.

▶ Sekundarne (dinami£ke) Dirakove veze (Hamiltonov i impulsni
uslov):

π̇0 = −H = 0 ⇒ Ĥ |Ψ⟩ = 0 , π̇i = −Hi = 0 ⇒ Ĥi |Ψ⟩ = 0.

Viler-de Vitova jedna£ina (Brajs de Vit, 1967) → Eg + Em = 0
Osnovna jedna£ina kvantne kosmologije.
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4. Standardna klasi£na i kvantna kosmologija

▶ Funkcionalna kvantizacija OTR (Mizner, 1957. g.)〈
h′′ik ,Φ

′′,Σ′′|h′ik ,Φ′,Σ′〉 = ∫ exp(iS(gµν ,Φ))Dgµν DΦ.

Faktor exp(iS) je oscilatoran → integral je divergentan →
t → −iτ i S → i S̄ (Vikova rotacija tj. signaturna tranzicija)〈

h′′ik ,Φ
′′,Σ′′|h′ik ,Φ′,Σ′〉 = ∫ exp(−S̄(gµν ,Φ))Dgµν DΦ.

kako S̄ nije nuºno pozitivno de�nitno, pri integraciji se moraju
uzeti u obzir ne samo realne ve¢ i kompleksne metrike
(rezultat ¢e i tada zavisiti od izbora konture integracije).
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5. Minisuperprostorni kosmolo²ki modeli

Minisuperprostorni modeli, kona£nodimenzionalan minisuperprostor
▶ Homogen i izotropan model → N = N(t) i N i = 0:

ds2 = gµνdx
µdxν = −N(t)2dt2 + hikdx

idxk .

Npr. model sa 2D minisuperprostorom {Φ,R} i FLRW metrikom:

ds2 = −dt2 + R2(t)(dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdφ2)).

▶ Model sa 3D minisuperprostorom {Φ, c1, c2} i homogenom i
anizotropnom Kantovski-Saks metrikom:

ds2 = −N2(t)

c1(t)
dt2 + c1(t)dr

2 + c22 (t)(dθ
2 + sin2 θdφ2).
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5. Minisuperprostorni kosmolo²ki modeli

▶ Milneov model (Edvard Artur Milne, 1935. g.). Prazan
otvoren Fridmanov model sa metrikom:

ds2 = dt2 − t2(dχ2 + sinh2 χ(dθ2 + sin2 θdφ2).

koja se smenama r = t sinhχ, τ = t coshχ svodi na galilejevsku
(metriku Minkovskog).
▶ Dinamika 2+1 dim. homogenog i izotropnog modela

toroidalne topologije sa kosmolo²kom konstantom Λ
ekvivalentna je dinamici slobodne relativisti£ke £estice mase√
4Λ koja se kre¢e u trodimenzionalnom Milneovom prostoru.
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5. Minisuperprostorni kosmolo²ki modeli

▶ Klasi£no dejstvo modela:

Scl =

(
−(Z ′′−Z ′)2

2T
+2ΛT

)
+

(
(X ′′−X ′)2

2T
−2ΛT

)
+

(
(Y ′′−Y ′)2

2T
−2ΛT

)
= Scl

Z + Scl
X + Scl

Y .
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5. Minisuperprostorni kosmolo²ki modeli

Dvooscilatorni modeli u kosmologiji
▶ ...su modeli £iji se lagranºijani mogu, pogodnim smenama (ako

je potrebno), predstaviti kao algebarska suma (zbir ili razlika)
lagranºijana dva dekuplovana linearna harmonijska oscilatora
(L = ẋ2 − ω2

xx
2) ili dva dekuplovana linearna invertovana

oscilatora (L = ẋ2 + ω2
xx

2).
▶ Op²ti oblik lagranºijana:

L = [ẋ2 ± ω2
xx

2] + sgnξ[ẏ2 ± ω2
yy

2] ,

gde frekvence ωx i ωy mogu biti jednake ili razli£ite i sgnξ = +
ili sgnξ = − nezavisno od znaka ispred ωx ,y .
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5. Minisuperprostorni kosmolo²ki modeli

Klasi�kacija modela:
▶ �Harmonijski� dvooscilatorni kosmolo²ki modeli:

L(1) = [ẋ2−ω2x2]−[ẏ2−ω2y2], L(2) = [ẋ2−ω2x2]+[ẏ2−ω2y2],

L(3) = [ẋ2−ω2
xx

2]−[ẏ2−ω2
yy

2], L(4) = [ẋ2−ω2
xx

2]+[ẏ2−ω2
yy

2].

▶ �Invertovani� dvooscilatorni kosmolo²ki modeli:

L(5) = [ẋ2+ω2x2]−[ẏ2+ω2y2], L(6) = [ẋ2+ω2x2]+[ẏ2+ω2y2],

L(7) = [ẋ2+ω2
xx

2]−[ẏ2+ω2
yy

2], L(8) = [ẋ2+ω2
xx

2]+[ẏ2+ω2
yy

2].
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5. Minisuperprostorni kosmolo²ki modeli

Prelazi izme�u lagranºijana:

L(1) ↔ L(5), L(2) ↔ L(6), L(3) ↔ L(7), L(4) ↔ L(8).

mogu se ostvariti pomo¢u dva tipa relevantnih transformacija:
▶ Signaturna izmena: t → −iτ .
▶ Promena znaka ispred kvadrata frekvence oscilatora tj.

transformacija ω2
x ,y → −ω2

x ,y (²to moºe biti posledica promene
znaka parametra preko koga u konkretnom modelu moºe biti
de�nisan kvadrat frekvence oscilatora).
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5. Minisuperprostorni kosmolo²ki modeli

Primer 1.
▶ Multidimenzionalni Fridmanov model sa ϕ̃ i U(ϕ̃)

Metrika: g = −βdβ ⊗ dβ + R̄2(β)(
1+ kr2

4

)2 dx i ⊗ dx i + ā2(β)g(d).

EH dejstvo:

S = 1
2k2D

∫
MR

√
−g dDx − 1

2

∫
M

[
−
(
∂ϕ̃
∂β

)2
+ 2U(ϕ̃)

]
dDx + SYGH .

Lagranºijan: L = − k20
γ′2

(α̇2
1 − α̇2

2 − ω2
+α

2
1 + ω2

−α
2
2) je oblika L(3).
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5. Minisuperprostorni kosmolo²ki modeli

Primer 2.
▶ Fridmanov model sa ϕ i Λ

Metrika: ds2 = −dt2 + R2(t)(dr2 + r2dΩ2).
EH dejstvo: S = 1

2k2

∫
MR

√
−g d4x +∫

M

(
−1

2
(∇ϕ)2

√
−g d4x − Λ

)√
−g d4x + SYGH .

Lagranºijan: L = ẋ21 − ẋ22 + 3
4
Λ(x21 − x22 ) je oblika L(5).
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5. Minisuperprostorni kosmolo²ki modeli

Primer 3.
▶ Fridmanov model sa ϕ i U(ϕ)

Metrika: ds2 = −dt2 + R2(t)(dr2 + r2dΩ2).
EH dejstvo:
S = 1

2k2

∫
MR

√
−g d4x+

∫
M
[
1
2
∂0ϕ∂

0ϕ− U(ϕ)
]√

−g d4x+SYGH .

Lagranºijan: L =
[
Q̇2
1 − ω2

+Q
2
1

]
+
[
Q̇2
2 − ω2

−Q
2
2

]
je oblika L(4).
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5. Minisuperprostorni kosmolo²ki modeli

Primer 4: Modeli sa lagranºijanom oblika L(1)
▶ Kosmolo²ki minisuperprostorni modeli £iji se lagranºijan moºe

svesti na lagranºijan L(1) dva dekuplovana harmonijska
oscilatora jednakih frekvenci £ije se energije oduzimaju u
hamiltonijanu sistema.

▶ Oni £ine do sada najbolje prou£enu klasu dvooscilatornih
modela u koju spada 6 tipova do sada otkrivenih kosmolo²kih
modela.

▶ Mogu se podeliti u dve grupe. Jednu grupu £ine modeli sa
kosmolo²kom konstantom u dejstvu, a drugu modeli bez
kosmolo²ke konstante.
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5. Minisuperprostorni kosmolo²ki modeli

Modeli sa kosmolo²kom konstantom:
▶ Fridmanov model sa minimalno kuplovanim skalarnim poljem
ϕ i kosmolo²kom konstantom Λ

Metrika modela: ds2 = −dt2 + R2(t)(dr2 + r2dΩ2).
Dejstvo modela: S = 1

2k2

∫
MR

√
−g d4x +∫

M

(
−1

2
(∇ϕ)2

√
−g d4x − Λ

)√
−g d4x + SYGH .
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5. Minisuperprostorni kosmolo²ki modeli

▶ Fridmanov D = 4+ d dimenzionalni model sa kosmolo²kom
konstantom Λ i untra²njim d-dimenzionalnim prostorom

Metrika modela:
ds2 = −dt2 + R2(t)(

1+ kr2

4

)2 (dr2 + r2dΩ2) + a2(t)g
(d)
ij dx idx j .

Dejstvo modela: S = 1
2k2D

∫
M(R− 2Λ)

√
−g dDx + SYGH .
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5. Minisuperprostorni kosmolo²ki modeli

▶ Vakuumski Kaluca-Klajn (4+1) dimenzionalni model sa
kosmolo²kom konstantom Λ

Metrika modela: ds2 = −dt2 + R2(t)dr idr j

(1+ kr2

4
)2

+ a2(t)dρ2.

Dejstvo modela: S =
∫
M(R− Λ)

√
−gdtd3rdρ.
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5. Minisuperprostorni kosmolo²ki modeli

Modeli bez kosmolo²ke konstante:
▶ Fridmanov model sa bezmasenim skalarnim poljem ϕ koje je

konformno kuplovano sa gravitacijom

Metrika modela: ds2 = 2G
3π

(
−a2(t)Ñ2d2t + a2(t)dΩ2

3(t)
)
.

Gustina lagranºijana: Lm = − 3
8πG

(
gµν∂µϕ∂νϕ+ 1

6
Rϕ2

)
.
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5. Minisuperprostorni kosmolo²ki modeli

▶ Fridmanov model sa bezmasenim skalarnim poljem ϕ koje je
minimalno kuplovano sa gravitacijom

Metrika modela: ds2 = 2G
3π

(
−a2(t)Ñ2d2t + a2(t)dΩ2

3(t)
)
.

Gustina lagranºijana materije: Lm = − 3
8πG g

µν∂µϕ∂νϕ.
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5. Minisuperprostorni kosmolo²ki modeli

▶ Vakuumski Kantovski-Saks model

Metrika modela:
ds2 = G

2π

(
−Ñ2(t)dt2 + b21(t)dχ

2 + b22(t)dΩ
2
2(t)

)
.

Dejstvo modela: S = 1
16πG

∫
M
(
(3)R+ K ikKik − K 2

)
N
√
h dtd3x .

▶ Ovaj model je pri tome od posebnog interesa razmotriti jer je
njegova dinamika difeomorfna dinamici unutra²njosti
�varc²ildove crne rupe.
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5. Minisuperprostorni kosmolo²ki modeli

▶ U svim prethodnim slu£ajevima lagranºijan modela se
odgovaraju¢im smenama svodi na lagranºijan dva dekuplovana
harmonijska oscilatora jednakih frekvenci £ije se energije
oduzimaju u hamiltonijanu sistema tj. na:
L(1) = [ẋ2 − ω2x2]− [ẏ2 − ω2y2].
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5. Minisuperprostorni kosmolo²ki modeli

Hamiltonov formalizam
▶ Za lagranºijane dvooscilatornih modela L(1),...,L(8), re²avaju¢i

Ojler-Lagranºeve jedna£ine: d
dt

(
∂Li
∂q̇σ

)
− ∂Li

∂qσ
= 0

dobijaju se diferencijalne jedna£ine kretanja po
minisuperprostornim koordinatama qσ, £ijim se daljim
re²avanjem dobija op²ti oblik kona£nih jedna£ina kretanja.

▶ Za konkretne po£etne uslove ove jedna£ine daju partikularne
kona£ne jedna£ine kretanja.

▶ Dejstva za svaki od 8 modela dobijaju se iz: Si =
∫ t′′

t′ Li dt, a
hamiltonijani: Hi =

∑
σ pσq̇σ − Li
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5. Minisuperprostorni kosmolo²ki modeli

▶ Iz Hamiltonovog uslova u GTR sledi da je za ove modele
H = 0 , ²to na integracione konstante u kona£nim op²tim
re²enjima name¢e odgovaraju¢a ograni£enja i ukazuje da je
ukupna enerija sistema jednaka nuli (tzv. uslov nulte energije).

▶ Izdvaja se klasa dvooscilatornih modela sa lagranºijanima L(1) i
L(3). Uslovi nulte energije H(1) = 0 i H(3) = 0 ukazuju da je
re£ o sistemima od dva linearna harmonijska oscilatora istih
energija koje se oduzimaju u hamiltonijanu sistema. Za
dvooscilatorni sistem ovakvog tipa se kaºe da £ini jedan
oscillator-ghost-oscillator sistem ili inde�nite oscillator sistem.
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5. Minisuperprostorni kosmolo²ki modeli

Kanonska kvantizacija
▶ Kvantizacijom Hamiltonovog uslova (u formi H = 0) za dati

model dobija se Viler-de Vidova jedna£ina modela, koja
predstavlja analogon �redingerove jedna£ine u standardnoj
kvantnoj mehanici.

▶ Za Milneov model:
[
∂2

∂Z2 − ∂2

∂Y 2 − ∂2

∂X 2 + 4Λ
]
Ψ(X ,Y ,Z ) = 0.

▶ Za oscillator-ghost-oscillator sisteme sa lagranºijanima L1 i L3:[
− ∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
+ ω̃2(x2 − y2)

]
Ψ(x , y) = 0,[

− ∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
+ ω̃2

xx
2 − ω̃2

yy
2
]
Ψ(x , y) = 0,

respektivno.
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5. Minisuperprostorni kosmolo²ki modeli

▶ Re²enja ovih Viler-de Vitovih jedna£ina za oscillator-ghost

-oscillator sisteme lako se dobijaju metodom razdvajanja
promenljivih:

Ψn1,n2(x , y) =
(
ω̃
π

) 1
4

[
Hn1 (

√
ω̃x)√

2n1n1!

]
e−

ω̃x2

2

(
ω̃
π

) 1
4

[
Hn2 (

√
ω̃y)√

2n2n2!

]
e−

ω̃y2

2 ,

Ψn1,n2(x , y) =
(
ω̃x
π

) 1
4

[
Hn1 (

√
ω̃xx)√

2n1n1!

]
e−

ω̃x x
2

2

(
ω̃y

π

) 1
4

[
Hn2 (

√
ω̃yy)√

2n2n2!

]
e−

ω̃y y
2

2
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5. Minisuperprostorni kosmolo²ki modeli

Signaturna izmena
▶ Signaturna tranzicija podrazumeva zapravo promenu metrike

tako da ona ako je bila lorencovskog tipa sa signaturom
(−,+,+,+) postaje nakon ove transformacije euklidska sa
signaturom (+,+,+,+), ²to se o£igledno za kvadratne
metri£ke forme realizuje Vikovom rotacijom (t → −iτ).

▶ Teorija QG → na Plankovoj skali klasi£an koncept merenja i
strukture prostor-vremena gubi simisao → struktura
prostor-vremena je: nearhimedovska + Volovi¢eva hipoteza →
p-adi£na/adeli£na → diskretnost prostor-vremena (predvi�a je
i nekomutativni pristup)
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▶ Loop QG se pokazuje da se ova diskretnost tako�e moºe
dovesti u vezu sa mehanizmom signaturne tranzicije.

▶ Sama signaturna izmena u funkcionalnom formalizmu u QC
ima svoje matemati£ko opravdanje (konvergencija integrala).

▶ U slu£aju dvooscilatornih modela klasi£na signaturna tranzicija,
kao ²to je re£eno, prevodi jedan model u drugi i tako�e
name¢e speci�£na ograni£enja na konkretne parametre teorije.
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6. p-Adi£na i adeli£na kosmologija

▶ Podrazumeva primenu p-adi£ne i adeli£ne kvantne mehanike.
▶ Funkcionalni pristup - centralni objekat je p-adi£na

generalizacija amplitude prelaza:〈
h′′ik ,Φ

′′,Σ′′|h′ik ,Φ′,Σ′〉
p
=

∫
χp(−Sp(gµν ,Φ))D(gµν)p D(Φ)p.
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6. p-Adi£na i adeli£na kosmologija

Dva pravca razvoja:
▶ U okviru prvog, za razli£ite modele, odre�uju se

Hartl-Hokingove talasne funkcije kao re²enja p-adi£nih
integrala oblika:

ΨHH
p (qα) =

∫
|N|p≤1

Kp(q
α,N; 0, 0) dN.

▶ Drugi pristup podrazumeva odre�ivanje i ispitivanje uslova za
egzistenciju vakuumskih p-adi£nih stanja Ω(|x |p), Ω(pν |x |p) i
δ(pν − |x |p), a pre svih osnovnog vakuumskog stanja Ω(|x |p)
£ije je postojanje nuºno u smislu adelizacije.
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6. p-Adi£na i adeli£na kosmologija

p-Adi£ni Milneov model
p-adi£ni propagator za Milneov model:

Kp(X
′′,T ;X ′, 0) =

2∏
µ=0

λp((−1)δ
µ
0 2T )

|T |1/2p

× χp

(
−(−1)δ

µ
0
(X ′′µ−X ′µ)2

2T
+(−1)δ

µ
0 2ΛT

)
.
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6. p-Adi£na i adeli£na kosmologija

Njegovom zamenom u uslove koje zadovoljavaju vakuumska stanja
Ω(|x |p), Ω(pν |x |p) i δ(pν − |x |p), redom:∫

Q3
p

Kp(X
′′,T ;X ′, 0)Ω(|X ′|p) dX ′ = Ω(|X ′′|p),

∫
Q3

p

Kp(X
′′,T ;X ′, 0)Ω(pν |X ′|p) dX ′ = Ω(pν |X ′′|p),∫

Q3
p

Kp(X
′′,T ;X ′, 0)δ(pν − |X ′|p) dX ′ = δ(pν − |X ′′|p),
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6. p-Adi£na i adeli£na kosmologija

Dobijaju se uslovi njihove egzistencije:

Ψp(X ,T ) = Ω(|X |p), |Λ|p ≤ 1, |T |p = 1,

Ψp(X ,T ) = Ω(pν |X |p), |Λ|p ≤ p2ν , |T |p = p−2ν ,

Ψp(X ,T ) = δ(pν − |X |p), |Λ|p ≤ p2−2ν , |T |p = p2ν−2.
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6. p-Adi£na i adeli£na kosmologija

p-Adi£ni dvooscilatorni kosmolo²ki modeli
▶ �Harmonijski� modeli:

Kp(1)(x
′′, y ′′, t ′′; x ′, y ′, t ′) =

∣∣∣∣ 2T
∣∣∣∣
p

χp(−Scl
p(1)),

Kp(2)(x
′′, y ′′, t ′′; x ′, y ′, t ′) = λp

(
ω

sin(ωT )

)
λp

(
ω

sin(ωT )

)
×

∣∣∣∣ 2T
∣∣∣∣
p

χp(−Scl
p(2)),
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Kp(3)(x
′′, y ′′, t ′′; x ′, y ′, t ′) = λp

(
ωx

sin(ωxT )

)
λp

(
− ωy

sin(ωyT )

)
×

∣∣∣∣ 2T
∣∣∣∣
p

χp(−Scl
p(3)),

Kp(4)(x
′′, y ′′, t ′′; x ′, y ′, t ′) = λp

(
ωx

sin(ωxT )

)
λp

(
ωy

sin(ωyT )

)
×

∣∣∣∣ 2T
∣∣∣∣
p

χp(−Scl
p(4)).
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▶ �Invertovani� modeli:

Kp(5)(x
′′, y ′′, t ′′; x ′, y ′, t ′) =

∣∣∣∣ 2T
∣∣∣∣
p

χp(−Scl
p(5)),

Kp(6)(x
′′, y ′′, t ′′; x ′, y ′, t ′) = λp

(
ω

sinh(ωT )

)
λp

(
ω

sinh(ωT )

)
×

∣∣∣∣ 2T
∣∣∣∣
p

χp(−Scl
p(6)),
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Kp(7)(x
′′, y ′′, t ′′; x ′, y ′, t ′) = λp

(
ωx

sinh(ωxT )

)
λp

(
− ωy

sinh(ωyT )

)
×

∣∣∣∣ 2T
∣∣∣∣
p

χp(−Scl
p(7)),

Kp(8)(x
′′, y ′′, t ′′; x ′, y ′, t ′) = λp

(
ωx

sinh(ωxT )

)
λp

(
ωy

sinh(ωyT )

)
×

∣∣∣∣ 2T
∣∣∣∣
p

χp(−Scl
p(8)).
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6. p-Adi£na i adeli£na kosmologija

Njihovom zamenom u uslove koje zadovoljavaju vakuumska stanja
Ω(|x |p)Ω(|y |p), Ω(pν |x |p)Ω(pµ|y |p) i δ(pν − |x |p)δ(pµ − |y |p),
redom:∫

|x ′|p≤1

∫
|y ′|p≤1

Kp(x
′′, y ′′, t ′′; x ′, y ′, t ′) dx ′dy ′=Ω(|x ′′|p)Ω(|y ′′|p),

∫
|x ′|p≤p−ν

∫
|y ′|p≤p−µ

Kp(x
′′, y ′′, t ′′; x ′, y ′, t ′) dx ′dy ′=Ω(pν |x ′′|p)Ω(pµ|y ′′|p),∫

|x ′|p=pν

∫
|y ′|p=pµ

Kp(x
′′, y ′′, t ′′; x ′, y ′, t ′) dx ′dy ′=δ(pν−|x ′′|p)δ(pµ−|y ′′|p).
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6. p-Adi£na i adeli£na kosmologija

Dobija se da vakuumska p-adi£na stanja:

Ψp(x , y) = Ω(|x |p)Ω(|y |p),

Ψ
(ν,µ)
p (x , y) = Ω(pν |x |p)Ω(pµ|y |p),

(ν, µ = 0,±1,±2, ...)

Ψ
(ν,µ)
p (x , y) =

{
δ(pν − |x |p)δ(pµ − |y |p), |T |p ≤ p2ν,µ−2,
δ(2ν − |x |2)δ(2µ − |y |2), |T |2 ≤ 22ν,µ−4,

(ν, µ = 0,−1,−2, ...)
postoje za op²ti uslov analiti£nosti |ωT |p ≤ |2p|p funkcija u
p-adi£nim propagatorima, ²to zapravo zna£i da je ωT ∈ Z.
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6. p-Adi£na i adeli£na kosmologija

Pitanje adelizacije
▶ Adelizacija podrazumeva konstrukciju adeli£ne talasne funkcije.

Dva uslova:
1. postoje re²enja Ψ∞(x , y) Viler-de Vitovih jedna£ina,
2. postoje osnovna vakuumska p-adi£na Ω(|x |p)Ω(|y |p) stanja.

▶ Za Minleov model prvi uslov nije ispunjen.
▶ Za dvooscilatorne modele oba uslova su ispunjena. Pri tome je

drugi uslov ispunjen za sve modele za iste uslove egzistencije
za svako posmatrano vakuumsko stanje.
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6. p-Adi£na i adeli£na kosmologija

Signaturna izmena u p-adi£nom prostor-vremenu
▶ Znak signature u Q4

p moºe biti proizvoljno promenjen samo za
p ≡ 1(mod 4) (tada i samo tada je

√
−1 ∈ Qp).

▶ Nakon signaturne tranzicije u Q4
p vakuumska p-adi£na stanja

modela i uslovi za njihovu egzistenciju ne¢e se promeniti.
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8. �varc²ildova crna rupa kao Kantovski-Saks model

▶ Metri£ka forma centralno-simetri£nog gravitacionog polja
nerotiraju¢eg i nenaelektrisanog objekta (�varc²ildova
metrika):

ds2 = −(1− rg
r
)dt2 + (1− rg

r
)−1dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdφ2).

▶ Za r < rg = 2Gm
c2

, tj. unutar horizonta doga�aja, �varc²ildove
metri£ke komponente g00 = gtt i g11 = grr menjaju predznake.

▶ Ovo sugeri²e da prostor i vreme menjaju uloge nakon prolaska
kroz horizont doga�aja. Naime, vremenska koordinata, za
posmatra£a izvan horizonta doga�aja, postaje prostornog tipa
za posmatra£a unutar �varc²ildove sfere.
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7. �varc²ildova crna rupa kao Kantovski-Saks model

▶ U tom smislu, za oba posmatra£a postoji samo jedan mogu¢i
smer kretanja, za spolja²njeg posmatra£a u vremenu, a za
unutra²njeg u prostoru (pravo ka singularnosti).

▶ Imaju¢i u vidu prethodno re£eno, moºe se razmotriti
mogu¢nost da unutra²njost �varc²ildove crne rupe bude
opisana kvadratnom metri£kom formom koja se dobija
zamenom t ↔ r u njen standardni oblik tj. formom:

ds2 = −(
rg
t
− 1)−1dt2 + (

rg
t
− 1)dr2 + t2(dθ2 + sin2 θdφ2),

u kojoj komponente metrike eksplicitno zavise od vremena.
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7. �varc²ildova crna rupa kao Kantovski-Saks model

▶ Prethodni izraz ima oblik homogene i anizotropne
Kantovski-Saks metrike:
ds2 = −N2(t)

c1(t)
dt2 + c1(t)dr

2 + c22 (t)(dθ
2 + sin2 θdφ2).

▶ Primer jedne interesantne osobine Op²te teorije relativnosti da
generi²e re²enja za kosmolo²ke modele iz stati£kih re²enja
Ajn²tajnovih jedna£ina gravitacionog polja.

▶ Dakle:
Unutra²njost �varc²ildove crne rupe
↔ Vakuumski Kantovski-Saks model
↔ Dvooscilatorni oscillator-ghost-oscillator model.
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7. �varc²ildova crna rupa kao Kantovski-Saks model

▶ Lagranºijan:

L = −
M2

plV0

Ñ

[
(ẋ2 − Ñ2x2)− (ẏ2 − Ñ2y2)

]
,

▶ Hamiltonijan:

H = − Ñ

4M2
plV0

(π2x − π2y )− V0M
2
pl Ñ(x2 − y2),

▶ Viler-de Vitova jedna£ina:

ĤΨ(x , y) =

[
− 1
4M2

plV0

(π̂2x − π̂2y )− V0M
2
pl(x̂

2 − ŷ2)

]
Ψ(x , y) = 0.
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7. �varc²ildova crna rupa kao Kantovski-Saks model

▶ Zamenjuju¢i Ψn1,n2(x , y) = µn1(x)τn2(y), Viler-de Vitova
jedna£ina postaje dekuplovana po promenljivima:[

− ℏ3Ñ
4V0c2M2

pl

∂2

∂x2
+

ÑV0c
2M2

pl

ℏ
x2

]
µn1(x) = En1µ(x),

[
− ℏ3Ñ
4V0c2M2

pl

∂2

∂y2
+

ÑV0c
2M2

pl

ℏ
y2

]
τn2(y) = En2τ(y).
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7. �varc²ildova crna rupa kao Kantovski-Saks model

▶ Sa op²tim aledi£nim re²enjem:

Ψ(adel .)(x , y) =

(
ω̃

π

) 1
2

∞∑
n=0

Cn

2nn!
e−

ω̃
2
(x2+y2)Hn(

√
ω̃x)Hn(

√
ω̃y)

×
∏
p∈M

Ψp(x , y)
∏
p ̸∈M

Ω(|x |p)Ω(|y |p),

▶ Prethodne, dekuplovane, jedna£ine su jedna£ine dva kvantna
LHO £ije su frekvence:

ω2 = 1
m̃
∂2Ep(x)
∂x2

= 1
m̃
∂2Ep(y)
∂y2

= Ñ
m̃

2V0c2M2
pl

ℏ i energije En1 i En2 .
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7. �varc²ildova crna rupa kao Kantovski-Saks model

▶ Pretpostavljamo da se ovi oscilatori odnose na dva
gravitaciona stepena slobode, naime, jedan na crnu a drugi na
njoj korespondentnu belu rupu.

▶ Sloboda izbora laps funkcije Ñ dopu²ta mogu¢nost da se
�ksira gejdº Ñ

m̃ = 6c2

V0ℏ .

▶ Tada je: ℏω =
√

3
2πEpl .

▶ Korekciona partiociona funkcija je: Zapprox . =
√

2π
3

e−
β2E2pl
16π

βEpl
.

© Darko Radovan£evi¢, 2026



Sadrºaj
1. Uvod

2. Elementi p-adi£ne i adeli£ne matemati£ke analize
3. p-Adi£na i adeli£na kvantna mehanika

4. Standardna klasi£na i kvantna kosmologija
5. Minisuperprostorni kosmolo²ki modeli

6. p-Adi£na i adeli£na kosmologija
7. �varc²ildova crna rupa kao Kantovski-Saks model

8. Ravan Fridmanov model sa ρ i Λ
9. Zaklju£ak

7. �varc²ildova crna rupa kao Kantovski-Saks model

Iz korekcione partiocione funkcije Zapprox . mogu se dalje odrediti:
▶ Unutra²nja energija crne rupe:

Ein. = − ∂
∂β (lnZapprox) =

E2
pl

8π β + 1
β = mc2,

▶ Temperatura crne rupe sa kvantnom korekcijom (za
Epl ≪ mc2):

β ≈ βH

[
1− 1

βHmc2

]
, gde je: βH = 8πmc2

E2
pl

= 1
kBTH

,

▶ Entropija crne rupe (za Epl ≪ mc2):

S

kB
= lnZapprox . + βEin. ≈

SBH
kB

− 1
2
ln

(
SBH
kB

)
, SBHkB

= As

4l2pl
.
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8. Ravan Fridmanov model sa ρ i Λ

▶ Ravan Fridmanov model sa poljem materije gustine ρ i
kosmolo²kom konstantom Λ

Fridmanova metrika:
ds2 = −N2c2dt2 + a2(t)

[
dχ2 + χ2

(
dθ2 + sin2 θdϕ2

)]
.

EH dejstvo:

SEH= Sg + SYGH + Sm =

− c4

16πG

∫
M

[
(3)R+K ikKik−K 2−2Λ

]
N
√
h dt d3x+c2

∫
MρN

√
h dt d3x
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8. Ravan Fridmanov model sa ρ i Λ

Lagranºijan modela: L = 3V0c2

8πG

(
1
N ȧ

2a+ Λc2

3
Na3 + 8πG

3
Nρa3

)
.

Za a(t) → ∞; uz N = 1, ã = a
lpl

i ã =
(
3
2
q
) 2
3 , svodi se na:

L = I0
(
q̇2 + ω2q2

)
, gde je ω2 = 3

4
Λc2 - Invertovani oscilator.

Ojler-Langranºeva jedna£ina: q̈ − ω2q = 0, hiperboli£ko re²enje:

q = q0 cosh(ωt + φ) → e

√
3
4
Λc2t → a(t) = lpl ã(t) ∼ lple

√
Λc2

3
t .

...(aktuelna) eksponencijalna ekspanzija svemira...
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8. Ravan Fridmanov model sa ρ i Λ

▶ p-Adic and adelic case

p-Adi£no dejstvo: Scl
p =

∫ t′′

t′ Lclp dt = I0ω
[

q′′2+q′2

tanh(ωT ) −
2q′′q′

sinh(ωT )

]
.

p-Adi£ni propagator:

Kp(q
′′, q′,T ) = λp

(
I0ω

h sinh(ωT )

) ∣∣∣∣ 2I0ω
h sinh(ωT )

∣∣∣∣1/2
p

× χp

[
−1
h
I0ω

(
q′′2 + q′2

tanh(ωT )
− 2q′′q′

sinh(ωT )

)]
.
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8. Ravan Fridmanov model sa ρ i Λ

▶ p-Adic and adelic case

Lagranºijan → Hamiltonijan → Viler-de Vitova jedna£ina → Ψ∞(q)
Adeli£na talasna funkcija osnovnog vakuumskog stanja:

Ψadel .(q) = Ψ∞(q)
∏
p

Ω(|q|p)

=
v

5
4

0

9
√
2l3pla

3
4

(
D+e

i a
3

v0 +D−e
−i a

3

v0

)∏
p

Ω(|q|p).
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8. Ravan Fridmanov model sa ρ i Λ

▶ p-Adic and adelic case

Uslov konvergencije p-adi£nih hiperboli£kih funkcija: ωT = n ∈ N.

Uslov postojanja adeli£ne talasne funkcije: | Ttpl |p ≤ 1 → T = mtpl .

Kosmolo²ka konstanta: Λ = 4n2

3m2c2t2pl
→ Λ ∼ n2

Za starost univerzuma T ≈ 1017 s je m = T
tpl

∝ 1061. Za n = 2, uz

c = 1, je Λ ≈ 2× 10−35 s−2 .
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9. Zaklju£ak

▶ Istraºuju se osobine minisuperprostornih kosmolo²kih modela
£ija se dinamika moºe svesti na dinamiku oscilatora
standardnog ili invertovanog tipa.

▶ Razmatraju se klasi£ne i standardne kvantne forme ovih
modela i speci�£nosti njihove dinamike. U klasi£nom slu£aju se
odre�uju klasi£ni lagranºijani, klasi£na dejstva i hamiltonijani
modela, a u kvantnom delu i re²enja njihovih Viler-de Vitovih
jedna£ina.
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9. Zaklju£ak

▶ U p-adi£nom pristupu odre�uju se i ispituju uslovi egzistencije
(vakuumskih) p-adi£nih stanja i ispituju uslovi signaturne
tranzicije u p-adi£nom prostor-vremenu Q4

p.
▶ Radi se na prou£avanju dinamike nekomutativnih formi ovih

modela.
▶ Razmatranje dinamike ovih modela u arhimedovim i

nearhimedovim prostorima vodi ka zna£ajnim rezultatima, kao
²to su diskretizacija prostor-vremena na Plankovoj skali,
temperatura i entropija crne rupe, diskretan spektar vrednosti
kosmolo²ke konstante...
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H V A L A N A P A � NJ I!
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