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1. UVOD

Predmet ovog rada je istrazivanje termodinami¢kog ponasanja film struktura sa
naru$enom translacionom simetrijom, zbog prisustva grani¢nih povrsina tog sistema.

Sva tela u prirodi teze da se nadju u termodinamickoj ravnotezi i da bi se izvela
1z ravnoteze potrebno je da se termicki pobude. Ta osnovna pobudjenja u kristalu
se nazivaju fononima. Oni su uvek prisutni podsistem, bez obzira da li u sistemu
postoje neka druga pobudjenja.

Pojam fonona se uvodi prilikom kvantnomehanicke analize LHO. Najmanji kvant
pobudjenja linearnog oscilatora, &ija energija iznosi % w, naziva se - fonon .
Energija fonona zavisi od mase oscilatora i konstante koja karakterise elasti¢nu silu
oscilatora. U kvantnoj teoriji &vrstog stanja fononi predstavljaju kvant oscilovanja
celog kristala a ne pobudjenja pojedina¢nih atoma. Atomi kristalne resetke osciluju
oko svojih ravnoteznih polozaja pa se i kristal moze tretirati kao sistem povezanih
oscilatora. Usled te povezanosti atoma, jedan atom pri svom oscilovanju trpi uticaj
svih ostalih atoma koji ga okruzuju. Svaki kvant oscilovanja u kristalu ima obelezje
svih atoma kristala i sila koje izmedju njih deluju.

Film - strukture predstavljaju beskonagne kristalne strukture koje su neograni-
¢ene u XY - ravnima, a imaju kona¢nu debljinu u z - pravcu. Na danasnjem stupnju
razvoja tehnologije moguée je dobiti veoma tanke filmove, reda veli¢ine nekoliko
kristalnih medjuatomskih rastojanja.

Rad je posvelen analizi najvaznijih termodinamickih veli¢ina (unutrasnja ene-
rgija, specifi¢na toplota, slobodna energija i entropija) radi njihovog poredjenja sa
istim veli¢inama za idealne beskonaéne strukture sa ciljem da bi dobijeni rezultati i
koris¢eni metodi mogli kasnije posluziti za analizu struktura u kojima je translaciona
simetrija duZ privilegovanog pravca narusena (dopingovanjem - dodavanjem primesa
1 sli¢no).

U prvom delu ovog rada dat je prikaz termodinamitkog ponasanja masivne
kristalne strukture uz koriséenje prvo klasi¢nih izraza za potencijalnu i kineticku
energiju a zatim prelaz sa istih na kvantnomehanicke veli¢ine.




Uz koriséenje pogodnosti koju daje reprezentacija druge kvantizacije pokusalo
se Sto bolje objasniti nastajanje akustickih i optickih grana oscilovanja putem dis-
perzione jednacine. Zatim, preko matrice gustine su definisane i izracunate sve rel-
evantne termodinamicke veli¢ine kao i njihovo ponasanje u uslovima visokih, niskih
1 srednjih temperatura.

Drugi deo rada predstavlja prikaz termodinamickog ponasanja film - struktura.
Najpre ce biti prikazano kako se koris¢enjem hamiltonijana fononskog podsistema
idealnog filma u aproksimaciji najblizih suseda dolazi do prostog sistema homogenih
diferencijalnih jednacina (&ija su resenja data preko jednog od oblika Cebisevljevih
polinoma druge vrste). ReSavanjem tog sistema se dolazi do zakona disperzije fonona
u tankom nedeformisanom filmu. Najvazniji deo rada je sadrzan u drugom delu
i odnosi se na utvrdjivanje zakonitosti termodinamike fonoskih film - struktura.
Koris¢enjem zakona disperzije fonona, kao i standardnih izraza za unutrasnju en-
ergiju, specifi¢cnu toplotu, slobodnu energiju i entropiju, predstavljena je pogodnim
matematickim aparatom slika termodinami¢kih zbivanja film - struktura.

Zavrsni deo rada predstavlja zakljutke svega onoga $to je u okviru ovog rada
postignuto, tj, predstavlja rezime osnovnih rezultata koji su dobijeni na osnovu
postavljenog modela.



2. OSCILOVANJE ATOMA
KRISTALNE RESETKE

Ako se zeli nesto reéi o termodinamici kristala najpre treba nesto rec¢i o krista-
lima kao masivnim strukturama koji su jedan od oblika kondenzovanog stanja ma-
terije.

Kristali su uredjeni sistemi kojih u prirodi ima veoma veliki broj ali koji su daleko
od idealnih zbog toga $to se prilikom izgradnje kristala javljaju vakancije, dislokacije
i ostali defekti. Iz tih razloga je otezano praéenje ponasanja raznih termodinamickih
veli¢ina kod ovakvih struktura. Zato se prilikom izucavanja istih pribegava raznim
aproksimacijama u cilju postizanja sto boljih uslova koji se mogu tretirati kao uslovi
karakteristi¢ni za idealne masivne strukture.

U prvim pokusajima definisanja termodinamickih veli¢ina korid¢ene su metode
klasi¢ne fizike a zbog jednostavnosti polazilo se od jednodimenzionih struktura a
rezultati su uopstavani za trodimenzione strukture. Medjutim, upotrebom kvant-
nomehanic¢ke analize doslo se do veoma egzaktnih izraza koji u potpunosti opisuju
termodinamiku navedenih sistema.

2.1 Stanja i spektri fonona u idealnom kristalu

Jednostavnosti radi razmatraju se prvo jednoatomni kristali. Neka su m - masa
atoma i 7z o(a = 1,2,3) tri vektorske komponente pomeranja atoma iz ¢vora redetke,
odredjene vektorom resetke 7. Tada se kineticka energija K pomeranja atoma iz
ravnoteznog polozaja izrazava preko brzine tog pomeranja 7, formulom:

5, 2

K =-;—m Zrn’a ; a=1,23. (2.1)



U trodimenzionom kristalu broj suseda oko svakog atoma raste proporcionalno
kvadratu rastojanja. Zato se ne moze ograni¢iti samo na uzimanje u obzir uza-

jamnog dejstva izmedju najblizih suseda. U skladu sa tim, potencijalna energija
harmonijskog oscilovanja data je u obliku:

1 o oy - =
U_——"; Z Vaﬁ(n_m) ia T'm,B (22)

= Am,aB

gde komponente tenzora drugog reda V,4(7t — m) zadovoljavaju uslove:

&

Jednakost (2.3) sledi iz toga da je ukupna sila jednaka nuli, aktivnija na posma-
tranom atomu od svih ostalih, ako je ona uslovljena prenosom celokupnog kristala
kao celine. U tom delu je:

L T Z V(7 — M) Tra - (2.4)

Uzimajuéi cikliéne grani¢ne uslove, moZze se pretpostaviti da u osnovnoj oblasti
kristala ima N elementarnih celjja. .

Uvodjenjem u izraze (2.1) i (2.2) kanonske transformacije preko kolektivnih
promenljivih (A = A:E) dobija se:

1 - o
Fro=—=9 & (k) Az e, a=1,2,3, (2.5)
) \/N%: () k

gde su &,(k) = é'a(——l—»:) - ortovi vektora polarizacije fonona.
Unitarnost transformacije (2.5) obezbedjuju jednacine:

1 i(k-K)7 1 i(7-m)k
et =g X ETT =baa (2.6)
i E

gde se sumiranje vrsi po svim N - vektorima resetke (1), tj. po svim N - talasnim
vektorima (k) iz prve Briluenove zone. Posle niza transformacija dobija se:

. 1 VT o - . .
I = ;)- Z ea(k) ea(— ‘) AE A_E s (2.7)



ZDaﬁfC (F) &s(F) Az Az, (2.8)

gde su Dag(i\:) Dﬂa(ii‘.) D;A-E) = (1/m) Tz Vas(7) € *™ matri¢ni elementi
matrice sile.

Uvodjenjem Langranzeve funkcije L = K — U Langranzeva jednacina dobija
oblik:

&a(F) Az +Z Dap(k) &5(k) Az = 0. (2.9)

Pomoc¢u smene A.ié = — Qz(k) Ay diferencijalne jednatine se transformisu u alge-
barski sistem relativno poznatih jednacina €,(k):

oy

L)—Z Dos(k) E5(F) =0. (2.10)
Iz uslova netrivijalnosti resenja tih Jednacma nalazi se disperziona jednacina:

| Q2(K) 8ag — Das(k) || = 0, (2.11)

gde su frekvencije Qz(E) odredjene za svaku vrednost F.

Jednacina (2.10) ima tri korena Q2(k) ,(s = 1 H, ) Odgovarajuca tri refenja
odredjuju tri vektora é's(E) sa komponentama e ( (k) Ti vektori su uzajamno
ortogonalni i ako se odredjuju jednaéinom (2.11) sa ta¢noséu do konstante, moze se

dobiti:

> E(E) ELNE) = 5, (2.12)

Kad £ — 0, matri¢ni elementi Dag(i»:), saglasno sa (2.3), teze nuli. Zato sve tri

granicne frekvencije Q,(E) takodje teze nuli kad k£ — 0. Ta resenja predstavljaju tri
grane akustickih oscilacija.

Kod kristala kubne singonije jedan od vektora € (s)(k) je usmeren duz vektora
k. Odgovarajuce oscilacije se nazivaju uzduznim. Druga dva vektora su ortogonalni
na prethodni ali su suprotnog smera, jedan u odnosu na drugi. Oni odredjuju
grane popre¢nih oscilacija. U izotropnim kristalima tri reenja e (k) Su uzajamno

ortogonalna, ali samo za neki od odvojenih pravaca u kristalu, jedan od njih se
poklapa sa k.

[0'2]



U skladu sa ta tri reSenja sistema jednacina (2.10) komponente pomeraja atoma

u kristalu (2.5) bi¢e odredjene trima kolektivnim promenljivim Ag, za svako k,
pomocu izraza:

1 - e
Tra=—= 3 €3k)Az %" . $s=1,2,3. 2.13
y \/N z; ( ) k,s ( )

E
Pri tome, kod kori$¢enja izraza (2.7) i (2.8) izrazi za kineti¢ku i potencijalnu energiju
se transformisu u izraze:

1 : ) =
I{ = -2- Z ‘41:3 A—l:s ; Al-c.,s = -1 Qs(k) Al:,s N (214)
Es
1 -
=5 2 0F) A, Az, (2.15)
k,s

a generalisani impulsi Py, preko generalisanih koordinata Ay, odgovarajuéom jedna-
¢inom:

p. dL a(IX—U)_A .
R = (?A,;s aA,; T ks

'8

(2.16)

Prelaskom na kvantnomehanicki Hamiltonov operator ostvaruje se smena gene-
ralisanih koordinata i impulsa operatorima:

Ar . — A = — (b +b*. ), 2.17
k,s k,s 2 Qs(k) ( k,s —k,s) ( )

. RO,F) ;1. s
P, — Py, = 2( ) (62, - bz.) (2.18)

gde su operatori kreacije i)l{"s 1 anihilacije i);” fonona u stanjima | vz, >, karakte-
ristican broj fonona svake grane oscilovanja. Oni zadovoljavaju uobicajene komuta-
cione relacije za Boze - operatore. .

Zamenom izraza (2.17) i (2.18) u (2.13) dobija se izraz za vektore pomeraja
atoma iz ravnoteznih polozaja:

Fra = \/ \/m*(s) = (b, +0%,) F7. (2.19)




Na taj nacin mogu se naci operatori i drugih fizickih veli¢ina, ako se oni izraze
preko generalisanih impulsa Py , i generalisanih koordinata Az . Dobijeni rezultati se
mogu generalizovali i za Slucaj sa o - atoma u elementarnoj (‘(‘]l]l Fononski Q[)Pkfal

takvih kristala se sastoji iz 30 grana sa [rekvencijama ) (k) zas=1,2,...,30.

OPTICKA

GRANA

AKUSTICKA
GRAHA

Slika 2.1

I'rekvencije sve tri grane tezi nuli kada k — 0. One se nazivaju akusti¢kim
granama . Ostale 3 o — 3 grane oscilovanja nazivaju se optickim granama .

Oscilovanje atoma u kristalima ogleda se u nizu pojava, pri apsorpciji i emi-
tovanju infracrvene svetlosti, pri neelasticnom rasejanju vidljive svetlosti, pri ne-
elastitnom rasejanju neutrona, pri istrazivanju rezonantne apsorpcije v - kvanata
jezgara atoma (Mesbauerov efekat) i drugim. U raznim pojavama se javljaju razne
grane oscilovanja. Na primer, apsorpcija i emisija zraka povezana sa stvara-njem
i unigtavanjem fonona koji odgovaraju popre¢nim oscilacijama, menjaju elektricni
dipolni moment kristala. Ramanov efekat je vezan za fonone odgovarajucih popreénih
oscilacija atoma (promena polarizacije kristala) rasejanje neutrona je vezano sa
uzduznim fononima koji izazivaju lokalnu promenu gustine kristala.
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2.2 Termodinamika idealnog kristala

Pri toplotnom pobudjenju kristala u njemu nastaju fononi. Oni se prostiru kroz
kristal brzinom zvuka i prenose toplotnu energiju. Toplotni tok J nastao u oblasti
niskih temperatura T odredjen je izrazom:

J= - ygradT, (2.20)

gde je v - toplotna provodnost.

Ako uzamajno dejstvo medju fononima odsustvuje ili se ostvaruje bez procesa
prebacaja, zakon odrzanja impulsa u svakom medjudejstvu je ispunjen. Stanje
toplotne otpornosti ukazuje da u procesima uzajamnog dejstva fonona se narusava
zakon odrzanja impulsa, tj. ostvaruje se proces prebacaja. Jedino su moguci pro-
cesi prebataja samo pri uzajamnom dejstvu fonona sa energijom % w, prekora&ivsi
kriti¢nu energiju Ey. Kod niskih temperatura, srednji broj tih fonona proporcionalan
Je exp (— Eo/k T) atoplotna provodljivost sa ezp (Eo/k T). Takva temperaturna
zavisnost bila je narusena u Bermanovim ogledima za kristale dijamanta E; ~ ©/2.6
i ¢vstog helijuma Fy ~ ©0/2.3,gdeje O =k T.

U kristalu u kvantnom stanju | £ s > moZe se pobuditi ma koji broj vk, -
fonona. Prema tome, fononi obrazuju "gas” kvazicestica koji se ponasa po Boze -
Ajnstajnovoj statistici. Zbog uzajamnog dejstva izmedju fonona, uslo-vljenim an-
harmonijskim efektima, broj fonona u kristalu se ne odrzava i oni se preraspodeljuju
po raznim stanjima, tako da nastupa toplotna ravnoteza kada se kristal nalazi na
odredjenoj temperaturi. Za izratunavanje srednjih energija fonona pri termodi-
namickoj ravnotezi koriste se zakoni statisticke fizike. Stanje sistema u termodi-
namici se nalazi tako $to se opisuje talasnom funkcijom, statistickim operatorom
ili matricom gustine. Matrica gustine za sisteme, pri konstantnoj temperaturi i
pritisku, odredjuje se izrazom:

—H—uN
p = exp (-q)——l—l—ﬁ) , (2.21)

gde je N - operator broja ¢estica, H - Hamiltonov operator, u - hemijski potencijal
(odnosi se na jednu Cesticu), ® - termodinamitki potencijal promenljivih pi ©.
Matrica gustine (2.21) opisuje sistem koji moZe razmenjivati energiju i estice sa
okolinom pri konstantnoj temperaturi i pritisku (tzv. veliki kanonski ansambl).
Termodinamicki potencijal odredjuje se iz uslova normiranja matrice gustine:

1=Sp-p=> <sl|lpls>, (2.22)
1 jednakosti: .
= —0ln Sp {e"——%“" } . (2.23)

11



U (2.22) sumiranje se izvodi pri potpunom zbiru stanja | s > sistema i zavisi od
energije i broja Cestica u sistemu.

Hemijski potencijal sistema g odredjuje se uslovom:

0%
- d , 2.24
7 ( o5 )o,p (2.24)

Pomo¢u matrice gustine (2.21) mogude je izratunati srednju vrednost ma koje
fizicke velicine A, ako mu je operator A.

A= Sp(pA).
Prema tome srednji broj Cestica u sistemu se definise kao:

N =Sp(pN). (2.25)
. Ako se broj Cestica u sistemu odrzava, to uslov (2.25) odredjuje, u izmenjenom
obliku, hemijski potencijal sistema. Ravnotezno stanje sistema se odredjuje uslovom
minimuma termodinamickog potencijala u odnosu na promenu broja cestica:

od .
= = = 0. 2.26
) ( 2 )e,,, (2.26)

Na taj nacin u ravnoteznom stanju, sistem sa promenljivim brojem cCestica (sistem
fonona) ima hemijski potencijal jednak nuli. U tom slu¢aju slobodna energija sis-
tema F se poklapa sa termodinamickim potencijalom, tj. F=®+pu Niza p=0
sledi:

F=-0mhsSp{e?}. (2.27)

Znajudi izraz za slobodnu energiju (2.27) moze se izraunati srednja vrednost
energije sistema:

_ OF 29 (F
E=F-035=-9 ae(e);, (2.28)

Ako se stanja Cestica u sistemu karakteriu kvantnim brojevima i operatorima
HiNkao: H=Y, H,; N=Y, N,; =%, &, , tada se termodinamicki
potencijal moze napisati u obliku:

¢, = -0 Sp{e""_!f'.:@;]ii }, (2.29)

gde su H, i N, - sopstvene funkcije istih operatora; H, | v, >= E, | v, >;
Ny |vs >=v, | vs>.



Zamenom ove vrednosti u (2.29) dobija se termodinami¢ki potencijal stanja:

%, = 0l (1-%), (2.30)
v = —%‘i’ = (5 - 1), (2.31)

Stanja fonona u kristalu se karakterigu talasnim vektorom k i granom oscilovanja.
Ako se odbaci energija osnovnog stanja Eg, operatori energije i broja fonona ée biti:

H =3 R (R)bF b, + M5 N = 3 b b, (2.32)
k.o l.c',a

gde je H - operator anharmonijske popravke. Taj operator unosi mali doprinos
energiji fonona i obezbedjuje uspostavljanje termodinamicke ravnoteze u sistemu i
odgovoran je za neocuvanje broja fonona. Ovaj ¢lan se uzima u obzir samo toliko
da pri g = 0 mogu da se primene formule statisti¢ke fizike za ravnotezna stanja.

Dakle, ako je 4 = 0 i kori¢enjem izraza (2.28) i (2.32) dobijaju se sledeéi izrazi
za srednji broj fonona u stanju | Vea >

B QolE

-1
Vi, = (eV - 1) ; (2.33)

1 za slobodnu energiju kristala: .
F=o=Yo, =0y h{l-™}. (2.34)
k.o Fo

Posebno jednostavno se izratunava slobodna energija izotropnih kristala u graniénim
slu¢ajevima - niskih i visokih temperatura.

Niske temperature

Ove temperature su takve da je prikladno pretpostaviti da akusticke grane sa
energijom proporcionalnoj talasnom vektoru:

B Q. (F) = ho,z s za @ kme = 0.1, (2.35)

gde je v, - brzina zvuka odgovarajuce grane oscilovanja, reda veli¢ine v, ~ (10° =
107) m/s, ako je @ =~ 107'° m. Na taj nacin, vise uslova zadovoljava resenje, ako
je temperatura kristala reda 10K.

13



Kod veceg broja elementarnih Celija N u kristalu suma se moze zameniti inte-
gralom i na taj nacin, u saglasnosti sa (2.35), dobija se za (2.34) sledeéi izraz:

F = 3”‘\;? /0°° In (1-e%") 02dn.

Uvodjenjem promenljive X = %Q 1 integracijom po frekvenciji dobija se:
v Nn? (9.4
F = - ———, 2.
30 (R V)3 (2.36)
Prema tome, ukupna energija fonona pri temperaturi © jednaka je:
0 (F vl N O
E=-04(5) =T 2.
00 \0 10 (R V)3 (237)

a toplotni kapacitet jedini¢ne zapremine kristala je:

21
L 0E _ 27°kp o5 (2.38)

Cv=1Nage = 5 (V)

Visoke temperature

Ako je zadovoljena nejednakost A QQ(E) < 0, za sve fonone, to izraz (2.34) se
moze zameniti pribliznim izrazom:

h Qo (F)

F=e§1n(T). (2.39)

U tom slucaju ukupna energija je jednaka:

E=3(No-1)©0 ¥ 3NsO,

gde ja o broj atoma u elementarnoj éeliji kristala.

Toplotni kapacitet jedini¢ne zapremine je onda dat izrazom:

Cper = 3"ka . (2.40)

14
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Slika 2.2

Srednje temperature

Pri srednjim temperaturama izraé¢unavanje slobodne energije fonona pomocu
izraza (2.34) se bazira na sledeéim uproscenjima.
a) Pri izratunavanju doprinosa slobodnoj energiji fonona optickih grana oscilo-
vanja zanemaruje se zavisnost njihove frekvencije od talasnog vektora, tj. uzima

se Qg (k) = Ny Tada je:

Py = @NZ]II <l—e_%n),

gde se sumiranje prostire na (30 — 3) grane optickih oscilacija kristala.
b) Pri izracunavanju doprinosa slobodnoj energiji fonona akustickih grana koristi se
Debajeva aproksimacija, koja se sastoji u sledecem:

_ = Uz © za k< e .
hQu.(k) = 0" ’ v E S Qma (2.41)
gde je U - srednja brzina akustickih fonona.
15 <



Maksimalna frei\'vencija Qnaz se odredjuje iz uslova:
2\ 1/3
oz = T ( o0 ) .
v

Tada se slobodna energija akustickih fonona izrazava kao:
v NO [Omaz _hra
o L7t (1= ) dq.
Uvodjenjem promenljive X = Af2/O i Debajeve temperature Op = k Q,q, posle

integracije konacno se dobija:
Fiu=vNO {3l (1-e¢-D)}, (2.42)
gde je D(€) - Debajeva funkcija, koja ima sledee grani¢ne vrednosti:

1 -3¢+ L ¢ a E €1
- 8¢ TS
big) = { %+O(e‘f) , za E> 1

Fak=

™

Ukupna energija akustickih fonona u kristalu je:
E = 3v NO D),

a toplotni kapacitet jedini¢ne zapremine kristala:

C, = 3kg [D(§)+@a—§é@] . (2.44)

Kod niskih i visokih temperatura za toplotni kapacitet se dobija:

B 3k3(——L§2+...), za EK1 -
SRl 20T N -

Jednostavnost Debajevog priblizavanja sastoji se u tome da se ceo spektar akusti-
¢kih fonona kristala izrazava preko jednog parametra Op = kg Tp.
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3. TERMODINAMICKO PONASANJE
FILM - STRUKTURA

U ovom delu rada se uz pomo¢ hamiltonijana fononskog podsistema ispituju
karakteristike idealnih film - struktura. U tu svrhu posmatra se tanak film izdvojen
iz izotropne idealne kubne kristalne strukture sa konstantnom resetke a. Film ima
kona¢nu debljinu u z - pravcu. Znaci da posmatrani film poseduje dve beskonaéne
grani¢ne povrsine paralelne XY - ravnimaitozaz=01z = L.

Zatim uz koris¢enje standardnih izraza za U, Cy, F'1 S i upotrebom nadjenog
zakona disperzije fonona dati su u obliku formula a zatim je dat graficki prikaz
ponasanja termodinamickih veli¢ina u sluc¢ajevima niskih, srednjih i visokih tem-
peratura.

3.1 Stanja i spektri fonona u filmovima

Hamiltonijan fononskog podsistema opisanog idealnog filma u aproksimaciji
najblizih suseda dat je u obliku:

| =

2
p‘ 1 d — 2
=525 112 Ol = Tas) (3.)
i Y
S obzirom na opisani model: i =a¥,Nafa, A=ay, a=(z,y,2); _Q;E <

ng < %ﬁ , N3y~10%, B=(z,9); 0<n,<N,(=%), hamiltonijan (3.1)
moze se razdvojiti na hamiltonijan po povrsini (H,) i hamiltonijan po zapremini

(H.):

H,‘f=Hp+Hz, (32)

uz uslov Cppi = Co , 1 = —1,0,1,N,, N, -1, N, + 1. Kako suslojeviza n, < -1
iza n, > N, + 1 odsutni, moramo uzeti sledece:

Uamemy—j =05 —1272N.+1; (G€[0,N:]),
ali 1:
Cao,-—l = Caa,Nz+1 = Caa ié 0.

Kad bi Coo—1 = Coon,+1 = 0, tada bi grani¢ni atomi za n, = 0in, = N, bili
”zamrznuti”, tj. imali bismo efekat ” kristalnih zidova ™.
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Na taj natin se izraz za povrsinski hamiltonijan moZe napisati u slede¢em obliku:

p AI Z Z [pa Mz, My,0 +po nx,ny,V + - Ecaa Z X

a ngny Nx,Ny
x {2u? + 2u? + (u —-u )2+ (u —u )2+
Nz Ny ,0 o, ng,ny, N ang,ny,N,~1 nz,ny,N, oynz,ny,l a,nz,ny,0
2 2 2
+(ua,n1,ny,o - ua,nz+1,ny,o) + (ua,nz,ny,o - ua,n_-,_--—l,ny,o) + (ucx,'nx,ny,o - ua,nz,ny+1,o) +

2 2 2
+(ua,nx,ny,o'—ua,nz,ny—-l,o) +(uoyn11ny1NZ_uayn1+lyny|‘NZ) +(u0,nzyny,]vz—ua,‘n_«;—l,ny,,Nz) +

2 2
+(ua,nz,ny,Nz - ua,nz,ny+1,Nz) + (ua,nz,ny,N, - ua,n;,ny—l,N,) }

(3.3)

a izraz za zapreminski hamiltonijan je oblika:

z 27‘12 Z pcx Mz, My,Nz

a ng,ny

N:-1
2 2
X Z Z [(uain1+11ny1n2 - uaynzvnyy"z) + (uoh"l:_lynyynz - uay‘n:tyny»"z) +

Mg,y n.=1

2 2
+(ua,n,,ny+l,n, - ua,n,,ny.n,) + (uaynzv“y_l,"z - ua,n,,ny,nz) ]+

N;-2
+ Z [(ucx,n;,ny,nz+1 - ua,nx,ny,nz)2 + (ua,nx,ny,n,-l - ua,n,,ny,nz)2]+
n:=2
+(uo,nz,ny,N,—l - ua,n,,ny,.\fz—2)2 + (uo,nz,ny,l - ua,n;,ny,Q)z} (34)

Da bi se resio svojstveni problem hamiltonijana (3.4) formiraju se jednacine
kretanja za operatore u i p:

ihd’?ﬁ = [uf%,H,-f] . dhpl = [pE, Hig); o= (ma,my,m,) . (3.5)
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Uzimajuéi u obzir komutacione relacije za operatore pomeraja u i impulsa p
8 . ) By _ By _
[ugvprﬁ] = th 87,260,6 5 [u%,un-l] = [p%,pz] =0,

mogu se izratunati odgovarajuéi komutatori iz (3.5) i ove dve jednacine spojiti u
jednu, koja sadrzi samo diferencijalnu jedna¢inu za odredjivanje operatora pome-
raja u. Na taj nacin se dobija sledeéi sistem jednaéina za n, =0

— pﬁ,m;,my,a

aﬁ,m;,my,a =T = [pp;m,,my,o , Hig] - (3.6)

Ako se obelezi —Cff = 135 i izraunava navedeni komutator umesto (3.6) dobijamo
jednaéinu:

. . 2
ua,n,,ny,o - Qaa {ua,n¢+1,ny,o + ua,nz—l,ny,o - 2uoz,n_—,,,'ny,o + ua,n;,n9+1,a+

o, ny—-1,0 — Qua,nz,ny,o + Uang g1 — 2ua,n:,ny,0} =0 (3.7)

Za1l <n, <N, —1 na isti na¢in se dobija:

. 2 .
Un,nznym, — Q. {ua,nz+l,nymz T Uona-1nyms — 2ua,nz.ny,nz + Uang ny+1,0,

Fa,ngng—1n: = 2Uamgngm, + Uanznynz+1 — Uangnyn,—1 — 2ua,nz,ny,nz =0 (3-8)
v Y Yy v

Konaéno za n, = N, potpuno istim postupkom sledi:
. 2
uaynzyny»Nz - Qaa ua,nx+l,ny,N, + ua,n,—l,ny,N, - Quanﬂ:t,nyv’vz + uaynxyny+1,Nz+

+ua,n1,ny-—l,N, - 2u0~,":»nyy]\7: + ua,nz,ny,Nz—l - Qua,ﬂzynyynz} = O (39)

ReSenje sistema jedna¢ina (3.7), (3.8) i (3.9) za fononske pomeraje moramo
traziti u obliku superpozicije proizvoda nepoznate funkcije (duz z - ose) i harmoni-
jske funkcije polozaja (u XY ravni), tj.

Ua,;{(t) — Z E ‘4a,nz(kz) {ba,kz,ky,kzeia(k:nr+kyny)_itw°";+
kz.ky ki

+b;-'k1'ky'k:e—ia(k1n1+kyny)+itwa.;} , (3'10)

gde su A za sada neodredjene amplitude, b_ ; i b:E fononski anihilacioni i kreacioni
operatori, a w fononske frekvencije. '
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S obzirom da se posmatra prosta kubna resetka gde je, a, = a, = a, = a, ako
se izvI8l 1azvoj za Ue,z i zamene ovi izrazi u jednacine (3.7), (3.8) i (3.9) dobija se
umesto (3.7), tj. za n, = 0:

Aa,l(kz) + QO,,EAa,o(kz) =0, (3_11)
gde je:
‘*’2 k ak, ak
ga,l; = 92' - 4Sin2 T - 4sin2 -Q—y —-2. (312)

Na isti na¢in zamenom odgovarajuéih izraza u jednacinu (3.8)zal <n, < N, —1
dobija se jednagina:

Aa,ﬂz+1(k2) + Aa,nz—l(kz) + QQ,EAa,n, =0. (313)

Konatno, zamenom odgovarajuéih izraza u (3.9) dobija se jednaéina za n, = N,:

Aa,Nz—l(kz) + QQ,EAa,N,(kz) =0. (3.14)

Na taj nacin se dobija sistem od N, + 1 homogenih algebarskih jednaéina:

Aa,l(kz) + QQ,EAO,O(kZ) = 0 ’
Aa,Z(kz) + Aa,O(kz) + QQ'EAG,I(kZ) = 0 ’
Aa.S(kZ) + Aa,l(kz) + QQ'EAQ,2(kz) =0

b

Aa'nz+l(l"‘z) + Aa,nz—l(kz) + QQ,EAa,n,(kz) =0, (3.15)

Aa,Nz—l(kz) + Aa,Nz-.?»(kz) + QQ'EAQ,N,—2(kz) =0 ’
Aa,N,(kz) + 4';101,"\72—2(]62) + QQ’EAG,Nz—l(kZ) =0 ’
Aa,N;—l(kz) + QQ,EAG,Nz(kZ) =0.

Da bi ovaj sistem homogenih jednaéina imao netrivijalnih resenja, mora determi-
nanta tog sistema biti jednaka nuli:



0 0 ... 0000
1 o . 0000
01 o1 ...0000
Dy, +1(0) = =0, o0=o0,f-
0000 ..1p10
0000 ...01 o
0000 ...001 o

Resenje ove determinante predstavlja jedan od oblika Cebisevljevih polinoma
druge vrste i moze se pisati u obliku:

_sin[(N; +2)¢,,]

D = - ; v, 0 3.16
Nz+1(g) sin éuz ’ € z # Y ( )
pri ¢emu su:
o=2cos,,; v.=123,...,N,+1. (3.17)
Izjednacavajuci determinantu sa nulom, dobijamo:
TV,
= . 3.18
2 N, +2 (3.18)
Zamenom izraza (3.17), (3.18) u izraz (3.12) dobija se:
2
9% Wa ko k ., ak . 5 ak
9 2 Lakakywe 4 ) o2 W 29% ( _,
2 cos (V. 1) 0z 4 {sm 5 + sin 5 } .
Ovaj izraz moze se resiti po nepoznatim fononskim frekvencijama w:
. ak.r . ak TV,
Wa kg ky v = Qﬂaa\/51n2 —2‘ + Slrl2 —2! + cos? é—(—m ’ (319)
Nakon izmene indeksa yu, = N, + 2 — v, ova formula dobija simetri¢an oblik:
k ak U
; =9 2% . 2@y o2 THz
Cakgkyz = 2000 \/sm 5 + sin 5 + sin SN +3)
Konacan izraz za trazene fononske frekvencije mozemo napisati u obliku:
k k,
w°;=2900\/5in2g—~+ nzj;l+ i 209 , (3.20)
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pri ¢emu je:

T W,

_— = o, N+ 1
a 1\’2-{—2’ Kz 132a31 ’ +

S
z =

(3.21)

‘Uotava se da, za razliku od k; i k, ¢&ija je minimalna vrednost jednaka nuli,
kTt = 5T > 0, jer je N, < (N;, N,). Ako se sistem jednacina (3.15) podeli sa

nultom amplitudom A, dobija se ovaj sistem jednac¢ina u novom obliku:

Bi+9=0, zan,=0
By+ 9By +1=0, zan,=1

Bn,y1+ Bn,-1+0Br, =0, za2<n,<N,-1
gde je By, = B, s, = A;,Aan,- Jednatina (3.24) je zadovoljena za:

= (=1)™ {psin(¢n.) + ¢sin{{(n. — )]} ,

B,
a na osnovu toga i (3.17) sledi:

B, = —psiné; By = psin(2¢) + ¢sin€ .

Zamenom ovih izraza u (3.22) i (3.23) dobijaju se koeficijenti p i ¢ kao:

0 1
— q=-=—; (#0
siné
Vradajuéi izraze za p i q u (3.23) dobija se:

n, sinfé(n; +1)]

sin

an = (_1)

I

iz Cega sledi:

.. sin(n, +1)&,,
Aa,nz,uz = (_1) : TACY;O .

(3.22)

Kombinovanjem jednacina (3.27), (3.10) i (3.2) svodi se hamiltonijan H;; na dijag-

onalni oblik:

1
Hif = E Ea,E (b:Eba,E + —rj) :

-

ok

(3.28)



Konano, zakon disperzije za fonone u tankom nedeformisanom filmu na osnovu
(3.20) i (3.21) je

k. k k,
E .r=ho,;=2E \/sm a—z—- +sin2 L + sin? 2 (3.29)

2 2 7
gde je E, = iQ,,. U skladu sa tim dobija se konaéan izraz za fononske pomeraje u

obliku:

, - |
of — —1)"= b - ta(kzns+kyny)
ta7(0) Z;: (=1 \JMN,Ny(Nz +2)wa,z{ o k€ +

+b:' Ee'““’"’“”"“} -sin[(n, + 1)ak.] . (3.30)

Uporedjujuéi dobijene rezultate sa odgovarajuam idealnim beskonaénim struk-
turama moze se zakljuéiti sledede:

a) mehanicke vibracije u idealnoj beskonaénoj strukturi su ravni talasi u svim
smerovima a mehanicke vibracije u tankom filmu su spoj stojeéih talasa u z - pravcu
i ravnih talasa u XY ravnima;

b) amplituda pomaka u filmovima je ~ 104\/— (N, ~ 10°—10%) puta veéa nego
amplituda pomaka u idealnim beskona¢nim strukturama, ito sledi iz (3.30);

c) tri akusticke frekvencije u masenim strukturama teze nuli kada k tezi nuli, sa
druge strane, minimalne frekvencije u tankom filmu su date kao:

# 0.

mm{wa,khky,uz} = wa;(k;:k,,:O,k,:k;"‘") = QQQQ sin {

. 75

To znati da fononi u tankim filmovima poseduju fononski gep hw,. .min, 0dakle
sledi da je aktivaciona temperatura filma:

hwaomi 2h T
T . —_ amin — ——Qaa . - ,
¢ kg kg s {2(.Vz -+ 2)}

tj. temperatura neophodna za eksitaciju fonona data gornjim izrazom, ima konaénu
pozitivnu vrednost.

Prema tome, prisustvo fononskog gepa i odgovarajuce aktivacione temperature
za pobudjivanje fonona, predstavlja mozda moguce objasnjenje ¢injenice da tanki
filmovi imaju visu kriti¢nu temperaturu, nego masivne idealne beskonaéne strukture.
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3.2 Termodinamika fononskih filmova

S obzirom da su osobine anizotropnih struktura uslovljene promenom zakona
disperzije, potrebno je posmatrati ponaSanje nekih termodinamickih veli¢ina u cilju
dobijanja potpunije slike o tim osobinama.

Uzimajudi da kada k — 0 (u dugotalasnoj aproksimaciji), energije sve tri fononske
grane ostaju razli¢ite od nule mozemo koristiti jednaéinu disperzije (3.29) koju
moZemo uprostiti uvodjenjem aproksimacija: sin’a = a® ; k% = k2 + kz
A = ak]""eg. Tada jednagina dobija oblik:

E (k) = yJa2k?eg+ A2. (3.31)

Medjutim, treba posebno istati da je provera fononskog zakona disperzije, kod veoma
malog k, prakti¢no nemoguda, pa se potvrda postojanja fononskog gepa ogleda npr.
merenjem niskotemperaturskih specifi¢nih toplota u filmu i u odgovarajuéoj idealnoj
strukturi. To ¢e ujedno dati odgovor, da li postoji gep u fononskom spektru tankih
filmova.

U skladu sa ovim, analizira¢emo specifi¢nu toplotu, ali pre toga moramo izratu-
nati unutrasnju energiju. Ako podjemo od standardnog oblika unutrasnje energije:

I

k -1 .
Uy =3 Y E(E)[ —(‘2—1]; O=kT. (3.32)

k. ky.kz

Prelaz sa sume na integral se izrazava na sledeéi nagin:

2r kmaz
T L3Vt ¥ o e N (Nt [T e [k, (333)

2
kz,ky.kz NzNy in

i ako ga iskoristimo u jednacini (3.32) dobijamo:

3N Ny (N, +1) 2 kmaz \/m )
Us = -~ / do | k. (334)
- e -
Integral se resava uvodjenjem smene (a? k? ¢o + A?) = t2, pa sledi:
hY VE:L+4? 2
U =3 " / ? v (3.35)
27ed Ia ed — 1

pri ¢emu su: Ep = &g @ kpaz 1 Ny = N Ny(N, + 1).



Daljim uproscavanjem dobijamo:

Ny s g2
Uy =3 1 / dt (3.36)

27et Ja es —1

gde je 8A = /E% + A? Ako se podintegralna fuhkcija razvije u red:

1 Nt
T = § : e °,
es — 1 =
1 zamenom u (3.34) se dobija:
3N, & [, i
= t° e~ . .
Ur= 5+ J-; /A e~ 5 di (3.37)

Integral se resava parcijalnom integracijom:

A .
/ 2e= % dt = OA2{},— ((3"7@>_A—62 e"’FA)+
J
20

+Aj2

. ¢ 2 .
_ia _ita 20 _ia _1ta
(66—626 e)+—,(e®—62e O) ,

A? j2
i ako se njegovo redenje zameni u (3.37) dobija se konalan izraz za unutrasnju
energiju posmatranog sistema:

U= BN {200 - #2,630] +2 3 12X) - 62,(6X) )+

2w ed

1 2
w2 (3) (200 - 2601} (339)
gde je X = —g- i Z,(X)=3%2,77 e~X . Disonova funkcija.

Za nalaZenje specifi¢ne toplote krecée se od standardnog izraza:

. 7
o, = L _ ks U

N, 9T - N, 30 (3.39)

o
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Diferenciranjem ovog izraza po © dobija se:

an _ 3Nf A2 . 2 . . _1— N
90 ~ 27l { [22(X) = 8 2(8X)] +2 55 [Z(X) = 822(6X))+
LY’ 3N, A ([0Z:(X) ., 8 Zu(X)
.‘) _ r _ ‘ . 3
i (3 i sl 222 [P0 -0 2285

1 1 [02yX) . 8Z:(6X)

+2f[zg(,¥)-5zz(a)()]+2§[ 25 S }+
11 ) 12 [ 8Z(X)  8Zs(6X)

T [Z3(X)—Zg(6‘\)]+2(§) [ - ] } .

Znajudi da je:

0Z,(§) c (c)
= — — : > =
0 g ii\g) s TEE =4

i zamenom u (3.40) dobija se prvi izvod unutrasnje energije po © u obliku:

= (X (=07 -e ()T s [a - eneo)+

464 2,0 = 62:6X) 1 46 (%) [250X) - Z56X)) } L (340)

¢ijom zamenom u (3.39) se dobija konacan izraz za specifiénu toplotu po je-
diniénoj Celiji za posmatranu strukturu:

C; = 3;’; g {X [ (=) -8 (X -1)7 ] +3[24(X) - £2:(6)) +
+6‘1Y [ Zo(X) = 6Z5(6X) ] + 6 (%)2 [Zg(X)—Zg(éX)]} . (3.41)



Analizom izraza za specificnu toplotu moze se u ociti da se izraz sastoji iz dva
dela: ]
1) Prvi deo, ima inverznu eksponencijalnu zavisnost, (c’\' — l)_ il (65_\' —1 —l, od
temperature O i pokazuje kako se specifiéna toplota ponasa u ekstremnim slucajevi-
ma, kada su temperature veoma niske (~ 0/') i kada su temperature veoma visoke
(sobna temperatura). .
2) Drugi deo (izrazen preko Disonovih funkcija Z,(X) ), pokazuje kako se specificna
-toplota ponada u oblasti srednjih temperatura (znatno manjih od temperatura faznog
prelaza). Ovaj ¢lan pretpostavlja linearnu zavisnost specifiéne toplote od tempera-

ture.
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Slika 3.1

Na grafiku su predstavljene specifitne toplote masivne (idealne) i film strukture
u zavisnosti od relativne temperature = O/A. Vidi se da je od @ = 0.1 pa sve do
temperature & ~ 0.9 specifitna toplota filma visa od iste za masivne strukture, §to
znali da je zagrevanje filma u tom intervalu temperatura lakse nego odgovarajuéih
masivnih struktura. a
Pored unutrainje energije i specifiéne toplote moze se posmatrati ponasanje i

slobodne energije kao i entropije posmatranog sistema.

Q]
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Naime, slobodna energija se definise kao:
=0) In [1 —e” £ ] , (3.42)
F.a :

1 ako se koristi zakon disperzije fonona (3.29), tada prelaskom sa sume na integral
dat izrazom (3.33), gornji izraz se svodi na:

2r
Fp= 3NNy (et 1) e/ d¢/ kln{l—e@}dk,

4 7?
(3.43)
koji posle smene (g2 a? k? + A?) = t? dobija prostiji oblik:

3N VE+aT i
Ff:zm—fg@/ t{1—e%} a,

gdesu: Ep =coakp ;akp=(672)° ; Ny=NN,(N,+1).
Parcijalnom integracijom gornjeg izraza se dobija:

N t 3 N,
Fp= 3 L ; 0 {t2 In (1-e78) |5 / 12 -’-dt}, (3.44)

drme 47r60J1

gde je § A = \/E} + A2
Drugi deo ovog izraza u zagradi je proporcionalan izrazu za unutrasnju energiju

(3.38), pa mozemo koristiti reenja koja slede iz (3.39). Tada se konacan izraz za
slobodnu energiju dobija u obliku:

N, A? .
Fy= — 37;:-% O [m(1-e*) - I(1-e*¥)] —%U,. (3.45)
Mozemo zapaziti da se slobodna energija posmatranog sistema sastoji iz dva
¢lana: ‘
a) prvi ¢lan je dat u obliku funkcije prirodnog logaritma,
b) drugi ¢lan predstavlja unutrasnju energiju datog sistema.
Da bi se posmatralo ponaSanje entropije posmatranog sistema moramo potraziti
izvod slobodne energije po temperaturi. Standardni izraz za entropiju je dat u

obliku:

i} 1 0F kg O Fy
—_ — = - — ——— .4
YETN, 9T N; 90 (3.46)

[N)
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Ako se u izrazu (3.45) prvi clan obelezi sa Fy a drugi ¢lan zadrzi istu oznaku
onda nalazenje izvoda datog izraza se svodi na trazenje izvoda samo prvog ¢lana po
0, dok je izvod drugog €lana dat izrazom (3.40), tj. :

0 Fy 0F, 10U
50 - 906 200 (3:47)
Parcijalni izvod prvog ¢lana F} po temperaturi © je:
OF,  3N;A* [/« -1 4 /sx -1
5 S ) X1 ]-
3 Nf D2 -X 2 -§X

Zamenom (3.40) i (3.47) u (3.46) dobija se konacan izraz za entropiju sistema
u obliku:

3 kg A?

- Zn's%

S, {[m(i-e¥)+62m(1-e XV +3 [ Za(X) = 62 Z,(6X)] +

+6% [ Z2(X) — 6Z2(6X) ] +6 (%) [Z3(X)—Z3(6X)]} . (3.49)

U izrazu za entropiju se zapaza da, kao i kod specifi¢ne toplote, postoje dva
¢lana:
a) prvi ¢lan ima logaritamsku zavisnost od temperature i odredjuje ponasanje en-
tropije pri niskim i visokim temperaturama,
b) drugi ¢lan je odredjen Disonovim funkcijama Z,(X) i odredjuje ponasanje en-
tropije pri srednjim temperaturama.
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Na slici (3.2) je data gralicka zavisnost entropije S od

>

<y oo
5,54

—_—

03T 05 08 67 03 43 e T

Slika 3.2

s S

=

Na grafiku su predstavljene entropije masivne (idealne) i film - strukture u za-
visnosti od relativne temperature = ©/A. Vidi se da je od = 0.1 pa sve do
temperature @ =~ 1.0 entropija filma visa od iste za masivne strukture, sto znaci da

: N :
filmovi 1)1_‘cdsta.vljau%redjemje strukture u tom intervalu temperatura nego odgo-
varajuce masivne strukture.



4. ZAKLJUCAK

Analizom termodinami¢kog ponasanja fonona u idealnim i film - strukturama
doslo se do sledeéih zakljuéaka.

1. U intervalu temperatura T ~ Tp/10 do T' = Ta, gde Ta odgovara ener-
getskom fononskom gepu, fononska specifi¢na toplota filma ima vise vrednosti na is-
tim temperaturama nego odgovarajuca masivna struktura. To znaéi da je zagrevanje
filma u tom intervalu temperatura lakse nego odgovarajucih masivnih struktura.

2. U priblizno istom temperaturskom intervalu fononska entropija filma ima
vie vrednosti na istim temperaturama nego odgovarajuéa masivna struktura. To
znadi da filmovi predstavlj ajﬁ\f;redjenije strukture u tom intervalu temperatura nego
odgovarajuée masivne strukture. .

3. Sve tri akusticke frekvencije u masenim strukturama teze nuli kad k¥ — 0, dok
u tankom filmu teze nekoj minimalnoj vrednosti koja zavisi od debljine filma. To
znaci da fononi u tankim strukturama poseduju energetski gep. Za njihovo pobu-
djivanje treba uloziti energiju ili ih zagrevati do odredjene aktivacione temperature
T,., §to znaci da se sistem do T,. ponasa kao ”"zamrznut”, tj. fononi nisu prisutni.

Nesumnjivo se moze zakljuciti da su ove analize pokazale da su filmovi bolji
superprovodnici od odgovaraju¢ih masivnih uzoraka, koji su napravljeni od istog
materijala i iste kristalne strukture. Ova opitna ¢injenica je potkrepljena slede¢im
rezultatima:

a) U filmovima se javljaju stojeéi fononski talasi duz z - pravca sto je odlika super-
provodnika. U idealnim strukturama, gde imamo ravne talase, ove odlike nema.

b) Vece vrednosti amplituda fononskih pomeraja u filmovima ukazuju na moguénost
dugometnije fononske interakcije sa drugim pobudjenjima (elektronima ili $upljina-
ma). To ima za posledicu veéi radijus Kuperovih parova koji se ovde stvaraju.

c) Pojava energetskog gepa u fononskom spektru filmova znaci da se sve do aktiva-
cione temperature T, ovi sistemi ponasaju kao zamrznuti, bez mehanic¢kih vibracija
koji bi stvarali otpor provodjenju elektri¢ne struje.

d) \Qéﬁnv&ednosti fononskih specifi¢nih toplota i fononskih entropija filmova ukazuju
na 1;1erl-_ruZ termodinamicku uredjenost filmova §to je takodje odlika superprovodnog
stanja sistema.
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Svi ovi zakljuéci su kvalitativne prirode i odnose se na promenu fononskih stanja
i spektra pod uticajem prisustva granica strukture, kao i mogu¢i uticaj tih promena
na fizicke karakteristike sistema. Zbog toga $to su uratunati samo fononski uticaji,
rezultati se ne mogu smatrati kona¢nim.

Nastavak istrazivanja treba da ispita uticaj granica na spektre i stanja drugih
elementarnih pobudjenja 1 nosilaca naelektrisanja i na njihovu medjusobnu interak-
ciju u prisustvu izmenjenog fononskog polja. Na osnovu takvih rezultata modi ce
nesto konkretnije da se kaze o veli¢inama superprovodnih karakteristika filmova.
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