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Uvod

Jos od kad su ljudi dosli u kontakt sa magnetima postavlja se pitanje koje je fizicko
poreklo interakcije koja dovodi do ove pojave. Nakon sto je ustanovljena podela materijala
na dijamagnetne, paramagnetne i feromagnetne, doslo se do pitanja sta dovodi do uredenog
stanja unutar magnetika ispod kriti¢ne temperature 7T,.. Pokazalo se da paramagnetni ma-
terijali pri dejstvu spoljasnjeg magnetnog polja pokazuju uredenu strukturu, sto implicira da
bi feromagnetni materijali trebali posedovati neko unutrasnje magnetno polje. Da se dobije
temperatura faznog prelaza T, postoji vise na¢ina i razmatranja, iz kojih se moze izdvojiti
opsti termodinamicki uslov, a to je da slobodna energija ima minimalnu vrednost:

F =U — TS = minimum (1)

Kasnijim kvantno-mehanickim razmatranjima interakcije spinova unutar materijala se
doslo do mikrocesticnog objasnjenja ove pojave. U prvoj glavi ovog rada je na samom
pocetku prikazan Hajtler-Londonov metod za dobijanje interakcije izmene. On polazi od
osnovnih fizickih razmatranja interakcija molekula vodonika (radi jednostavnosti) i dolazi do
eksplicitne zavisnosti interakcije izmene od integrala izmene, Kulonovog integrala i integrala
preklapanja. Ovaj rezultat se moze preneti i na druge materijale. U nastavku su navedene
osnovne osobine Hajzenbergovog modela. Kasnije ¢e biti izvrSena analiza ovog modela za
feromagnetni slucaj. Kako se rad zasniva na analizi Hajzenbergovog modela u Svingerovoj
bozonskoj reprezentaciji u aproksimaciji srednjeg polja data je osnova ove aproksimacije.
Ispostavilo se da se uredeno stanje pri ovakvoj aproksimaciji javlja kada dode do Boze -
Ajnstajnove kondenzacije.

Druga glava, kao sto joj i sam naziv kaze, govori o bozonizaciji spinskih operatora. Dati
su uslovi pod kojim se spinski operatori mogu prikazati u bozonskoj reprezentaciji, na koji
nacin se sprovodi bozonizacija, kao i pogodnosti koris¢enja ove reprezentacije. Teorija spin-
skih talasa neposredno uvodi kvazicestice magnone, koji su po svojim osobinama bozoni. Ova
teorija je predstavljena poluklasi¢no, kada se spinovi posmatraju u okviru vektorskog mod-
ela, a nakon toga i na kvantno - mehanicki nac¢in u Holstajn - Primakovoj reprezentaviji. Ova
reprezentacija nije rotaciono invaijantna i daje dobra slaganja pri niskim temperaturama. U
nastavku druge glave se uvode Svingerovi bozoni. Preostali deo rada ée biti zasnovan na anal-
izi Hajzenbergovog feromagneta u okviru ove reprezentacije. Na pocetku su date jednacine
Hajzenbergovog modela u okviru reprezntacije, tj. data je bozonizacija modela. Posto je
aproksimacija izvrsena za slucaj srednjeg polja, uveden je parametar A kojim se na elegantan
nacin obezbeduje vazenje ove aproksimaije. Nakon toga je dijagonalizovan Hamiltonijan i
odredena je energija. Izracunata je slobodna energija na osnovu koje su dobijene najvaznije
jednacine u radu, a to su jednacina za operator veze i jednacina totalnog spina. Nastavak
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analize je podeljen po oblastima za neuredenu fazu, kristicno ponasanja kada temperatura
tezi kriticnoj vrednosti i uredenu fazu. Za jednodimenzionalni i dvodimenzionalni slucaj ne
postoji dugodomentno uredenje sto je u skladu sa Mermin-Vagnerovom teoremom. Jedina
mogucénost egsistencije dugodometnog uredenja se desava u trodimenzionalnom slucaju.

Trec¢a glava je posveéena numerickoj analizi. Dobijeni su graficki prikazi slobodne en-
ergija za jedno-, dvo- i trodimenzionalni sluc¢aj. Rezultati su uporedeni sa rezultatima do-
bijenim Monte Carlo simulacijom kvantnog Hazenbergovog feromagneta (QMC') i teorijom
linearnih spinskih talasa (LSW). Nakon toga je nartan graficki prikaz disperzijionog spektra
u uredenoj i neuredenoj fazi.



Glava 1

Hajzebergov feromagnet i Boze
Ajnstajnova kondenzacija

1.1 Hajltler Londonov metod za dobijanje interakcije
izmene

U ovom radu polaziste pri racunanju veli¢ina karakteristicnih za magnetne materijale ¢e
biti Hamiltonijan Hajzenbergovog modela, koji je dat sa [2,15]:

H=-Y"1J;5"5, (1.1)

]

gde J;; predstavlja interakciju izmene. Da bi se shvatila pojava magnetnih osobina jedan
od osnovnih zadataka je objasniti mehanizam koji dovodi do interakcije spinova na sused-
nim ¢vorovima, odnosno matematickim aparatom opisati interakciju izmene. Prvi pokusaj
objasnjenja su bile fenomenoloske teorije, od kojih je jedna od najpoznatijih fenomenoloska
teorija Vajsovogovog feromagneta[15,16]. Za razli¢ite vrste materijala interakcija izmene
ima razlicit mehanizam nastanka, pa tako postoje direktna interakcija izmene, indirektna
interakcija izmene [2] i druge. Jedan od nacina da se opiSe interakcija medu spinovima je
Hajtler Londonov metod [2] direktne interakcije izmene koji polazi od najopstijih interakcija
izmedu dva atoma vodonika koji grade molekul H,. Hamiltonijan sistema se moze razdvojiti
na neperturbativni deo Hy i perturbativni H:

H = Hy+ H, (1.2)

1 e 11
Hy=5—(pi+p3) — —(—+—), (1.3)

2m
e? 1 1 1 1
+ - ). (1.4)

1:
dmeg Rap 12 T1b T2q

Nakon toga se uvode funkcije stanje koje su definisane relacijom

0@ = (16 62) £ [62)62)) = —

5 E(Iqﬁ + [q2)). (1.5)
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Neperturbovani deo opisuje situaciju kada su atomi na beskona¢nim rastojanjima (izolo-

vani atomi), pa su im funkcije medusobno ortogonalne, odnosno ne dolazi do preklapanja.

Perturbativnim delom je opisano preklapanje talasnih funkcija koje nisu vise medusobno
(1.6)

ortogonalne. Informaciju o neortogonalnosti nam daje integral preklapanja:
22 (r)gy (r).
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Slika 1.1: Sematski prikaz molekula vodonika Hs, sa oznacenim vektorima polozaja protona

i medusobnim udaljenostima cCestica sistema
Zanemaruju se ¢lanovi |¢((11)> ’(bgz)) i \¢(1)> ’¢z(>2)> koji opisuju situaciju gde se oba elektrona

nalaze, odnosno pripadaju istom atomu. Funkcija stanja u ovom slucaju ¢e imati oblik
(1.7)

(1.8)

g) = c1lq) + c2|qa).
Problem se dalje moze resavati varijacionim metodom i postavlja se uslov,

{

OFy _o,
601,2
gde je
{qlH]q)
by = ———— = Ey(cy,c2). 1.9
Y {dlg) vieLo) 1-9)
Pri racunanju energije sistema, pojavljuju se sledeci karakteristicni integrali. Jedan je Ku-
lonov integral:
V= @lHl) = (@lHe) = [ [ Pl Flor)? (1.10)
(1.11)

i izmenski integral
X ={qi|H|g2) = {g2|H|n) = //d37”1d37”2¢2(7‘1)¢Z("“2)H1¢a(7"2)¢b(7°1)-
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Pri racunu treba obratiti paznju na simetricnost talasnih funkcija. Na kraju se dobija izraz
za energiju [2]:

VX

YA

(1.12)
Kada su X i L razliciti od nule, pojavljuju se dve vrednosti energije, odnosno F, # E_ koji
opisuju spinsko uredenje. Originalni Hamiltonijan H se moze zameniti efektivnim izmenskim
Hamiltonijanom H koji je oblika

H = Jy— Ji38; - So, (1.13)
gde je
1 2VL*-X

Zmak Jyo zavisi od vrednosti integrala L,V i X. Kako su vrednosti L < 11 X < 0, onda
je vrednost Ji2 negativna, tj. energetski je povoljnije singletno stanje (nalazi se na nizoj
energiji).

Efektivni Hamiltonijan H moze biti generalizovan na N viSe elektronskih atoma. Na ovaj
nacin se dolazi do Hamiltonijana Hajzenbergovog modela

H=-Y J;Si-8, (1.15)

j

o kome ¢e biti viSe re¢i u nastavku rada.

1.2 Hajzenbergov model

Hajzenbergov model je definisan jednac¢inom (1.15) i pretpostavlja egzistenciju perma-
nentnih, lokalizovanih momenata koji medusobno interaguju pomocu direktne ili indirektne
izmenske interakcije. Komutacione relacije [2,14,15,18] izmedu spinskih operatora su:

1M
[SY, 851 = ihS] 65, (1.16)
[S7,5%]_ = ihSYs,;.

Komutacione relacije mogu se objediniti na slede¢i nacin:
S x 8§ =1ihS. (1.17)
Definisu se operatori:

St =574, S =5%—iSY, (1.18)
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koji su poznati kao podizuéi i spustajuci operatori. Iz ovih operatora se mogu dobiti operatori
SFiSY:

1 1
R D

z:Z

(S;F—S7). (1.19)

%

Na osnovu prethodnih jednacina, kao i opstih osobina, odnosno algebre spinskih operatora,
dobijaju se sledeé¢e jednacine:

7, 5F]- = héy;Si;  [S7,8;7]- = —hdyS;; (1.20)
SHST = B2S(S 4+ 1)+ hS? — (57)%;  S7SF = h2S(S +1) — hS? — (57)%; (1.22)
+5
[T (57 = nms) =o0; (1.23)
mg=—=S
(S;F)5 = (57)* 1 =0. (1.24)

Skalarni proizvod S; - §; iz Hajzenbergovog Hamiltonijana moze biti izrazen pomocu nave-
denih operatora kao

S-S = %(Sij + S;S;r) + 5757 (1.25)
Izmenski integral izmedu ¢vorova resetke i na jednom ¢voru se definise kao:

Jij = Jjis Ju = 0. (1.26)
Konac¢no se dobija izraz za Hamiltonijan Hajzenbergovog modela

H == J;(SS; +5;S7) (1.27)

i?j
Koristedi (1.20) i (1.21) moze se pokazati da vaze sledece komutacione relacije:

Iz ovoga sledi da totalni spin ), .S; komutira sa Hamiltonijanom Hajzenbergovog modela i
samim tim je o¢uvana veli¢ina.

1.3 Aproksimacija srednjeg polja za Hajzenbergov fer-
omagnet

Glavna pretpostavka teorije srednjeg polja je da interakcija izmedu spinova doprinosi
povecanju magnetnog polja H,, unutar magnetika koji se dodaje spoljasnjem magnetnom
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polju h. Ako se pretpostavi da je polje H,, proporcionalno magnetizaciji, odnosno H,, =
AM (T, H), ukupno magnetno polje koje "vidi” svaki pojedinaéni spin ¢e biti jednako:

H,;; = h+ AM(T,h), (1.30)

pa je polazni Hamiltonijan oblika [15]:

N
H=—gup» _ S;- Hey. (1.31)
i=1

Parametar A se naziva parametar srednjeg polja. Magnetizacija samog polja se dobija
pomocu particione funkcije Z [15], na osnovu koje se dobija izraz za Gibbs-ov potencijal:

G(T,h) =—kTn Z, (1.32)
pa se iz njega izrazava magnetizacija kao:
(09GN gppHegs
M = <8_h,)T = MoBs(ST), (1.33)

gde je My = NSgup i predstavlja najveéu mogucéu vrednost magnetizacije, odnosno satu-
racionu magnetizaciju, dok je sa Bg oznacena Briluenova funkcija [15]. Ako se u jednacinu
(1.33) stavi da je h = 0, dobija se

M = MyBs(BguSAM). (1.34)

Jednacina (1.34) je implicitna jenacina, jer se magnetizacija pojavljuje kao argument Briluen-
ove funkcije.

yn

Slika 1.2: Graficko resenje jednacine (1.34). Resenje za koje je M # 0, postoji pri dovoljno
niskim temperaturama na kojima je nagib Briluenove funcije veéi od jedinice.

Daljim razmatranjem se moze dobiti izraz za kriti¢nu temperaturu teorije srednjeg polja
koja ima oblik

g°upS(S+1)
3k

N
T, =\ (1.35)
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Pri razmatranju Hajzenbergovog modela ne mora se obratiti paznja na prirodu konstante
A. Osnovna ideja za ovaj model je da postoji izmenska interakcija izmedu spinova lokalizo-
vanih na ¢vorovima i i j, kao sto je ve¢ receno. Aproksimacija srednjeg polja za Hajzenbergov
Hamiltonijan predstavlja jednu od takozvanih klaster aproksimacija, gde se racuna interak-
cija izmedu spinova u klasteru, dok se ostali spinovi u sistemu, odnosno njihove komponente
posmatraju kao:

Takode se uzima da klaster sadrzi jedan spin, pa je klaster Hamiltonijan oblika:

Jasno je da dinamika opisana relacijom (1.37) opisuje ponasanje pojedina¢nog spina u efek-
tivnom magnetnom polju veli¢ine

Jo Jo
H.=h+222(S)=h+2—"" M, 1.38
1 guB< ) N(gup)? (1.38)

gde je Jo = Zj Jij-
Uporedujuéi jednac¢inu (1.38)sa (1.30) vidi se da je vrednost konstante \ data izrazom:

X = 2Jo/N(gps)?. (1.39)

pa iz toga sledi da je kriti¢na temperatura:

2 .
T.= —JpS(S +1). (1.40)
3k
U slucaju razmatranja najblizih suseda, sto je cest slucaj, interakcija J;; kao i efektivno
polje odnosi¢e se samo na z najblizih suseda, pa je Jy = zJ, usled cega se izraz za kriti¢nu
temperaturu redukuje na

KT, 3
£ = S25(S+1). (1.41)

Jednacine (1.40) i (1.41) predvidaju da ¢ée dve resetke imati iste vrednosti kriticnih tem-
peratura ukoliko imaju isti koordinacioni broj z. To prakticno znac¢i da prosta kubna i
trougaona ravanska reSetka imaju istu kritiénu temperaturu 7, jer su im isti koordinacioni
brojevi z = 6, gde nisu izracunati efekti dimenzionalnosti koji su veoma bitni pri opisivanju
kriti¢nih pojava u sistemima.

Moze se reéi da je aproksimacija srednjeg polja pojednostavljenje u smislu da se originalni
visespinski problem redukuje na jednospinski. Kao rezultat ovog pojednostavljenja izvodi se
zakljucak da su fero-, feri- i antiferomagneti opisani kao da se radi o paramagnetu koji se
nalazi u efektivnom temperaturski zavisnom polju.

Receno je da se ostatak resetke od uocenog spina posmatra tako Sto se pretpostavlja
da su vrednosti ostalih spinova na ¢vorovima takvi da su im vrednosti usrednjene. Drugim
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reCima, zanemaruju se fluktuacije varijabli od njihovih srednjih vrednosti. To znaci da ako
se posmatra identitet vezan za proizvod dva operatora [1]:

A-B=A(B)+(A)B—(A)(B)+ (A—(4))(B—(B)), (1.42)

gde uglasta zagrada simbolizuje termodinamicko usrednjavanje i nakon toga se formalno
izvrsi zanemarivanje fluktuacija varijabli od njihovih srednjih vrednosti, dobija se izraz:

A-B — A(B) + (A)B — (A)(B). (1.43)

Jednacina (1.43) ¢e biti iskoriséena pri aproksimaciji srednjeg polja Hajzenbergovog fero-
magneta u reprezentaciji Svingerovih bozona. Primenjujuci ovu aproksimaciju dobija se da
proizvod kreacionih i anihilacionih operatora izcezava, tj.:

+ —
S Sy — 0. (1.44)
Takode vazi jednakost:

(S) = (S7) =0, (1.45)
koja takode odrazava karakteristike aproksimacije srednjeg polja. Pojedanostavljenje sadrzano
u jednacinama (1.43),(1.44) i (1.45) je to da je originalni viSespinski problem redukovan na
jednospinski problem. Kao rezultat svega navedenog dobija se da su fero-, feri- i antifer-
omagneti opisani kao da se radi o paramagnetu koji se nalazi u efektivnom temperaturski
zavisnom polju.

1.4 Boze - Ajnstajnova kondenzacija

Predstavljanjem Hajzenbergovog Hamiltonijana u reprezentaciji Svingerovih bosona, resenje
za dugodometno uredenje bi oznacavalo postojanje Boze-Ajnsteinove kondenzacije [1,3,5] $to
¢e biti pokazano kasnije. Stoga, treba izneti osnovne pojmove vezane za ovaj fenomen.

Statisticka suma N identi¢nih bozonskih cestica koje medusobno ne interaguju i nalaze
se u zapremini V' je data sa [9,16]:

ZEM =T —e "7 )7, (1.46)

p

gde oznaka p oznacava impuls. Veliki termodinamicki potencijal je

Ep—i

7). (1.47)

O=-0lZ=0)» In(l—e

p

Srednji broj popunjenosti, odnosno srednji broj cestica u stanju p je definisan kao

(np) = —=— (1.48)
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i predstavlja Boze-Ajnstajnovu raspodelu, dok je ukupan broj cestica u sistemu

N = Z(np> = Z—Q ! : (1.49)

- PEn—m 1

U ovom izrazu je 5 = 1/kgT. Uvodi se nova veli¢ina, a to je aktivnost ili fugacitet z = e,
pa prethodna jednacina dobija oblik:

ze Per
N = Z o (1.50)

Pre nego sto se prede sa sume na integral u impulsnom prostoru, treba zapaziti da pri
z — 1 (u = 0), ¢lanovi koji odgovaraju impulsu p = 0 divergiraju, tako da ¢lan sa p = 0
ne sme biti zanemaren, naprotiv, on ima vaznu ulogu kao i ostatak sume. Kada se u sumi
razdvoje ¢lanovi za p = 0 i p # 0, dobija se clan

1 B 1 z

— = 1.51
ehBrn—1 z71—-1 1-—2 ( )

No = (n0> =

koji se odnosi na srednji broj popunjenosti nivoa sa p = 0. Taj ¢lan daje doprinos ako je
(ng)/V konacan broj, tj. ako konacan broj cestica zaposedne taj nivo. U tom slucaju se
javlja Boze-Ajnstajnova kondenzacija. Detaljnija analiza jednacina se odnosi na odredivanje
fugaciteta z kao funkcije temperature i specificne zapremine, odnosno gustine. Polazi se od
jednacine [16]:

1 1 1 =z
= — — 1.52

gde je v = V/N, a A\r = (27h?/mf)"/? termalna talasna duzina. Da bi se resila data

jednacina, treba analizirati funkciju gs/2(2) = > o, = 2. Za realne vrednosti z izmedu 01 1

funkcija je ogranic¢ena, pozitivna i monotono rastuca pa ¢e od interesa biti vrednosti
0<z2<1. (1.53)

Za male vrednosti z, funkcija se razvija u red. Ako je z = 1 izvod funkcije divergira, dok je
vrednost funkcije konacna i iznosi

g32(1) = # = £(3/2) = 2.612, (1.54)

n=1

gde je £(z) Rimanova zeta funkcija[16]. Funkcija gs/2(2z) u intervalu izmedu 0 i 1 uzima
vrednosti

Ako se prepise jednacina (1.52) u slede¢em obliku

<7’L()> NO 1 1

vV oV o )\—393/2(2); (1.56)
T
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da bi velicina Ny/V bila pozitivna, mora biti ispunjen uslov

A1
W 93/2(1). (1.57)

U oblasti temperatura koje zadovoljavaju uslov deo Cestica zauzima stanje p = 0, tj. dolazi
do pojave Boze-Ajnstajnove kondenzcije. Oblast definisana uslovom (1.57) naziva se oblaséu

kondenzacije. Ona je odvojena od ostalog dela p —v —T prostora dvodimenzionalnom povrsi
(T-V povrsinom) odredenom jednac¢inom

AT
o 93/2(1). (1.58)
Za datu vrednost v definiSe se kriti¢na temperatura 7T,
21 h?
kT, = _2Th/m (1.59)

[vgs/2(1)]*/3

Kao $to se vidi iz jednacine (1.59), T, je temperatura pri kojoj termalna talasna duzina
A2 = vg3a(1) = A ~ a reda veli¢ine kao i srednje rastojanje izmedu cestica. Za datu
temperaturu, moze se definisati kriticna zapremina kao:

A7

- (1.60)

Ve
Na osnovu prethodne dve jednacine vidi se da je oblast kondenzacije definisana uslovima za
T<T.iv<uw,.
Moze se odrediti i zavisnost Ny = (ng) od temperature. Iz (...2.20) sledi da je

N_l ()+1 z
V_)\i}g?’ﬂz V1i-2z2’

(1.61)
ili
N = Npso + Ny, (1.62)

gde Np.o = )\1393/2(2) predstavlja broj cestica sa impulsom razlicitim od nule, dok Np—
T

oznacava broj Cestica sa impulsom p = 0. Ako je z = 1, tada je Npo = N5 = /\1393/2(1),
T

Sto znaci da je to maksimalan broj bozona koji mogu biti u ekscitovanim stanjima.
Postavlja se pitanje Sta ¢e se desiti ako temperaturu snizimo ispod kriticne vrednosti
T < T, tako da maksimalan broj cestica koje se mogu smestiti u stanjima sa impulsima
p # 0 postane manji od ukupnog broja Cestica u sistemu, tj. Np¥y < N. Tada ce deo
bozona biti u stanjima p # 0, a preostali bozoni ¢e se nuzno smestiti u stanje sa impulsom

p = 0 ¢iji se broj moze odrediti iz
No =N — Nmes. (1.63)

Ubacivanjem dobijenih izraza u jednac¢inu (1.62) i sredivanjem, dobija se da je trazena zav-
isnost oblika:

No(T) = N[l . (%)g} (1.64)
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Na osnovu dobijene zavisnosti (1.64) se moze zakljuciti da snizavanjem temperature raste
broj kondenzovanih bozona i da su na temperaturi 7' = 0 prakti¢no svi bozoni kondenzovani.
Sa druge strane, u oblasti T" > T, svi bozoni se nalaze u ekscitovanim stanjima, dok je nivo
odreden sa p = 0 prazan. O Boze-Ajnstajnovoj kondenzaciji se ponekad govori kao o kon-
denzaciji u prostoru impulsa. To znaci da do Boze-Ajnstajnove kondenzacije ne dolazi usled
meducesti¢ne interakcije, nego usled svojstva simetricnosti talasne funkcije. Mnogi sistemi
koji dozivljavaju Boze- Ajnstajnovu kondenzaciju pokazuju specificna svojstva, pa se smatra
da je ovo poseban oblik egzistencije materije. U intervalu u kom se desava kondenzacija
0 < T < T,, aktivnost z ima vrednost z = €’* = 1, §to znaéi da je vrednost hemijskog
potencijala

=0. (1.65)

Ovaj zakljucak ¢e biti iskoriséen u nastavku rada.



Glava 2

Bozonizacija spinskih operatora

U ovoj glavi ¢e biti dobijene najvaznije relacije u okviru SBMFT. Hajzenbergov spinski
hamiltonijan se transformise u hamiltonijan izrazen pomoc¢u boze operatora. Bitno je obra-
zloziti zaSto se spinski sistemi pokusavaju opisati u okviru bozonskih reprezentacija. Osnovni
argument za to je da se spinovi na niskim temperaturama ponasaju kao bozoni [17,18].

Neka je dato N spinskih operatora S,, pridruzenih ¢vorovima resetke n. Vektori stan-
dardnog bazisa su definisani na slede¢i nacin:

S21S,m), = S(S+1)|S,m)y,
SZ1S,m), = m|S,m),. (2.1)

Ovi vektori ¢ine bazis u 2S5 + 1— dimenzionalnom Hilbertovom prostoru, dok je odgovarajci
Hilbertov prostor za ceo sistem direktni proizvod Hilbertovih prostora pojedina¢nih spinova

Hs =Hs, @ Hs, @ ... @ Hg,, - (2.2)
Sa druge strane, skup boze operatora B, koji zadovoljavaju komutacione relacije:

[By, BY] = 6um, [Bu,Bm] =[B},Bl]=0 (2.3)
deluju u bozonskom Hilbertovom beskona¢no dimenzionalnom prostoru:

Hp = Hp, @Hp, @ ... @ Hp,, (2.4)
¢iji su bazisni vektori |n),, svojstveni vektori operatora

Ny = Bl B, (2.5)

Da bi nasli vezu ovih prostora potrebno je nac¢i nacin da se definisu odredene funkcije boze-
operatora takve da kada deluju u prostoru ‘Hp imaju iste komutacione relacije kao spinski
operatori, ali i iste statisticke srednje vrednosti. Ukoliko je to ispunjeno, mogu¢ je prelaz sa
spinskih na bozonske operatore.

Ako je ispunjen uslov da je (S*) ~ S, onda vazi:

m]

(S1,S] ~ 256,.m, (2.6)

17
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a time je izrazen smisao prelaska na bozonsku reprezentaciju, jer je gornji uslov ispunjen pri
niskim temperaturama i tada se spinovi ponasaju kao bozoni.
Prvi korak je sledec¢a smena:

S— —V2S8Bl, S = V2SB,. (2.7)

U teoriji sistema Cestica ova transformacija se naziva priblizna druga kvantizacija, a u teoriji
magnetizma to odgovara neinteragujuc¢im spinskim talasima, odnosno Blohovoj aproksimaciji
[18]. Rec je o tome da kreacioni operator kreira pobudenje koje se prenosi kroz resetku i
naziva se spinski talas - magnon. Pri tome se zanemaruju c¢lanovi sa vise od dva boze -
operatora. Zanemarivanje visih ¢lanova upravo odgovara zanemarivanju interakcije medu
magnonima.

Veé ovde se javlja problem dimenzionalnosti prostora, jer o¢igledno ovakav pristup uvodi
stanje sa z— projekcijom vec¢om od S, tako da se obi¢no govori o fizickim n < S stanjima
i potprostoru nefizickih stanja. Na osnovu toga sledeé¢i zadatak je razdvajanje ova dva
prostora, kako bi se eliminisao uticaj nefizickih stanja [1,3,5,7].

2.1 Teorija spinskih talasa

Pre svega treba napomenuti da je teorija spinskih talasa egzaktna na niskim temperat-
urama u okviru Hajzenbergovog modela ¢istih feromagneta. U aproksimaciji srednjeg polja
efektivno polje (1.30) deluje na spinove. Pretpostavlja se da se spinovi ili magnetni momenti
orijentisu u praveu efektivnog polja. Cinjenica da se usled poveéanja temperature smanjuje
termicka srednja vrednost magnetnih momenata moze se interpretirati na slede¢i nacin, a
to je da se momenti otklanjaju i precesiraju oko pravca unutrasnjeg efektivnog magnetnog
polja. U ovom slu¢aju magnetni momenti se posmatraju kao vektori uzimajuéi klasiéno
razmatranje.

2.1.1 Feromagnetni spinski talasi
Klasi¢na jednacina kretanja za spin na poziciji ¢ resetke je [12]:

ds;
dt

= pi X Hepp = gupSi X Hegy. (2.8)

Koristec¢i formulu za efektivno polje, i stavljajuci da je spoljasnje polje jednako nuli, h = 0,
dolazi se do jednacine:

hds — S x ( ZJWS> (2.9)

Ista jednacina se pojavljuje ako koristimo kvantno - mehanicku jednac¢inu kretanja za oper-
ator S;, izrazenu pomoc¢u komutatora [1,12]:

d; %[H Si. (2.10)
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Klasi¢no gledano, ova jednacina predstavlja jednac¢inu kretanja precesije spina u odnosu na
pravac koji potice od efektivnog polja okolnih momenata. Da bi se odredila njegova ugaona
frekvencija, pretpostavi¢e se da su spinovi veoma malo nagnuti, a vrednost im se razlikuje
veoma malo od ravnotezne vrednosti Sy zajednicke za sve ¢vorove resetke,

gde je 6S; mala po intenzitetu i normalna na Sy. Zamenjujuéi izraz (2.11) u jednacinu
kretanja, zanemarujuéi clanove drugog reda po 4.5;, dobija se:

dsS;
h—= = 22%[5& x Sy + Sy x 68;]

J
J

U sistemima koji su uniformni pri osnovnom stanju precesiono kretanje se moze predstaviti
propagacijom talasa, tako da se reSenje moze traziti u obliku

1 . .
08: =5 [Ake“k'RWkt) + A,’;e”(’“'Ri’w’“t)] : (2.13)
Zamenjujuéi prethodnu jednacinu u jednacinu kretanja (2.12), dolazi se do

—ihwp Ap =2 Jij[l — BRI A xS, (2.14)
J
Slicna jednacina se dobija i za kompleksno konjugovanu amplitudu. Bira se amplituda vek-
tora koja zadovoljava sledeci uslov

—ZAk = Ak X €y, (215)

gde je eg jedini¢ni vektor u praveu magnetizacije, eg = Sp/S, a to ¢e biti pravac z— ose.
Prethodnom jednacinom dobija se da je Ap normalan na pravac z— ose, tako da se moze
raspisati pomoc¢u realnog dela Ay kao

Ap = A& —ig), (2.16)
gde su & i g jedini¢ni vektori u x i y pravcu, respektivno. Zamenjujuéi poslednju jednacinu
u (2.13) za 4.S; dobija se

057 = Apcos(k - R; — wit), 05! = Agsin(k - R; — wyt). (2.17)
Ova resenja odgovaraju situaciji da spinovi precesiraju fazno-korelisano u ravni normalnoj
na pravac magnetizacije. Ova propagirajuc¢a precesija u spinskim sistemima je poznata pod
nazivom spinski talasi kao sto je prikazano na S1.2.1.

Vradajuéi se u jednacinu (2.14) ugaona frekvencija precesiranja spinova datog spinskog
talasa moze biti odredena iz

hwp =28 Jy[l — e R, (2.18)
J

Razvojem eksponenta u poslednjoj jednacini za velike vrednosti talasne duzine, odnosno
za male vrednosti talasnog broja k, na primeru kubne resetke, gde su sve kristalografske ose
ekvivalentne, disperziona relacija u k prostoru ima oblik:

g, ~ k2 (2.19)
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Slika 2.1: Trodimenzionalni vizuelni prikaz fazno - korelisane propagirajuce precesije spinova
oko z— ose poznata pod nazivom spinski talasi

2.1.2 Kvantno - mehanicki pristup teoriji feromagnetnih spinskih
talasa

Klasi¢ni spinski talasi u kvantno-mehanickom pristupu su predstavljeni magnonima. Po-

laziste ovog pristupa je u tome da je stanje sa maksimalnom projekcijom spina duz odredenog

(izabranog) pravca svojstveno stanje Hajzenbergovog Hamiltonijana. Energija stanja sa
maksimalnom spinskom projekcijom je u opstem slucaju:

E=— Z Ji;5%. (2.20)
4]

Uvode se bazisna stanja |n;), gde n; predstavlja broj spinskih devijacija, odnosno obr-
tanja spinova na ¢voru j. To znaci da se povecanjem n; za 1 smanjuje spinska projekcija S;,
za 1. Podizuéi i spustajuci operatori su definisani komutacionim relacijama

[ai,al] = 65, [al,al] =0, i [a],a7]=0. (2.21)

J 1) g 107
Ovi operatori deluju na sledeci nacin:
ajln;) = /njln; —1)
a;r-|nj) = /nj+1n; +1) (2.22)

ala;ln;) = nln;)
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Obrtanje spina redukuje, odnosno smanjuje z— komponentu spina na ¢voru, tj.
sz =95- n;, (223)

gde S predstavlja vrednost totalnog spina na ¢voru. Kako se obrtanje spina prenosi na druge
¢vorove, ovaj proces se moze predstaviti kvazicesticom zvanom magnon, a operatori a; i a;r-
mogu biti shvaceni kao magnonski kreacioni i anihilacioni operatori, respektivno. Vise od
jednog magnona mogu postojati na istom ¢voru, zavisno od totalnog spina, Sto dovodi do
zakljucka da ove kvazicestice ne zadovoljavaju Paulijev princip iskljuc¢enja. To direktno znaci
da se magnoni ponasaju kao bozoni. Spinski operatori kreacije i anihilacije se mogu preko
novih operatora izraziti kao [12]:

.|.

. 4504 1/2 '
St = h\/28< = ) a;, (2.24)
f
_ i a;a;\1/2
S =hasal(1-2F) . (2.25)

Relacije (2.24) i (2.25) su poznate pod nazivom transformacija Holstajn-Primakova. Nakon
formulisanja transformacije moze se uvesti niskotemperaturska aproksimacija. Ona se za-
sniva na pretpostavci da je ukupan broj obrnutih spinova u sistemu mali u poredenju sa
totalnim brojem spinova. Ovaj sluc¢aj se moze zapisati kao:

T

(C(-(3)"))~w (2.26)

J

gde uglasta zagrada predstavlja ocekivanu vrednost. Koren u izrazu moze se aproksimirati
sa

T
a:a;\1/2

)
—- ~ 1. 2.27
( 25 ) (2.27)
Greska pri ovakvoj aproksimaciji bi bila prilicno velika posmatrajué¢i pojedinacan ¢vor j
ukoliko je vrednost S mala. Medutim, greska ¢e biti mala ukoliko se ispuni uslov:

(3, (akay))

e <L (2.28)

Ispunjavanjem ovog uslova se kreacioni i anihilacioni operator se mogu aproksimirati sa:

St~ hv2Sa;, (2.29)
S; ~ hv/2Sal. (230)

U slucaju Hajzenbergovog feromagneta, osnovno stanje je stanje gde su svi spinovi par-
alelni nekom pravcu, najcéesée se uzima pravac z ose. DefiniSe se kvantno stanje |0), koje
zadovoljava sledecu jednacinu.

S2(0) = S|0) (2.31)
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za svaki ¢vor reSetke. Koris¢enjem transformacije Holstajn - Primakova i zanemarivanjem
clanova viseg reda, Hamiltonijan se moze aproksimativno zapisati kao

H=—-J Z S?2—JS Z [ anﬂ—i—an“an—aLan—aLHanH] (2.32)

(n,n+X) (n,n+A)

Kako je sistem translatorno invarijantan Hamiltonijan mozemo dijagonalizovati Furijeovom
transformacijom. Za bozonske operatore transformacija ¢e imati oblik

1 —ik- — 1 ikn_t
n=—F=» € " "ap 1 al, =—= ) " "a,. 2.33
VP w2t (23

Uvrstavanjem u jednacinu (2.32) dobija se:

H = —JSzNg —Js Y Z emk=a)[gida _ 114t (2.34)
nn+A kq
_ —JS2N;+Z Yalay, (2.35)

gde je u opstem slucaju:

e(k) = JSz(1 —~(k)), (2.36)
(k) = % > e (2.37)

Na ovaj nacin je dobijen Hamiltonijan kvadratan po bozonskim kreacionim i anihilacionim
operatorima. Aproksimacija je vezana za najnize ekscitacije sistema. Najvaznija osobina na
ovaj nacin dobijena je zavisnost disperzije od talasnog vektora za male vrednosti talasnog
vektora. Za vrednosti k < 1 dobija se (k) = JSk* + O(k*), sto ukazuje da su ekcitacije
bez procepa, ponasaju kao Goldstone-ovi modovi. To je posledica izbora osnovnog stanja,
jer dolazi do narusenja kontinualne simetrije Hamiltonijana usled spinske rotacije [12]. Sa
druge strane ¢injenica da disperzija ima kvadratnu zavisnost od talasnog vektora, reflektuje
se slamanjem vremensko-inverzione simetrije osnovnog stanja feromagneta.

2.1.3 Termodinamika gasa idealnih magnona

Odstupanje od vrednosti saturacione magnetizacije usled dejstva kreacionih i anihila-
cionih opratora, gledaju¢i u odnosu na z— pravac, na kona¢nim temperaturama dato je
izrazom [12]:

(i) = —NS+ (ala;) = —NS+> (alar). (2.38)

Zamenom sume integralom i koris¢enjem Boze-Ajnstajnove raspodele za broj magnona, uku-
pan broj termicki ekscitovanih magnona je odreden sa

dk 1
Nsw =V / ST (2.39)
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pa se za magnetizaciju dobija:

1 .. N k1
M = 3 omp(Si) = VguBS NS/ 3 o 1) (2.40)

Na osnovu ove formule se temperaturska zavisnost magnetizacije moze odrediti numericki.
Na niskim temperaturama se moze uzeti dugotalasna aproksimacija, koja se odnosi na oblik
disperzione relacije, pa se integral u uglastoj zagradi moze zapisati kao

1 kmax 1
P09 Gl | —— 2.41
(27)? /0 " eBDF _ ] (2.41)

gde je kq. talasni broj koji odreduje integraciju unutar prve Briluenove zone, dok D pred-
stavlja konstantu vezanu za dugotalasnu aproksimaciju [12], pomocu koje se disperziona
relacija za spinske talase moze predstaviti kao

Integracijom izraza dobija se za d = 3:

M= %gubs 1 5372 )<Z£1T)>3/2]‘ (2.43)

Kao sto je receno odstupanje magnetizacije od njene saturacione vrednosti je usled termicki
ekscitovanih magnona. Na niskim temperaturama magnetizacija opada sa stepenom 3/2 u
zavisnosti od temperature.

Unutrasnja energija gasa magnona (kojeg razmatramo kao gas bozona) se racuna takode
preko Boze-Ajnstajnove raspodele kao:

V hew

T k d

E = E hwi(ayar) = Gm)i | et 1d k. (2.44)
k

Slicno kao i u slu¢aju magnetizacije, temperaturska zavisnost magnonskog gasa pri niskim
temperaturama ima oblik za d = 3:

1 (kpT)>/?3r'/?

E=aN s Grspr 4

¢(5/2). (2.45)

Kao $to se vidi energija ima zavisnost temperature sa stepenom 5/2. Na osnovu ovoga za-
kljucuje se da je zavisnost specificne toplote od temperature

(2.46)

= Nl{;BA<kBT)3/2,

2JS

gde je A konstanta [12].
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2.2 Svingerovi bozoni

Jedan od nac¢ina bozonizacije Hajzenbergovog modela je predstavljanje modela pomocu
reprezentacije Svingerovih bozona. Svingerovi bozoni reprezentuju spinske operatore na
sledec¢i nacin:

S*+iSY = blby,
S —iSY = blby, (2.47)
1
§* = S(bjbr —blby).

Spinske komponente zadovoljavaju komutacione relacije (1.16). Moduo spina S je defin-
isan fizickim potprostorom:

[Mb,, Mpy) 0 My + 1y, = 25, (2.48)

Potprostor se moze odrediti nametanjem ogranicenja, tako sto se definise projektor Pg, za
koji vazi:

Ps(biby +blb, —28) = 0. (2.49)

Ovim ograni¢enjem su izdvojena fizicki moguca stanja od ostalih (matematicki mogucih).

® Q [ ] [ [ J
\S+ « n,+n,=2S
na ® o OS' o [
N
® ® ([ O ®

Slika 2.2: Projekeija potprostora spina S na Fokovski prostor Svingerovih bozona, predstavl-
jen zaokruzenim skupom nepopunjenih tac¢aka koji oznacava prostor fizicki moguéih stanja

U datom projektovanom potprostoru, spinski moduo je definisan pomocéu kvadratnog
operatora spina kao:

S*Pg = S(S +1)Ps. (2.50)
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Spinska stanja su odredena preko bozonskih operatora,

(B (ph
S, m) = 0), 2.51
15, m) ¢w+my¢w—mﬂ> (251)

gde |S,m) oznacava svojstveno stanje operatora S? i S, a sa |0) je oznacen vakuum u
reprezentaciji Svingerovih bozona. Na primer, spinsko stanje za spin —% pomocu notacije
druge kvantizacije je izrazen kao:

| = bljo)
1) = b]j0). (2.52)

Reprezentacija Svingerovih bozona ima svojih prednosti i mana u poredenju sa drugim
reprezentacijama. Ova reprezentacija je korisna za ra¢unanje matri¢nih elemenata spinskih
operatora. Nije nuzno da na ovaj na¢in dode do pojednostavljenja pri racunici spinskih
korelacija nefokovskih talasnih funkcija. Lokalna ograni¢enja (2.48) Hilbertovog prostora
uvode korelacije izmedu by i b) okupacionih brojeva. U teoriji srednjeg polja reprezentacijom
Svingerovih bozona je opisana efektivnim neinteragujuéim Boze kvazicesticama gde su ko-
relacije izmedu razlicitih bozona b; i b; zanemarene. Takode, u teoriji srednjeg polja lokalno
ogranicenje je preneseno na usrednjene vrednosti proizvoda operatora po ¢voru reSetke.

2.2.1 Jednacine Hajzenbergovog feromagneta u teoriji srednjeg
polja izrazene pomocu Svingerovih bozona

U prethodnom delu su date komutacione relacije za Svingerove bozone i predstavljeni
su spinski operatori Hajzenbergovog modela u ovoj reprezentaciji. Polazi se od jednacine
(1.27), u kojoj se operatori S* i S~ zamenjuju Svingerovim operatorima.

Hamiltonijan (1.27) raspisan na ovaj na¢in ima oblik

1
H= — J> 5(bijl-ibj Jbit + DL birblbyy)
(i)
1
+ Y 7 (blibisblibje — byibirb] by — blybiyblbir + bbbl byy). (2.53)
(i)

Uvodi se operator veze
1
T T
Bij =5 > blbo, (2.54)

gde je 0 =1, ). Takode se zapaza da je

bbirblibir + b by bl by, = 2(S% + S7S7).

Kada se u Hamiltonijanu (2.52) iskoristi relacija (2.53), kao i relacija ograni¢enja (2.48),
dobija se Hamiltonijan u bikvadratnom obliku po Boze operatorima:
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NzJ
H=-2JY :BLBy:+ 22 s, (2.55)
(i)

gde je N broj ¢vorova resetke, z broj najblizih suseda, dok :: predstavlja normalno uredenje
operatora, tj. kreacioni operatori su prebaceni na levu stranu. Ovaj Hamiltonijan je rota-
ciono invarijantan, a generalizaciju na SU(IV) su sproveli Arovas i Auerbach za feromagnetni
model [1]. Aproksimacija srednjeg polja se naknadno uvodi. Naime, aproksimacija se sastoji
u zanemarivanju fluktuacija operatora (po analogiji sa interakcijom pojedinaénog spina sa
srednjim magnetnim poljem). Vrsi se na taj nacin da se ogranicenje (2.48) uzima u obzir
samo za srednje vrednosti spina obracunatog za citavu resetku. Ovo se elegantno izvodi
ukljuc¢ivanjem Lagranzeovog mnozitelja A\. Nakon toga se pravi Hartri-Fokova dekompozi-
cija Hamiltonijana (2.54), kojom se dolazi do Hamiltonijana srednjeg polja, koji ima oblik:

Hyr = /\Z [ijabm B 25]
9] Z{(BL)BU + (Bij>ng}

(4,9)
NzJ
T 2
+2J Ej (Bi)j><Bl-j) + 5 S, (2.56)

gde uglaste zagrade (...) oznacavaju termicko usrednjavanje, a relacija je dobijena tako Sto
je iskoriséena jednacina (1.43). Smisao Lagranzeovog mnozitelja se vidi iz jednacine (2.55),
jer je definisan tako da bude ispunjen zahtev da je

(Y tlbi) =28 (2.57)

Arovas i Auerbach su pretpostavili da je (B;;) realan i uniforman [5], pa se na osnovu tih
osobina definise amplituda srednjeg polja izrazena preko operatora veze kao

B = (B]}) = (By). (2.58)

Ovaj izraz je posledica aproksimacije srednjeg polja, jer ovaj uslov je ispunjen za takoz-
vane tacke sedla, odnostno staticne tacke gde konfiguracija operatora veze mora odgovarati
navedenoj pretpostavci.

Nenulta vrednost za B ukazuje da postoji kratkodometna interakcija, jer je sam operator
B definisan kao proizvod Svingerovih bozona na susednim évorovima. U nastavku ée biti dati
uslovi kada dolazi do dugodometne interakcije [3]. Kako su by 1 b, dekuplovani Hamiltonijan
u aproksimaciji srednjeg polja moze biti dijagonalizovan pomoc¢u Furijeove transformacije.

Hamiltonijan postaje usled relacije (2.57)

N
Hyp =AY blbie —2ASN = 2JB Y (Bi; + Bf,) + N2JB* + Ned g (2.59)

(6,)
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Da bi se dijagonalizovao Hamiltonijan treba izvrsiti Furijeovu transformaciju prvog i trec¢eg
clana. Menja se notaciju pisanja sume da bi se oznacili vektori operatora na susednim
¢vorovima:

272

(4,9 n,n+4

Transformacije Svingerovih bozona su:
s = o bkt B, fzb
n
by = \%Zbk,gei’“'n, bnis.0 = Zb il-(n+9) (2.60)
n
Furijeova transformacija prvog clana daje

> blLbic =Y bl bko, (2.61)
i ko

jer je i sam clan pre transformacije dijagonalan. Koristeéi relaciju za diskretni oblik d—
funkcije

> el = Noy, (2.62)

Furijeova transformacija treceg clana u Hamiltonijanu ¢e dati:
> (B + BJ) Z bl obia €™, (2.63)
(4,9 §

Nakon Furijeove transformacije Hamiltonijan u aproksimaciji srednjeg polja postaje di-
jagonalizovan i ima oblik

Hyp =\ kZ; bY, sbk.e — 2ASN — JB kZ; Dl Ve 26: e® 4 N2JB* + %S? (2.64)
Definisanjem novih veli¢ina [3]:
_ ﬁ . (2.65)
€)= %;(1 — k%), (2.66)
Hamiltonijan se elegantnije moze zapisati kao
Hyr = N;JSQ — 2ASN + NzjB* + > " wib}, ,bk.o, (2.67)

k,o
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gde je
wg = JBz(ep +A) = JBz(e, — 1) + A (2.68)

zakon disperzije.
Slededi korak je da se nadu izrazi za unutrasnju i slobodnu energiju, obracunate po ¢voru
reSetke. Za izracunavanje slobodne energije se polazi od izraza

F:NZJ

S? = 2\SN + NzjB* + 2kT » "In(1 — e ). (2.69)
k

gde su clanovi ispred ¢lana sa sumom identi¢ni kao i clanovi u (2.67). Poznato je da je Boze
- Ajnstajnova statistika odredena izrazom

1

L=

(2.70)

Kombinacijom izraza (2.68) i (2.69) dobija se izraz za slobodnu energiju obracunat po ¢voru
resetke kao

_F 2J 9 2
f=5=55-2\5+2JB N3 gln(l + ). (2.71)
Minimiziranjem slobodne energije po A i B, dobijamo izraze za S i B:
af 1
of 1
- B=S—-— ) 2.

Kako je Hamiltonijan kvadratan po boze operatorima, unutrasnju energiju nalazimo kao
srednju vrednost Hamiltonijana u aproksimaciji srednjeg polja.

NzJ

U = (Hyr) = < S2—9ASN + NzjB? + Zwkbgabk,» (2.74)
k,o

Srednja vrednost ¢e se odnositi samo na izraz sa sumom. Ako se ¢lanovi ispred ¢lana sa

sumom oznace sa C', odnosno C' = %SQ — 2A\SN + NzjB?, izraz za unutrasnju energiju

postaje

U = C+ < %;wkb;abk,,,>

= C+ (X (JB2a— 1)+ A)BL b ). (2.75)
k,o
Zamenom izraza za S i B iz jednacina (2.71) i (2.72), dobija se izraz za unutrasnju energiju
obracunatu po ¢voru resetke:

U Jz
= — =JzB>+ 5% 2.76
U= 2B+ (2.76)
U predhodnom delu su date osnovne jednaéine aproksimacije srednjeg polja u Svingerovoj

bozonskoj reprezentaciji na osnovu kojih ¢e biti vrsena dalja analiza.
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2.2.2 Neuredena oblast

Sume dobijene u prethodnom odeljku (2.71) i (2.72), koje predstavljaju i osnovne jednacine
aproksimacije srednjeg polja, mogu se prevesti u integralni oblik unutar prve Briluenove zone
reciprocnog prostora. Konac¢no se dobijaju slede¢i integrali:

dik 1
S = / ( (2.77)

27)% eBlent+n) — 1’

B=ss / (2m)d ehlenth) — 1 (2.78)

gde d oznacava prostornu dimenzionalnost, a parametar B je definisan kao B = JBz/kgT.
Prelaz za sume u integral je izvrSsen pomocu veze

> F(k) > (2‘;>d / F(k)d, (2.79)

gde je uzeto da je rastojanje izmedu susednih spinova jedini¢no. Veli¢ina ¢, ima vrednost
jednaku nuli, samo za k = 0, dok za ostale k—ove ima pozitivne vrednosti, pa se moze
napisati da je e > 0. Ovaj izraz implicira da je i vrednost hemijskog potencijala A takode
A > 0. Integral (2.76) je neresiv za vrednost temperature od 7" = 0 za bilo koju dimen-
ziju d. Ovo se desava zato §to ¢lan 3 u imeniocu sadrzi 7. To zna¢i da ne postoji nulto
temperatursko resenje. Za d = 1 i d = 2, postoji resenje za svaku temperaturu veéu od
nule, disperzioni spektar sadrzi gep sto implicira da je sistem neureden, a simetrija je ostala
sacuvana posto je Hamiltonijan rotaciono invarijantan. Ovaj zakljucak se slaze sa Mermin-
Wagner-ovom teoremom [1,13] koja kaze da sistemu sa kratkodometnom interakcijom ne
moze biti spontano narusena simetrija za d = 11 d = 2. Do zakljucka da je sistem neureden
moze se doci i razmatranjem spin-spin korelacione funkcije koja eksponencijalno izcezava za
velika rastojanja. U slu¢aju d = 1 pri niskim temperaturama doprinos ¢e dati male vrednosti
impulsa k. Disperziona relacija se moze zapisati u obliku

1
wy = JBz(ej, + —~K?), (2.80)
4z
gde je
K= 4z( AL 1) (2.81)
- VB '

i predstavlja inverznu korelacionu duzinu k = 1/¢. Za korelacionu funkciju se uzima opsti
izraz

(SIS7) = |Ry;|* + 8635, (2.82)

gde je R;; funkcija oblika

1 )
Rij = N Z nkGZk.wij. (283)
k
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Na osnovu recenog, za jednodimenzionalni slucaj funkcija R;; se moze aproksimovati na
sledeé¢i nacin

S eik\i—j| L
Rij ~ /0 dkl— = Seigﬁ‘liﬂ, (284)

ZHQ + k2

jer je u slucaju niskih temperatura, to jeste za male vrednosti k:

~ Lo 4o
e~ Js(zm tk +>
n(e) ~ TJe. (2.85)

Ako se iskoristi ova aproksimacija u izrazu (2.80) dobija se izraz za spin-spin korelacionu
funkciju u obliku:

1 oo
<SZZS;>MF ~ §SQ€—|Z—J\/§‘ (286)

Odavde se moze zakljuciti da korelacija opada eksponencijalno sa rastojanjem, a to je upravo
znak da je sistem neureden.

Sto se tice slobodne energije i susceptibilnosti za jednodimenzionalni slu¢aj, pri niskotem-
peraturskom rezimu rezultati se slazu sa egzaktnim Bete - anzac rezultatima [10], s tim $to
postoji razlika u numerickim faktorima. Naime, susceptibilnost u sluc¢aju aproksimacije
srednjeg polja ima sledeéi oblik [4,10]:

1 d*f(h) 1 d*f(h) 1
- = E +1). 2.
xarr N dh? AN  dN? AN1 - e ) (2.87)

Razvijajuci izraz u niskotemperatuskom rezimu za, d = 1, dobija se sledeca temperaturska
zavisnost
1 [T dk JS4

Xur = o [ oo + 1) ~

2.
2T ), 27 (2:88)

Egzaktno resenje za S = 5 u slucaju Hajzenbergovog feromagneta je izracunao Takahasi

1
koristeéi Beteovo resenje [4], i dobio je izraz:

) 2
5=2 J ~ xME, (2.89)

XY oure T3

Ovo neslaganje je posledica jednacine ogranic¢enja (2.48) kao i prebrojavanja bozona (pri

razmatranju se uzima da postoje dva nezavisna boze operatora po ¢voru resetke). U sluc¢aju
kada je d =2 i z = 2 (kvadratna resetka) vazi da je

1
ep=1— §(COS ky + cosky), (2.90)

jer je uzeto da rastojanje izmedu susednih ¢vorova ima jedini¢nu vrednost,tj.

6| =a=1. (2.91)
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Sto se tice jednacine (2.71), ona ¢e u ovom slucaju [1] biti:
1 T [ 1

. ~ - de, ———

N ;”’“ 4JSn /H FU1 — )

T 2 2y _
= Eln(lfiﬂ/ﬁ )+0(T7) =S. (2.92)

Za inverznu korelacionu duzinu se dobija izraz:
Conys?
K~ V16me T (2.93)
Sto se tice spin korelacione funkcije na velikim razdaljinama ée R;; biti:

T d*k ik-x;;

JS ) (@r)? 2
2

~ (o) 1/2 f\mmm(l >
~ (|lx; e + , 2.94
() o (294)
gde je x;; = x; — x;. Na osnovu ovih relacija spin- spin korelaciona funkcija ¢e imati oblik:
(5257) o ‘%e—lww/f. (2.95)

ij

Zakljucak je da se korelaciona duzina eksponencijalno povecava sa smanjenjem temperature
i nema dugodometne uredenosti na bilo kojoj kona¢noj temperaturi (7" > 0), sto je kako je
napomenuto u skladu sa Mermin- Vagnerovom teoremom.

2.2.3 Kritiéno ponasanje kada 7" — T."

Za temperature vece od kriticne, T° > T, disperzioni spektar poseduje procep, jer je
hemijski potencijal A > 0. Kada T"— T." i hemijski potencijal ide u nulu za T' = T, tako da
su kriticne osobine odredene ponasanjem hemijskog potencijala A pri snizavanju temperature
do kritiéne vrednosti T,:

d: A~T?
2d: A~ Te cnst/T (2.96)

Sto ¢e biti pokazano numericki. Kriticna temperatura za slucaj d > 2 se dobija zamenjujuci
A =0 u jednacinama (2.71) i (2.72):

dk 1
S = / ( (2.97)

2m)d gheer 1’

ddk Ek
B.=5— / e (2.98)

Ako se iz jednacine (2.96) izrazi 3, u funkciji od S i ubaci u jednacinu (2.97) moze se dobiti
izraz za B., a samim tim i vrednost kriti¢ne temperature kao:
kgT., B,
Chl (2.99)
J Be
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Kako se vrednost za B smanjuje sa povecanjem temperature, to implicira da je B < BC
Za odredenu vrednost § integrali (2.71) i (2.72) nisu nuzno analiticne funkeije od A. Stoga
se definise integral koji je analiticna funkcija od § oblika:

1(B) —/(ddk —— (2.100)

271') @55k —1

Za vrednost 3 = B,, integral ima vrednost 1(5.) = S. Pravi se razlika integrala I(3) — I(3,):

_ _ d
f(ﬁ)—um:/(dk ] (2.101)

2m)dlefer — 1 eBertA — 1
Za vrednost 8 & f., glavni doprinos integralu dolazi od male vrednosti ¢, jer je A malo.

Gustina stanja za malu vrednost € se ponasa kao ¢#?~1. Razvojem imenioca dobija se da se
desna strana jednacine (2.100) ponasa kao [3]:

A Emazx Ed/272

de

~ NlAd/2—1
B Jo e+ A

, 2<d< 4 (2.102)

Kako je leva strana jednacine (2.100) proporcionalna razlici BC — 5, to znaci da je A ~
(B, — B)*, gde je s = 2/(d — 2) za slucaj 2 < d < 4.

Kompletna dosadasnja analiza, sa obzirom da se govori o bozonima blizu kriticne tem-
perature, je bazirana na ponaSanju idealnog Boze gasa blizu temperature kondenzacije, Sto
je u ovom slucaju T,.. Medutim, u ovom slucaju se radi o interaguju¢em Boze gasu, a efekti
interakcije su opisani velicinom B. Vrednost B pri temperaturi 7, je maksimalna i konacna.
Dolazi se do zakljucka da je B— B, ~ f.—f. S obzirom da je fo— ~ t, gde je t = (T—T,)/T,
to znaci da je takode B — B, ~ t, pa se iz ranije analize dolazi do zakljucka da je

A~ t? (2.103)

gdeJeS——za2<d<4
Spm—spm korelaciona funkcija koja je potrebna za izrazavanje susceptibilnosti i korela-
cione duzine je data izrazom [3]:

G(R) = (S(0)S(R)) = 2[551%,0 +g(R)P, (2.104)
gde je
g(R) = / (gﬂlj i (EiA) =T (2.105)

Kao sto se vidi za R = 0, iz jednacine (2.104) dobija se ¢g(0) = 5, a samim tim
3
G(0) = 55(5 +1). (2.106)
Ova jednacina pokazuje dobru spinsku zavisnost, s tim Sto se zapaza numericko odstupanje

za faktor % Ovo neslaganje proizilazi usled ogranicenja koja se odnose samo na usrednjene
vrednosti, kao Sto je ranije navedeno.
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2.2.4 Uredena oblast

Kako se razmatrani sistem sastoji iz fiksiranog broja bozona, o¢ekivano je pojavljivanje
Boze-Ajnstajnove kondenzacije pri kriticnoj temperaturi. Upravo pojava Boze -Ajnstajnove
kondenzacije odgovara izostanku (nemoguénosti odredivanja) resenja jednacine (2.72) ispod
T.. Ispostavlja se da se kondenzacija u Svinger bozonskoj teoriji javlja usled narusenja rota-
cione simetrije i usled feromagnetskog uredenja spinskog sistema.

Polazi se od razmatranja u kom se kondenzacija pojavljuje u oba kanala by i b; u jednakoj
meri. To znaci da je

(blby) = (b]by) = S, (2.107)

sto dalje implicira da je (S*) = 0. Ako se iz jednacine (2.71) izuzme ¢lan sa k = 0, a ostatak
sume transformise u integral, dobija se izraz:

dk 1
S = p+/ @n)l e 1 (2.108)

gde clan

1 1 1
_ T _

predstavlja gustinu kondenzovanog stanja. Iznad kriticne temperature, prestaje egzistencija
kondenzovane faze, pa je p = 0, dok za temperature nize od kriticne p uzima konacne
vrednosti. Jednacina za odredivanje B ostaje nepromenjena za k = 0, jer je u tom slucaju
er = 0. Stavljajuéi A =0 za T < T, za p se dobija izraz:

dk 1 ~
_q_ _ _g_J 2.11
p==5 / (2m)d eBer — 1 5= 1(8), (2.110)
ddk Ek

Za kondenzacionu regiju vazi

bly] = lbor| = 185, ] = 1b0s] = v/Np. (2.112)

U idealnom slucaju pri T' = 0, gustina stanja ¢e biti jednaka p = S. Sa druge strane, ukoliko
se izabere slu¢aj u kom su faze Boze polja jednake, (S*) ¢e imati srednju vrednost

1
(5%) = N|boT|2 =P, (2.113)

a u tom slucaju ¢e biti (SY) = 0. Ako se uzme ovakav izbor sistem ¢e biti feromagnetno
ureden u pravcu x— ose, pri cemu je magnetizacija jednaka m = p. Medutim, bilo kakav
drugi izbor faza ¢e usloviti rotaciju u x — y ravni, dok ¢e amplituda magnetizacije ostati
nepromenjena. Ovo izlaganje dovodi do zakljucka da je sistem ureden u transferzalnom
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pravcu, Sto se moze pokazati i pomocu spin-spin korelacione funkcije, koja je u ovom slucaju

oblika:

lim (S, (0) - S, (R)) = p* = m?, (2.114)
R—o0

a takode vazi da limpg_,(S*(0) - S*(R)) — 0. U ovom slucaju feromagnetno uredenje se
postize usled narusenja rotacione simetrije u transferzalnom pravcu, odnosno u x — y ravni.
Feromagnetno uredenje se moze ostvariti i u pravcu z— ose. To se postize ukoliko se doda
spoljasnje polje malog intenziteta h, pa se na kraju rac¢una postavi uslov da vrednost polja
izcezava. Ako se postave ovakvi uslovi (doda se spoljasnje magnetno polje), dva kanala neée
biti ekvivalentna sto se ti¢e gustine stanja [3]. Usled dejstva polja kanali by i b; neée imati
jednaku gustinu, nego ¢e biti:

Ny = S+ m, Ny, = S —m. (2115)

Zbog toga, umesto jednacine (2.71), u razmatranje se uzimaju dve jednacine posebno za
svaki kanal:

1 1
T . —= = — _—
(bjpbir) = S +m I Ek e 1’ (2.116)
1 1
T . — — = — —_——
(bjbiy) =S —m N gk A 1’ (2.117)

gde parametar h oznacava magnetno polje (proporcionalan je polju). Jedané¢ina (2.72) za B
ostaje nepromenjena u prisustvu polja. Usled dejstva polja, za A > 0 samo kanal b T bozona
prelazi u oblast Boze-Ajnstajnove kondenzacije, dok za jednacinu (2.115) postoji resenje
za odgovarajucu vrednost magnetizacije, a kanal b bozona ne dozivljava kondenzaciju. Za
uredeno stanje se stavlja da je A = h, nakon toga se suma pretvara u integral izbacivanjem
¢lana za k = 0 (govori se o by kanalu) koji u stvari predstavlja gustinu kondenzacije p. Nakon
toga se namece uslov da h — 0, pa se dolazi do jednacine:

p=S+m—1(B), (2.118)
gde je
m=2S—1(F). (2.119)

Jednacina dobijena za magnetizaciju (2.118) je ista kao i jednacina (2.109), Sto znaci da
dobijeni rezultat ne zavisi od izbora na koji se narusava simetrija.



Glava 3

Numericka analiza rezultata i
poredenje sa QMT i LSW

Ova glava rada obuhvata numericko resavanje jednacina koje su dobijene pri analizi
Hajzenbergovog feromagneta u reprezentaciji Svingerovih bozona pri aproksimaciji srednjeg
polja. Analiza je uradjena u programskom jeziku Wolfram Mathematica 10. Cilj je bio
da se dobiju bozonski disperzioni spektri za jedno-, dvo- i trodimenzionalnu resetku, kao
i da se nacrta zavisnost slobodne energije od temperature. Za svaku dimenziju resetke je
nacrtan disperzioni spektar za odredene temperature, kao i zavisnost slobodne energije od
temperature. Numericka analiza za slobodnu energiju je radena na osnovu integralnog oblika
jednacine (2.70) koja je data sa:

sz , 2 [ dlk 1
foprr = =5 8% =208 + 2/ B - <5 ()dln<1+65wk_1>. (3.1)

Nakon toga su uporedeni rezultati sa rezultatima dobijenim pomoéu LSW (eng. Lin-
ear Spin-Wave) i QMC (eng. Quantum Monte Carlo). Rezultati, odnosno graficki prikaz
slobodne energije je dobijen na osnovu relacije [20]:

Jrsw = ﬁ52 /%ln( _5”L5W>, (3.2)

gde je u ovom slucaju
WSV = JS2(1 — = Zcosk: (3.3)

a d predstavlja dimenziju resetke. Rezultati za QMC' su uzeti iz [22], a dobijeni su pomoéu
ALPS paketa.

Da bi se nacrtale navedene zavisnosti definisane jednac¢inama (2.67) i (2.70) potrebno je
odrediti vrednosti operatora veze B i hemijskog potencijala u odredenom opsegu temper-
atura od interesa. Problem pri odredivanju operatora veze je taj Sto je dobijena jednacina
(2.72) data u implicitnom obliku. Za svaku dimenziju uzeta je vrednost spina S = 1/2,
vrednost interakcije izmene J = 1 i za Bolcmanovu konstanu je uzeta vrednost kg = 1 radi

35
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jednostavnosti. Broj najblizih suseda zavisi od dimenzije resetke. Jednac¢ina (2.72) se resava
rekurentno, na nacin da se za fiksiranu temperaturu izabere neka vrednost parametra A i
stavljanjem u jednacinu (2.72) dobija se da B konvergira ka odredenoj vrednosti. Ubacivan-
jem vrednosti za A i B u jednacinu (2.71) se dobija informacija o njihovoj ispravnosti, jer je
vrednost za S unapred odabrana. Ukoliko vrednosti nisu odgovarajuée (ispravne) postupak
se ponavlja uzimajuéi drugu vrednost za A. Postupak je zavrsen kada se ubacivanjem B i A
u jednacinu (2.71) dobija odabrana vrednost spina S = 1/2. Kada se dode do zakljucka da
su dobijene vrednosti ispravne, ubacuju se u izraz za slobodnu energiju (2.70) te se dobija
vrednost slobodne energije za izabranu temperaturu. Nakon toga se uzima slede¢a temper-
aturu i ceo postupak ponavlja. Proces se zavrSava kada se izracunaju trazene veli¢ine za
izabrane temperature iz Zeljenog opsega. Nakon toga se crtaju grafici zavisnosti w = w(k) i

f=1T)
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3.1 Jednodimenzionalni slucaj

U slucaju kada je d = 1 broj najblizih suseda je z = 2. Geometriski faktor ¢, se moze
zapisati kao:

£k, = 1 — cosk,. (3.4)

Vrednost B opada sa poveéanjem temperature od svoje maksimalne vrednosti B(T' = 0.1) =
0.489293 do nule pri temperatuti od oko 7" = 0.7.
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Slika 3.1: Grafik zavisnosti B = B(T') za dimenziju d = 1

Postojanje nenulte vrednosti za B nije u neskladu sa Mermin-Vagnerovom teoremom,
zato Sto on karakteriSe kratkodometno uredenje. Parametar A\ uzima priblizno konstantne
vrednosti u opsegu temperatura za koje je B # 0. Nakon toga raste sa porastom temperature,
Sto je u skladu sa teorijom.

T=02 T=04

15 F

1.0

Slika 3.2: Disperzioni spektar Svingerovih bozona za dimenziju d = 1 na temperaturama
T=02iT=04

Disperzije za Svingerove bozone su prikazane na Sl. 3.2 za temperature T = 0.21 T = 0.4.
Pri ovim temperaturama su vrednosti B # 01 A # 0. Uocava se gep pri vrednosti k£ = 0 Sto
ukazuje na odsustvo dugodometnog uredenja.
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Slika 3.3: Zavisnost slobodne energije od temperature za D = 1. Na grafiku su uporedeni
rezultati dobijeni pomoéu LSW (oznaceni crvenom linijom), QMC' (oznaceni zelenom lini-
jom) i SBMFT (oznaceni plavim tackama)

Slobodna energija opada sa temperaturom kao sto je prikazano na Sl. 3.3. U poredenju
sa QMC i LSW pokazuje dobra slaganja na niskim temperaturama.
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3.2 Dvodimenzionalni slucaj

U slucaju kada je d = 2 broj najblizih suseda je z = 4. Geometriski faktor ¢, se moze
zapisati kao:

cos k; + cos k, (3.5)
i ) )

Vrednost B opada sa pove¢anjem temperature od svoje maksimalne vrednosti B(T = 0.1) =
0.498631 do nule pri temperatuti od oko 7" = 0.8 kao sto je prikazano na Sl. 3.4.
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Slika 3.4: Grafik zavisnosti B = B(T') za dimenziju d = 2

Na osnovu ovoga mozemo zakljuciti da kratkodometno uredenje nestaje na vecoj tem-

peraturi u odnosu na d = 1. Parametar A\ se ponasa kao u jednodimenzionalnom slucaju, s
tim Sto uzima vece vrednosti.
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Slika 3.5: Disperzioni spektar Svingerovih bozona za dimenziju d = 2 na temperaturama
T=02iT=0.6

Disperzije za Svingerove bozone su prikazane na Sl. 3.5 za temperature T = 0.21 T = 0.6.

Pri ovim temperaturama su vrednosti B # 01 A # 0. Uocava se gep pri vrednosti k, = 0 i
k, = 0 sto ukazuje na odsustvo dugodometnog uredenja.



40 GLAVA 3. NUMERICKA ANALIZA REZULTATA I POREDENJE SA QMT I LSW

OO -_I ' ' ' ' T ' ' ' ' T ' ' ' ' T ' ' ' ' T]

-05F

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
T[K]

Slika 3.6: Zavisnost slobodne energije od temperature za d = 2. Na grafiku su upredeni rezul-
tati dobijeni pomoéu LSW (oznaceni crvenom linijom), QMC (oznaceni zelenom linijom) i
SBMFT (oznaceni plavim tackama)

Slobodna energija opada sa temperaturom kao i u d = 1 Sto je prikazano na grafiku
Sl. 3.6. U poredenju sa QMC i LSW pokazuje dobra slaganja na niskim temperaturama,
s tim da je slaganje izrazeno i na veéim temperaturama u odnosu na d = 1. Na vedéim
temperaturama se uocava znacajno neslaganje.
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3.3 Trodimenzionalni slucaj

U slucaju kada je d = 3 broj najblizih suseda je z = 6. Geometriski faktor ¢, se moze
zapisati kao:

cos k + cos ky, + cos k,

. (3.6)

Ekp by k. = 1 —
Pri D = 3 razlikuju se dve faze. To su uredena pri kojoj je A = 0 iz jednacine (), a ima
ulogu hemijskog potencijala, odnosno A = JBz i neuredenu za koju je A # 0.
U uredenoj fazi je B # 0, dok je u neuredenoj B = 0.
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Slika 3.7: Grafik zavisnosti B = B(T') za dimenziju d = 3

Uredena faza poseduje dugodometno uredenje, sto se moze zakljuciti na osnovu grafika
disperzije Sl. 3.8, jer se uocava egzistencija Goldstonovog moda pri kg, &y, k. = 0.
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Slika 3.8: Disperzioni spektar Svingerovih bozona za d = 3 na temperaturama 7 = 0.5 i
T=1

Neuredenu fazu karakterise odsustvo Golstonovog moda, jer disperzija poseduje gep, Sto
se vidi na Sl. 3.8. Temparatura pri kojoj B — 0 je temperatura pri kojoj prestaje uredena
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faza, desava se fazni prelaz i predstavlja kriticu temperaturu i u ovom sl¢aju je dobijeno da
ona iznosi T = 0.98, kao sto je prikazano na Sl. 3.7. Ovaj rezultat se dobro slaze sa QMC
kome je T = 0.839(1) [19].
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Slika 3.9: Zavisnost slobodne energije od temperature za d = 3. Na grafiku su upredeni rezul-
tati dobijeni pomoéu LSW (oznaéeni crvenom linijom), QMC' (oznaceni zelenom linijom) i
SBMFT (oznaceni plavim tackama)

Slobodna energija opada sa temperaturom Sto je prikazano na slici S1.3.9. U poredenju
sa QMC pokazuje narocito dobra slaganja u intervalu temperature od 7'= 0.1 do T = 1.
Sa LSW pokazuje dobra slaganja u oblasti niskih temperatura.
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Zakljucak

Cilj ovog rada je bio da se analiticki i numericki analizira dobro poznati Hajzenbergov
feromagnet. Analiza je uradena u okviru Svingerove bozonske reprezentacije u aproksimaciji
srednjeg polja. Kao sto je navedeno prvi zadatak je bio bozonizacija modela, s obzirom da
je originalni model prikazan pomocu spinskih operatora. Pre SBMFT analize iznesena je
analiza u okviru teorije spinskih talasa, gde je koriséna Holstein - Primakoff-a transformacija,
koja je dosta izucavana, pa je sluzila u obliku linearizovane teorije spinskih talasa kao drugi
oblik reprezentacije sa kojom su poredeni rezultati.

Aproksimacija spiskih talasa je uvedena na elegantan nacin pomoc¢u Lagrange- ovog
mnozitelja A\ koji je uveden da bi se obezbedilo vazenje jednaéine ogranicenja Svingerovih
bozona u odnosu na usrednjene vrednosti operatora na ¢vorovima. Lagrange- ov mnozitel]
A ima ulogu hemijskog potencijala. On pokazuje tendenciju rasta, Sto se ne krsi sa ranije
uvedenim hemijskim potencijalom p , Glava 1, kada je uveden pojam Boze - Ajnstajnove
kondenzacije gde je pokazano da ima maksimalnu vrednost p = 0, i opada sa porastom
temperature. Kada se formalno uporede relacije za broj popunjenosti stanja klasicnih bo-
zona i bozona u okviru SBMFT vidi se da se oni odnose kao A = —pu, pa se otklanjaju
sve nesuglasice u vezi sa navedenim. Pri racunanju izraza za slobodnu energiju trebalo se
voditi ra¢una o tome da je bilo neophodno pomnoziti deo izraza sa numerickim faktorom
2, da bi se dobili ispravni rezultati, jer je reprezentacija uvedena na taj nacin da postoji
duplo veci broj bozona. Minimizacijom slobodne energije u odnosu na A i B su dobijeni
izrazi za S i B koji su kljuéni za nastavak analize. Dobijanjem pomenutih izraza dalja
analiza je obuhvatila posmatranje uredene oblasti, oblasti kada temperatura tezi kriticnoj
vrednosti i uredene oblasti. Pokazano je da za jedno- i dvodimenzionalni slu¢aj ne postoji
mogucénost dugodometnog uredenja. To je pokazano time Sto disperzioni spektar pokazuje
gep, a sa druge strane spin korelaciona funkcija eksponencijalno opada sa pove¢anjem rasto-
janja izmedu spinova. U ovoj oblasti B opada od neke kona¢ne vrednosti do nule. On pokazje
kratkodometno uredenje sistema, pa je u skladu sa gore navedenim zakljuccima. Moguc¢nost
egzistencije uredene faze se desava u trodimenzionalnom slucaju. Ovom uredenju odgovara
pojava Boze kondenzacije. Navedeno je da je model rotaciono invarijantan, pa da bi bio
ispunjen uslov pojave uredenosti sistema, invarijantnost modela je morala biti narusena.
Postoji vise nacina kako se ovo moze izvesti, medutim, sami rezultati ne zavise od izbora
narusenja simetrije Sto je i pokazano. U temperaturskom opsegu u kom egzistira uredena
faza vrednost parametra A je A = 0 sto je u skladu sa teorijom.

43
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U trecoj glavi je data numericka analiza dobijenih rezultata. Numerika je uradena za
sve tri dimenzije. Pokazano je da B opada sa temperaturom u sva tri slucaja, s tim Sto
mu vrednost dostize nultu na veéim temperaturama u odnosu na porast dimenzionalnosti
sistema. U jedno- i dvodimenzionalnom slucaju, disperzioni spektri pokazuju gep, na os-
novu kog zakljucujemo da se radi o neuredenom stanju. Parametar A\, odnosno A raste sa
povec¢anjem temperature. U trodimenzionalnom slucaju B i A pokazuju isto ponasanje kao
u prethodnim sluc¢ajevima, s tim $to je vrednost A za pocetne temperature A = 0. Na ovaj
na¢in je omoguceno odredivanje kriticne temperature Ty koja pokazuje dobro slaganje sa
ranijim rezultatima dobijenim pomocéu QMC' . Disperzioni spektar pokazuje odsustvo gepa,
sto ukazuje na dugodometno uredenje. Na kraju je uporedena zavisnost slobodne energije
od temperature za SBMFT, LSW i QMC. U sve tri dimenzije se pokazalo dobro slaganje
pri niskim temperaturama, medutim, vidljivo je neslaganje na visim temperaturama. Treba
istac¢i da je SBMF'T pogodan za analizu neuredenog stanja, jer se analiza izvodi na relativno
jednostavan nacin.
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