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I U v o d

Za modernu nauku o materijalima [1,2] danas je najznacajnije precizno strukturiranje ma-
terijala do dimenzija reda velicine nanometara, posebno na polju elektronike, optoelektronike i
visokotemperaturske superprovodnosti. Teorijska i eksperimentalna istrazivanja osobina niskodi-
menzionih sistema (superresetke1, tanki filmovi, kvantne zice i kvantne tacke), postala su u
poslednjoj deceniji veoma intenzivna, pa bi se moglo reel da predstavljaju jedan od udarnih
pravaca istrazivanja u savremenoj fizici kondezovane materije [2-4]. Razlozi interesovanja za
ovakve sisteme, kao realnije strukture od neogranicenih, su mnogobrojni. Fenomeni povezani sa
tako malim dimenzijama dovode do pojave novih i drugacijih, odnosno izmenjenih osobina mate-
rijala i specificnih pojava [1-5] sto je interesantno ne samo sa fundamentalnog fizickog stanovista,
vec su takve strukture od sireg prakticnog znacaja.

Fononi predstavljaju osnovna pobudjenja u kristalima i fononski podsistem je u njima uvek
prisutan, bez obzira na to da li se kao glavni nosioci mehanizama koji ,,proizvode" odredjene
fizicke osobine, pojave i efekte u kristalnim strukturama javljaju elektroni, eksitoni, feroelektron-
ska pobudjenja ili neki drugi vidovi elementarnih ekscitacija. Iz tog razloga, ispitivanje udela i
uticaja fononskog podsistema na fizicke karakteristike materijala poseduje veliki znacaj za teoriju
cvrstog stanja. U ovom radu izvrsena je analiza fononskih spektara u kristalnim superresetkama
na bazi metoda dvovremenskih temperaturskih retardovanih Grinovih funkcija. Za resavanje ovog
problema razvijen je i niz drugih matematickih aparata (metod Hajzenbergovih jednacina kre-
tanja, malih perturbacija, talasnih funkcija itd.), ali je pomenuti formalizam odabran iz sledecih
razloga.

1. Iz opste teorije linearnog odziva sistema poznato je da se formiranjem jednacine kretanja za
Grinovu funkciju u opstem slucaju dobija nova funkcija Grina, ciji je red visi od reda polazne
funkcije. Sukcesivnim ponavljanjem ove procedure dobija se beskonacni lanac medjusobno
povezanih jednacina za Grinove funkcije, koji se koriscenjem izvesne dovoljno dobre aproksi-
macije prekida na taj nacin sto se visa Grinova funkcija izrazava pomocu prve nize. Od ovog
pravila, medjutim, izuzeti su tzv. nkvadratni" hamiltonijani, cije prisustvo obezbedjuje da
se u jednacini kretanja ne pojavljuju Grinove funkcije viseg reda. Kao sto ce u daljem tekstu
biti pokazano, hamiltonijan fononskog podsistema superresetke upravo je takvog oblika.

2. Realni deo pola Grinove funkcije odredjuje frekvenciju (a samim tim i energiju) elementarnih
ekscitacija koje se javljaju u sistemu, dok je reciprocna vrednost njegovog imaginarnog dela
proporcionalna vremenu zivota ovih ekscitacija (tj. kvazicestica).

Da bi se izucile posebnosti karakteristika fonona u superresetkama, moraju se prethodno
spomenuti te iste karakteristike u neogranicenim kristalnim strukturama i tankim filmovima (sto
je ucinjeno u glavama 2 i 3 ovog rada) i na osnovu toga izvrsiti poredjenje ovih struktura.

^Hratanke slojevite strukture tipa (AC)m(BC)n, koje sadrze naizmenicno m slojeva dvokomponentrj^gfe^i:
njenja AC i n slojeva jedinjenja EC duz specificnog ptavca rasta su tipican primer superresetki [3].
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2 Fononi u kristalnim strukturama

Najjednostavniji oblik kretanja u cvrstom telu jeste oscilatorno kretanje konstituenata od
kojih je sastavljena kristalna resetka (atoma, molekula, odnosno jona) oko odgovarajucih polozaja
ravnoteze. Ukoliko se posmatrana kristalna struktura moze smatrati neogranicenom, onda je
ovo oscilatorno kretanje atoma analogno prostiranju talasnih poremecaja (tj. elasticnih tala-
sa) kroz kristal. Ova cinjenica implicira mogucnost uspostavljanja izvesne formalne analogije
izmedju mehanickih oscilacija sredine i prostiranja elektromagnetnih talasa: naime, slicno kao
sto elektromagnetno polje vrsi razmenu energije sa drugim sistemima u nedeljivim elementarnim
iznosima hw (tj. fotonima), energija vibracije kristalne resetke takodje je kvantovana, pri cemu
se kvant energije elasticnog talasa naziva fononom. S obzirom da nikakav eksperiment direktno
analogan fotoelektricnom efektu - koji predstavlja jak dokaz u prilog kvantovanja svetlosti - nije
do danas izveden sa fononima, postavlja se pitanje eksperimentalne potvrde njihovog postojanja.
Najvazniji dokazi ukljucuju sledece.

1. Udeo resetke u toplotnom kapacitetu cvrstog tela uvek tezi nultoj vrednosti kada tempera-
tura tezi nuli. Ovo moze biti objasnjeno jedino kvantovanjem vibracija kristalne resetke.

2. X-zraci i neutroni se neelasticno rasejavaju na kristalima, pri cemu promene njihove energije
odnosno impulsa odgovaraju kreaciji ili anihilaciji jednog ili vise fonona.

Dakle, fononi opisuju oscilatorno kretanje u posmatranoj kristalnoj strukturi i - s obzirom da se
kristal u smislu njegovih oscilatornih karakteristika moze smatrati sistemom povezanih oscilatora
- uvode se prilikom kvantnomehanickih analiza linearnog oscilatora, cija je energija data izrazom:

a prirastaj energije pri prelasku iz stanja n u stanje n + 1 (tj. energija fonona):

En+1 -En = Htt (2.2)

Energija fonona zavisi od mase oscilatora M i konstante koja karakterise elasticnu silu oscilatora
C: ft = \/C IM, a impuls mu je jednak p = hk. S obzirom da svaki atom prilikom oscilovanja
trpi uticaje okolnih atoma i istovremeno i sam utice na njihovo oscilovanje, fononi u kristalnim
strukturama ne mogu se smatrati kvantima oscilovanja pojedinacnih atoma, vec predstavljaju
elementarna pobudjenja citavog kristala.

2.1 Fononi u masivnim kristalima

Potencijalna energija kristala na apsolutnoj nuli (tzv. zamrznuti kristal) data je izrazom:

r /" ̂  ™ \A(n - m) (2.6)

pri cemu je V(n - m) potencijal interakcije izmedju dva atoma na mestima n i m. Ako se
temperatura povisi, atomi pocinju da osciluju tako da trenutni polozaj atoma ne karakterisu vise
vektori n i m, vec vremenski zavisni vektori

gde je u(n,t) = u(n) pomeraj atoma iz ravnoteznog polozaja n. Tada se mora izvrsiti i prelaz:

V(n — in) = V0(n — m) —>• V {(n — m) + [u(n) — u(m)]} .
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S obzirom da su na niskim temperaturama pomeraji u(n) mali, koristeci standardnu teoriju malih
oscilacija, funkcija V se razvija u stepeni red po Dekartovim komponentama uQ(n) vektora u(n)
oko polozaja ravnoteze:

a;n,m

- ua(m}}

1 v-o E2 a/3;n,m d(n - m)ad(n -
[ua(n) - ua(m)\0(n) - up(m}} + ••• (2.4)

(a i /3 oznacavaju moguce projekcije vektora na ose Dekartovog sistema). Svaki atom lezi u
nekoj potencijalnoj jami, pa iz uslova stabilnosti kristala sledi da je drugi sabirak s desne strane
znaka jednakosti u izrazu (2.4) jednak nuli. Dakle, oscilovanje karakterise samo treci sabirak u
izrazu (2.4) - harmonijski clan. Ako se ovaj clan sumira po svim cvorovima i doda mu se kineticka
energija ̂  Mu^/2, dobija se oscilatorni hamiltonijan sistema:

a;n

H = ̂  y«a(rc) + 4 E Co,/3(n - m) (ua(n) - ua(m)} (up(n) - up(m)} , (2.5)
a;n a0;n,m

d2V(n-m)
- Hukove konstante elasticnosti.

0

le su Can(n - m) -
M d(n - m)ad(n -

Posto sile koje deluju izmedju atoma u kristalu brzo opadaju sa porastom rastojanja | n - m
izmedju atoma2, to se izraz za potencijalnu energiju moze napisati na sledeci nacin:

V(n - m) ~ -r-z - ̂ -r~ i 7 > 1 •
v ; | n-m |T

Tada se izraz za potencijalnu energiju u (2.5) moze napisati u aproksimaciji najblizih suseda, koja
se sastoji u zameni sumiranja n, m — *• n,ra ± A, gde A povezuje atom na mestu n sa njegovim
najblizim susedima. Kako je intenzitet A za sve najblize susede isti (idealan kristal!), koeficijent

ne zavisi od A. Na taj nacin oscilatorni hamiltonijan sistema postaje:

E C"0 [U«(") - U-^
o;n a(3;n,\2 Formiranje modela fononskog podsistema

Mada u prirodi nema cistih izotropnih kristala, niti se oni mogu na danasnjem nivou tehnolo-
gije proizvesti, izucavanje idealnih (beskonacnih) struktura korisno je zbog toga, sto se za osnovne
fizicke fenomene mogu izracunati njihove globalne karakteristike i dobiti ono sto se naziva - kvali-
tativna slika, a zakljucci dobijeni na taj nacin, kao i metodologija istrazivanja, mogu se prenositi
na neidealne strukture, a pre svega na kristalne strukture sa narusenom translacionom simetrijom.
Idealne beskonacne strukture su kristali sa osobinom translacione invarijantnosti u tri uzajamno
nekomplanarna pravca. Ovi pravci, koji se uvode u kristalografiji, ne moraju biti uzajamno orto-
gonalni, pa se zato u teorijskoj fizici kondenzovane materije uvodi dodatni Dekartov sistem. Ovde
ce biti posmatran samo kubni kristal kada su kristalografski uvedeni pravci uzajamno ortogonalni

2Lenard-Dzonsov potencijal koji je proporcionalan Ar~6 - Br~12, najpogodniji je kod fonona u slucaju kova-
lentnih i molekulskih kristala
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i ovih problema nema. S obzirom na to, hamiltonijan sistema u aproksimaciji najblizih suseda
(2.6) moze da se napise u obliku:

(2.7)_ _

a'n
a;n,A

gde je p = M u - impuls atoma kristala, a M - masa tih atoma. Drugi sabirak sa desne strane
znaka jednakosti predstavlja efektivni medjuatomski potencijal interakcije (Ve//).

Da bi se shvatio pocetak primene matema-
tickog formalizma, prilozena je slika 2.1,
koja analiticki prikazuje f?-ti atom kristala
u okruzenju svojih najblizih suseda. Radi
jednostavnosti, pretpostavlja se da se radi
o prostoj kubnoj strukturi sa jednim ato-
mom po elementarnoj celiji (primitivna
celija). Vidi se da |A|/a moze jedino da
uzme vrednosti: -1 i 1. U skladu sa svim
ovim, izraz za fononski hamiltonijan (2.7)
moze da se napise u pogodnijoj (razvi-
jenoj) formi:

Vef/

pri cemu su:

Slika 2.1: Atom u okruzenju najblizih suseda
a;n

(2.8)

(2.9)

Vfeff = V* —[(«£,.„,+!„ n . - t ta t -n .n .n j

T \tia-nifnv — \ Ua-nx,ny,nz) T (2.10)

"i" \ot;nx,ny,nz+l ~ uct;nx,ny,nz) T \UQ-tnXtnytnz — \ ̂ a;-n.x,nv,n

Torzione Hukove konstante Cap su zanemarene u odnosu na konstante istezanja Ca = Caa, a
operator! uax i paa = Muax zadovoljavaju standardne komutacione relacije:

[«aS, «/3, rn] = \Pan, P/3, m] = 0 . (2.11)hem, P(3, m] = & <$a,/3 <^n,m

2.3 Zakon disperzije fonona

Energetski spektri i stanja, kao sto je u uvodnom delu naglaseno, bice potraieni metodom
Grinovih funkcija. U tu svrhu posmatra se dvovremenska temperaturska Grinova funkcija:

G£*(t ' 0 = «««;«(«) I Ua,A(t')}) = Q(t - t'} Uua.a(t)Itt«;lil(0]}o '

Dvostrukim diferenciranjem ovog izraza po vremenu i neznatnim sredjivanjem, dobija se:

M
~ t')
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Uzimanjem t' — 0 i Furije transformacijom t — *• w poslednji izraz prelazi u jednakost:

Jdu e-** {^ 8*,* - Mu,2G^H - I «[pa;n-, JET] | «„.„,»„} = 0 ,

koja je zadovoljena za:

ih 1
- Mu*G£A(u) = - — 6n,A + - ({[paifr, H] | ua.^ . (2.13)

Dalji postupak odredjivanja Grinovih funkcija G~^(u), zahteva izracunavanje komutatora koji
figurisu u visim Grinovim funkcijama { { • • • ! • • •)) iz gornje jednacine.

[PP;mx,my,mz , #] = [P0;mx,my,mz , ?] + \P0;mx,my,mz ,

Q

P(3

i , y , z

;mx,my,mz'> (ua;nx,ny,nz ~ ^a;nx+l,ny,nz) I (Wain^.n^.n^ ~~ ua;nx + l,ny,nz)

' ^ \Pf3;mx,my,mz-i (uct;nx,ny,nz ~ ua;nx — l,ny,nz)\x,ny,nz ~ Ua;nx — l,ny,nz) ~\~

J i m ^ . m j . m j j l^ainj.ny.nz ~ ^ajni.ny+l.nz j j VUa;ni,«!/,nz ~~ ua;nx,ny+l,nz) "I"

3;mx,my,mzi \a;nx,ny,nz ~ ua;nx,ny-\,nz)\a\nx,ny,nz ~ ua;nx,ny-\,nz} +

i ^ \P/3;mx,my,mzi \o<;nx,ny,nz ~ ua;nx,ny,nz + l) I \ot-nx,ny,nz ~ Uct;nx,ny,n2 + l) +

i" ^ l^smx^y.mz > v^ainLn^.nz ~ ua;nx,ny,nz — i j j (ua;ni,ny,nz ~" ^ojnLnjonz-lj J —

~~~~ aP n,m ~ nx+l,mx>ny,mynz,mz v>a;nx,ny,nz ~ ua;nx+l,ny,nz

a;nx,riy,nz

"t" \Vn,m ~ Vnx-l,mxOny,myOnz,mz) \ct;nx,ny,nz ~ Uct;nx-l,ny,n2) 4"

"I" (,(-'n,m ~ Onx,mxVny+l,myOnz,mz ) \UQ;nx,ny,nz ~ WQ;niin!/-(-i)nz J +

"H \0n,m ~ Vnx,mxOny-l,myVnz,mz) (Ua-^x^y^,: ~ Ua;nx,ny-l,nz) +

~t~ (^n,^ ~ Vnx,mxOny,my"nz + l,mz ) \a;nx,ny,nz ~ ua;nx,ny,nz+l/ T

4" \Vn,m ~ ^nx,mx^ny,my^nz-l,mz) \o;nx,ny,nz ~ Ua;nx,ny,n2-l)\

= —ihC/3 \6Up-mijm!/tmz — ̂ 0;mx->r'i,my,mz ~ ^0;mx-\,my,mz —

'U(3;mx,my+l,mz ^0;mx,my—\,mz ^0;mx,my,mz+\x,my,mz — 1 I •

Ovde su iskoriscene komutacione relacije za pomeraje i impulse (2.11), kao i definicija Kro-
nekerovog simbola. Dalje, uzimajuci u obzir:

^n,m = ^nx,ny,nz;mx,my,mz = \(uot;nx,ny,nz | WQ, ;m.E|my)m2)) (2.14)

i zamenom nadjenih komutatora u jednacinu (2.13) sledi:

— Mu! GnitTly^nz.mitmyim2 = "Or" x'm* n!"my n^m^ ~ ^a (~ ^rnx,ny,nz;mx,my,mz~

— C1 a — C a — C a — ( 9 1 ̂ }^Jnx + I,ny,nz;mx,my,mz ^nx-l^y^z-mx^y^z ^nx,ny+\,nz;mx,my,mz \*-->-'J>

G et _ s~i a _ /~* ct \x,ny-l,nz;mx,my.mz ~ ^Jnx,ny,nz+'i;mx,my,Tnz (-rnx,ny,nz-l;mx,my,mz J •
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Primenom nove Furije transformacije (n, m —>• k):

na jednacinu (2.15), te nakon neznatnih algebarskih operacija, ona prelazi u:

2 ( 3 - cos a, A, - cos ayky - cos a,*,) = 0 .
2irM * v ' [ Af

£

Ova jednakost je ispunjena za:

[ a; 2 ~\
— + 2 (cos ar&x + cosciyky + cosazkz — 3) GT-*(a;) = -—— , (2.16)

odnosno:
»'fi I" 1 1

(2.17)
* 4KMua(k)

Odavde se, ocigledno, polovi Grinovih funkcija nalaze kada se imenioci izraza u uglastoj zagradi
izjednace sa nulom. Resavanjem tog uslova po w = ua(k) dobija se trazeni zakon disperzije
fonona:

gde je Ea = fitic, = H^/Ca/M . Zbog poredjenja ove relacije sa odgovarajucom za film strukture,
zgodno ju je napisati u sledecoj (bezdimenzionoj) formi:

£a(k) = - ; (2.19)

n(kxky] = sin2 -—• + sin2 -^ ; S(kz) - sin"

U aproksimaciji malih talasnih vektora k = v & 2 + k* + k* i obelezavanjem: a = ax - ay = a,,

poslednja relacija se svodi na:
£«(£) = a fc , (2.20)

sto predstavlja tipican i poznat [1,6-9] izraz za zakon disperzije akustickih fonona.

Kvanti mehanickih pobudjenja sa linearnim zakonom disperzije, tj. osobinom

lim wa(fc) = 0 ,
fc->0

nazivaju se akustickim fononima. Analizom kristala slozene strukture (sa a podresetki) dobija
se 3a dozvoljenih frekvencija, od kojih tri uvek teze nuli^kada A; -> 0 (akusticki fononi), dok
preostalih 3cr - 3 frekvencija zadovoljavaju uslov lim ua(k) ^ 0. Mehanicke oscilacije sa ovom

osobinom nazivaju se optickim fononima.
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3 Fononi u film-strukturama

Tanki kristalni filmovi predstavljaju ogranicene kristalne strukture kod kojih se uslovi na
granicama razlikuju od onih u unutrasnjosti, tj. translaciona simetrija narusena je duz pravca
normalnog na film (z-pravac).

SPOLJASNJA SREDINA

(l+Y)C

nz=Nz-\T

X/Y

Slika 3.1: Poprecni presek (u X/Y - Z ravni) modela- kristalnog filma.

Ako unutar filma (izmedju granicnih povrsina) nema nikakvih deformacija (narusenja) kristalne
strukture (kristalna resetka je bez primesa, vakancija i si.), onda se on naziva idealnim filmom [10].
U suprotnom, ako ove deformacije postoje (npr. kao posledice dopingovanja stranim atomima),
tada se ta struktura naziva deformisanim filmom.

3.1 Analiza fononskog modela

Posmatra se idealni3 tanki film kubne kristalne strukture nacinjen na supstratu nekim teh-
nicko-tehnoloskim postupkom (naparavanjem, spaterovanjem i si.), ciji su osnovni kristalografski
podaci:

Oar = ay = az = a ; NXty ~ 108 > ^2 ~ 10 ;

— —
~ °n,n±A —

; £,7 6 [-1.5, +1.5] ,

gde je nz - indeks resetke duz z-pravca i nz 6 (0,1,2, • • • , Nz). Na osnovu toga, o modelu se
moze zakljuciti sledece.

1. Kristalni film poseduje dve beskonacne granicne povrsine paralelne XY - ravnima i to za
z = 0 i z = L, dok u z - pravcima ima konacnu debljinu (L).

2. Duz z - ose locirano je Nz + 1 atoma.
3. Torzione konstante Cal3 zanemarljive su u odnosu na konstante istezanja Ca.

3Pojam - idealni, koristi se u smislu nenarusenja kristalne strukture (bez prisustva defekata, primesa i si.), a ne
u smislu njene prostorne neogranicenosti.
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4. Smatra se da atomi, koji pripadaju granicnim slojevima prikazanog tankog filma, intera-
guju sa spoljasnjom sredinom, bez obzira na to sto duz z-pravaca iznad gornje i ispod donje
granicne povrsine nema atoma (motiva, cvorova) filma, all su granicni atomi Bspregnutr
izmenjenim Hukovim silama za atome sredine, odnosno supstrata [1-4,10]. U skladu sa
napred navedenim uslovima, konstante elasticnosti koje opisuju interakciju atoma granicnih
povrsina sa spoljasnjim sredinama (supstrat i npr. vazduh), modifikovane su odgovarajucim
koeficijentima £ i 7.

Uzimajuci u obzir uslove Cj = C, (j = 0,1,2, ••• , JVZ — 1,JV2) i cinjenicu da su slojevi za
nz < — 1 i za nz > Nz + 1 odsutni, moramo obracunati i sledece:

Ua-,nx<ny,i = 0 ; -l>j A j>N, + l ; ( j $ [ Q , N , ] ) ,

Kada bi bilo: C-\ CNZ+I = 0 (5 = 7 = —1), tada bi granicni atomi za nz = 0 i nz = Nz bili
,,zamrznuti", tj. javio bi se efekat nkrutih zidova", a ako bi vazilo: C-\ CNZ+I — C (e = 7 =
= 0), bio bi to efekat ,,slobodnih povrsina" [10,11].

S obzirom na definisani model, hamiltonijan fononskog podsistema opisanog filma u aproksi-
maciji najblizih suseda ima isti oblik kao i kod neogranicenih kristala - izrazi (2.8-10), ali ga je.
zbog postojanja granicnih slojeva, zgodno napisati u razdvojenom vidu:

, (3.1)
gde je T - standardan kineticki clan. Povrsinski potencijal interakcije je oblika:

2 ( 1 + 7 ) («a;n,,n,,jvj2 +
ot;nx,ny

2 (ua.<nx,ny,\ •«a;nI,n!/,o) +2 (Ua;ni,ny,Nz ~ V>a;nx,ny,N2-l) +

(ua;nx-l,ny,0 ~ U^^.nyfl) + (3-2)y,

~ Uc,-nI,ny,0) + (ua;nx,ny-l,Q ~ ^a;nx,ny,o) +

, ~ uct;nx,ny,Nz) + (ua;nx-l,ny,Nz ~ ua;nx,ny,Nz)

(ua-,nx,ny-l,Nz ~ Ua;nx,ny,Nz) \

Zapreminski potencijal interakcije je onda sledeceg oblika:

/ \2 , i _ \ 2 l . ,o o\ \^a;nx,ny-\-l,nz ^lct;nx,ny,nz) T \^ar;ni,7i]/ — l,nz ^o;nx,ny,nz) T v"""/

V^ f "\ a. V^ ^ ^ 2 I+ / ^ iua;nj:,na,n2+l "~ ^ainx.n^.nzJ + / y V^ajnLny.nj-l ~ uat;nx,ny,nz) f
nz=l nz=2 J

Zakon disperzije fonona i u ovom slucaju se nalazi, kao i u prethodnoj glavi, metodom Grinovih
funkcija, trazeci Grinovu funkciju istog oblika kao i (2.12) pomocu jednacine kretanja (2.13). Za
razliku od (jednostavnije) situacije za idealne strukture, ovde se moraju izracunati odgovarajuci
komutatori, odnosno odrediti Grinove funkcije posebno za atome granicnih slojeva, a posebno
za atome iz unutrasnjosti filma. Koristeci u prethodnoj glavi navedene standardne komuta-
cione relacije za pomeraje i impulse atoma (2.11), kao i ostale neophodne osnovne definicije.
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izracunavaju se potrebni komutatori impulsa i hamiltonijana.
Za donju granicnu povrsinu (nz = 0):

r 1 - F
\P(l;mx,my,Qi H\ ~ih C 1(6-\-£) u/3;mx,m ,0~

~ ^I3;mx,my,l ~ U(3;mx+l,my,Q ~ (3.4)

~ ^/3;mx-l,my,0 ~ u/3;mx,my + l,Q ~ u/3;mx,my-l,Q\

za 1 < nz < Nz - 1,

r TT] - "nrffi\P0;mx,my,mzi •" j — lfl ^ (v Uf},Tn,x,my,mz ~

V'0,mx+l,my,mz ^/3,mx — l,my,mz ^f3,mx,my + l,mz (3-5)

- _ _ "\x ,my — \,m z 0irnx,my,Tnz-i-]- t3,Tnx,7ny,mz — 1 j

i konacno, za nz = Nz,

(3-6)

3;mx-l,my,Nz ~ u/3;mx,my+l,Nz ~ ^H;mx,my-\,Nz\

Zamenom nadjenih komutatora u (2.13) i preimenovanjem (3 —> a ; m —>• n, dobija se:
- za nz = 0,

ih
^rnx,ny,0;mx,my,mz ~ ~^ <)nx,mx<>ny,myOO,mz ~

+ \« Or /^ Ot /^* Of / o 7 \ nxtny ,0',Tnx tTfty ,m z ?ij )^iy )lj"^i ,TTio j'^z "nx~^~\y $\TTIX ^Tny ,TTIZ V /

x^f a /^ oc /~i Of
nx — 1 ,Tly ,Q\Tnx i^Hy I'W'Z Tlx tTly "t"l |0)^I i'71^ j^z ^Xi^y — l»OjTTli ,T71y,77l2 '

za 1 < nz < Nz - 1,

ih „

Tix,Hy + l ,nz'tmx,my ,mz Hx,Tly — It^z^ij^yt^z ^i,^y )Hz + liT^xi'7lyiI7lz Tij;,ny,nz —l;r:

- za nz = Nz,

ih .

C / t̂ | \f a ^~t Oc /"* Of f O QA

K" ' l ) ^-rnx,ny,Nz;mx,my,mz~ ^rnx,ny,Nz-l;mx,my,mz ~ ^nx+l,ny,Nz;mx,my,mz ~ (•^•^>)

_ s-i a _r> o
nx — \,ny,Nz;mx,myj7nz nx,

Primenom delimicne (zbog narusenja translacione simetrije samo duz 2-pravaca) Furije trans-
formacije:

Ca = C a luj] = — ^~* e~^a[(nx~mi)^x+(ny-my)ky-\ fj, j, . w\o i n \Tnz,ny,nz;mx,my,mz ^n^v ' j\r / ^ J nz,mz\ 3 /> ) \' I
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na sistem jednacina (3.7-9), i nakon istovetnih algebarskih operacija koje su iskoriscene na odgo-
varajucem mestu u prethodnoj glavi, dolazi se do relacija na osnovu kojih se raoze uspostaviti
sledeci sistem algebarskih diferencnih jednacina:

G Ct i Ct S~i Q i s~i Ct t^1 c
0,mz + Qk Lr\,mz + (j2,mz = ^ 6l,mz

G Ct I Ct S~i Ct I /~l Ct t^* c
1 «i ~T~ OL* CTO _», ~t* LJO _^, ^^ A, Oo -m1,77*2 ' C; K /,771, z ' O,T7T.2 v v^,mz

(3.H)

= 1C

7)

e su: 1C =
ih

27C'

. 2

~
.

~
ak,.

Sistem jednacina (3.11) ima resenja koja mogu da se prikazu u obliku
odgovarajuca zamenska, a £> determinanta sistema:

-'Ar2+H?J =

e-£
1
0

0
0
0

1
Q
1

0
0
0

0
1
Q

0
0
0

0 •••
0 •••
1 •••

0 •••
0 •••
0 •••

0 0
0 0
0 0

1 Q
0 1
0 0

0
0
0

1
Q
1

0
0
0

0
1

8- 7

(3.12)

gdeje Da

(3.13)

Nz+l

Trivijalnim postupkom, gornja determinanta se moze razviti i izraziti preko polinoma Cebiseva:

i(e) (3.14)

(pogledati u [10-12]).

3.2 Zakon disperzije fonona

U skladu sa osnovnim zadatkom ovog istrazivanja, a to je odredjivanje spektra dozvoljenih
fononskih energija, koji se dobija iz (3.12) i na osnovu osobina Grinovih funkcija, potrebno je
da se odrede polovi trazenih Grinovih funkcija. Jasno je da se ovo svodi na odredjivanje korena
(nula) determinante (3.13), odnosno resavanje jednakosti:

, 7 ) ; «/ = l,2,3, ..., 1. (3.15)

Ovaj zadatak u opstem slucaju nije analiticki resiv (moze se resiti numericki za zadate parametre:
e, 7 i N,}.
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U slucaju modela slobodnih povrsina [10,11], kada su: £ = 7 = 0, ovaj problem ima analiticko
resenje. Izraz (3.15) se tada svodi na:

I(Q] - 2 g PN^(Q] + PN^Q) (3.16)

Uzimajuci u obzir rekurentnu relaciju za polinome Cebiseva [12], te stavljajuci: prvo n = N, - 1,
potom n = Nz — 2 i na kraju n = JV2, izraz (3.16) se svodi na:

VNz+i(Q) = Q PN,(g) - PNZ-\(Q] = PNZ+I(Q) • (3.17)

Determinanta (3.13) sistema jednacina (3.11) se izrazava direktno preko karakteristicnih polinoma
Cebiseva reda Nz. Iz uslova (3.15) slede nule Cebisevljevih polinoma (videti [10-12]), a uzimajuci
u obzir i izraz (3.12), jednostavnim algebarskim transformacijama (uz smenu: v = Nz + 2 - p,
sto povlaci <jjv(k} — *• u>M(fc)), dolazi se do izraza koji daje zakon disperzije fonona u tankom
(strukturno nedeformisanom) filmu:

(3.18)

Uxy EE Kklky = sin2 + sin2 ; 5,(M) = sin2 . (3.19)

Na ovaj nacin, izraz za moguce energije fonona po formi je isti kao izraz (2.19) dobijen za idealne
neogranicene strukture, s torn razlikom sto je tamo kz prakticno kontinualno promenljivo (u
intervalu [0,?r/a]) kao sto su kx i ky, a ovde je izrazito diskretno:

MA*) = - ITTT^ 5 M = 1,2,3, ...,Nt + l. (3.20)
a iV2 -f 2

Pored toga, uocava se da je:

fcmin = fcmin = Q . ^n _ ̂  = 1) = 1 ̂ J-^ > Q , (3.21)

posto je u pitanju tanak film, odnosno: Nz < (Nx,Ny) i:

^(M = JVZ + 1) = i± < - . (3.22)

Izmedju minimalne i maksimalne vrednosti za kz, pa prema tome i za £M(fc), postoji jos Nz - 1
diskretnih vrednosti4.

Uporedjujuci dobijene rezultate sa odgovarajucim, dobijenim za idealne beskonacne strukture
[1-4], moze se zakljuciti da sve tri akusticke frekvencije u masivnim strukturama teze nuli kada k
tezi nuli (tj. kad ( k X l k y , k z ) — * 0), dok su minimalne frekvencije u tankom filmu (kad ( fc r , fc y ) — *• 0
i kad kz -> k f i n ) date kao:

mini jL . \ , .mint i. _ L _ n L _ Lmm\ O n „:„ _ -/ n^a Ifcmin) = wa (Kr — KV - U, K2 — KZ J — / Jia Sin ?: U .
L^ \-L* z T ^JJ

To znaci da fononi u tankim filmovima poseduju ndonji" energetski gep:

! - Amin = ft w« ,-n = Efmin - Ebmin = 2 E0 sin [2(/+2)] (3-23)

4Ukupan broj mogucih vrednosti kvaziimpulsa kz jednak je broju energetskih i dvodimenzionih podzona: N, + 1.
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i ,,gornji" energetski gep:

A2 = A™, = H uC* = (Ebmax - ELx)kz=ky=0 = 2 E0 [l - sin (| ̂ ±1)] , (3.24)

odnosno, da je energetska zona (koja obuhvata sve dvodimenzione podzone) fonona u filmu uza
od odgovarajuce ,,balkovske" za velicinu zbira uocenih gepova:

!\ I 1 \)

(indeks / oznacava film, a 6 - neogranicenu strukturu).
Na osnovu ovih rezultata zakon disperzije (3.18) graficki je prikazan na slid 3.2 i to: za idealne

beskonacne strukture (2.19) - isprekidanim linijama, izmedju kojih je on kontinualan, i za tanki
film (3.18) - punim linijama, on je diskretan.

3.0

2 .0

1. 0

0.5 1.0 1.5 2.0

Slika 3.2: Fononski spektar £ = £M (T^-xy)

Primetni su gepovi i energetska diskretnost (za film), zatim £^,-n, E^ax i jos Nz - 1-a
dozvoljena vrednost izmedju njih koji su iskljuciva posledica postojanja prostornih granica.
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4 Fononi u superresetkama

Superresetke su vestacki formirane strukture, period! cne u jednom pravcu, sa periodom koji
dvadesetak puta prevazilazi konstantu kristalne resetke [1,2]. Postoje dva osnovna tipa superre-
setki: dopirane i kompozicione.

Dopirane superresetke dobijaju se periodicnim naizmenicnim dopiranjem poluprovodnickog
materijala akceptorskim i donorskim primesama, usled cega dolazi do krivljenja energetskih zona
i formiranja jednodimenzionog periodicnog potencijala. Kompozicione superresetke dobijaju se
naizmenicnom izradom tankih monokristalnih slojeva dve vrste poluprovodnickih materijala.

U odnosu na kompozicione, dopirane superresetke poseduju prednost jer ne zahtevaju usa-
glasenost resetkinih konstanti. Pored toga, one poseduju jos jednu interesantnu osobinu: indi-
rektni energetski procep u realnom prostoru (elektroni i supljine su prostorno razdvojeni). Iz
tehnoloskih razloga, kod ovih superresetki ne mogu se ostvariti periodi manji od nekoliko desetina
nanometara, dok je to kod kompozicionih moguce. Da bi se dobile dovoljno duboke jame, potrebno
je izvrsiti dopiranje viio visokom koncentracijom primesa. Kod kompozicionih superresetki jame
se ostvaruju diskontinuitetima provodne (valentne) zone, a potrebno dopiranje je znatno manje.
Zbog toga se kompozicione superresetke cesce primenjuju od dopiranih.

Kod superresetke, pored trodimenzione zavisnosti potencijalne energije koja se intezivno menja
u okviru konstante resetke, postoji dodatna periodicna jednodimenziona zavisnost potencijalne
energije koja se vrlo sporo menja na domenu konstante resetke. Ova dodatna sporo promenjiva
zavisnost je uzrok da se dno (vrh) provodne (valentne) zone cepa na niz dozvoljenih podzona
[1,2,4]. Ovako drasticno odstupanje strukture provodne (valentne) zone od balkovske uzrok je
da se i makroskopski parametri superresetki bitno razlikuju od balkovskih. Sporopromenljiva
zavisnost potencijalne energije kod superresetki se moze relativno jednostavno menjati, na primer
promenom debljine polaznih materijala, cime se menjaju i njihove makroskopske osobine. Na ovaj
nacin superresetke predstavljaju nove materijale, cije se osobine, bar u principu, mogu podesavati
u zeljenom opsegu. Ovo je osnovni razlog proucavanja superresetki (a i ostalih nanostruktura).

Superresetke [1,2] se danas primenjuju za izradu:

• poluprovodnickih laserskih dioda i lasera,

• detektora infracrvenog zracenja,

• tranizistora sa efektom polja.

Potencijalne primene ovih struktura koje se mogu uskoro ocekivati [1,2] su:

• infracrveni detektori na bazi unutarzonskih prelaza,

• izvori mikrotalasnog zracenja,

• diode sa rezonantnim tunelovanjem,

• unipolarni poluprovodnicki laseri (sa unutarzonskim prelazima),

• elektroopticki modulatori.
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4.1 Model superresetke

U ovom radu posmatrana je kristalna superresetka formirana od naizmenicno rasporedjenih na

slojeva jedne, n^ slojeva druge vrste atoma i nc slojeva trece vrste atoma duz z-pravca, koja je duz
x i y pravaca neogranicena (na slid 4.1 prikazan je raspored atoma superresetke duz z-pravca).
Da bi bio moguc spoj slojeva sacinjenih od razlicitih atoma moraju konstante resetke duz x i y
pravaca, respektivno, biti jednake, tj. a£ = a* = acx = ax i a° = a^ = acy = ay, dok duz z-pravca
mogu biti razlicite (a* = aa ^ abz - ab ^ acz = ac i aaz~b / a\~c ^ aa2~c).

c c c c c c c c c c c^1 <-a ^-a *-a U2 ^4 *"» *"» U3 ^c ^c

n -

Slika 4.1: Raspored atoma u superresetki

Uvodimo sledecu simbolicku oznaku:

n = {nx,ny,nz} , nx/y/z 6 ^r~^»H—^r^-\
L ^ ^ J

pri cemu su:
nxfy - brojac atomskog cvora po x, odnosno y-pravcu,
nz - brojac polozaja osnovnog motiva superresetke (z-pravac),
ni - brojac polozaja cvora u osnovnom motivu.
Hamiltonijan fononskog podsistema superresetke ponovo je, kao i u slucaju kristalnog

(3.1), moguce napisati u obliku:

s tim sto je u ovom slucaju pogodno izvrsiti njegovo razdvajanje.

• Operator kineticke energije moze se predstaviti u obliku:

T = T! + T2 + T3 ,
n.-l 2 (a)

7- _ V^ V^ ^n,nt;a ,

1 ~ fia n^Q 2Ma '

n0+nfc-l 2 (6)

na+n6+nc-l 2 (c)

• Povrsinski potencijal interakcije moze se napisati u obliku sume:

filma

(4.1)

(4.2)

(4.3)

(4-4)

(4.5)

(4.6)

ciji se clanovi odnose respektivno na povrsine n; = 0, na — 1, na, na
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[ cx

~T~ \(Unx,ny,nzfl ~ unx + \,ny,nz,Q) + (unx,ny,nz,Q ~ unx-l,nv,nz,oY

nx,ny,nz,Q ~ nx,ny-l,nzfl

/-»z n

~T~ {(unx,n,,,nz,0 ~ un;r,nj, + l,7irio) + (unx,ny,nz,Q ~ unx,ny-l,nzfl) j + (4.7)

/-»z n 1

i ~<y~(unx,ny,n,,0 ~~ unx,ny,nz,l ) H ^"l^n^.n^.TizjO ~ ^nx.ny.nz-l.na+njj+nc-l )
t. / J

= / ^ ~T" \v"^i."m"^.na~1 ~ uni+l,nu,n;,na-l J r (Wn^.ny.nz.na-l ~ Wnx-l.ny.nz.na-l ) J

~T" I '^nLny.nz.na-l ~ unx,ny+l,nz,nll-l) ^ \nx,ny,n2,na-\ UnI,ny-l,nz,na.-l) f + (4.8)

Co
) ^ "(

V? = E f? {(«n,,n,,n,,n. - «», + l,».,»,,nB)2 + (««,,n,,»,,n. - Un,-l,n,,n.,».)2} +a L 4 i J

+ -— ^(unI,ny,nz,na ~ unx,ny+~l,nz,na) + V^nx.ny.nz.na ~ ^nx.ny-l.nj.no) J "t" (4.9)

+ ^(«n, B, n, ,a " Tin,,n, nz,n a + l)2 + ^(«B,,n,,n,,n. ~ «„, „. n2 n.-l

M = Z_^ "T" I (Ufix,ny,nz,na+nb-\ unI + l,ny,nz,na-1rnb-l) +^ L 4 i-

T (unx,ny,nz,na+nb-l ~ unx-l,ny,nz,na+nb-l) f T

Cy (
+ ~T" {\nx,ny,nz,na+nb-l ~ unx,ny+l,nz,na+nb-l) +

T (unx,ny,nz,na+nb-l ~ unx,ny-l,nz,na+nb-l ) j i

Cz C?
T ~~(unx,ny,nz,na + nb-l ~ unx,ny,nz,na+nb-2) H "l^nx.ny.nzjna

vr = Y'l— ((« + - • « + ! + )2-
" T L 4 l "" «"""• '" - . » . « - a 6

T (^nj,ny,nz,n0+n(, ~ ^ni-l.nj.nz.na+nt) J +

^
~ ~

+ ^-{(tin n nzna + n - « n x n + I n 2 n a + n 6 ) 2 + (4-11)
4 I- x, y, 2, a b y

T i ^ n L n y ^ z j U u + n;, ~~ ^nx,ny — l ,nz,na+n(,J j T

LV. \ 7 , ^ 3 /I L / ^. fll I I 1 I I ( II
' 15 \.nx,ny,nz,na+nb u-nx,ny,nz,na+nb+lj i ^ V "iniy^nn

Z Z
r/^*1 ^

- V c /C7, -?/ , ^4-"~ / _, \~7~ \\nx,ny,nz,na+nb+nc-l "«!+!, ny,nz,na+nb+nc-l I T
n L

x r,, _ „ }*\±T I. uni,ny,nz,na+n(,+nc —1 unx~l,nj,,nz,no+n(,+nc — I ) ( >

~T~

T (.uni,nB,nz,na+n(,+nc-l ~ uni,nj,-l,nz,nQ+nj,+nc-l J J T

C2

C
"r "9"^ ^nx,ny,nz,na+nb+nc-l ~~ Un1?ns,

T
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• Zapreminski potencijal interakcije moze se predstaviti u obliku:

V e Z f f ^ V i Z + V2Z + V/ , (4.13)
na-2 r,-,x

'1 = / j / j \~7~ \(Unx,ny,nz,ni ~ Unx+l,ny,nz>nl) ' \x,ny,nz,ni ~ Unx-I,ny,nz,n[)
n ni = l

/~*v
(_, f \ 7 / 9 1

4 ^ ' ' ' i i i I T I j

T . S \^nx,ny,nz,ni ^nx ,ny ,nz ,ni+\ T \^nx,ny,nz,m ^"nx,ny,nz,ni — 1 )

Vz - \~* "\^ f^ i f? ; -u ^ }2 + (u -v }2\2 — / j / j 4 ) V ? 1 X ' n V ' n r ) n l u'7ix-f- I , ? iy ,n 2 ,n f / T V rixi7T't,,n.2,n{ "-ni — l,nv ,nz ,n;/ f Tt*-~* ^—' [̂  4 ^ J

T ~. 1 \^nx,ny ,n^,HI Vjnx-n,j-\-\,nz,ni) t \"tnXlTiy,nz,ni ^nx,nu~Ij^zj^t / f ' l^*-^'--^/4 ^ )

+ ^T {(«n,,ny,n.,,ni - ttn^.n^+l)2 + ("n.^.n^n, ~ «n,,n,,n,,n,-I )2}| ! (4.16)
4 L ) J

3 = / ^ / > ~T" |(uni,nv,nz,n ( ~ uriI+l,n! /,nz,ni) + (Mn I ,ny ,nz ,n i ~ unx-l,ny,n,,
n n;=na+n(,+l

^ i \nf TCx,n,,+1 ,n z ,n/ J i I,^ni,7it.,n2,7if ^nx,ny—l,nz,n( /4 i

^ C - ^2 , / . „, \
"f ~T~ IV^n^nj^nj .n j ~ uni,7i i /,n j,ni + l J T (unx,ny,nz,ni ~ unx,ny,nz,ni-l)

S obzirom da superresetka predstavlja periodicnu kristalnu strukturu, za proizvoljnu funkciju
polozaja vaze uslovi ciklicnosti po x i y indeksima pomocu kojih se dobijaju dozvoljene vrednosti
x i y komponente talasnog vektora:

Jmxmymzmi+Nx/y = Jmxmymzmi > (4.1oJ

na osnovu cega sledi:
e>Nz/ykx/y°-x/y — el™x/y\)

Na analogan nacin se moze napisati i ciklicni uslov po z-koordinati:

/m_rmym 2 m| + (na+n{,+nc)Afz Jmxmymzrrn i \1.Z.\jj

odakle se dobija:

Prebrojavanje dozvoljenih vrednosti z-komponente talasnog vektora, tj. kz vrsi se brojacem
vz 6 0, ±1,±2, ...,±^V2/2 cime se definisu granice prve Briluenove zone duz z-pravca:

z [ (na + nb + nc)a' (na + nb + nc}a\e je uvedena oznaka a za srednju vrednost konstante resetke duz z-pravca:

(na - l)aa + (nb - l)a6 + (ne - l)ac + aa/6 + ab/c + aa/c
-d =
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4.2 Jednacine kretanja

Zakon disperzije fonona trazimo pomocu Grinove funkcije oblika:

Gfi,ni;A,mi(t - 0 = {Kn,(*)l«ra,m,(* /)» = ©(< ~ 0{[«n,n;(0> «m,m, (*')]) , (4-24)

na nacin opisan u paragrafu 2.3, tako da dobijamo:

— . (4.25)

gde je Mi 6 (AIa,.Mb. Mc). Sledeci korak sastoji se u izracunavanju komutatora koji figurisu u
visoj Grinovoj funkciji. vodeci racuna o tome da je:

H = 7\ T2 + T3 + Vf + Vf + V3P + V4P + V5P + V6P + V\ + V2Z + V/ . (4.26)

Odmah se vidi da je:

na — 1 .,

[Pmx,my,m.,.mi, 1-1\ / ^ / . ~yj (4-27)
n;a n;=0

na-\-nb~\

= / _. / ^ 9 ,my,mz,mi • Pa:nx,ny,n,,nt = ^ i (4.28)

= / _, / _, ^jTl~ \PmI,my,mz.m^ Pa;nx,ny,nz,n^ = 0 - (4.29)
n;a ni=nci->

Preostale komutatore izracunavamo posebno za atome granicnih povrsina izmedju slojeva, a
posebno za atome unutar svakog sloja.
a) n\ 0

t.m!/,m,,o - y>mx,my-\-\,mzJQ ~ umx,my-l,mz,Q} + (4.30)

' ^ a (.^rn x ,m y ,m z ,0 ~ ^fnx,my,mz,\) T ^\\^mx,my,mzfl V-mx,my,mz — I,na+n5+nc — 1 J| >

b) 1 < n, < na - 2

[ 7!
Pmx.my.mj.mp M j =

— — / / I JL a ( iUmj,mK ,m2 ,m; ^mx-\-l,my,mz,mi Wmi_i ]m! / imi |m( J +

T C-a ( iUrn i .my jmz .mj "mi,7ny+l,mzi"i| ^mi.mj, — l,mz .mi J T" v " /

T ^a i ^ ^ m i m . m r . m ^"mx,m.m

c) U; = na - 1

&3 = [Pmx,mv.m1.na-'\.'> H \ pmLmy.m^.ria-l > ^2 j =

= — ift {C a (2umj. im! / imzin(1_i — V"mx+\,my,mz,na-l ~ umx-\,my,mz,na-l)

~T v- 2 (2^,71^ ,my,m z , n a — 1 — rU-mx,m.y-\-\,mz,na — \x,my — l,mz,na — 1 J T

' ^'aV^"^j'm!;imr."a — 1 ~ ^Tii >"iy ,m2,no — 2 j "T (- /2(^m I ,my,mz .n0 — 1 ~ ^m^,
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d) HI = na

+ Cy('2um m m n ~ ^m m +1 m n ~ Urn m -I m n ) + (4.33)

• (**%(, 7* A _L f1 (n ft \\) na + 1 < HI < na + 715 — 2

[ ~1
Pmx,77iy tm2)mp '2 ~~

— .17i J / i */?/ -̂  ?/ i i ? / i I 1
( i t i v_' L ^ i* TTL x jVTlu j1̂  2 »^Tl I TM jT~ 1 ]?Tly ,771 j )?71f 771 x — 1 j^Tl y ,771^ j^-/ / I

I v--1 A \T i"^u i^1 z t^'i Tflx ifft-ij i 11'̂ 1 z t"^f 771 x jTTly ~~ 1 »T7l - ,771^ / I \

4. Cr(9ii — u j_! - u i l lI *—' n \x »7^ V )"^" ̂  jTTl / 771 ̂  ]7Tiy j/Tl 2 jiTlf ~t~ 1 in,x jTTlu j/Tl ̂  ,/Tl/ ~~ 1 / J ?

T 1 Tl t 3^ TJ —1— TTi — I

5-l JT

~~ umx,my-l,mz,na+ni,-l) T (4.OOJ

5-2 j T

T L-.'si^m^.my.mzjna+nb-l ~ Umi,my,mz,na+n5 J/ i

g) n; = na + nb

•"•7 — LPmx.m^.mj.na+rib ' J = \Pmx,my,mz,na+nbi '5 I =

+ Cc ( '^Wmi.my.mj.na+nt ~ '^mx,my + 'i,mz,na+ni> ~~ umx,my-l,mz,na+ni,) T (4.ODJ

T C-c (Wm^.mj^j .na+nt Wm^^^jmj^o+ni+l J T

h) na + nb + 1 < n; < na + nb + nc - 2

[ 7~[
Pmx,my,m2,miiV3 j =

- -if, {Cx(1u - U j.i - U i ^-4-i .»( / ^v^^y^u-TT^j.^^ ,7712 ,T7lj l*TTljf-ri,7Tly,77l2 ,TTl^ ""TTlx — l,7Tly jTMz jTTl( / I

~P O ̂  ^ ̂  ̂ 771 j- ,77ly ,771Z ,7Tl( TTl;p,77ly ~H1,771 z ,771f "'T7lj,77ly—l,77lZj7Tlf y "t~

+ C;(2

i) n; = na + nb + nc - 1

Ag = iPmj.mj.mj.na+nft+nc-li -" j = \PmI,my,mz,na.+nb+nc-l, Vg j =

= ~z" \  c  ( '^Um j : ,ma ,mz ,na+n6+n<: —1 ~ ^mjr + l.my.mz.na+nt+nc-l ~ umx — l,my,mz,na+n(,+nc-l j i

T ^c (^Wmx ,my ,?n2 ,n a+n(,+n c-l ~ ^mx.my+l.mj.ria+nfc+nc-l ~ umx,my-\,mz,na+n^+nc — \ T

+ Cc(Umj . j r r ly )m ,>na+ r l6+nc_i — Wm I ,mv ,mz ,n0+n6+nc-2j + (4.OOJ

T (^l(Umj.im<mz^
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Zamenom nadjenih komutatora (uz smenu m —*• n, mi —* n / ) u jednacinu (4.25) dobija se:

a) n; = 0

n j;-}-l ,71y ,Tlz ,0j77l,771/ l~ f ix— 1,71y ,7lz ,0;771 ,?Tlj d 71^ ,7T.y-f-l,7l2,0;77l,77lj I ^*±.0<Jj

] 1

+ X~f 1 /~*Z/~1 /~~1 /~1 1

HX « t i ii — 1 ,H 2 ,0j77l ,771M fl Tlx ,7lj/,Tl2,l;77T,7Tl( ^ 1 ̂  71̂  i^i / i^z — 1 ,^'a~f"716"i~^'C — Ij771,771; [ 1
~ J J

b) 1 < n( < na - 2

2 ^ C
y< i i 2^-

!

r 11

L J J

c) n\ na — 1

- Cza + C2)x

~ *~ a l^nLnj + l.nj.na — l;m,mi T

d) n; = na

i/l
JT, y, . i 2^-

^ L /^

-t s~iz s~i

26

H"

| J >

e) na + 1 < n; < na + n;, - 2

^

i i (4-4-3J

"I"

f) n; = na + rif, - 1

i i .ny.nz.nj-l jTn.mij J »

2Cyb + C62 + C3)x
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g) ni = na + nb

ni,ny,nz,na+nbrfimi = -—6*,A6na+nb,mi - (2C* + 2Cyc + C* + C3)x

-n^+ljny.nz.no+nijm.mi T ^n^ — I,ns,n2,na+nj,;m,m| I ~

I'nI,raj, + l,n2,na+n(,;m,m| T ^nx,ny-l,nz,na+ni,;m,mi I ~ (4.45)

h) na + n& — 1 < HI < na + n& + nc — 2

2 ^
y 2fl-

Cx /"t j_ /^ I /^y I/"* i / ,) i /? \- | i p -» -4— \jf „ 1 « n ri "rn lm ~~~ I—' I \J _L 1 ~* "T" (4 Hi") I

1 f "M
_L f~** f~^^ f"1 | /̂ * I
' TLx^y—1 ifl z i^J J 771,771 f C 71 j; ,7ly ,7lj ,71(-|"1 JTM,77lf l" Hx,7T,jj(71z ,71f—IjTTl jTTlf J 1

J L y \

i) n/ = na + nb + nc — 1

2r - ^ /i
J T , t / , z , a 6 c , , ( 2^- '

/^<r |^-< i /^ 1
C 71̂  "f~l i^t/i^z jla'^^fe't'^c — Ij77l,7nf I Tlx — 1,7ly ,7lz ,na4-7l(,4-Tlc — lj7Tl,T7l(

L J

1 1
C x~t i X~* / i i ^\)r7ix,ny+l,^z)^a+^6"l"T1c~l»77l)"i( ~"~ nx,Tiy — \^nZjna'\'nb-\-nc~^-\in^'mi\ 0

Zbog narusenja translacione invarijantnosti posmatranog sistema uvodi se delimicna prostorna
Furije transformacija po indeksima x,y i z (jer je po indeksu / translaciona simetrija narusena)

Q- .. f^j] = Y^ Q ei[a.xkx(nx-mx)+ayky(ny-m.y)+a(nCi+nl>+nc)kz(nz-mz)+J} f ^ ^g\ ^ £__, i ,

k

gde je N = NxNyNz, k = {kx, ky,kz] i:

J=

1. aakz(ni — mi) , HI — TO/ < na

2. aakz(na - 1) + aa/6&z , n( - TO; = raa

3. aakz(na — 1) + aa' /;z + a kz(ni — TO; — na) , na < n; — TO; < na + nj
4. aak~(na — 1) + aa/bkz-\-

+a kz(nb — 1) + a 'ckz , n; — TO; = na + nj,
5. aakz(na — 1) + a kz(nb — 1) + fla kz-\-

-\-a 'ckz + a^kz^ni — na — nb) , na + TZJ < HI — mi < na + n^ + nc

6. aakz(na - 1) + abkz(nb - 1) + aa/!)A;j+
+a ' ck z + ackz(nc — 1) + aa'ckz , n; — m; = na + n;, + wc

(4-49)
Njenom primenom na odgovarajuce slojeve dobijaju se jednacine kretanja (4.41) u sledecim
oblicima:
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a) HI = 0

sin2 + J)2 sin2

b) 1 < n/ < na - 2

c) n/ = na - 1

sn

d) n; = na

s n

e) ^a + 1 < "; < na + HI, - 2

a, -

f) n< = ria + HI, -

-

g) n; = na + nb

a;2 -

G0;;m,

sn

2 Q-t'

nQ_1;

_ _ _
na-2;m| = Ona-l,7n,

sin - fi2/B <7no;m,

f
"

h) na

s n sn

2 n-i
7/7

f.̂ on,,

(4.52)

r/i
^

(4.54)

(4.55)
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i) ni = na + nb + nc - 1

,
+ a/c

j_+

pri cemu su uvedene sledece oznake:

~,x/y/z
'&

~, ih
Jna+n(,+nc—2;m| — oZT7~ n<

C^.i.,1, 1

I A co\)

2 — O2 ^2 _ O2 ^3 _ O2 ^3 _ O2 ^1 _ r>2 ^! _ 02
jj^- - 5M/6 ' foj ~ "a/S ' jjr - "B/c ' ^ - "6/C > TT~ - "^/c ' TT~ - «a/C •

Dobija se sistem od na + nj + nc nehomogenih algebarsko-diferencnih jednacina, sa isto toliko
nepoznatih Grinovih funkcija. Ako ovaj model pojednostavimo, svodeci ga smenama:

= ac = aa'b = afe/c = a°/c = a = a2 , ax = ay = az = a ;

Q2 _^ t ^ _ _ — 2 02= 02 -— ^"n —

C1 C1^1 _ °
^ -

O2 O2

- A/b .
a

(4.59)

2 - 2

na model proste kubne resetke i uvedemo oznake:

»2 / t. /

Qalblc = 7^- 4 (sin2 °-^ + sin2 ̂  ) - 2 ;
a/6/c

(4.60)

dobijamo sistem jednacina, cija se determinanta moze napisati u konciznoj formi izrazenoj preko
blok matrica:

a(a,£) B(e)
Ab(f3,K)

B(r,)

pri cemu su element! determinante sledece matrice:

(4.61)

' Qa-a + l
e-iakz

0

0
0
0

e''afe*
?a

e

0
0
0

0
e'ak* . . .

Qa

0
0
0

0
0
0

,„
e-iak.

0

0
0
0

e'°fc*
Qa

e-iakz

0
0
0

0
eiakz

Qa ~ £ + 1 .

(4.62)

n axn a
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£ =

0
0

• *

0
e e'afc*

0
0

0
0

... 0

... 0

... 0

. . . 0

0 "
0

0
0

(4.63)

Nepoznatih na + n\, + nc Grinovih funkcija odredjuju se formulom

Gm, —
D

gde je Dmz determinanta promenljive, a D determinanta sistema. Polovi Grinovih funkcija
pomocu kojih se odredjuje zakon disperzije fonona dobijaju se iz uslova da je determinanta sistema
(4.54) jednaka null [12].

4.3 Zakon disperzije fonona

Kako je uslov D = 0 analiticki neresiv, ovde su izvrsene numericke analize za neke konkretne
slucajeve. Model je dodatno uproscen pretpostavkom da su sva tri filma izgradjena od istovrsnih
atoma (uz zadrzavanje granicnih uslova), u kom slucaju je Ma = M& - Mcis = (3 , 7 = K i 77 = a.
Ispitivane su razlicite kombinacije brojeva atoma n0, n^ nc, kao i promena odnosa konstanti
elasticnosti izmedju i unutar filmova, i to u dva slucaja.

1. Kada je veza izmedju atoma unutar slojeva jaca od veze izmedju atoma s granicnih povrsina
filmova (svi parametri jednaki 0.5).

2. Kada je veza izmedju atoma unutar slojeva slabija od veze izmedju atoma s granicnih
povrsina filmova (svi parametri jednaki 2).

Ova dva slucaja graficki su prikazana na slikama 4.4a-f i 4.5a-f, respektivno, pri cemu su na
ordinatama predstavljene redukovane fononske frekvencije (u>/Qa), a na apscisama redukovani
talasni vektori duz 2-pravca akz(na + nj + nc)/jr. Razmatran je samo centar prve Briluenove zone
(kx = ky = 0).
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0.2 04 0.6 08

Q2 Q4 06 08

as 1
kz[n/l23j

0.2 0.4 0.6 0.8

0.2 0.4 0.6 0.8

0.2 0.4 0.6 0.8

0.2 0.4 0.6 0.8

Slika 4.2: ZaA'on disperzije fonona za slucaj Slika 4.3: Zaion disperzije fonona za siucaj
A-ada su svi parametri jednaki 0.5 kada su svi parametri jednaki 2

a) (3,4+ 4) = (3,0,8) = (3,8) ; b) (3,4 + 5) = (3,0,9) = (3,9) ;

c) (5,3+ 3) = (5,0,6) = (5,6) ; d) (6,3 + 3) = (6,0,6) = (6,6)
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CO

V
1.75

1.5

1.25

1

0.75

0.5

0.25

CO

1.5

0.2 0.4 0.6 0.8

a)

1
kz[n/93]

Q2 Q4 Q6 Q8

kz[n/l6SJ

Q2 Q4 (16 Q8

k/h/16S7

Slika 4.4: Zakon disperzije fonona za slucaj kada su svi parametri jednaki 0.5

a) (3,3,3); b) (4,4,4) ; c) (5,5,5) ; d) (3,3,10); e ) ( 3 , 6 , 7 ) ; f) (4,5,6)



Vioieta Simic: Fononi u superresetJcama, diplomski rad 29

kin/931

0.2 0.4 0.6 0.8 1

b)

0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.2 0.4 0.6 0.8 1
e) kz[n/l6SJ

0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Slika 4.5: Zalcon disperzije fonona za slucaj kada su svi parametri jednaki 2

a) (3,3,3); b) (4,4,4) ; c) (5,5,5) ; d) (3,3,10); e) (3 ,6 ,7) ; f) (4,5,6)
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Analizom prikazanih grafika uocene su sledece karakteristike zakona disperzije fonona u su-
perresetkama5.

• Provera teorijskog modela troslojne superresetke moze se izvrsiti njegovim svodjenjem na
model superresetke sa dva filma. U torn smislu postoje dve mogucnosti (Slike 4.2 i 4.3):

1. izjednacavanje odgovarajuceg parametra izmedju bilo koja dva susedna filma sa jedini-
com, u kom slucaju se izjednacavaju i veze izmedju i unutar posmatranih filmova,

2. eliminacija jednog od filmova, izjednacavanjem odgovarajuceg broja atoma sa nulom.

• Sa porastom energije (redukovane fononske frekvencije) fononska stanja se zgusnjavaju i
to za sve posmatrane vrednosti kombinacija brojeva atoma u slojevima superresetke, kao i
parametara, pri cemu je pojava izrazenija u slucaju slabije vezanih filmova (svi parametri
jednaki 0.5).

• U slucaju sabije veze izmedju slojeva superresetke (svi parametri jednaki 0.5) dolazi do
potiskivanja energetskih nivoa unutar balkovske zone i to bez obzira na ukupan broj atoma
na + ftfc + nc unutar osnovnog motiva superresetke. Ako je veza izmedju slojeva jaca (svi
parametri jednaki=2), energetski nivoi bivaju izbaceni iznad balkovske zone.

• U slucaju simetricne superresetke (na = n^ = nc), dolazi do grupisanja po tri disperzione
grane, koje su medjusobno spojene u centru i na granici prve Briluenove zone.

• Zakon disperzije je invarijantan u odnosu na permutaciju debljina filmova unutar jednog
motiva.

• Na osnovu sprovedenih analiza nisu uocene nikakve simetrije disperzionih grana, niti izra-
zitije pravilnosti u rasporedu i sirini dozvoljenih, odnosno zabranjenih energetskih zona.

5U cilju egzaktnije analize ispitano je vise od 60 razlicitih slucajeva, a na graficima su ovde prikazani samo
najkarakteristicniji.
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5 Zakljucak

U radu je najpre formulisan hamiltonijan opisane modelne strukture fononskog podsistema
superresetke i dobijen sistem jednacina za odredjivanje fononskih frekvencija, a potom su anali-
zirani energetski spektri fonona u superresetkama koje su izgradjene naizmenicnim ponavljanjem
tankih filmova istog materijala. Istrazeni su uticaji parametara superresetke (odnos konstanti
elasticnosti unutar i izmedju slojeva filmova i broj njihovih atoma) na fononske spektre. Na
osnovu ovih analiza doslo se do sledecih rezultata.

1. Kao posledica narusenja translacione invarijantnosti duz z-pravca dolazi do cepanja ener-
getske zone (koja je kao i kod neogranicenih kristala kontinualna) na podzone razdvojene
zabranjenim energetskim zonama.

2. Kako je duzina motiva koji se ponavlja duz z-pravca superresetke veca od medjuatomskih
rastojanja, mora se redefinisati 2-komponenta talasnog vektora fonona.

3. Sa porastom energije, fononska stanja se, u svim ispitanim slucajevima, zgusnjavaju.

4. U slucaju simetricne superresetke (na — n^ — nc) sa istim atomima, dolazi do grupisanja
po tri disperzione grane koje su medjusobno spojene u centra i na granici prve Briluenove
zone.

5. U slucaju slabije veze izmedju slojeva superresetke, dolazi do potiskivanja energetskih nivoa
unutar balkovske zone, bez obzira na ukupan broj atoma unutar osnovnog motiva su-
perresetke.

6. Ako je veza izmedju slojeva superresetke jaca, dolazi do istiskivanja energetskih nivoa iznad
balkovske zone.

7. Zakon disperzije je invarijantan u odnosu na permutacje debljina filmova unutar jednog
motiva.

8. Ispravnost fononskog modela je dokazana svodjenjem troslojne superresetke na dvoslojnu.
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