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1 Uwvod

Za modernu nauku o materijalima [1,2] danas je najznacajnije precizno strukturiranje ma-
terijala do dimenzija reda veli¢ine nanometara, posebno na polju elektronike, optoelektronike i
visokotemperaturske superprovodnosti. Teorijska i eksperimentalna istrazivanja osobina niskodi-
menzionih sistema (superresetke!, tanki filmovi, kvantne zice i kvantne taéke), postala su u
poslednjoj deceniji veoma intenzivna, pa bi se moglo reéi da predstavljaju jedan od udarnih
pravaca istraZivanja u savremeno]j fizici kondezovane materije [2-4]. Razlozi interesovanja za
ovakve sisteme, kao realnije strukture od neogranicenih, su mnogobrojni. Fenomeni povezani sa
tako malim dimenzijama dovode do pojave novih i drugatijih, odnosno izmenjenih osobina mate-
rijala i specificnih pojava [1-5] §to je interesantno ne samo sa fundamentalnog fizi¢kog stanovista,
vel su takve strukture od Sireg prakti¢nog znacaja.

Fononi predstavljaju osnovna pobudjenja u kristalima i fononski podsistem je u njima uvek
prisutan, bez obzira na to da li se kao glavni nosioci mehanizama koji ,proizvode” odredjene
fizicke osobine, pojave i efekte u kristalnim strukturama javljaju elektroni, eksitoni, feroelektron-
ska pobudjenja ili neki drugi vidovi elementarnih ekscitacija. Iz tog razloga, ispitivanje udela i
uticaja fononskog podsistema na fizicke karakteristike materijala poseduje veliki znacaj za teoriju
¢vrstog stanja. U ovom radu izvrSena je analiza fononskih spektara u kristalnim superreSetkama
na bazi metoda dvovremenskih temperaturskih retardovanih Grinovih funkcija. Za resavanje ovog
problema razvijen je i niz drugih matematickih aparata (metod Hajzenbergovih jednacina kre-
tanja, malih perturbacija, talasnih funkcija itd.), ali je pomenuti formalizam odabran iz sledecih
razloga.

1. Iz opste teorije linearnog odziva sistema poznato je da se formiranjem jednacine kretanja za
Grinovu funkciju u opstem slu¢aju dobija nova funkcija Grina, ¢iji je red viéi od reda polazne
funkcije. Sukcesivnim ponavljanjem ove procedure dobija se beskonacni lanac medjusobno
povezanih jednaéina za Grinove funkcije, koji se koris¢enjem izvesne dovoljno dobre aproksi-
macije prekida na taj nacin §to se visa Grinova funkcija izrazava pomocu prve nize. Od ovog
pravila, medjutim, izuzeti su tzv. ,kvadratni” hamiltonijani, ¢ije prisustvo obezbedjuje da
se u jednacini kretanja ne pojavljuju Grinove funkcije viseg reda. Kao $to ée u daljem tekstu
biti pokazano, hamiltonijan fononskog podsistema superresetke upravo je takvog oblika.

2. Realni deo pola Grinove funkcije odredjuje frekvenciju (a samim tim i energiju) elementarnih
ekscitacija koje se javljaju u sistemu, dok je reciprotna vrednost njegovog imaginarnog dela
proporcionalna vremenu Zivota ovih ekscitacija (tj. kvazicestica).

Da bi se izuéile posebnosti karakteristika fonona u superresetkama, moraju se prethodno

spomenuti te iste karakteristike u neograni¢enim kristalnim strukturama i tankim filmovima (sto
je uéinjeno u glavama 2 i 3 ovog rada) i na osnovu toga izvrsiti poredjenje ovih struktura.

1Ultratanke slojevite strukture tipa (AC)m(BC)n, koje sadrze naizmeni¢no m slojeva dvokomponentrm:gj'gd-il‘gjgm\

njenja AC i n slojeva jedinjenja BC duz specificnog pravca rasta su tipi¢an primer superresetki [3]. ,{»"'
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2 Fononil u kristalnim strukturama

Najjednostavniji oblik kretanja u &vrstom telu jeste oscilatorno kretanje konstituenata od
kojih je sastavljena kristalna resetka (atoma, molekula, odnosno jona) oko odgovarajuéih polozaja
ravnoteZe. Ukoliko se posmatrana kristalna struktura moze smatrati neograni¢enom, onda je
ovo oscilatorno kretanje atoma analogno prostiranju talasnih poremedaja (tj. elasticnih tala-
sa) kroz kristal. Ova ¢injenica implicira moguénost uspostavljanja izvesne formalne analogije
izmedju mehanickih oscilacija sredine i prostiranja elektromagnetnih talasa: naime, sli¢no kao
S$to elektromagnetno polje vrii razmenu energije sa drugim sistemima u nedeljivim elementarnim
iznosima hw (tj. fotonima), energija vibracije kristalne resetke takodje je kvantovana, pri ¢emu
se kvant energije elasticnog talasa naziva fononom. S obzirom da nikakav eksperiment direktno
analogan fotoelektricnom efektu - koji predstavlja jak dokaz u prilog kvantovanja svetlosti - nije
do danas izveden sa fononima, postavlja se pitanje eksperimentalne potvrde njihovog postojanja.
Najvazniji dokazi ukljucuju sledece.

1. Udeo resetke u toplotnom kapacitetu ¢vrstog tela uvek tezi nultoj vrednosti kada tempera-
tura tezi nuli. Ovo moze biti objaénjeno jedino kvantovanjem vibracija kristalne resetke.

2. X-zraci i neutroni se neelasti¢no rasejavaju na kristalima, pri ¢emu promene njihove energije
odnosno impulsa odgovaraju kreaciji ili anihilaciji jednog ili vise fonona.

Dakle, fononi opisuju oscilatorno kretanje u posmatranoj kristalnoj strukturii - s obzirom da se
kristal u smislu njegovih oscilatornih karakteristika moze smatrati sistemom povezanih oscilatora
- uvode se prilikom kvantnomehani¢kih analiza linearnog oscilatora, ¢ija je energija data izrazom:

E,= (n-}- %) RQ, ne€(0,1,2,..) (2.1)

a prirastaj energije pri prelasku iz stanja n u stanje n + 1 (tj. energija fonona):
E,y1— E, =hQ (2.2)

Energija fonona zavisi od mase oscilatora M i konstante koja karakterise elasti¢nu silu oscilatora
C: Q=+/C/M, aimpuls mu je jednak g = hk. S obzirom da svaki atom prilikom oscilovanja
trpi uticaje okolnih atoma i istovremeno i sam utiCe na njihovo oscilovanje, fononi u kristalnim
strukturama ne mogu se smatrati kvantima oscilovanja pojedinacnih atoma, ve¢ predstavljaju
elementarna pobudjenja ¢itavog kristala.

2.1 Fononi u masivnim kristalima
Potencijalna energija kristala na apsolutnoj nuli (tzv. zamrznuti kristal) data je izrazom:
1
W==>) V(i-m 2.3
P V- (23)

pri éemu je V(@ — ) potencijal interakcije izmedju dva atoma na mestima @ i m. Ako se
temperatura povisi, atomi po¢inju da osciluju tako da trenutni poloZaj atoma ne karakterisu vise
vektori @ i M, veé vremenski zavisni vektori

7+ u(i,t), m+a(m,t),
gde je @(7,t) = ii(#) pomeraj atoma iz ravnoteznog polozaja 7i. Tada se mora izvrsiti i prelaz:

V(i —m) = Vy(f — m) — V{(7 —m)+ [@(7) - a(m)]} .
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S obzirom da su na niskim temperaturama pomeraji %(#) mali, koristeéi standardnu teoriju malih
oscilacija, funkcija V' se razvija u stepeni red po Dekartovim komponentama u,(7) vektora (%)
oko poloZaja ravnoteze:

V(= )+ (00 - AR = Y-+ T [GAAD] fual) — w4

[ua(7) — ua(m)] [ug(7) — up(M)] + --- (2.4)

(¢ i [ oznatavaju mogule projekcije vektora na ose Dekartovog sistema). Svaki atom lezi u
nekoj potencijalnoj jami, pa iz uslova stabilnosti kristala sledi da je drugi sabirak s desne strane
znaka jednakosti u izrazu (2.4) jednak nuli. Dakle, oscilovanje karakterise samo treéi sabirak u
izrazu (2.4) - harmonijski ¢lan. Ako se ovaj ¢lan sumira po svim ¢vorovima i doda mu se kineticka
energija Z M2 /2, dobija se oscilatorni hamiltonijan sistema:

M
H=) i)+ % Y. Caplfi =) [4a(R) = ua()] [ug(R) —ug(Mm)] ,  (2.3)
ot aﬁ;ﬁ,n’z
, 92V (7 — )

- Hukove konstante elasti¢nosti.

gle su Cop(R =) = | S m — 7y

Posto sile koje deluju izmedju atoma u kristalu brzo opadaju sa porastom rastojanja | i — m
izmedju atoma?, to se izraz za potencijalnu energiju moZze napisati na slede¢i naéin:
V(7 — m) ! >1
n—m)n~ ———— .
7-mp

Tada se izraz za potencijalnu energiju u (2.5) moze napisati u aproksimaciji najblizih suseda, koja
se sastoji u zameni sumiranja #,m — 7,7 + A, gde A povezuje atom na mestu 7 sa njegovim
najblizim susedima. Kako je intenzitet A za sve najblize susede isti (idealan kristal!), koeficijent
Cup(A) ne zavisi od A. Na taj natin oscilatorni hamiltonijan sistema postaje:

M - .
H=3 —-ig(@) + % S Cop [ta() - ual@ £ X)) [ug(@) - us(@A£ D) . (26)
ol aﬁ;ﬁ,x

2.2 Formiranje modela fononskog podsistema

Mada u prirodi nema Zistih izotropnih kristala, niti se oni mogu na danasnjem nivou tehnolo-
gije proizvesti, izu¢avanje idealnih (beskona¢nih) struktura korisno je zbog toga, 5to se za osnovne
fizitke fenomene mogu izratunati njihove globalne karakteristike i dobiti ono $to se naziva - kvali-
tativna slika, a zakljucci dobijeni na taj naéin, kao i metodologija istrazivanja, mogu se prenositi
na neidealne strukture, a pre svega na kristalne strukture sa naruSenom translacionom simetrijom.
Idealne beskonaéne strukture su kristali sa osobinom translacione invarijantnosti u tri uzajamno
nekomplanarna pravca. Ovi pravci, koji se uvode u kristalografiji, ne moraju biti uzajamno orto-
gonalni, pa se zato u teorijskoj fizici kondenzovane materije uvodi dodatni Dekartov sistem. Ovde
¢e biti posmatran samo kubni kristal kada su kristalografski uvedeni pravci uzajamno ortogonalni

2Lenard-Dzonsov potencijal koji je proporcionalan Ar—® — Br=12 najpogodniji je kod fonona u slu¢aju kova-

lentnih i molekulskih kristala
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i ovih problema nema. S obzirom na to, hamiltonijan sistema u aproksimaciji najblizih suseda
(2.6) moZe da se napise u obliku:

p2~" 1 2
H= g Tt 1 Z* C2% (o — Uy245) (2.7)

o,

gde je p = M 4 - impuls atoma kristala, a M - masa tih atoma. Drugi sabirak sa desne strane
znaka jednakosti predstavlja efektivni medjuatomski potencijal interakcije (V).

Da bi se shvatio pocetak primene matema-

nn, nt+lg tickog formalizma, prilozena je slika 2.1,
ne-lm,n, koja analiticki prikazuje 7i-ti atom kristala
u okruzenju svojih najblizih suseda. Radi
jednostavnosti, pretpostavlja se da se radi

o prostoj kubnoj strukturi sa jednim ato-

1, my-1,m, nn+ln mom po elementarngj ¢eliji (primitivna
r& ) n}é celija). Vidi se da |A|/a mozZe jedino da
("mnyf”z uzme vrednosti: -1 1 1. U skladu sa svim

ovim, izraz za fononski hamiltonijan (2.7)
moze da se napiSe u pogodnijoj (razvi-
jenoj) formi:

nx+1,ny,nZ
o H=T+ Veff (2.8)
nXI rﬁu nz'l
pri emu su:
Pia

... T= =% 2.9
Slika 2.1: Atom u okruZenju najblizih suseda 02;1 2M (2.9)

Ca 2 2

Veff = Z .z— [(ua;n.r'*‘lvnyynz - uo‘?":yny»nz) + (ua;nx_lvnyynz - ua;nz‘ynyvnz) +
Qg My Nz
2 2

+ (ua?nxyny‘f'lynz - ua;nzvnyynz) + (ua;nxyny—lynz - uo‘?nzvnyynz) + (210)

2 2
+ (ua;nz,ny,nz+1 - ua;nx.ny,nz) + (ua;nz,ny,nz—l - ua;nz,ny.nz) ] .

Torzione Hukove konstante C,5 su zanemarene u odnosu na konstante istezanja Cy = Coa, 2
operatori gz i Paiz = Muy; zadovoljavaju standardne komutacione relacije:

[tai, Pg,m) = ih bag 65 [Uait, Ug,m] = [Pai> Pa,m] =0. (2.11)

2.3 Zakon disperzije fonona

Energetski spektri i stanja, kao §to je u uvodnom delu naglaseno, bice potrazeni metodom
Grinovih funkcija. U tu svrhu posmatra se dvovremenska temperaturska Grinova funkcija:

Gr’?:r'fz(t —t') = {(ua;a(?) | ua;rﬁ(tl)» =0(t - t’) <[ua;ﬁ(t)’ua;rﬁ(t,)] Jo - (2.12)
Dvostrukim diferenciranjem ovog izraza po vremenu i neznatnim sredjivanjem, dobija se:

o(t-1t)
ik

2
M L Gealt—t") = —ihbzm 6(t=1t)+

dz2 ([[Poasa(®)s H(t) ]+ ttagm(t')])s -
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Uzimanjem t' = 0 i Furije transformacijom ¢ — w poslednji izraz prelazi u jednakost:

—twt ih 2 1
f e {27r bim = M Gra(w) = o (lpaa, H] | ua;,ﬁ»w} =0,
koja je zadovoljena za:

th 1
- M‘*’ZGﬁa,rﬁ(w) = Tox bam + ik (([pa;ﬁ" H] | Yoy ))w - (2.13)
Dalji postupak odredjivanja Grinovih funkcija G#a(w), zahteva izracunavanje komutatora koji
figuriSu u vidim Grinovim funkcijama ((--- | ---)) iz gornje jednaéine.

[pﬁ;mz,my,mz ) T] + [Pﬁ;m,,my,mz , Veff] =

= [pﬁ;mz,my,mz ) Veff] = Z &X

ANz, Ny, Nz

. X {2 [pﬂ;mx,my,mm (Uoinzinyme = “a;nz+1,ny,nz)] (Yainzingime = Yame+1,myms) +

[pﬁ;mz,my,mz , H]

Q[I’ﬁ;mz,my,mzv Uaingng,n: ~ Yamg—1nyn; )| \Yosnz,ng,n, = Uamz—1,ny,n,

[p Bimz,mymzs \Yanz,ng,n: = Yanzny+1,n. )| (Yanzng,n, = Uajng,nyg+1,n,

[T )

[N]

Uoin, My Nz T Uain, My,nzt+1

[pﬂ Mz, My,Mz) ua?nzynyynz - ua;"zynyynz"'l ]

+ + + + +

( )
( )
(Yainzngne = Uognziny—1,n;)
( )

)

( )
( )
[p Bimz,my,m s (ua;nz,ny,nz - ua;n;,ny—l,nz)‘
( )|
( )

~— + + + +

2 [pﬁ;mxymyymz7 ua;nz,ny,nz - ua;nzyny»nz‘l ] (ua;nl'yny)nz - ua;nz,ny,nz-—l

. C
= —ih Z _23 601,6 [(65,7?1 - 6n:+1,m16ny,my6nz,mz) (ua;n,,ny,nz e uoz;nz-f-l,ny,nz) +

+ (6ﬁ,n'i - 6n1—l,m15ny,my nz,mz) (ua;nz,ny,nz - ua;n,—l,ny,nz) +
B + (5ﬁ,rﬁ - 5n1,m16ny+1 my nz,mz) (ua;n,,ny,nz - ua;nr,ny-i-l,nz) +

+ (677,7}1 - 6nr,m¢6n9—1 my nz,mz) (ua;nx,ny,n, - ua;n;,ny—l,n,) +

+ (6 R 6n;,m16ny,my ne+1 m,) (ua;nz,ny,nz - ua;n,,ny,nz«H) +
- + (5 i, ‘5n1,m,6ny,my na—1, m,) (ucx;nz,ny,nz - ua;nx,ny,nz—l)] =

- -thﬂ <6uﬁ§mzymy1mz - uﬁ;m:'i'l»myymz - uﬁ;m;—l,my,m,_
uﬁ;m:,my+l,mz - uﬁ;mz,my—-l,m, - uﬁ;mg,my,mz+l - uﬂ;mz,my,m;—l)

- Ovde su iskoriséene komutacione relacije za pomeraje i impulse (2.11), kao i definicija Kro-
nekerovog simbola. Dalje, uzimaju¢i u obzir:

Gfiof = Gno;,ny,nz,mz,my,mz - ((uam:vnyynz l u(];mzymy,mz)) (2~14,)

i zamenom nadjenih komutatora u jednacinu (2.13) sledi:

B ih
2 v a - _ a
- Muw anvnyynZymxvmyymz - oy 6":vm:6ny:my6nzvmz C (6 an,ny,n,,mz,my,mz
a « 9 12
— Gn1+1 Ny NziMg,My,Mz Gn,—l,ny,n,;mx,myymz Gn;,ny-}-l,nz;mz,my,mz (213)

Ga

(a4 x
Gn:,ny—l,nz;mx,my.mz an Aynztlime,mym, nx,ny,nz—l;mz,my,mz)
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Primenom nove Furije transformacije (7@, m — k):

-

a 1 —i(A=)E o 1 —i(AE
Gﬁ,rﬁ(w) = NZ e JE GE(w) ) 5;{,"1 = I\—T_Z e~ H(A-m)k
k K

na jednaéinu (2.15), te nakon neznatnih algebarskih operacija, ona prelazi u:

M iR [ _th o ¢
NZ: e~ H(A-T)k {W -G (w) [w2 + 2-]‘70‘ (3 = cosazk, — cosayk, — cos azkz)]} =0.
k
Ova jednakost je ispunjena za:
w 2 P k P o th _
o + 2 (cos azky + cosayky + cosak, — 3)] Gg(w) = Ty (2.16)
odnosno:
h 1 1
Gfw) = ——— - _| . (2.17)
4T M wo(k) |w—walk)  w+we(k)

Odavde se, ocigledno, polovi Grinovih funkcija nalaze kada se imenioci izraza u uglastoj zagradi

-,

izjednace sa nulom. ReSavanjem tog uslova po w = wu(k) dobija se trazeni zakon disperzije
fonona:

Eo(k) = hwo(k) =2 E, \/sin2 axzﬁ + sin? auky + sin? ask: (2.18)

2 2’

gde je E, = hQ, = h\/C,/M . Zbog poredjenja ove relacije sa odgovarajuéom za film strukture,
zgodno ju je napisati u sledeéoj (bezdimenzionoj) formi:

3 - _ Eu(k
Ealk) = 2 \[R(koky) + S(ks) 5 EalF) = E( ). .10
Rlfaky) =it 55 4t 4505 (k) =in” 5

U aproksimaciji malih talasnih vektora k = |/k2Z + k2 4 k? i obelezavanjem: a = a; = ay = a.,

poslednja relacija se svodi na:

-

(k) =ak, (2.20)
§to predstavlja tipican i poznat [1,6-9] izraz za zakon disperzije akustickih fonona.

Kvanti mehani¢kih pobudjenja sa linearnim zakonom disperzije, tj. osobinom

%ﬁr})wa(k‘) =0,

nazivaju se akusti¢kim fononima. Analizom kristala sloZene strukture (sa ¢ podresetki) dobija
se 30 dozvoljenih frekvencija, od kojih tri uvek teZe nuli kada k& — 0 (akusticki fononi), dok
preostalih 30 — 3 frekvencija zadovoljavaju uslov lir% wal(k) # 0. Mehanicke oscilacije sa ovom

osobinom nazivaju se opti¢kim fononima.
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3 Fononi u film-strukturama

Tanki kristalni filmovi predstavljaju ogranicene kristalne strukture kod kojih se uslovi na
granicama razlikuju od onih u unutradnjosti, tj. translaciona simetrija narusena je duz pravca
normalnog na film (z-pravac).

74
___SPOLJASNJASREDINA ___ __ n,=N,+l
‘ a+nc nz‘Nz
g nzf N, -1
L ___ S
c .
] c nz=1 .
___________________ a+ec 3 =0 Wy
SUPSTRAT ny=-1

Slika 3.1: Poprecni presek (u X/Y — Z ravni) modela kristalnog filma

Ako unutar filma (izmedju graniénih povriina) nema nikakvih deformacija (narusenja) kristalne
strukture (kristalna resetka je bez primesa, vakancija i sl.), onda se on naziva idealnim filmom [10].
U suprotnom, ako ove deformacije postoje (npr. kao posledice dopingovanja stranim atomima),
tada se ta struktura naziva deformisanim filmom.

3.1 Analiza fononskog modela

Posmatra se idealni® tanki film kubne kristalne strukture nalinjen na supstratu nekim teh-
nicko-tehnoloskim postupkom (naparavanjem, spaterovanjem i sl.), iji su osnovni kristalografski
podaci:

Uy =Gy =Q, =@ N:MNIO8 >N, ~10;

g,'gz =Ci = Ciaen = Caaea = Cnpnusr
CNZyNz+1 = CN;-H,Nz = (1 + 7)0 y C—I,O = CO,—l = (1 + 5)0 ;0 EyYE [—1.5,+1.5] R
gde je n, - indeks resetke duz z-pravca i n; € (0,1,2, --- , N;). Na osnovu toga, o modelu se

moze zakljuciti sledece.
1. Kristalni film poseduje dve beskona¢ne grani¢ne povriine paralelne XY - ravnima i to za
z=0iz=L, dok u z - pravcima ima konaé¢nu debljinu ().
2. Duz z - ose locirano je N, + 1 atoma.
3. Torzione konstante C*? zanemarljive su u odnosu na konstante istezanja Cy.

3Pojam - idealni, koristi se u smislu nenarudenja kristalne strukture (bez prisustva defekata, primesa i sl.), 2 ne
u smislu njene prostorne neogranicenosti.
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4. Smatra se da atomi, koji pripadaju grani¢nim slojevima prikazanog tankog filma, intera-
guju sa spoljasnjom sredinom, bez obzira na to §to duz z-pravaca iznad gornje i ispod donje
graniéne povrsine nema atoma (motiva, ¢vorova) filma, ali su grani¢ni atomi ,spregnuti”
izmenjenim Hukovim silama za atome sredine, odnosno supstrata [1-4,10]. U skladu sa
napred navedenim uslovima, konstante elasti¢nosti koje opisuju interakciju atoma grani¢nih
povrsina sa spoljasnjim sredinama (supstrat i npr. vazduh), modifikovane su odgovarajuéim
koeficijentima € 1 7.

Uzimajuéi u obzir uslove C; = C, (j =0,1,2, -+ ,N, — 1, N,) i &injenicu da su slojevi za
n, < —1izan, > N, + 1 odsutni, moramo obracunati i sledece:

ua;nz,ny,j:(); _12] A jZNz+1; (]¢[0, Nz]),

C-1=(1+8)C; CNZ+1=(1+’)‘)C.

Kada bi bilo: C_; = Cn,41 =0 (¢ =7 = —1), tada bi grani¢ni atomi za n, = 0i n, = N, bili
,zamrznuti”, tj. javio bi se efekat ,krutih zidova”, a ako bi vazilo: C_.1 =Cn,41=C (e=7 =
= 0), bio bi to efekat ,slobodnih povrsina” [10,11].

S obzirom na definisani model, hamiltonijan fononskog podsistema opisanog filma u aproksi-
maciji najblizih suseda ima isti oblik kao i kod neograniéenih kristala - izrazi (2.8-10), ali ga je.
zbog postojanja grani¢nih slojeva, zgodno napisati u razdvojenom vidu:

gde je T - standardan kineticki ¢lan. Povrsinski potencijal interakcije je oblika:

Ve)I‘)f = Z % [ 2(1+¢) (ua;nz,ng,ﬂ)z +2(1+7) (ua;nx,ny,Nz)2 +
g My
2 (Uama iyt = Yosmeng0) T2 (Yaimamy Ny = Yasngng,No=1)” +
(Uaing+1,ny,0 = Yaing,ng,0 ) + (Yaimz—1,ny,0 ua;n,,ny,0)2 + (3.2)
Uoging ny+1,0 — Yanz,ny,0 ) + (ua nzny—1,0 — ua;n,,ny,0)2 +

]

2
(ua;nz—l,ny,Nz - "a;nx,ny,Nz) +

+ + + + +

(
(Ua;n1+l,ny,Nz — Ug; nz,ny,Nz)
N+

2
(uainxyny'f'lyNz Uq; n:ynyv (uQ';nzyny‘lsz - ua?nzynnyz) ] .

Zapreminski potencijal interakcije je onda sledeceg oblika:

C N;-1 )
[s1 2
Veff = Z Z [(ua;nx+1vnyvnz - ua?nzynyynz) + (ua;nz—lynyvnz - uo‘;n.rv"yy"z) +
anz,Ny nz=1
2 2 3.3
+ (ua;nx,ny+1,nz - ua;nx.ny,nz) + (ua;nz.ny—l,nz - ua;n:,ny,nz) + (3.3)
N;-2 N N.-1 )
+ Z (ua;nx,ny,nzﬂ - ua;nx,ny,nz) + Z (ua;nx,ny'nz—l - ”a;nz,ny.nz)
ny=1 n;=2

Zakon disperzije fonona i u ovom slu¢aju se nalazi, kao i u prethodnoj glavi, metodom Grinovih
funkcija, traze¢i Grinovu funkciju istog oblika kao i (2.12) pomocu jednatine kretanja (2.13). Za
razliku od (jednostavnije) situacije za idealne strukture, ovde se moraju izracunati odgovarajudi
komutatori, odnosno odrediti Grinove funkcije posebno za atome grani¢nih slojeva, a posebno
za atome iz unutrasnjosti filma. Koristeéi u prethodnoj glavi navedene standardne komuta-
cione relacije za pomeraje i impulse atoma (2.11), kao i ostale neophodne osnovne definicije.
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izratunavaju se potrebni komutatori impulsa i hamiltonijana.
Za donju graniénu povrsinu (n, = 0):

. pﬁ;mx‘myyo’ H] = —Zh C [(6 + E) uﬁ;mz,my,O"
— UBmgmy,l T UBimo+1,my,0 — (3.4)

- uﬁ;ml‘_lvmyyo - u:@;m:ymy‘lbl,o - uﬂ;m,,my—l,O [}
zal<n, <N, -1,
Pﬁ;mx,my,mz’H = —thC (6 Usmzmym,™

uﬁ»mz‘*"l,myymz - uﬁ,m,—l,my,mz - u,@,m;,my+l,m; - (35)

uﬁ,m,,my-l,mz - uﬁ,m:,my,m;+l - uﬁ,m;,my,mz—l>
i konaéno, za n, = N,,
pﬁ;m:,my,sz H] = —lh C [(6 + 7) uﬁ;mzyMy,Nz_

- uﬁ?"”':»mnyz"l - uﬁ;m:'*'ly’mnyz - (36)

- uﬁ;mr—lymnyz - uﬁ§mxvmy+11Nz - uﬁ?"lxymy—lyNz

Zamenom nadjenih komutatora u (2.13) i preimenovanjem 8 — o ; m — n, dobija se:

-zan, =0,
1h
2,7 —
- Muw an,ny,();m,,my,mz - —271_ 6nz,mzény,my60,mz -
[»3 [+ 4 o
- C [(6 + 5) an,ny,O;mz,my,mz— an.ny,l;mz,my,mz - an+1,ny,0;mz,7ny,mz - (3.7

o ~Ge -G
ny—1,ny,0imz,my,mz nz,ny+1,0imz,my,m; nrny—1,0mzmymz|

-zal<n,<N,-1,

th
2 a —_ —
Mw Gn;,ny,nz;m,_-,my,mz - _27l' 6nzvm26nyvmy6nzymz
) a a o
- C (6 Gn,,ny,n,;mz,my,m,_ Gn,+1,ny,nz:mx,my,mz Gn,—l,ny,n,;m,,my,mz (38)
_ o -G - G& _ (o
ng,ny+lnzmz,my,m; ng,ny=Lnzmz,my,m; ng,nygnz+limz,my,mz ng,ny,nz—limz,mym;:/*
-zan, =N,
ih
2o — __° _
- Mo Gn,,ny,N,;mI,my,mz T~ Tor 671:'m16ﬂy,my6Nz,mz
a @ a
- C [(6 + 7) Gn,,ny,Nz;mI,my,mz— Gn,,ny,N,—l;m;,my,m, an+1,ny,Nz;m1,my,mz - (39)

G2 ~G? - G2
nz—1,ny,Nzimz,my,m; nz,ny+1,Nzimz,my,mz ngny—1,Nzme,my,m;

Primenom delimi¢ne (zbog narusenja translacione simetrije samo duz z-pravaca) Furije trans-
formacije:

24
Ng 1ny MziMy vmy Mz

G ) = % T emiellnemalketn ] GO (ke kyiw)  (3.10)
kzky
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na sistem jednaéina (3.7-9), i nakon istovetnih algebarskih operacija koje su iskoriséene na odgo-
varajuéem mestu u prethodnoj glavi, dolazi se do relacija na osnovu kojih se moze uspostaviti

sledeéi sistem algebarskih diferencnih jednacina:

(Qka - 5) Goofmz + Glo:mz = K 601"1:
Goofmz + Qka Glo,(mz + G2o,lmz = K 61,mz
G{B’tmz + gka G2(Tmz + GSCTmz = K 62,m,

o ava a
an—l,mz + ok an,m, + Gn,+1,mz = K 6n,,m,

_ Gﬁz—B,mz + QkaGﬁ,-—Zmz + Gl\?z—l,mz = K 6Nz—2,mz
Gﬁ,—&m: + QkaGIGz-l,m, + Gﬁ,,mz = K 6Nz_11mz
Gﬁz—l,mz + (gka - 7) Gﬁ;,mz = K: 6Nzymz
1h .
gdesu: G2 . =G, (ko kyiw), K= 50" k= /kZ+kL i
& = f—z— —4sinzgk—a”—4sin2ﬁ

Sistem jednacina (3.11) ima reenja koja mogu da se prikazu u obliku G, = D,/D,
odgovarajuca zamenska, a D determinanta sistema:

o-¢ 1 00 -~ 000 O

1 -+ 000 O

101 - 000 0
DN:+1(Q): . . . . . . . .
0 000 -~ 1 o1

0 000 - 015 1

0 000 -~ 00 1 p—7

N:+1

(3.11)

(3.12)

gde je D,

(3.13)

Trivijalnim postupkom, gornja determinanta se moze razviti i izraziti preko polinoma Cebiseva:

Dn.+1(0) = (e—¢€)e—7)Pn,-1(0) = (20— € —7) Pn,-2(0) + Pn.-3(0) =
Pr,+1(0) = (e +7) Pn.(e) + &7 Pn,-1(0)

(pogledati u [10-12]).

3.2 Zakon disperzije fonona

(3.14)

U skladu sa osnovnim zadatkom ovog istrazivanja, a to je odredjivanje spektra dozvoljenih
fononskih energija, koji se dobija iz (3.12) i na osnovu osobina Grinovih funkcija, potrebno je
da se odrede polovi trazenih Grinovih funkcija. Jasno je da se ovo svodi na odredjivanje korena

(nula) determinante (3.13), odnosno resavanje jednakosti:

Dn,s1(06,7)=0 = o=057); v=123, ..,N.+1.

g, 71 N;).

(3.15)

Ovaj zadatak u opstem slucaju nije analiticki resiv (moZe se reiti numericki za zadate parametre:
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U slugaju modela slobodnih povrsina {10,11], kada su: € = y = 0, ovaj problem ima analiti¢ko
resenje. Izraz (3.15) se tada svodi na:

Dy, +1(0) = 0° Pn,-1(0) = 2 2 Pn,-2(0) + Pn.-3(0) (3.16)

Uzimajuéi u obzir rekurentnu relaciju za polinome Cebiseva [12], te stavljajuéi: prvon = N, — 1,
potom n = N, — 2 i na kraju n = N,, izraz (3.16) se svodi na:

Dn,+1(0) = 0 Pn,(0) — Pn.-1(0) = Pn,+1(0) - (3.17)

Determinanta (3.13) sistema jednacina (3.11) se izrazava direktno preko karakteristi¢nih polinoma
Cebigeva reda N,. Iz uslova (3.15) slede nule Cebigevljevih polinoma (videti [10-12]), a uzimaju¢i
u obzir i izraz (3.12), jednostavnim algebarskim transformacijama (uz smenu: v = N, + 2 ~ g,
sto povladi w, (k) — w,(k)), dolazi se do izraza koji daje zakon disperzije fonona u tankom
(strukturno nedeformisanom) filmu:

. . . E%(k
EXR) = ho(k) =2\ Ry +Sa(p) 5 E2(R) = ‘}‘3( ), E,=hQy; (3.18)

2 akz(/i)
) .

kr . k .
Raey = Rk, = sin? (_z?_ + sin? %—3-’- ; S:(p) = sin

(3.19)

Na ovaj naéin, izraz za moguée energije fonona po formi je isti kao izraz (2.19) dobijen za idealne
neogranicene strukture, s tom razlikom $to je tamo k. prakti¢no kontinualno promenljivo (u
intervalu [0,7/a)]) kao §to su ks i ky, a ovde je izrazito diskretno:

kz(u):gNz“H, p=1,23, ..., N, +1. (3.20)
Pored toga, uotava se da je:
kT =0 KPP s k(u=1)= T >0, (3.21)
a N, +2
posto je u pitanju tanak film, odnosno: N, < (Ny, Ny) it
=yt =Ty K k(u= N4 )= % i; <= (3.22)

Izmedju minimalne i maksimalne vrednosti za k., pa prema tome i za Su(E), postoji jos N, — 1
diskretnih vrednosti®.

Uporedjujuéi dobijene rezultate sa odgovarajuéim, dobijenim za idealne beskonatne strukture
[1-4], moze se zakljuciti da sve tri akusticke frekvencije u masivnim strukturama teze nuli kada k
tezi nuli (tj. kad (kg,ky,k:) — 0), dok su minimalne frekvencije u tankom filmu (kad (kz,ky) — 0
i kad k, — k7") date kao:

W (ki) = Wy = ky = 0, K, = KT) = 2 Qgsin [

[e

T
2 (N, +2)] # 0.

To znaéi da fononi u tankim filmovima poseduju ,donji” energetski gep:

T

2(N; +2)] (3.23)

min

Ay = Amin=hwly =EL —Eb. =2E, sin [

*Ukupan broj moguéih vrednosti kvaziimpulsa k. jednak je broju energetskih 1 dvodimenzionih podzona: N, +1.
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i ,gornji” energetski gep:

Ay =Dap = bt = (Eb -Ef

max mazx maz:) k;:ky=0

. ({® N;+1
=2F - —
A [1 sm(2 Nz+2>] , (3.24)

odnosno, da je energetska zona (koja obuhvata sve dvodimenzione podzone) fonona u filmu uza
od odgovarajuée ,balkovske” za veli¢inu zbira uocenih gepova:
T N, + 1)

= v— :2 i —
Wr =W, — (A1 4 Aq) E, sm(2 N, 12

(3.25)

(indeks f oznacava film, a b - neogranicenu strukturu).

Na osnovu ovih rezultata zakon disperzije (3.18) graficki je prikazan na slici 3.2 to: za idealne
beskonaéne strukture (2.19) - isprekidanim linijama, izmedju kojih je on kontinualan, i za tanki
film (3.18) - punim linijama, on je diskretan.

l A s 1
o 0.5 1.0 1.5 2.0

Slika 3.2: Fononski spektar £ = €, (Rzy)
Primetni su gepovi i energetska diskretnost (za film), zatim E,{m, El,. ijo§ N,-l-a
dozvoljena vrednost izmedju njih koji su iskljuciva posledica postojanja prostornih granica.
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4 Fononi u superreSetkama

Superredetke su vestacki formirane strukture, periodi¢ne u jednom pravcu, sa periodom koji
dvadesetak puta prevazilazi konstantu kristalne resetke [1,2]. Postoje dva osnovna tipa superre-
getki: dopirane i kompozicione.

Dopirane superresetke dobijaju se periodi¢nim naizmeni¢nim dopiranjem poluprovodnickog
materijala akceptorskim i donorskim primesama, usled cega dolazi do krivljenja energetskih zona
i formiranja jednodimenzionog periodi¢nog potencijala. Kompozicione superresetke dobijaju se
naizmeni¢nom izradom tankih monokristalnih slojeva dve vrste poluprovodnickih materijala.

U odnosu na kompozicione, dopirane superredetke poseduju prednost jer ne zahtevaju usa-
glasenost reSetkinih konstanti. Pored toga, one poseduju jo§ jednu interesantnu osobinu: indi-
rektni energetski procep u realnom prostoru (elektroni i Supljine su prostorno razdvojeni). Iz
tehnoloskih razloga, kod ovih superresetki ne mogu se ostvariti periodi manji od nekoliko desetina
nanometara, dok je to kod kompozicionih moguce. Da bi se dobile dovoljno duboke jame, potrebno
je izvrsiti dopiranje vrlo visokom koncentracijom primesa. Kod kompozicionih superresetki jame
se ostvaruju diskontinuitetima provodne (valentne) zone, a potrebno dopiranje je znatno manje.
Zbog toga se kompozicione superresetke ¢esée primenjuju od dopiranih.

Kod superresetke, pored trodimenzione zavisnosti potencijalne energije koja se intezivno menja
u okviru konstante reSetke, postoji dodatna periodi¢na jednodimenziona zavisnost potencijalne
energije koja se vrlo sporo menja na domenu konstante redetke. Ova dodatna sporo promenjiva
zavisnost je uzrok da se dno (vrh) provodne (valentne) zone cepa na niz dozvoljenih podzona
[1,2,4]. Ovako drasti¢no odstupanje strukture provodne (valentne) zone od balkovske uzrok je
da se i makroskopski parametri superreSetki bitno razlikuju od balkovskih. Sporopromenljiva
zavisnost potencijalne energije kod superresetki se moze relativno jednostavno menjati, na primer
promenom debljine polaznih materijala, ¢ime se menjaju i njihove makroskopske osobine. Na ovaj]
nacin superresetke predstavljaju nove materijale, ¢ije se osobine, bar u principu, mogu podesavati
u zeljenom opsegu. Ovo je osnovni razlog proucavanja superresetki (a i ostalih nanostruktura).

Superresetke [1,2] se danas primenjuju za izradu:
e poluprovodnickih laserskih dioda i lasera,
e detektora infracrvenog zracenja,

e tranizistora sa efektom polja.

Potencijalne primene ovih struktura koje se mogu uskoro ocekivati [1,2] su:

o infracrveni detektori na bazi unutarzonskih prelaza,
e izvori mikrotalasnog zracenja,
e diode sa rezonantnim tunelovanjem,

unipolarni poluprovodnicki laseri (sa unutarzonskim prelazima),

o elektroopticki modulatori.
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4.1 Model superresetke

U ovom radu posmatrana je kristalna superredetka formirana od naizmeniéno rasporedjenih n,
slojeva jedne, ny slojeva druge vrste atoma i n slojeva treée vrste atoma duZ z-pravca, koja je duz
z i y pravaca neograniena (na slici 4.1 prikazan je raspored atoma superredetke duZ z-pravca).
Da bi bio mogué spoj slojeva sacinjenih od razlicitih atoma moraju konstante resetke duz z i y

b b

pravaca, respektivno, biti jednake, tj. az = a; = a = ag i aj = a, = ag = ay, dok duz z-pravca

mogu biti razlicite (a? = a® # b =a*#as=ai at~b £ ab=¢ # a27).

1 a Cn Ca CZ Cb Cb Cb C3 Cc Cc CL‘ Cl
n = 0 1 n-1 n, n+1 n+n-1 n+n n+n+l n+ntn-l n+n+n

Slika 4.1: Raspored atoma u superredetki

Uvodimo sledeé¢u simbolicku oznaku:

Nr/y/z +Nr/y/z]

i = {ng,ny, Nz}, Nzjy/z € [— 5 5

pri ¢emu su:
Ng/y - brojac atomskog évora po z, odnosno y-praveu,
n, - brojaé¢ polozaja osnovnog motiva superresetke (z-pravac),
n; - brojaé polozaja évora u osnovnom motivu.
Hamiltonijan fononskog podsistema superresetke ponovo je, kao i u slucaju kristalnog filma

(3.1), moguée napisati u obliku:
P Z —
H:T+‘/eff+veff=HP+HZ7 (41)
s tim §to je u ovom slu¢aju pogodno izvrsiti njegovo razdvajanje.

o Operator kineticke energije moze se predstaviti u obliku:

T=T,+T+Ts, (4.2)
na—1 pz(a)

L= Y Y me (4.3)
A,a ny=0 a

Pin, .
T = Y, Z Gﬁf; (4.4)

L=y 0y Chwma, (4.5)

R, N{=Natnp
e Povrsinski potencijal interakcije moze se napisati u obliku sume:
Ve];f =V + VE+ v+ Vi + vi+ V&, (4.6)

¢iji se ¢lanovi odnose respektivno na povréine n; = 0, ng—1, Ry, Ra+np—1, Na+np ing+ny+ne.—1
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+ 4+ + o+ 0+ o+ o+ o+

+

C: 2 2
Z [ . {(unxyny»nuo - unx‘f‘lyny,nho) + (un.z,ny.nz,() - un,-—l,ny,nz,o) }+

2 2 -
{(u"zynyvﬂzyo - u":yny+1yn210) + (unxynyynho - unmny—lynzyo) } + (4‘)
C
2 1 20 .
—2_(unz,ny,nm0 - unl‘yny)nZyl) + _2_(un:rynyy"2y0 - un:»"g,nz—lyna+nb+nc—1) ] )

z
a 2 2
4 {(unz,nyynzyna_l - unx'f'ly"yynzyna"l) + (un:,nyynzyna"l - unz—lyny,nz,na—l) } +

P N, r__‘l

2 2
(un_.,,ny,nz,na—l - un,,ny—{-l,nz,na—l) + (unx,ny,nz,na—l - un,,ny—l,nz,na—-l) } + (48)

Cy

2 21 .
unxynyynz»na"l - unxvny,nzyna"'Z) + 9 (unzvnyvnuna"l - unxvnyynzvna) ] ’

—~

| pamen— §
.¢=-|§3

2 2
{(Unx,ny,nz,na - “nx+1,ny,nz,na) + (unz.ny,nz,na - unz—l,ng,nz,na) }+

2 2 ;
{(unz,ny,nz,na - unx,ny+1,nz,na) + (unz,ny,nz.na - “nz,ny—lvnz,na) } + (4.9)

2 + 9 - )2 .
(unx,ny,nz,na - unx,ny,nz,na+1) 5 (un,,ny,nz,na Unz,ng,nzna—1 3

Cy 2
b ; —
|: 4 {(unr,ny,nz,na-{-nb—l un1+1,ny,nz,na+nb—1) +

AN R S S

2
(u’"zynymzma‘i'nb"l - unx"lynyynz»na‘l'nb"l) } +
Cy
b 2 ,
7T {(un:,ny,nz,na+nb—1 = Unzmytlnznatns=1) F (4.10)

2
(unz.ny,nz,na-‘rnb—l - “nz,ny—l,nz,na+nb—l) } +
Ci Cs

2 2
2 (unryny,nz,na*'nb—l - unr,”yanz,"a+nb—2) + 2 (u"zynyyHZyﬂa+nb—1 - unanyynz,na'*'nb)

T
Cc ) ) 2+
Z (u‘nrvnyynz,na‘*‘"b - u’nz+1yny1nzyna+nb)

4

-
n

)5+
(unz.ny,nz,na+nb — Uny—1,ny,nz,na+np
y
¢
4
2
(unxyﬂyynnnu'i'nb - unrvny‘lvnhna'f‘nb) } +

Ce 2, Cs

2] .
2 (un;._-,ny,nz,na+nb - unx,ny,nz,na-{-nb-{-l) + 7(un1,ny,nz,nu+nb - un,,ny,n;,na+nb—l) 3

2 ;
{(un:r,nyynuna‘i'nb - unrvny+1y"z,na+nb) + (411)

Cc? 2
Z [_f {(unz.nyynzy"a+nb+nc—1 - un:+1y"yynz'na+nb+nc—l) +

2
(Un,,ny,nz,na+nb+nc—l - unx—l,ny,nz.na+nb+nc—1) } +
Y
¢
4
)2+
(unz,ny,nz,na+nb+nc~1 - unxyny-l»nnna‘i‘”b‘l"nc—l

z
Cc )2+
(unxvny»nzyna+nb+"c“l - un.‘rvnyanZvna+nb+nc—2

2
Ch

2
-—(’unIynyinZyna+nb+nC—l - uﬂany,nz‘*'lyo) ]

2

2 ;
(Unzny.nematnotne=1 = un,,ny+1,nz,na+nb+nc—1) + (4.12)
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e Zapreminski potencijal interakcije moze se predstaviti u obliku:

Z _ v 2 VA A
Vir =W+ V7 + V7, (4.13)
7 _ e 2 2
1/1 - Z Z -4_ {(unz‘ynyvnzynl - unz+1y"yvnzy"l) + (unxynyy"z‘nl - unz—lynyynz,nl) } +
7 =1
cy 2 2
+ ry (unz,ny,nz,nz - '“nz,ny+l,nz,nz) + (un:,ny.nzmz - unz,ny—l,nz,m) }+ (4.14)

Cq

2 2 .
+ 1 (unx.ny,nz.m - unx,ny,nz,nzﬂ) + (“nz,ng,nz,nz - unx,ny,nz,nz—l) }] i

Na+np—2 Cr
z _ b 2 2
‘/2 - Z Z 4 (unzﬂyynz»nl - unz"f‘lynyunn"l) + (u"xynyynh"l - u"z"lynyynzy"l) +

n ny=ng+l

Y
v S —u )+ (u ~ : '
4 Nr,Ny,Nz,ny ng.ny+lnz,n Nz, Ny, Nz,N| unx,ny—l,nz,n‘) + (415)
Ci 2
+ z‘ {('unz,ny,nz,nl e Unz,ny,nz,n4+1) + (Unz,ny,n,,n, - unr,ny,nz,nl-ly}] ; (4.16)

Na+np+ne—2 Cr

Z _ ¢ } 2 2
Vi = Z Z [T {(unx,ny,nz,nz = Una+1ng,nam) + (unz,ny,nz,nz — Ung—1ny,n00m) }'*‘

—

A n=nat+nptl

CY
c ) 2 2
+ T (unx,ny,nz,n[ - unzvny+lan23nl) + (unzvny1n2vnl - unzyny_lvnzynl) } + (4'17)
CZ
c 2 2
+ T {(U’ﬂ.z,ny,nzﬁll - unr,ny,n:,nﬁ-l) + (unzqnyynh"l - un,,ny,nz,n;—l) } .

S obzirom da superresetka predstavlja periodi¢nu kristalnu strukturu, za proizvoljnu funkciju
polozaja vaze uslovi cikli¢nosti po z i y indeksima pomoéu kojih se dobijaju dozvoljene vrednosti
z i y komponente talasnog vektora:

fmlmymzmr}-NI/y = fm,mymzm, s (4'18)

na osnovu cega sledi:
ezNI/ykz/yaI/y = e27””/-'11, (419)

Na analogan natin se moze napisati i cikli¢ni uslov po z-koordinati:
fm,mymzml+(na+nb+nc)Nz = fmzmymzm; y (420)

odakle se dobija:
ei(na+nb+nc)Nzkza — e27”"l" . (4.21)

Prebrojavanje dozvoljenih vrednosti z-komponente talasnog vektora, tj. k, vrii se brojatem
v, €0,£1,42,...,4N,/2 ¢ime se definiu granice prve Briluenove zone du? z-pravca:

s ™

(ng + ny + nc)&’+(na + np + nc)a (4.22)

k,e |-

gde je uvedena oznaka a za srednju vrednost konstante re§etke duz z-pravca:

3 . _ b _ c alb b/c afc
i o (Ra= e +(m = 1)a + (no — )a® + a* + a¥/° 4 a%/c (4.23)
Ng + Ny + N
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4.2 Jednacine kretanja

Zakon disperzije fonona trazimo pomoéu Grinove funkcije oblika:

Gﬁ,nz;ﬁi,mz(t - tl) = <<uﬁ,m(t)1urﬁ,mt(t/)>> = @(t - t/)<[uﬁ,nz(t)vufﬁ,mt(t/)b > (4'24)
na nacin opisan u paragrafu 2.3, tako da dobijamo:
U th 1
- Mw Gﬁ'.nl:rﬁ,m[(w) = —'2_7[_'57'{,7716n[,m[ + E(([pﬁ,nnH”uTﬁ,ml»w 3 (425)

gde je M; € (M,, M. M,). Slededi korak sastoji se u izracunavanju komutatora koji figurisu u
vi$oj Grinovoj funkciji. vodeéi ra¢una o tome da je:

H=Ti+ T+ T+ VO + VT + Vi + VP VP + v+ v 1 v + v (4.26)

Odmah se vidi da je:

Na—1 1

[pmzymy»m:Jnl’Tl] = Z Z .Q-M— [pmzymyymzyml’p?];nx,ny,nz,n[] = 07 (427)
iy ny=0 a
nag+np-1 1
[pmx,my,m:.mzaTZ] = Z Z 2—]‘41; [pmz,my,mz,mrpczx:nz,ny,nz,n,] =0; (4.28)

;e MU=TNg
na+nptnc—1 1
[pmr,my,m:,m,-,TS] = Z Z W [pmz,my,mz,mt7pi;n¢,ny,nz,n,] =0. (4'29)
¢

;e M=na+np

Preostale komutatore izraunavamo posebno za atome grani¢nih povriina izmedju slojeva, a
posebno za atome unutar svakog sloja.

a)n; =0
- — Pl _
Al = [pmx,my,m:,U'H} = [pmz,my,mz,o,vl ] =
= _lh {C’:(‘Zunlz‘my'mbﬂ - umx+1,my,mz,0 - umz—lymy-m210)+
+ C'g(?'uvnl.my,mz,O = Umg,my+1,m:,0 = Umgzmy—1m.0) T (4.30)

+ Cv;(um:vmy-nlzyo - umzwmyymml) + Cl(umzymy'mmo - umxymy,mz-—l,na-%nb-%-nc—-l)} y

b)lgnlgna—‘Z

]{2 = [pm;.my.mz,ml- H] = [pmx,my,mz,mn VlZ] =
= —ih {C;(-zum;,my,m;,ml = Um,+1,my,mzm; — um;—l,my,mz,ml)+
+ Cg(zumx,my,mz,m, — Umz,my+lmzm; — umx,my—l,mz.ml) + (4-31)
+ C:(Qumr,my,m_,,ml = Umz,my,m,m+1 — umx,my,mz,ml—l)} 3

c)ni=mn,—1

- — Py _
1‘3 = [pm,,my.m;.na—hH] = [pmz,myyquna‘l’% } -
= =—ith {C'f(Qumz,my‘mz,na—l — Umg+1l,my,mzna—1 — umr—l,my,mz,na—l)'}'
+ C’L\lll(zum.tvmy-mzvna“'l - um;,my+l,mz,na—1 - umz,my—l,mz,na—l) + (432)
+ C(i(umzjnyvm:vna_l - umz»myymzyna—z) + Cz(umxvmy-mpna'l - um:rymyﬂn:yna)} ’
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h d) ny = N,

=
'S
ft

i

+
+

— Pl _
[pm;,my,mz,navH] = [pm:t»myymhna’vl% ] -
: L o
—th {Cb (Zumz,my,mz,na - um;-{—l,my,mz,na - umI—lvmyvm21n0)+
C'[i/(.‘zu’m'zvmd sz Mg umzvmy+1ymzvna - umrymy_lymzvnu) + (433)

zZ/(,
Cb (umrymyymuna - umxymyymzvna+1) + C2(umx,myvmuna - um:mmyymmna“l)} )

e)ng+1<n<ng+np—2

K5

= [I)mr.my,mz,mpH] = [pmr,my,mz,mnv2 ] =
= —ih {C’f(‘ZumI,my,m,,m, — Umz+1,my,mzm; — um;—l,my,mz,ml)'*'

+ C[)y(QltmI,my,mz,m( - umz,my+1,mz,m, - um,,my—l,m;,m,) + (434)
+

C{;(Qumz,my,mz,m, - umz,my,mz,m;+1 - um;,my,m,,mg—l)} ?

fyn=n,+mny -1

) K¢ = [pmsm, ,mz,na-}-nb—lvH] = [Pm,,my,mz,nu+nb—1’v4p} =
= —ih {CF (2Um, mym:natno—1 = Umz+lmymsnatny—1 — Umg—1,my,maz,natnp—1)F
+ C;J(QUmI,my,mz,naJrnb—l = Umgz,my+1,m;,na+np—1 — um;,my—l,mz,na+nb—1) + (4.35)
) + le(“mx,my,mz,na+nb—1 - “mz,my,mz,na+na—2) + ’
+ C:}(umz‘my,m,,na-fnb—l - umz,my,mz,na-f-nb)} )
- g)m="ngt+mn
K: = [Pmymymenatny, H] = [pmx,mg,mz,na+nbaV5P] =
= —1h {Cf('zumx,my,mz,na+nb = Umg+1,my,mznatny = umz—l,my,mz,na+nb)+
+ Cg("zumx,my'mz,naﬂzb — Umzmy+lmznetny umz,my—l,mz,na+nb) + (4.36)
- + Cilumymym. natny — umx,my,mz,na+nb+l) +

Ifs

hyng+np+1<n <ng+np+ne

+ C3(Umxymy,mzyna+nb - umzymy»mnna'*'"b“l)} 9

2

A
= [pmzvmyvayml7H] = [pmxvmyvmzyml7v3 ] =

5 1z

_lh {Cc (2umr,my,m2,ml - umz'{"lymyymzvml - umz"‘lymyymzyml)_*_

+ C'g(.zumzvmyymnml - um;,my-}-l,mz,m, - umzvmy—lymz»ml) + (437)
_+_

Cc(zumz,my,mz,mz — Umzmy,mzm+1 ~ umz,my,mz,mx—l)} )

)ni=ng+ny+n.—1

- - P
1‘9 = [pmxymy-mzyna+nb+nc—1’H] = {pmz;my»m21n0+"b+nc—1"/6 ] has

+ + +

: 1L¢s
—Zh {CC (Z'Umbmy,mz,na+nb+nc—l - um;+1,my,mz,na+nb+nc—1 - umz_lvmyvavna+nb+nc—l)+
Cg(.zumr,my,m:,na+nb+nc—l = Umzmy+l,mznatnptnc—1 — um,,my—l,mz,na+nb+nc—l) +

z
Cc(umx,my,mz,na+nb+nc—1 - umx,my,mz,na+nb+nc-—2) + (438)

Cl(umx‘myym1yn0+nb+nc—l - um.rymyvmz‘i'lvo)}
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Zamenom nadjenih komutatora (uz smenu m — 7, m; — n;) u jednacinu (4.25) dobija se:
a)n; =0

2 ih T z
- My an,ny,nz,O;rﬁ,ml = '_’2_7[_577,7?7.50,7711 - {(QCa. + 205 + Ca + Cl)anynyanvO;ﬁ"vml—
T ' .
- Ca [Gn,+1,ny,nz,0;7ﬁ,m1 + an—lynyvnhoifﬁ,ml] - C}II [Gn,,ny+1,n2,0;fr’t,m[+ (439)
z
+ Gn,./zl,—l,n:.o;ﬁi,m, - CaGnI,ny,nz,l;'r?z,ml - ClGnI,ny,nz——l,na-}-nb-{-nc—l;n’L,m,} )

b)1<n; <ny -2
2 ih 4 z
- Myw Gnl,ny,nz,n,;ﬁi,m, = -'é';‘sﬁ,n'iém,mz - {Q(Ca + Cg + Ca )an,ny,nz,nm'ﬁ,mz_
- C: Gn,-}-l,ny,nz,nl;r?z,m; + Gn;-—l,ny,nz,n;;ﬁi,mz] - Cg [Gnr,ny+l,nz,n,;n’t,ml+ (440)
+ Gnl,ny—-l,nz,n,;ﬁi,ml] - C; [an,ny,nz,n,+l;ﬁ'1,m; + Gn;,ny,nz,n,—l;n"t,m,}} y
c)n=n,—1

h
— A/Ia(“d?GnI,ny,nz,na—l;fﬁ,ml = ——-;—7—1_-6;{17;‘16”0_117,” - { (QC: + ch + C: + 02)X

1 Es
X G"l;:ynyyn::na_1§7ﬁqml - CG. G"z+1ynyvnzyna_1§mvml + an_lvnyv"nna"hmvml] -
"y . . _ ,
- Ca an,ny+1,nz,na—1;m,mz + an,ny—l,nz,na—l;m,mx] (4-41)

T -
- CaGnIynyynZ|nﬂ_2;mvm[ C2anyny,nzma;m,mt } ?

d) n; = n,
G = ihé b 2CF +2CY + C} + C)G
- A/[bw Gnr,ny,n;,na;ﬁi,m, - _2_71'. n,m%ng,m; — ( b + b + b + 2) Nz, My, Nz, Ra;M,Mp
Y q<
- Cg: [Gnr+1;nyv712vna§7ﬁvml + G”x"lvnyvnzyna§7ﬁvml:| - Cb I:G":vny+1vnzvna;7ﬁyml+ (442)

z —
+ an,ny—l,nz,na;fﬁ,mt - Cb Gn:,nyynz{’la‘i'l?myml - CanIvnyanvna_l;mvml} ?

e)ng+1<n <ng+mnp—2

ih
2 - xr Yy z o _
- Mbw' Gn,.ny,n:,nl;rﬁ,ml - —Zr'&ﬁ,n"zém,m; - {Q(Cb + Cb + Cb )anvny1n27nl;m1ml
. y .
- Cg Gn1+1vnyynzvnl;7ﬁvml + an—lvnyanyn“ﬁym[] - Cb [an,ny+l,nz,nl;7ﬁ,m[+ (4'43)

z -
+ Gn;.ny-—l,nz,n(;n"z,mz] - Cb [anyny;nunl‘{"l;myml + Gn,,ny,nz,nz—l;m,mx}} ?

fyni=neg+ny—1

L it . .
- A/Ibwz(]’nz,ny,n;,na+nb—1;r?z,ml = —'2_;6ﬁ,ﬁ15na+nb——1,m, - { (2Cb + QC;;J + Cb + CS)X

T - -—
X Gn.‘rvnyanynﬂ‘*'nb‘_l;ﬁ"vml - Cb an+1vnyvnzYna+"b_1;mvml + an_1,nyyn21na+nb_1§m7ml]

Y i . — ,
- Cb [an,ng+1,nz,na+nb—l;ﬁi,mz + an,ny—l,nz,na+nb—1;m,mz] (4.44)

Z e _ -
- Cb anynvaLZvna+nb_2?mvml C3anv"yvnzvna+nb§mvml } ’
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g) Ny =ng + np

th
= MGyt = = 5ttty — { (203 +2C2 + G2 + Cox

r
X Gn.rvnyynuna‘{"nb;ﬁivml - CC [Gn1+l,ny,nz,na+nb;rﬁ,mz + G"z"lyny»nzyna+nb;7ﬁyml] -
- y o " —_
CC GnIvny+11nZyna+nb;m1ml + anyny_lyHZy”a+"b;mvml] (445)

- Cc an,ny,nz,na+nb+l;ﬁ,mz - C3an,ny,nz,na+nb—l;r?z,ml } ’

h)na+nb_1.<_nlsna+nb+nc—2

th
2 _ x Y z
- Mw GnI,ny,nZ,nl;ﬁi,m[ - ‘é;éfi,ﬁzén,,m[ - {Q(Cc + Cc + Cc)GnI,ny,n,,nl;'fr'L,m(—
T
- CC an+1ynyy71-z,nl?7-ﬁyml + an—lynyynzynﬁﬁiyml] - CCy [an,ny+1yHZynl;ﬁyml+ (446)

z
+ Gn,,ny—l,nz,nl;m,mz] - CC [an»"yynZvnt+1§Tﬁyml + an,ny,nz,m—l;fﬁ,mtJ} ’

Dmy=ng+np+n.—1

th

- A/Icw2an,ﬂy,nz,na+nb+nc—1;ﬁ1,mz = —géﬁ,ﬁiéna+nb+nc—l,mz -

- { (QC’: + QCé’ + Cg + Cl) an,ny,nz,na+nb+nc—1;77hm_

_ Cf [an+l,ny,nz,na+nb+nc~1?7ﬁvml + Gn,,-—1,ny,nz,na+nb+nc—-1;rﬁ,m¢] -

- 7 [an,ny+l,nz,na+nb+nc—l;ﬁ.mz + Gnr,ny—l,nz,na+nb+nc—1m'i,sz - (4.47)

z 1
- CCanynyy"zyna+nb+nc‘2§mvml Cl Gn:vny»nz+110;mvml } *

Zbog narusenja translacione invarijantnosti posmatranog sistema uvodi se delimi¢na prostorna
Furije transformacija po indeksima z,y i z (jer je po indeksu [ translaciona simetrija narusena)

1 . _
Gﬁ',n[;'ﬁi,m,(w) — W Z Gn;;m; e;[a:kx(nz—mz)+ayky(ny—my)+a(na+nb+nc)kz(nz—mz)+J] : (4.48)
k

gdeje N = NyN,N., k= {ks,ky,k:} i

(1. a (nl ) , Ny —my < ng
2. a®k.(ng — )—}-aa/bk , N —Mm =N,
3. a%k.(n, — )+aa/bk +abk(n1 mi—ng) , Mg <n—m<ng+n
4. a®k.(ng — 1) + a®’k,+
J = +abk (nb——l)-i-ab/ck , M — M ="n.,+mn
5. a%k(ng — 1)+ a®k.(ny — 1) + a*/%k,+
+ab/°kz+a k.(ng — ng — ny) , MNgt+ny<n—m<ng+ny+n,
6. a®k;(ne — 1)+ abkz(nb -1)+ ak,+
+a¥k, + ak,(n. - 1)+ a®/°k, , n—my=Tng+ny+n,

(4.49)
Njenom primenom na odgovarajule slojeve dobijaju se jednaline kretanja (4.41) u sledeéim
oblicima:
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a)n =0
[wZ —  4(Q2 sin “” =+ Q2 sin’ - y) 02 Qi,c] Gogm, +
+ Q2 ia LZG + Q —za“/csz _ ih 6 4.50
1;my A/c Ng+np+nc—=1;m; — o M, 0,m, ( By )
b)1<n <ng—2
2 z '
- th
+ Q2 ta szn(-H oy + Q2 1a szm ey = W‘Snl,ml (451)
c)ny=mng—1
E rkz . k
[wz —_ 4(921 Sln2 —2'_ + sz Sln2 Ey'Q_y) et 92 QA/b] Gna—-l;ml +
ey —{a® Zh
+ Qe PR G gimy + 02,670 R Gy gym, = T pf Onetim (4.52)
d) ny = ng
azks k
[uﬂ — 4(9%1 sin? 24 —5 + 92 n? ay2 24y - 92 Qa/B} Gram, +
ta —iqo/b th
+ 92 k’Gna+1 my Qa/B kZGna-—l;ml = ména,mz (4.53)
e)ng+1<n <ng+np—2
ks k
[wz - (Qb sin? az +Q n? ay2y) 2931} Gnym; +
) —iab lh [4
+ sze“‘ kZGnH.l;ml + nge kZGnl_l;m, = _2—7;]\/__[[,6”1’"” (404)
fYni=ng+np -1
azky k
[wz —  4(0} sin® — 03, sin ay2 2y - QF -~ Q2B/C] Gratnp=1m;
iab/ck. —iabk, h
+ QB/c - Gna+nb;mz + nge * Gna+nb—2;mz = 21 M, (5na+"b—1,mz (4'55)
g) n = ng+
2 2 2 Ockz 2 o2 Gyky 2 2
w - 4(951 sin ——2—- + ‘Qcy sin —2—) - Q’c; - Qb/C Gna+nb;mz +
_lab/c iak, lh -
+ Qb/c szTla+nb_l;m( + sze k Gna+nb+1;ml = W&na-*-nb,ml (406)
h) ng+ny+1<n < Ng + np + ne — 2
2 2 o k 2 2 yky 2
W 402 sin? EE 407 22) 202, | Grm, +
2 _iak 2 _—ia%k ih ==
+ che anH‘l;ml + che anl“hml = (4.01)

s
orM, ™
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ni=n,+ny+n.—1
2 402 s 2 Azks 02 s 2 ayky Q2 _q2
W= A, sin” == + ) sin ‘—2—) =0z, = Qe | Gratnptne—1im +
1h

2 Lia%k, 2 —iack, _
+ Qa/cew GO;mt + Qc;e " G"a+"b+"c-2?ml T oM 6na+nb+nc—lvml (4'58)
c

pri cemu su uvedene sledece oznake:

Cg/y/z e C;v/y/z e Cg:/y/z e
M,  Csivi=? M, baiwiz M, T Cafuix’
C, 9 Cs 2 Cs _ o2 C3 2 C1 2 C1 2
- i =Y qp =Qese g =B g =Wy 3= Yages 3= Qeyo

Dobija se sistem od n, + np + n. nehomogenih algebarsko-diferencnih jednacina, sa isto toliko
nepoznatih Grinovih funkcija. Ako ovaj model pojednostavimo, svodedi ga smenama:

= =a=a"=d=0""z=d=0a, , 4z =ay =a; =a;

o 3
e _ Yap
N Q=07 =0], =0 = a/ £ = ’2/ ; (4.59)
02 02
a/B B/c
. 0L =0} =0 =Q = ﬂ/ = 2L,
02 Q
b/C a/C
0 =02, = 0, = 02 = S —
v 1
na model proste kubne resetke i uvedemo oznake:
2 .
- w . g aky . aky) ih
= =z =¥y 2, - 4.
Qafbfec QZ/(,/C 4 <Sln 9 + sin 9 ) ,Ca/b/c 27TCa/b/c ’ ( 60)

dobijamo sistem jednaéina, &ija se determinanta moZe napisati u konciznoj formi izrazenoj preko
blok matrica:

Adla,e)  B(e)  Bt(a)
B¥(B) As(B,k) B(x) (4.61)
B(T]) B+(7) .Ac(’Y, 77) (nat+nptnc)x(natnp+nc)

pri éemu su elementi determinante slede¢e matrice:

[ 0o —a+1 eiaks 0o ... 0 0 0 ]
e~iaks 0a etk .0 0 0
0 e~itk: oL, 0 0 0
Adla,e) = . . : ) . . ) (4.62)
0 0 0 - 0o eleks 0
0 0 0 . e—mkz g? e:akz
- .0 0 0 ... 0 e oga-e+l]
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[0 0 ... 0 0]
0 0 ...00
Ble)=| . . . .. (4.63)
0 0 ...00
_ee"’"‘ 0 ... 0 O_nxﬂb

Nepoznatih n, + ny + n. Grinovih funkcija odredjuju se formulom

D,

D b
gde je Dy, determinanta promenljive, a D determinanta sistema. Polovi Grinovih funkcija
pomoéu kojih se odredjuje zakon disperzije fonona dobijaju se iz uslova da je determinanta sistema
(4.54) jednaka nuli [12].

Gm, =

4.3 Zakon disperzije fonona

Kako je uslov D = 0 analiti¢ki neresiv, ovde su izvriene numericke analize za neke konkretne
slucajeve. Model je dodatno uproséen pretpostavkom da su sva tri filma izgradjena od istovrsnih
atoma (uz zadrzavanje grani¢nih uslova), u kom slu¢aju je M,=My=M.ie=0,y=krin=a.
Ispitivane su razli¢ite kombinacije brojeva atoma ng, 1y nc, kao i promena odnosa konstanti
elasti¢nosti izmedju i unutar filmova, i to u dva slucaja.

1. Kada je veza izmedju atoma unutar slojeva jaca od veze izmedju atoma s grani¢nih povrSina
filmova (svi parametri jednaki 0.5).

2. Kada je veza izmedju atoma unutar slojeva slabija od veze izmedju atoma s grani¢nih
povrsina filmova (svi parametri jednaki 2).

Ova dva slucaja graficki su prikazana na slikama 4.4a-f i 4.5a-f, respektivno, pri cemu su na
ordinatama predstavljene redukovane fononske frekvencije (w/f), a na apscisama redukovani
talasni vektori duz z-pravca ak.(nq +n + nc)/7. Razmatran je samo centar prve Briluenove zone
(kz = ky = 0).
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QaA 60 b
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2
15
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1
1
02 04 06 08 T 0.2 0.4 0.6 0.8 e
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Q, A Qa“
2
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15
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1
—— 1
05
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a2 04 06 a8 ﬁ 0.2 0.4 0.6 0.8 1 >
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@, 9 a X
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2
2
15
15
1
1
05 _’_'_—_/—/- /____.—?‘
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a2 a4 06 as g 02 04 06 8 i
5 ke [n/123] o ky[n/12]

Slika 4.2: Zakon disperzije fonona za slucaj

kada su svi parametri jednaki 0.5

a)(3,4+4)= (3,0,8) = (3,8) ;
¢) (5,3 +3)=(5,0,6)= (5,6) ;

Slika 4.3: Zakon disperzije fonona za slucaj

b)
d)

kada su svi parametri jednaki 2
(3,44+5)=(3,0,9) =(3,9) ;
(6,3 +3) =(6,0,6) = (6,6)
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Slika 4.4: Zakon disperzije fonona za slucaj kada su svi parametri jednaki 0.5

a) (3,3,3); b)(4,4,4); ¢)(555); d)(3,3,10); e) (3,6,7); f)(4,5,6)
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. %a A ga A
2 2
15 _< 15
1 1
- 05

**** 02 04 0§ 08 , 6 08 1
N ke[n/9a] 9 ke[n/163]

02 04 06 08

1 0.2 0.4 06 08 1
b) kz[n/12a] ¢) k:[n/16a]
S o)
QA Q. A
2 2
15 15
-
\
B 1 -
—_—
05
02 0.4 06 0.8 1 g i 0.2 04 06 08 1
_ 0 kz[n/15a] ) kz[{r/15a]

Slika 4.5: Zakon disperzije fonona za slucaj kada su svi parametri jednaki 2

a) (3,3,3); b)(4,4,4); ¢)(555); d) (3,3,10); ) (3,6,7); 1) (4,5,6)
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Analizom prikazanih grafika uotene su sledeée karakteristike zakona disperzije fonona u su-
perredetkama®.

Provera teorijskog modela troslojne superreSetke mozZe se izvrsiti njegovim svodjenjem na
model superresetke sa dva filma. U tom smislu postoje dve mogucnosti (Slike 4.2 i 4.3):

1. izjednacavanje odgovarajuceg parametra izmedju bilo koja dva susedna filma sa jedini-
com, u kom slucaju se izjednatavaju i veze izmedju i unutar posmatranih filmova,
2. eliminacija jednog od filmova, izjednacavanjem odgovarajuleg broja atoma sa nulom.

Sa porastom energije (redukovane fononske frekvencije) fononska stanja se zgudnjavaju i
to za sve posmatrane vrednosti kombinacija brojeva atoma u slojevima superredetke, kao i
parametara, pri ¢emu je pojava izraZenija u slu¢aju slabije vezanih filmova (svi parametri
jednaki 0.5).

U slu¢aju sabije veze izmedju slojeva superreetke (svi parametri jednaki 0.5) dolazi do
potiskivanja energetskih nivoa unutar balkovske zone i to bez obzira na ukupan broj atoma
ng + My + N, unutar osnovnog motiva superresetke. Ako je veza izmedju slojeva jaca (svi
parametri jednaki=2), energetski nivoi bivaju izbaceni iznad balkovske zone.

U slu¢aju simetriéne superresetke (n, = n, = n.), dolazi do grupisanja po tri disperzione
grane, koje su medjusobno spojene u centru i na granici prve Briluenove zone.

Zakon disperzije je invarijantan u odnosu na permutaciju debljina filmova unutar jednog
motiva.

Na osnovu sprovedenih analiza nisu uoéene nikakve simetrije disperzionih grana, niti izra-
zitije pravilnosti u rasporedu i §irini dozvoljenih, odnosno zabranjenih energetskih zona.

U cilju egzaktnije analize ispitano je vise od 60 razli¢itih slu¢ajeva, a na graficima su ovde prikazani samo
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Zakljucak

U radu je najpre formulisan hamiltonijan opisane modelne strukture fononskog podsistema
superredetke i dobijen sistem jednatina za odredjivanje fononskih frekvencija, a potom su anali-
zirani energetski spektri fonona u superresetkama koje su izgradjene naizmeniénim ponavljanjem
tankih filmova istog materijala. Istrazeni su uticaji parametara superreSetke (odnos konstanti
elasti¢nosti unutar i izmedju slojeva filmova i broj njihovih atoma) na fononske spektre. Na
osnovu ovih analiza doglo se do sledeéih rezultata.

1.

Kao posledica narusenja translacione invarijantnosti duz z-pravca dolazi do cepanja ener-
getske zone (koja je kao i kod neogranicenih kristala kontinualna) na podzone razdvojene
zabranjenim energetskim zonama.

Kako je duzina motiva koji se ponavlja duz z-pravca superreSetke veca od medjuatomskih
rastojanja, mora se redefinisati 2-komponenta talasnog vektora fonona.

Sa porastom energije, fononska stanja se, u svim ispitanim slu¢ajevima, zgusnjavaju.

4. U slu¢aju simetri¢ne superresetke (n, = np = n.) sa istim atomima, dolazi do grupisanja

po tri disperzione grane koje su medjusobno spojene u centru i na granici prve Briluenove
zone.

U slucaju slabije veze izmedju slojeva superresetke, dolazi do potiskivanja energetskih nivoa
unutar balkovske zone, bez obzira na ukupan broj atoma unutar osnovnog motiva su-
perresetke.

Ako je veza izmedju slojeva superresetke jaca, dolazi do istiskivanja energetskih nivoa iznad
balkovske zone.

Zakon disperzije je invarijantan u odnosu na permutacje debljina filmova unutar jednog
motiva.

. Ispravnost fononskog modela je dokazana svodjenjem troslojne superredetke na dvoslojnu.
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