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Predgovor

Savremeiia nauka materijala istrazujc mogucnost ,,pojacavanja" odredeiiih (potrebnih) i ,,pri-
gusivanje" clrugih (iiepotrebnih) fizickih osobina. U tu svrhu su posebno ispitivani niskodimenzioni
kristalni sistemi (ultratanki filmovi, superresetke, tc kvantne zice i tacke).

Danasnji ra/voj telmike i tehnologije omogucava pravljenje ovakvih kvantnili sistcma, cksper-
imentalni rezultati su prisutni i iiierua oprema moze da ih prati, ali se u cloincnu toorijskih
razmatranja (modelovarija i analitickog resavanja) ostalo je dosta prostora za rad.

Najvcca poteskoca je upravo u slabo i neadekvatno primenljivom matematickom aparatu. U
ovom radu se pokazuje da se metode difereiicnog racuna uz odgovarajucu podrsku numerickih
proracuna mogu uspcsno primeniti na iznalazenje zakoiia disperzije i Grinovih fvuikcija fonona u
ultratankim kristalnini filmovima.

Fononi su osnovna elementarna pobudenja u fizic;i cvrstog stanja, odreduju sve rnehanicke
osobine sistema, ucestvuju u svini transportnim procesima definisuci prakticno sve relevaiitiie
karakteristike supstancije. U radu su odredenc osnovne termodiiiamicke velicine fononskog pod-
sistcma — Debajevi parametri koji karakterisu prvenstveno sva provodna svojstva kristala.

Ovaj diplomski rad je uraden pod mentorstvom prof, dr Jovana Setrajcica.

Novi Sad, 15.06.2007.

Velizar Monic
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1 U v o d

Za moderriu nauku o niaterijalima dan as je najznacajnijc precizno strukturirarije inaterijala
do dinienzija reda velicine naiiometara, posebno na polju elektronike, optoelektronike i visokotcm-
peraturske superprovodnosti. Teorijska i eksperiinentalna istrazivanja osobina uiskodinienzionih
sistema (superresetke, taiiki filmovi, kvaiitiic zice i kvantne tacke), postala su u posledujoj deceniji
veoma intenzivna, pa bi se moglo reci da predstavljaju jedari od udarnih pravaca istrazivanja u
savremenoj fizid kondezovaiie niaterije. Razlozi interesovanja za ovakve sisteme, kao realnije
strukture od neogranicenih, su mnogobrojni. Fenonieni povczani sa tako malim dirnenzijama
dovode do pojave novih i drugacijih. odnosno izmenjenih osobina materijala i specific-nib pojava
sto je interesantno ne samo sa fundamentalnog fizickog stanovista, vee su takve strukture od sireg
prakticnog znacaja.

Fononi predstavljaju osnovna pobudeiija u kristalinia i fononski podsistem je u njima uvek
prisutan, bez obzira na to da li se bio glavni uosioci mehariizama koji ,,proizvode" odredene
fizicke osobine, pojave i efekte u kristalnim strukturama javljaju elcktroni, eksitoni, feroelektroii-
ska pobudenja ili neki drugi vidovi elementaruili ekscitacija. Iz tog razloga, ispitivanjc udela i
uticaja fononskog podsistema na fizicke karakteristike materijala posednje veliki znacaj za tcoriju
cvrstog stanja, U ovom radu izvrsena je analiza fononskih spektara ultratankih kristalnih filmova
inetodom dvovrerncnskih temperaturskih retardovanih Grinovih fuukcija. Za resavanje ovog prob-
lema razvijen je i riiz drugih matematickih aparata (metod Hajzenbergovih jeduacina kretanja,
inalih perturbacija, talasnih funkcija ltd.), all je pomenuti fbrmalizam odabran iz sledecih razloga.

1. Iz opste teorije linearnog odziva sistema pozriato je da se formiranjeni jednacine kretanja za
Grinovu funkciju u opstem slucaju dobija nova funkcija Grina, ciji je red visi od recla polazne
funkcije. Sukcesivnirn ponavljanjem ove procedure dobija se beskonaciii lanac medusobno
povezanih jednaciiia za Grinove funkcije, koji se koriscenjem izvesne dovoljno dobre aproksi-
macije prekida na taj nacin sto se visa Grinova funkcija izrazava pomocu prve nize. Od ovog
pravila, rnedntim, izuzeti su tzv. ,,kvadratni" hamiltonijaiii, cije prisustvo obezbeduje da se
u jednacini kretanja ne pojavljuju Grinove funkcije viseg reda. Kao sto ce u daljem tekstn
biti pokazano, harniltonijan fononskog podsistema superresetke upravo j v takvog oblika.

2. Realni deo pola Grinove funkcije odreduje frekvenciju (a saniim tini i energiju) elenientarnih
ekscitacija koje se javljaju u sistemu, dok je reciprocna vrednost njegovog imaginarnog dela
proporcionalna vremeiiu zivota ovih ekscitacija (tj. kvazicestica).

Da bi se izucile posebnosti karakteristika foriona n ultratankiln filmovirna, rnoraju se prcthodrio
spomenuti te iste karakteristike u neogranicenim kristalnim strukturama i na osnovu toga izvrsiti
poredenje fundanieiitalnih karakteristika ovih struktura.
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2 Fononi u kristalima

Najjednostaviiiji oblik kretarija u cvrstom tehi jeste oscilatonio krctanje koustitvicnata od
kojih je sastavljena kristalna resetka (atoma, inolekula, odnosno jona) oko odgovarajucih polozaja
ravnoteze. Ukoliko se posmatrana kristalna struktura moze sinatrati iieogranicenom, oiida je
ovo oscilatonio kretanje atoina analogue prostirauju talasnih poremecaja (tj. elasticnih tala-
sa) kroz kristal. Ova cinjenica implicira niognenost uspostavljanja izvcsne fonualue analogije
izmedu mehaiiickih oscilacija srediiie i prostiranja elektromagiietnih talasa: naime, slicno kao
sto clektromagnetno polje vrsi razrncini energije sa clrugim sistemima u nedcljivim elementaruirn
iznosima hw (tj. fotoniina), energija vibracije kristaluc resetke takode je kvaiitovaiia, pri cemu
se kvant energije elastieiiog talasa naziva fononom. S obzirom da nikakav eksperhnent direktno
analogan fotoelektricnom efektu - koji prcdstavlja jak dokaz u prilog kvantovanja svetlosti - nije
do danas izveden sa fonouiina, postavlja se pitanje eksperimentalne potvrde njihovog postojanja.
Najvazniji dokazi ukljueuju sledece.

1. Udeo resetke u toplotnom kapac-itetu cvrstog tela uvek tezi nultoj vrcdiiosti kada tempera-
tura tezi nuli. Ovo inoze biti objasnjeno jediiio kvantovanjeni vibracija kristalne resetke.

2. X-zraci i neutroni se neelasticno rasejavajn iia kristalima, pri cenni proinene njihove (-iiergije
odnosno impulsa odgovaraju kreaciji ill aniliilaciji jeduog ili vise fonona.

Dakle, fononi opisuju oscilatonio kretanje u posinatranoj kristalnoj strukturi i - s obzirom da se
kristal u sniislu njegovih oscilatornih karakteristika uioze sinatrati sistemom povezanih oscilatora
- nvode se prilikom kvantnomehallickih analiza liiiearnog oscilatora, cija je energija data izrazom:

(2.1)

(2.2)

a prirastaj energije pri prelasku iz stanja n u stanjc n + I (tj. energija fonona):

En+i - En = f£l

Energija fonona, preko Si = ^C/M, zavisi od mase oscilatora M i konstante C koja karakterise
elasticnu silu oscilatora, a impuls inu je jednak p = Hk. S obzirom da svaki atom prilikom
oscilovanja trpi uticaje okolnih atoma i istovremeno i sarn utice na njihovo oscilovanje, fononi
u kristalnim strukturama ne inogu se smatrati kvantima oscilovanja pojedinacnih atoma,
predstavljaju elementarna pobndenja citavog kristala.

2.1 Fononi u neogranicenim strukturama

Potericijalna energija kristala na apsolutnoj nuli (tzv. zamrznuti kristal) data jc izrazom:

n — mi (2.3)
n,m

pri cemu je V(n — m) potencijal interakcije izmedu dva atoma na mestima n i m. Ako se temper-
atura povisi, atorni pocinju da osciluju tako da trenutni polozaj atoma ne karakterisu vise vektori
n i m, vec vremenski zavisni vektori

n + u(n, t) , m + u(m, t) ,

gde je u(n, t) = u(ii) pomeraj atoma iz raviioteznog polozaja il. Tada se mora izvrsiti i prelaz:

V(n - m) = V0(n - m) -> V { ( n - rn) + [u(n) - u(m)}} .
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S ob/irom da su na niskiin tcniperaturania pomeraji u(n) mali, koristeci standardnu teoriju inalih
oscilacija, funkcija V sc razvija u stepeni red po Dekartovim komponentaina un(n) vcktora u(fi)
oko polozaja raviioteze:

V {(n - m) + [u(n) - n(m)}} - Vu(n - m) +
a\n,m

\dV(n-m]
d(n — m)a

[un(n) ~un(m)

d'2V(n~
(2.4)

(« i J oznacavaju moguce projekcije vektora na ose Dekartovog sistema). Svaki atom lezi u
nekoj potencijalnoj jaini, pa iz uslova stabilnosti kristala sledi da je drugi sabirak s dcsnc strane
znaka jcdnakosti u izrazu (2.4) jednak nnli. Dakle, oscilovanje karakterise samo treci sabirak u
izrazu (2.4) - harmonijski clan. Ako se ovaj clan sumira po svirn cvoroviiria i doda niu se kineticka
energija y ^ Mun/1, dobija se oscilatorni hamiltonijari sistema:

gde su Cap(n - m) =

I

ctf);n,m

d'2V(n — m)
- Hukove konstante elasticnosti.

Posto sile koje deluju izmedu atoma u kristalu brzo opadaju sa porastom rastojanja | n ~ m
izmedu atoma1, to se izraz za potencijalnu energiju moze napisati ria sledeci nacin:

V(n — m)
1

n — m

Tada se izraz za potencijalnu energiju u (2.5) moze napisati u aproksimaciji iiajblizih suseda, koja
se sastoji u zamcni sumiranja n, m — > n, n ± A, gde A povezuje atom na mcstu n sa njegovim
najblizim susedima. Kako je iiitenzitet A za sve najblize snsede isti (idealan kristal!), koeficijent
CQft(X) ne zavisi od A. Na taj nacin oscilatorni hamiltonijan sistema postaje:

2.2 Formiranje fononskog modela

Mada u prirodi nema cistih izotropnih kristala. niti se oni mogu na danasnjem iiivou tehnolo-
gije proizvesti, izucavanje idealnih (beskonacnih) struktura korisno je zbog toga, sto se za osnovne
fizicke fenomene mogu izracunati njihove globalne karakteristike i dobiti ono sto se iiaziva - kvali-
tativna slika, a zakljucci dobijeni na taj nacin. kao i metodologija istrazivanja, mogu se prenositi
na neidealne strukture, a pre svega na kristalne strukture sa narusenorn translacionom siiiietrijoin.
Idc^alne beskonacne strukture su kristali sa osobinom translacione invarijantnosti u tri uzajamno
nekomplanarna pravca. Ovi pravci, koji se uvode u kristalogranji, ne inoraju biti uzajamno orto-
gonalni, pa se zato u teorijskoj fizici koridenzovane materije uvodi dodatni Dekartov sistem. Ovde
ce biti posmatran samo kubni kristal kada su kristalografski uvcdeni pravci uzajamno ortogonahli.

Lcnard-Dzonsov potencijal koji je proporcionalan AT l> — RT , najpogodniji je kod fonona u slucaju kova-
Icntnih i molekulskih kristala
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S obzirom na to, hamiltonijan sistema u aproksimaciji najblizih suseda (2.6) moze da se napise
u obliku:

(2.7)
cv;n a;n,\x,ny,nz+l)

gde je p — M u - impuls atoma kristala, a M - masa tih atoma. Drugi sabirak sa desne strane
znaka jednakosti predstavlja efektivni meduatomski potencijal interakcije (Veff).

v ' Da bi se shvatio pocetak primene mate-
matickog formalizma prilozena je slika 2.1,
koja analiticki prikazuje n-ti atom kristala

; u okruzenju svojih najblizih suseda. Radi
jednostavnosti, pretpostavlja se da se radi o

Jnx-l ,ny,nz) | prostoj kubnoj strukturi sa jednim atomom
po elementarnoj celiji (primitivna celija).
Vidi se da |A|/a moze jedino da uzme vred-

* \^J nosti: — 1 i 1. U skladu sa svim ovim, izraz
(nx,ny-l,nz) / J(nx,ny,nz) (nx,ny+l,nz) za fononski hamiltonijan moze da se napise u

pogodnijoj (razvijenoj) formi:

(X) (nx+l,ny,nz)

i
(nx,ny,nz-l) pri cemu su:

Slika 2.1: Atom u okruzenju najblizih suseda

Veff =

(2.8)

2M '
(2.9)

_,
a;nx,ny,nz

a;n

~ ua;nx,ny,nz +

\a;nx,ny+l,nz ua;nx,ny,nz

\a;nx,ny,nz+l ua;nx,ny,nz

\a;nx,ny— l,nz ~ ^•a\nx,ny^iz) (2.10)

Torzione Hukove konstante Cap su zanemarene u odnosu na konstante istezanja Ca = CaQ, a
operator! uafi i pa^ = Muafi zadovoljavaju standardne komutacione relacije:

,m 5 [«emi «/?, TO] = [Part, P(3, m] = 0 - (2.11)

2.3 Zakon disperzije fonona

Energetski spektri i stanja, kao sto je u uvodnom delu naglaseno, bice potrazeni metodom
Grinovih funkcija. U tu svrhu posmatra se dvovremenska temperaturska Grinova funkcija:

] )o • (2-12)

Dvostrukini diferenciranjem ovog izraza po vremenu i neznatnim sredivanjem, dobija se:

M -t

Uzimanjem t' = 0 i Furije transformacijom t —> u> poslednji izraz prelazi u jednakost:

f du - 0 ,
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koja jc zadovoljena /a:

•ih_ ,
~2TT "

I_
ih

(2.13)

Dalji poatupak odredivanja Grinovill funkcij a G("f-(u;), zahteva izracunavanje komutatora koji
figurisu u visim Grinovim funkcijama {{• •)) iz gornjc jednacine.

i ,y ,m= ' J "*~ \Pfl',m:r,m,),m~ ^ *eff\

I LP/9:'"T,fnj/,w^ ' v*o;'i.T,niy,«i ^a;rt.T+l,nw,/ 't i J J

"I" 2 [Pft^

~r 2 [p/9;

' [ '̂/^

~r~ 2 jW

•t V^ ^Q-ih > —L^, 9

/ ^ •X

J J V^Q;^^,/;,,,,/^

J J ^Q;n.T,nw,nz

j J J \^n]n.r,,n,/,ii,1!

l J J (v'^Q;n;r,".,,,n:

l ) \T,nv,rii

, ny,nz

"r"

~ — \ j =L

w(i;fi:r — l . / iy . r i j j ~r

"-aLn.n,nv + l,?iz J i

OfJ,Tfi ~ 07jTjmTO rj t f ini,,y ( 'r),,-l,m I j ('"•Q;n.r,ny,nz ~ 'ua;n.r,re,y,r(z-1 j J —

Ovde su iskoriScene komutacione relacije za pomeraje i impulse (2.11), kao i defmicija Kro-
uekerovog simbola. Dalje, uzimajuci u obzir:

/^* OL __ *^i a / /

i zamenom nadenih komutatora u jednacinu (2.13) sledi:

nv,nu,nz,mx,my,mt ^ -17' '•" «' » z ' •=

/^*Q _ ^ Q /~*a

— G n — G a — G a i

(2.14)

Prirnenom nove Furije transformacije (n, rn

- V p-'(»~
"-m ~ N e
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na jednacinu (2.15). te nakon neznatnih algebarskih operacija, ona prelazi u:

M
N 2TTJ\I

r
2 , rv^Q /0 ; NUL) + 2—- (3 — cos axKx — cos ayky — cos a z K z )

AI
= 0 .

Ova jednakost je ispunjena za:

(jj
— + 2 (cos axkx + cos ayky + cos azkz — 3)

ih

odiiosno:

G?
ih

UJ) =
LJa(k) — ua(k)

(2.16)

(2.17;

Odavde se, ocigledno, polovi Grinovih funkcija nalaze kada se imenioci izraza u uglastoj zagradi
izjednace sa nulom. Resavanjem tog uslova po u = uja(k) dobija se trazeni zakoii disperzije
fonona:

r-i /r\\^ / •Ea(k) = h ua(k) = 2Ea \ /sm . • 9
+ sin- (2.18)

gde je Ea = h£la = h-\/Ca/M . Zbog poredenja ove relacije sa odgovarajucom za film strukture,
zgodno ju je napisati u sledecoj (bezdimenzionoj) formi:

£a(k) = 2^H(kxky) + S(kz) ; £a(k} =
Ea(k)

(2.19)

, 0-yky
S ( k z ] = sin2 ̂  .

U aproksimaciji malih talasnih vektora k (k —

^. + ky + k^) i obelezavanjem: a ~ ax = ay = az

poslednja relacija se svodi na:

sto predstavlja tipican i poznat izraz za zakon dis-
perzije akustickih fonona.

Kvanti mehanickih pobudenja sa linearnim zakonom
disperzije, tj. osobinom

lim u}a(k) — 0 ,
AC^-^U

nazivaju se akustickim fononima. Analizom
kristala slozene strukture (sa a podresetki) dobija
se 3cr dozvoljenih frekvencija, od kojih tri uvek teze

k null kada k — > 0 (akusticki fbnoni), dok preostalih
3cr — 3 frekvencija zadovoljavaju uslov lim (jJa(k) ^ 0.

Slika 2.2: Akusticke (1) i opticke (2) Mehanicke oscilacije sa ovom osobino^m^iazivaju se
fononske grane optickim fononima.
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2.4 Gustina fononskih stanja

Funkcija spektralne gustine f'onona daje raspodelu broja fonona sa razlieitim eiiergijama na
skali frckvencije:

>«(w) , (2.20)

gde je 7tQ broj stanja u svini granama spektra (akustickim i optickim) za datu frekvenciju, a V
zapremina. U opstem slucaju, ova funkcija se moze izraziti kao:

3(T

dS 1
(2.21)

gde se poslednji integral nziiua po povrsini I Briluciiove zone, na kojoj je o;Q(fc) — const. Gustina
stanja se nioze izracunati ako je poznat zakoii disperzije LO = <jja(k). Tacke u kojima je grupna
brzina vf/ — |VwQ(A-)| jednaka null nazivaju so Van Hofovi singulariteti. U tim tackama dolazi do
pojave pikova na krivoj X>(w).

Gustina fononskih stanja se moze izracunati i nietodom Grinovih funkcija, a definise se preko:

gde je g^(<jj) spektralna funkcija Grinove funkcije. Ona se moze izraziti kao:

= 2 Re

i normira se na sledeci nacin:

gde u>D,A predstavlja Debajevu ill Ajnstajnovu frekvenciju.

2.5 Fononska termodinamika

Mehanicke, magnetne i diek^ktricne osobine kristalnih supstanci u velikoj nieri zavise od tem-
perature. Najocigledniji primer materijala kod kojih se elektricrie osobine drasticno menjaju sa
temperaturom iialazimo kod poluprovodnika, usled cega je za nesmetan rad visoko integrisanih
elektronskih aklopova od sustinskog znacaja odvodenje Dzulove toplote. U cilju odredivaiija oso-
bina i mogucnosti priinene pojedinih materijala neophodno je zriati odakle potice ova toplota,
kako je materijal prirna (tj. kolika mu je toplotna kapacitivnost) i kako se toplota prostire kroz
materijal (tj. kolika mu jc toplotna provodnost).

Termicke osobiiK1 kristalnih supstanci razjasnjeiie su - barern u opstim crtama - tek u prvim
decenijama dvadesetog veka primenom kvantne inehariike. Kao sto je vec ranije spomenuto,
kristal se moze posmatrati kao sistem medusobiio povezanih oscilatora. Pomeraj jednog cvora
kristalne resetke izaziva dejstvo sile na susedrie cvorove, a time i njihov poinak. Na taj nacin se
kroz kristal prostire deformacija. Ako je uzrok rijenog sirenja oscilatorno krctanje, deformacija ce
biti periodicna, tj. kroz kristal ce se siriti talasno kretanje. S obzirom na talasno-korpuskularni
dualizam, ovim talasima mogu se pridrnziti cesticna obelezja, tj. fononi odgovarajucih energija.
Ukupna unutrasnja (toplotna) energija kristala nalazi se u fononima. Pri toplotnom poburlenju
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kristala (tj. zagrevanju) njihov broj se povecava. tj. povisenje eucrgije kristala za fiui znaci pojavu
jednog fonona.

Toplotna kapacitivnost kristalne resetke defiuise se kao:

Ch =
dU_
9TJV

gde je U uuutrasnja energija kristala, S odgovarajura entropija, a T tempcratura.
Tennodinamicko poirasauje gotovo svih karakteristika kristala odreduju fononi, usled cega je

neophoduo proceniti njihov udeo u ukupnoj toplotnoj kapacitivnsti cvrstog tela, odnosrio toplotnoj
kapacitivnosti posmatranc kristalne strvikture (jer sc obracun vrsi po elemeiitarnoj celiji datog
kristala).

Energija sistema oscilatora razlicitih frekvencija uj(k) koji se nalaze u stanju termodiuamicke
ravnoteze, data je sa:

u =

gde je svako (n^) odgovarajucom funkcijom raspodele povezauo sa UJ^. Sunivi u ovoj relaciji
cesto je pogodno zameniti integralom: ako se pretpostavi da kristal poseduje P(u)rLj vibracija u
frekventnom intervalu od w do u + dw, tada je:

U = I diu'D(uj)(n(u}1T)}FuJj ; (n) =
I

gde je T> fononska gustina stanja definisana relacijoui (2.21). Toplotna kapacitivnost se odreduje
difercnciranjem (n(u,T)) po temperaturi, ali je prethodno neophoduo pronaci fononsku gustinu
stanja po jedinicnom intervalu frekvencija T>(u).

Pretpostavimo da sve tri akusticne grane spektra karakterise u dugotalasnoj aproksimaciji
linearni zakon disperzije wQ(fc) = v • k. Ova reladja vazi u izotropnoru elasticiiom koritinuuimi.
Da bi ona ostala na snazi i u kristalu koji posednje karakteristicnu atomsku strukturu, neophoduo
je da talasna duzina /vncnih talasa bude muogo veca od rneduatomskog rastojaiija (A 3> a). S
obziroin na vexu izmectu talasue duziiie i talasnog broj a u obliku:

* - T -
sledi da se Debajeva aproksimacija uspesno primenjuje na niskofrekventne oscilatore, odnosno u
oblasti malih talasiiih vektora. Smatrajuci, takode, da talasui vektori fonona leze u sferi radijusa
k I } , a ne u I Briluenovoj zoni, izraz (2.21) dobija jednostavuiji oblik:

3V

(2nY
sin 9 k2 dk 5(u - vk) =

0,

<"L
>UJ,

(2.23)

gde je3: 3 v 3 — 'Ue 3 + 2vt 3, a WD - Debajeva frekvencija, koja se odreduje preko rriaksimalne
vrednosti talasnog vektora u prvoj Brilueuovoj /oni. Ako posinatrani uzorak sadrzi N elernen-
tarnih celija, tada je ukupni broj stanja akustickih fonona jednak N, a Debajeva frekvencija se

Pod ovim pojmom obicno se podrazumcva toplotna kapadtivnost pri konstantnoj zapremirii. Indeks ,,fo" ukazujc
na to da se radi o balku, odnosno neogranicenoj kristalnoj strukturi.

Uzimamo n obzir da se pored longitudiiiatnog mogu javiti i dva mcdusobno nornialna transverzalna talasa i da
njihove brzine u opstetn shicaju - ne moraju bit! iste. Iz tog razloga nvoditno srcdnju brzinu definisaiiu relacijoui:
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odreduje iz uslova normiranja:

TV == /

(broj cvorova resetke jediiak je broju fononskill stanja). odakle je:

v . (2.24)
u,

Maksimalna vrednost talasnog vektora u I Briluenovoj zoni (Debajev talasni vektor) inoze se
odrediti na osnovu prethodno uvedene aproksimacije da talasni vektori fonona leze u sferi radijusa
kD, na osnovu cega proizilazi:

v =
te je:

r TT (akbDY ^ a 3 AA; x AfcAfc z -
O \

x j / z

Uporedivanjem gornjih jednaciria zakljucujenio da je:

3/7; 9
VOTT'1

(2.25)

Preko Doha j eve frekvencije uvodi se i njoj odgovarajuca Debajeva temperatura poinociu relacije:

gde je kB Bolcmanova konstanta, odakle je:

rr^

"~ kc

hvk

ak,
(2.26)

Procena reda velicine Debajeve temperature rnoze s(> dobiti uzimajuci da je kD ~ 10 cm i
(JOD ~ 10 s , na osnovu cega sledi: TD ~ 10 K. Debajeve temperature (T < 10 K) su takve da
se moze pretpostaviti da akusticke grane poseduju energije proporcionalne talasnom vektoru:

tiua(k) — hvak za akmax ~ 0, 1 ,

gde je va ~ brzina zvuka odgovarajuce grane oscilovanja, recla velicine va ~ (103 -i- 105)m/s, ako
je a « 10~10 in.

Prema (2.23), unutrasnja energija je sada:

U =

Ako se - radi jednostavnosti -- pretpostavi da je fononska brzina nezavisna od polari/acije,
prcthodni izraz nmozi se faktorom 3 i dobija:

U -
-*- n

dx , (2.27)
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gde je N broj atoma u datom uzorku, x —

U granicama niskih temperatura, kada xn

iz tablica integrala [10]:

T-t ;i

oo, vrednost integrala u relaciji (2.27) u/ima se

_ j
7T

15

pa je:

te se za toplotnu kcipacitivnost dobija izraz:

(2.28)

tj. toplotna kapacitivnost pri niskim temperaturama sraxmcrna je trecem stepenu temperature,
sto je u saglasnosti sa cksperimeritalnim rezultatima i predstavlja tzv. Debajcv T'3 zakon.
U dlju uporedivanja ove vrcdnosti sa vrednostinia dobijenim za filni-struktiire, superresetke i
kvantiu; zice, pogodiio je toplotnu kapacitivnost obracunati po jednoj elemciitarnoj celiji kristala:

1 dU

na osnovu cega se iz (2.28) dobija:

N dT

— ) = C • T3T ] — "~'o J
-*- n

(2.29)

127T4 T
gde je: C0 = —~ fcfl, a T = —.

D J^
Jednostavnost Debajevog prilaza sastoji se u tome da se ceo termodiiiamicki aspekt fonona u

kristalu izrazava preko jednog parametra 9D — kuTD. Debajeva temperatura igra vaznu ulogu u
teoriji oscilacija kristalne resetke i eksperirnentalno se odreduje mereiijem toplotne kapacitivuosti
na niskim temperaturama. Ona odvaja niskotemperatursku oblast, gde se mora koristiti kvantna
statistika, od visokotemperaturske gde vazi i klasicna statisticka mehanika. Za razlirita tela 0D

je razlicita, ali sva tela pokazuju istn zavisnost toplotne kapacitivnosti i entropije od redukovane
temperature T /TD .

Uprkos aproksimacijama, ova — Debajeva teorija se slaze sa eksperimeiitirna. Pri niskim tem-
peraturama specificna toplotna kapacitivnost i eiitropija se ponasaju ~ TA. Time je kvantna
teorija objasnila odstnpanje klasicne teorije od eksperimenta.
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3 Fononi u kristalnim filmovima

Tanki kristalni filmovi predstavljaju ogranicene kristalne strukture kod kojih se uslovi na
granicama razlikuju od onih u unutrasnjosti, tj. translaciona simetrija narusena je duz pravca
normalnog na film (z-pravac).

Z

SPOLJASNJA SREDINA

SUPSTRAT

nz=Nz+l

nz=Nz-l

n7=l

nz=-l X/Y

Slika 3.1: Poprecni presek (u X/Y — Z ravni) modela kristalnog filma

Ako unutar filma (izmedu granicnih povrsina) nema nikakvih deformacija (narusenja) kristal-
ne strukture (kristalna resetka je bez primesa, vakancija i si.), onda se on naziva idealnim filmom.
U suprotnom, ako ove deformacije postoje (npr. kao posledice dopingovanja stranim atomima),
tada se ta struktura naziva deformisanim filmom.

3.1 Analiza fononskog modela

Posmatra se idealni4 tanki film kubne kristalne strukture nacinjen na supstratu nekim teh-
nicko-tehnoloskim postupkom (naparavanjem, spaterovanjem i si.), ciji su osnovni kristalografski
podaci:

10 Nz ~ 10 ;

~ n,n±\ nz,nz

= CNz+1,Nz = (1 + 7)C , C-1,0 = C0,_i = (14- e)C ; e, 7 > -1 ,

gde je nz - indeks resetke duz 2-pravca i nz e (0, 1, 2, • • • , Nz). Na osnovu toga, o modelu se
moze zakljuciti sledece.

1. Kristalni film poseduje dve beskonacne granicne povrsine paralelne XY - ravnima i to za
z = 0 i z = L, dok u z - pravcima ima konacnu debljinu (L).

2. Duz z - ose locirano je 7V2 + 1 atoma.
3. Torzione konstante Ca@ zanemarljive su u odnosu na konstante istezanja Ca.

4Pojam - idealni, koristi se u smislu nenarusenja kristalne strukture (bez prisustva defekata, primesa i si.), a ne
u smislu njene prostorne neogranicenosti.
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4. Sinatra se da atoini, koji pripadaju granicnim slojcvinia prikazanog tankog filnia, intera-
guju sa spoljasiijom sredinom, be/ obzira na to sto duz 2-pravaca i'znad gornje i ispod donje
granicne povrsine nema atoma (motiva, evorova) filiua, ali sn graniciii atoini ,,spregnuti"
izinenjeniin Hukovim silama za atome srcdine, odnosno supstrata. U skladn sa napred nave-
deiiim uslovima, koristante elasticriosti koje opisuju interakciju atoma graiiicnih povrsina sa
spoljasnjim sredinama (supstrat i npr. vazduh). modifikovaiie su odgovarajuchn koeficijen-
tima e i 7.

Uzimajuci n obzir uslove Cj — C ', (j — 1, 2, • • • , Nz — 1, Nz) i cinjenicu da su slojevi za nz < — 1
i za nz > Nz + 1 odsutni, nioramo obracunati i slcdece:

ua;nx<ny,j = 0 ; -1 > j A j >Nz + l- (j £ [0, A^]) ,

C-i = ( l + e ) C ; CNs+, = (I + 7) C .

Kada bi bilo: C_i — CNZ+\0 (e = 7 = — 1), tada bi graniciii atonii za nz — 0 i n, — Nz bili
,,zamrznuti", tj. javio bi sc efekat ,,krutih zidova", a ako bi vazilo: C-\ CN,+\ C (e ~ 7 —
— 0), bio bi to efekat ,,slobodnih povrsina".

S ob/jirom na definisani model, haniiltonijan fononskog podsistcuna opisaiiog filma u aproksi-
maciji najblizih suseda ima isti oblik kao i kod neograiiicenih kristala - izrazi (2.8) — (2.10), ali
ga je, zbog postojarija granicnih slojeva, zgodno napisati n razdvojeiiom vidu:

H=T + Vjf + V t . f f , (3.1)

gde jc T - standardan kineticki clan. Potencijal koji ukljucuje iiiterakcije sa granicnim slojevima
je oblika:

^ E 2

+2

~ l,n,,,0 ~ ua:n.,r,n,j,o) (3-2)

Potencijal sa interakcijama koje obuhvatajn unutrasnje slojeve je onda sledeceg oblika:

" e f f £
rx;n;r,n,j

/ _. ~r

2

E / ^

nz=2

ot;nT,na,nz

, — 1 ~~ un;nx,n,j,n~

Zakon disperzije fonoiia i u ovom slucaju se rialazi, kao i u prethodnoj glavi, metodom Grinovih
fuiikcija, trazeci Grinovu funkciju istog oblika kao i (2.12) pomocu jednacine kretanja (2.13). Za
razliku od (jednostavnije) situacije za idealne strukture, ovde se inoraju izracunati odgovarajuci
komutatori, odnosno odrediti Grinove funkcije posebno za atome granicnih slojeva, a posebno
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za atoirie iz unutrasnjosti filma. Koristeci u prcthodnoj glavi navodene standardnc komuta-
cione rclacije za pomeraje i impulse atoina (2.11), kao i ostale neophodiie osnovne defmicije,
izracunavaju se potrebui komutatori iiiipulsa i hamiltonijana.
Za donju gramam povrsiiiu za kojii je mz — 0:

:,.jn,j + l,0 ~ U(J:m:r.,m,/-l,Q\

za 1 < mz < Nz - 1,

(6 'U^,7,ir,m,,,m; ~

(3.4)

(3.5)

i konacno, /a gornju granicuu povrsinu za koju je mz — Nz, dobijarno:

] = -ih Ca [(6 + 7) 'U/]-,m:,,mu,N~, -

— Ufl-.m:r,rn,/,N1-l ~ '»'/3:»n.r + l,m!/,A': ~ (3.6)

Zameiiom nadeuih komutatora u (2.13) i prehiieiiovanjem 3
- za nz — 0,

a ; rn — > n, dobija se:

— MiJ Gn:r,nufl;m:,.,ri

— C1 \{('\ t?\ ' a^d \ i & / l-rnT,n

_ / - 1 <\r — l,n!/,0:7«.r,imM,

- za 1 < nz < Nz ~ 1,

(3.7)

= - — 5 5 6nT.,nv,nz;mT.,r>hj,m. ^ n^,mx ny.my nz,mz

f~1 ft S~1 (1 /*~T ft __ X~T Q

- za nz — NZ,

a _ _^A

- Ca f (6 + 7) G£tnyiNs.mr,mvimz~ Gr"r,nv,JV,-l;m,,m!,,r,(z ~ Gna, + l,nv ,JV i ;m,,m,y ,m s ~ (3'£

Prinienom delimicne (zbog narusenja translacione sirnetrije saino duz z-pravaca) Furije trans-
fonnacije:

(3.10)
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iia sistem jednacina (3.7) — (3.9), i nakou istovetnih algebarskih opcracija koje su iskoriscene na
odgovarajucem mestn n prethodnoj glavi, dolazi se do relacija na osnovu kojih se inoze uspostaviti
sledeci sistein algebarskih diferenciiih jednacina:

G a i „ (v /~i Q
0,m; + Ok Cjl,m,

G O: i _ a
l,m= + 0k

G Q
nz-\,mz (3.11)

G c* i d / ~ ^ a I / ^ Q
Nz-'A,m, + ft: ^^-2,01- + ^Af^-^m;
G o i ^ a / ~ * a I ^ ^ Q

N;-2,rnz "r ^fc t- rA r=-l,Tfiz ">" ^/V^mj

^Nz-l,m= + (ftf ~ 7) Gfi^mz — K.

gdc su: G£.mz = G.^mz(kx,ky;u),
ih

o ah,
4 sin2

Sistem jednacina (3.11) iirui resenja koja rnogu da se prika/u u obliku Ga,b — Da/D,
odgovarajnca zanienska, a D determinaiita sisteina (obe kvadratnc):

(3.12)

gdeje Da

Q - £

I

0

0
0
0

1
Q
1

0
0
0

0 •
1 •
Q •

0 •
0 •
0 •

• 0
• 0
• 0

• Q
• I

• 0

0
0
0

1
Q
1

0
0
0

0
1

0-7

(3.13)

3.2 Spektri fonona u filrnu

U skladu sa osnoviiim zadatkom ovog istrazivanja, a to je odredivanje spektra dozvoljeiiih
fononskih energija, koji se dobija iz (3.12) i na osnovu osobina Grinovih funkcija, potrebno je da
se odrede polovi trazenih Grinovih funkcija. Jasuo je da se ovo svodi iia odredivanje korena (nula)
determinante (3.13), odnosno resavanje jednakosti:

= 0 = 1,2,3, ... , (3.14)

Ovaj xadatak u ops tern slncaju nije analiticki resiv (inoze se r(\siti nuiriericki za zadate parametre:
£, 7 i Nz).

U slucaju modela slobodnih povrsina, kada su: £ — 7 = 0, ovaj problem ima analiticko resenje:

= Q (3.15)

Determinanta (3.13) sistema jednacina (3.11) se izrazava direktno preko karakteristicnih polinoma
Cebiseva reda Nz. Iz uslova (3,14) slcde nule Cebisevljevih polinoma, a uzimajuci u obzir i izraz
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(3.12), jednostavnim algebarskim transformacijama dolazi se do izraza koji daje zakon disperzije
fonona u taiikoin (strukturno nedeformisanoni) filmu:

?(k) = - = 2 \/R(kx.ky) + Sv(kz] ; (3.16)

ak 2 dKiii
R(kx, ky) = sin" + sin —- ; Sv(kz) = sin

Na ovaj nacin, izraz za moguce energije fonona po formi je isti kao izraz (2.19) dobijen za idealiie
neogranicene strukture, s torn razlikom sto je tamo kz prakticno koritinualno promenljivo (u
intervalu [0. TT/CI}) kao sto su kx i ky, a ovde je izrazito diskretno:

M") = -TT^a Nr +
= 1,2,3, . . . ,NZ + 1 . (3.17)

Pored toga, uocava se da je: k™n = k™m = 0; Kfm = fcz(i/ = 1) == f j^ > 0, posto
je u pitanju taiiak film, odnosno Nz <C (NX,NV), i: k™ax -- fc™ax = f ; lfax = kz(u =
Nz + 1) — f ^4^ < ~- Izmedu minimalne i maksimalne vrednosti za /c2, pa prema tome i za

£v(k], postoji jos Nz — 1 diskretnih vrednosti . To znaci da fononi u tankim filmovima poseduju
,,donji" energetski gep:

A = Amrn - £?(kx - ky = 0,kz= k™n) = 2 sin (3.18)

kao i ,,gornji", ali fizicki manje interasantan gep.
Na osnovu ovih rezultata zakon disperzije (3.16) graficki je prikazan iia slici 3.2 i to: za idealne

beskoriacne strukture (2.19) - isprekidanim linijama, izmedu kojih je on koritinualari, i za tanki
film (3.16) - punim linijama. on je diskretan.

1.5 2 R

Slika 3.2: Fononski spektar £ = £v (R) i parametrom S(v}

Primetni su gepovi i energetska diskretnost (za film), koji su iskljuciva posledica postojanja
prostornih granica.

Ukupan broj mogucih vrednosti kvaziimpulsa kz jednak je broju energetskih i dvodimenzionih podzoria: Nz + l.
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3.3 Gustina fononskih stanja

U cilju odredivanja gustine fononskih stanja tankog kristalnog filina primenicerno isti rozon koji
je sproveden prilikoin termodiiiamicke analize neograiiicenih sistcina (odeljak 2.4). U tu svrhu
moramo najpre redefmisati Debajevu frekvenciju (w{,) i njoj korespoiidirajuri talasni vektor (A:-^)
za slucaj opisanog modela filina.

Translaciona siinetrija filma narusena je duz z—pravca, te je:

Sada je:

i konacno:

V -

r TT TTI 2yr
"'}•/); ^ i ^ Afc — Afc =

'•' L a aJ " o,

1 TT N, + 1 TT] A N
— v, A I.

Nz + 2 a Nz + 2 aJ " ^ -

f 4 f lf\* 3^2 /
J T; TT a«p _^ /,/ Vtjvr 3/•A v ^ -* /fc» a y

6 / ^

z K

f 2 ri

~ivr^
Nz + 2

2 (7V3 + 2) '

gde je kb definisano relacijoni (2.24). Odavde sl(Ydi da je:

fcj, y 2 ( W 2 + 2)

Gustina fononskih stanja u fihrui iznosi:

odriosno:

(3.19)

WxNvN!a? } . n ,n 7 , _ [ , _ 2 „ r / . _.„ 3/V^/V/ a3

/

/* r
sin 0(19 I d(p I k'2 dk 5(uj - vk) =

27T2

a Debajeva frekvencija se odreduje iz uslova normiranja:

(3.20)

/;' + 1

WD =

na osnovu cega proizilazi:

= feD U
TV/

(3.21)

(3.22)

odnosno: u^ > u;^. Dakle, Debajeva frekvencija u tankom kristalnoin filniu ima iiesto visu

vrednost u odnosn na neogranicenu kristalnn strukturu. Na primer, za Ni — 3 je w^ — 1,1 • w^,

dok se u limesu AT/ —> oo dobija da ujf -^ ujh , sto je i ocekivan rezultat.
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Trazeiijem odnosa gustine foiionskih stanja u idealnoj i film-strukturi, i to upravo na Debaje-
vim frekvencijama:

Nl
(3.23)

dobija se da je popular!] a fonoiia u filmu innogo manja nego u odgovarajucoj idealnoj strukturi,

)«P^«) , (3.24)

jer je N? ~ 10s, a Nl ~ 10. Naravno, ovo vazi uz pretpostavku da je brziiia zvuka u obe sredine
ista, tj. da je Vb ~ Vf,

Kako su fononi sa Debajevim frekvencijama odgovorni za elektricno i toplotno transportiia
svojstva materijala, iz izraza (3.23) i (3.24) sledi da ce film struktura biti slabiji elektricni i toplotni
provodiiik od odgovarajucih masivnih struktura, ukoliko inedu njima nema hemijskih, odnosno
strukturnih razlika.

3.4 Termodiriamika filma

Uniitrasiija energija taiikog kristalnog filma izracunava se pomocu jednacine:

U =

iz koje se - na isti naciii kao sto je to ucinjerio za lUHtgraniceiie kristalne strukture - dobija da je:

T

ie-je. — —- — —z - , — ^ , , D — ^ D —

U granicama niskih temperatura, kada x^ -^ oo, sledi:

7T

(3.25)

pa je:
T

T̂-
te se za toplotnu kapacitivnost taiikog kristalnog filma dobija izraz:

3

Toplotna kapacitivnost obracunata po jednoj elementarnoj celiji kristala iznosi:

(3.26)

(3.27)
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127T4 T
gde je: C0 = -y- kB, a 7} = —j.

Uporedivanjem ovih vrednosti za neogranicenu i film-strukturu, dobija se da je:

c;

sto na osnovu (3.22) iznosi:
C1*
LL
c:

N

Nl + 1
(3.28)

C

Slika 3.3: Toplotna kapacitivnost balka i filma

Dakle, u podrucju niskih temperatura toplotna kapacitivnost filma poseduje nesto nizu vred-
nost u odnosu na onu kod masivnih uzoraka.
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4 Z a k l j u c a k

U radu su istrazeni i analizirani energetski spektri (inoguca energetska staiija) fonona u kristal-
iiiin idealnim beskonacnira, tj. iieogranicenim i u jako ogranicenim stukturama (ultratankim
filmovima), sa priniitivnom kubiioin resetkom. Na osnovu ovoga se doslo do sledecih vaznijih
rezultata.

1. Ove analize su pokazale bitue ra/dike u zakonu disperzije fouoiia it pomenutirn sisteniima, kao
iskljucive posledice poatojanja graiiica odgovarajuce strukturc, u kojima energetski spektri
poseduju energetske gepove. Veliciiie gcpova zavise od dimenzija nzoraka (debljine filrna) i
veoma brzo - prakticno parabolicki, opadaju sa rijihovim povecanjem.

2. Postojanje granicnih uslova inia za posledicu promciiu energetske zone fonona. U odnosu na
zonu dozvoljenih energija ideahiili struktura sa prakticno kontinualiiim rasporedom, zona
fononskih dozvoljenih energija u filmu je izrazito diskretiia. Ona se sastoji od dvodimen-
zionih podzona. U svakoj od podzona energija uzima kontinualne vrednosti. Povecanjem
broja slojeva filma povecava se broj diskretnih staiija umitar zone dozvoljenih energija.

3. Spektri fonona u nlm-struktununa poseduju donji (kao i j<;dan gornji) energetski gep. Posle-
diea postojanja dorijeg energetskog gepa inoze da se turnaci na sledeci nacin: on odgovara
cnergiji osnovnog stanja fononskog sistema i predstavlja najmaiiju energiju koju treba uloziti
da bi se u filmu pojavili akusticki foiioni (optickog tipa). Sve do te energije (aktivacione
temperature) fononi se mogu nalaziti sarno u nekim od vezanih stanja, npr. sa elektroninia
u Kuperovim parovima. Do te temperature ceo sistcm se ponasa kfio zamrznut.

4. Gustina fononskih staiija se drasticno smaiijuje pri redukciji dimcnzija strukture, tj. inia
mnogo iiianju vrednost u filmovima nego u neogranicenim strukturania. To znaci da se
u ograriieenim strukturania fononska pobudenja slabijt^ (sa manjim intenzitetom) javljaju.
Debajeve frekvencije imaju nesto vise vrednosti u ultratankim filinovima, sto znaci da je
fononska zona izdignuta ka visim frekvencijama.

5. Sve razlike izmedu posmatranih (neograniconih i ogranicenih) kristalnih sistema su izraze-
iiije, sto je film taiiji i iscezavaju kada debljina filma tezi beskonaciiosti.

6. Na relativno niskim temperaturama toplotna kapacitivnost ima iiize vrednosti u taiikim fil-
movima nego u rnasivnim uzorcima, sto jt; u skladu sa cinjenicom da je energija pobudivanja
fonona u filmu veca od one u l>alku.

Kako su fononi sa Debajevirn frekvencijama odgovorni za elektricno i toplotno trarisportiia svo-
jstva materijala, iz ove analize sledi da ce film-struktura biti slabiji elektricni i toplotiii provodnik
od odgovarajucih masiviiih struktura. ukoliko medu njima nenia hernijskih, odnosno strukturnih
razlika.
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