EMATy,,
am S °,
STI0L & fmm
£ s T W 5
B S T N
‘?QBH Up&‘ PLANTY

Univerzitet u Novom Sadu,

Prirodno -matematicki fakultet,
Departman za fiziku

Primena semi-Lagranzeve
advektivne Seme na modelovanje
pasivne advekcije na sferi

Master rad

Autor: Velibor Zeli
prof. dr Milica Pavkov-Hrvojevié

Mentor:

Novi Sad, 29. septembar 2015



Ovim putem Zeleo bih da izrazim svoju zahvalnost dr Iliji Arseniéu na
ukazanoj pomoci pri odabiru teme 1 izradi ovog master rada.

Medutim, bez podrske porodice ovaj master rad ne bi bio mogué, kao ni bez
Brankice koja je tmala strpljenja za mene tokom ovih poslednjih par godina.
Vas doprinos je u ovom radu moZda neprimetan ali ujedno i nesamerljiv.

Velibor Zeli, septembar 2015.



Sadrzaj

1 Teorijski uvod 4
1.1 Advekcija . . .. ..o 4
1.1.1  Ojlerov pristup za problem advekcije . . . . ... . .. )

1.1.2 Lagranzev pristup za problem advekcije . . . . .. .. 7

1.2 Semi-Lagranzev pristup za problem advekcije. . . . . . . . .. 7
1.3 Odredivanje trajektorije deli¢a vazduha . . . . . . . . .. . .. 11
1.3.1 Trajektorijeuravni . . . . .. .. ... ... ... 11

1.3.2 Trajektorije na povrSini sfere . . . . . . . ... ... .. 13

1.4 Interpolacija . . . . . . . . ..o 16
1.4.1 Lagranzev interpolacioni polinom . . . . .. .. .. .. 16

2 Numericki testovi 19
2.1 Numericki testoviuravni. . . . . . ... . ... ... ... .. 19
2.2 Numericki testovi na povrsini sfere . . . . . . . .. ... ... 21

3 Zakljucak 33
Dodatak 35
A Jednacine za trajektorije na sferi 36

B Definisanje polja vetra na sferi 37



Slike

10

11

12

Sematski prikaz uzvodne SL advektivne Seme sa tri nivoa [1].
Prava trajektorija (puna linija) i aproksimirana trajektorija
(isprekidana linija) deli¢a koji pristize u ¢vor mreze x,, u tre-
nutku vremena t, + At. . . .. 8
Oblik polja vetra koji advektira fluid u ravni. Ilustrativno,
slika prikazuje oblast 21 x 21 tacka, dok u modelu ima 51 x 51. 20
Inicijalna vrednost polja temperature u testu rotirajuceg ci-
lindra (n; = 0), vrednost polja temperature je svuda 0°C osim
u okviru cilindra gde je vrednost 1°C. . . . . . . ... .. ... 22
Gornja slika predstavlja rezultate uzvodne SL advektivne Seme
nakon perioda pune rotacije (n;=49) pri koriséenju bikubne in-
terpolacije u svakom vremenskom koraku za odredivanje polja
vetra i polja temperature. . . . . ... .. ... ... 23
Gornja slika predstavlja rezultate uzvodne SL advektivne Seme
nakon perioda pune rotacije (n;=49) pri koriséenju bilinearne
interpolacije u svakom vremenskom koraku za odredivanje po-
lja vetra i polja temperature. . . . . . .. ... 24
Rezultati uzvodne SL advektivne Seme za test rotirajuceg ci-
lindra. Trajektorije su racunate pomocu egzaktnih izraza za
rotaciju cilindra, a koris¢ena je bikubna interpolaciona metoda. 25
Inicijalno polje temperature ima oblik prstena koji se nalazi na
ekvatoru, vrednost polja van oblasti ekvatora je 0°C. Perspek-
tiva leve slike:(A = 0°,0 = 40°), perspektiva desne slike:(A =
70°0 =20°). . . . . 28
Rezultati uzvodne SL advektivne Seme na sferi pri koriséenju
bikubne interpolacije za tri razli¢ita vremenska trenutka (n;)
iz perspektive (A =0°,0 =40°). . . .. ... ... ... ... 29
Rezultati uzvodne SL advektivne Seme na sferi pri koriséenju
bikubne interpolacije za tri razli¢ita vremenska trenutka (n;)
iz perspektive (A =700 =20°). . . . . . ... ... ... ... 30
Rezultati uzvodne SL advektivne Seme na sferi pri koriséenju
bilinearne interpolacije za tri razlic¢ita vremenska trenutka (n;)
iz perspektive (A =0°,0 =40°). . . .. ... ... ... ... 31
Rezultati uzvodne SL advektivne Seme na sferi pri koriséenju
bilinearne interpolacije za tri razli¢ita vremenska trenutka ()

iz perspektive (A =70°60=20°).. . . ... ... ... .. ... 32



Sazetak

Pasivna advekcija je jedan od centralnih procesa u meteorologiji.
Kretanja vazduha u atmosferi dovodi do preraspodele i deformacije
polja razli¢itih veli¢ina u atmosferi (temperature, vlage, koncentracije
aerosola, itd.) samim tim Sto vazduh koji se premesta sa sobom nosi
sve svoje osobine. Razli¢iti pristupi iz mehanike fluida su kori$¢eni za
reSavanje ovog problema, ali se pokazalo da svaki ima svoje prednosti
i svoje mane. Opisana su dva najceS¢e koriS¢ena pristupa za reSavanje
problema pasivne advekcije: Ojlerov i Lagranzev pristup. Medutim
kao $to ¢e biti objasnjeno oba pristupa imaju svoje nedostatke koji
se mogu prevazi¢i koris¢enjem semi-Lagranzevog (SL) pristupa. SL
advektivna Sema koristi dobre osobine Ojlerovske Seme, pravilnu mrezu
tacaka, i Lagranzev pristup rac¢unanja trajektorija dolaznih tacaka. Na
ovaj nacin pokazano je da koriS¢enjem SL advektivne Seme mogu se
dobiti dobri rezultati pasivne advekcije u slu¢aju kada je narusen CFL
(Cournat-Friedrich-Levi) kriterijum, koji je osnovni uslov stabilnosti
u Ojlerovskom pristupu modelovanja advekcije, a ujedno je i glavni

nedostatak ovog pristupa.

1 Teorijski uvod

1.1 Advekcija

Meteorologija je nauc¢na disciplina koja u svom domenu ima znacajan
presek sa fizikom fluida, fizikom kontinuuma, time $to je centralna tema
meteorologije proucavanje fizickih zakona u fluidu. Neprestana dinamika u
atmosferi, ¢iji je pokreta¢ energija Sunca, dovodi do kretanja vazduha na
veé¢im ili manjim prostornim razmerima usled ¢ega se transportuju razlicite
fizicke veli¢ine u atmosferi (temperatura, vlaga, pritisak, koncentracija aero-
sola, itd.) koje dalje imaju veliki uticaj na buduéi razvoj vremenske situacije.
U realnom slucaju, kretanje vazduha u atmosferi se odvija u tri dimenzije.
Medutim zbog znacajne razlike u intenzitetu brzine kojom se vazduh krec¢e u
horizontalnom pravcu (~ms~!) u odnosu na kretanje u vertikalnom pravcu

(~cms™1), pri analiziranju kretanja u atmosferi razlikujemo horizontalno
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kretanje vazduha u odnosu na vertikalno kretanje. Horizontalno kretanje
se naziva advekcija, dok se vertikalno kretanje naziva konvekcija. U proble-
mima koji se razmatraju u meteorologiji, molekularna struktura atmosfere
se moze zanemariti i atmosfera se tada posmatra kao kontinualna sredina,
kontinuum [5]. U kontinualnoj sredini jedan deli¢ atmosfere, elementarna
zapremina atmosfere, predstavlja najmanji deo atmosfere koji idalje ima sve
osobine cele atsmofere, to znaci da svaki deli¢ ima jedinstvene osobine (ko-
ordinate, temperaturu, koli¢inu vlage, koli¢inu aerosola, itd.) koje definisu
vrednost polja na mestu gde se deli¢ nalazi. Ovakav pristup problemu omo-
gucava izvodenje osnovnih zakona mehanike fluida u vidu parcijalnih dife-
rencijalnih jednacina koje opisuju kretanja u atsmoferi, a samim tim su ove
jednacine povezane i sa distribucijom polja razli¢itih veli¢ina u atmosferi. U
ovom radu, paznja je posvetena procesu pasivne advekcije Sto predstavlja
preraspodelu polja neke veli¢ine prilikom kretanja vazduha a da pri tome ne
postoji povratna sprega izmedu rezultata advektovane veli¢ine i polja brzine

vetra.

1.1.1 Qjlerov pristup za problem advekcije

Postoje razli¢iti matematicki pristupi koji reSavaju problem advekcije.
Najpoznatiji su Ojlerov pristup i Lagranzev pristup. Ojlerov pristup pod-
razumeva da su prostorne i vremenske koordinate medusobno nezavisne pa
je u tom slucaju neophodno da racunske tacke budu nepokretne u prostoru.
Ako se posmatra deli¢ zapremine ¢ije se koordinate ne menjaju, deli¢ koji
je fiksiran u prostoru, sa stranicama dz, dy, dz moze se izvesti izraz za
promenu fizicke veli¢ine, 1, unutar zapremine tog deli¢a usled kretanja flu-
ida brzinom wu, v, w u pravu z, y, z ose respektivno. Krenimo od izraza za
totalni diferencijal ove fizicke veli¢ine di), izraz (1).

_ oy o o o

dp(t, z,y, 2) = Edt + a—xdx + a—ydy + Edz (1)



Deljenjem izraza (1) sa dt, dobija se izraz za ukupnu promenu veli¢ine ¢ u

vremenu (2).
do_ 00 0vds  dudy  0vd:

= EAL A 2
at ot " owdt " oydt 0zt 2)

~: M s de dy dz PN :
Uocimo da clanovi §F, o, 5 predstavljaju brzine u pravu x, y, z ose re-
spektivno, a da promena % nema isto znacenje kao Sto ima promena %—f.

Koriséenjem vektorskog zapisa V = ui 4 vj + wk u izrazu (2), dati izraz se

moze dovesti do forme izraza (3).

v _ov o) oWy | dvw)

dt ot ox oy 0z
o
=% 4V V) Q

Izraz (3) opisuje ukupnu promenu neke veli¢ine, 1. Ukupna promena veli¢ine

¥ je rezultat lokalne promene u fiksiranim koordinatama na mestu gde se

o
[T

koliko se veli¢ine 1) dovede u/odvede iz zapemine deli¢a. Ukoliko se zanemari

deli¢ nalazi i advekcije polja posmatrane veli¢ine, V - (¢¥/V), odnosno
lokalna promena veli¢ine, jasno je da se posmatra proces “Ciste advekcije” jer
je ukupna promena 1 u vremenu jednaka koli¢ini ¢ koja ude, odnosno izade

iz delica.

dy _ o) | ow)
dt oz oy

Diferencijalna jednacina (4) predstavlja standardnu formu izraza za advek-

(4)

ciju posmatrane veli¢ine u slucaju Ojlerovog pristupa. Uo¢imo da je ukupna
promena posmatrane veli¢ine, u nekoj fiksiranoj zapremini, jednaka trans-

portu velic¢ine ¢ u pravcu x i y ose, i to tako da transport veli¢ine 1) moze

biti pozitivan 8(81/;“), ‘f’(aiy”) > 0 kada viSe 1 pristigne u zapreminu nego Sto

iz nje ode, ili negativan %, 8(%;) < 0 kada iz zapremine deli¢a vise ode

1 nego Sto pristigne. UproScéen oblik diferencijalne jednacine (4), u slucéaju

jednodimenzionog problema, u opstem slucaju nije analiticki resiv. Iz tog
razloga se diferencijalna jednac¢ina (4) mora resavati odabirom odgovarajuce

numericke Seme, $to ima dalje posledice na konacan rezultat.



1.1.2 Lagranzev pristup za problem advekcije

U slucaju Lagranzevog pristupa problemu advekcije prostorne i vremenske
koordinate su medusobno zavisne, tj. kako vreme prolazi deli¢ menja svoje
koordinate i kreé¢e se kroz prostor. Medutim korisna osobina Lagranzevog
pristupa u reSavanju problema advekcije je da diferencijalna jednacina koja
opisuje proces pasivne advekcije, izraz (5), ima jednostavniji oblik nego u

slucaju Ojlerovog pristupa.
dyp
dt

Ovako jednostavan oblik diferencijalne jednacine ima za reSenje 1) = const,

0 ()

Sto znaci da usled pasivne advekcije ne dolazi do promene ) u posmatra-
nom deli¢u tokom vremena. Medutim ispostavlja se da Lagranzev pristup
za reSavanje problema pasivne advekcije u atmosferi nije jednostavno imple-
mentirati. Pojavljuju se komplikacije kada se prate deli¢i u atmosferi pusteni
iz ¢vorova pravilne mreze tacaka, nakon samo nekoliko koraka, formira se ne-
pravilna mreza tacaka [8] i tada se javlja problem interpolacije sa nepravilne

mreze tacaka na pravilnu mrezu.

1.2 Semi-Lagranzev pristup za problem advekcije

Pri koris¢enju Ojlerovog pristupa za reSavanje problema pasivne advekcije
posmatrac¢ se nalazi u fiksiranoj tacki (xg, vo, 20) 1 odatle posmatra promene.
Koriséenjem Ojlerove advektivne Seme uspesSno se reSava problem pasivne
advekcije u oblasti pravilno rasporedene mreze tacaka. Ova Sema medutim
ima nedostatak da je numericka stabilnost resenja, diferencijalne jednacine
(4), uslovljena CFL (Cournat-Friedrich-Levi) kriterijumom [4], tj. vremenski

korak At, korak mreze Ax i maksimalna brzina vetra u su povezani pomocéu

m U—At<1
aXA:C_

nejednacine:

u kojoj se direktno ogranicava izbor duzine koraka u vremenu, At, tako da
deli¢ vazduha, tokom jednog vremenskog koraka, ne sme preéi rastojanje

vecée od jednog koraka mreze. Koriséenjem Lagranzevog pristupa pri resa-



t ,+At =+
t n - DI!
—>!
t -At 4 X
< 20n ———>
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Slika 2: Sematski prikaz uzvodne SL advektivne Seme sa tri nivoa [1].
Prava trajektorija (puna linija) i aproksimirana trajektorija
(isprekidana linija) deli¢a koji pristize u ¢vor mreze x,, u trenutku
vremena t, + At.

vanju problema pasivne advekcije posmatrac je fiksiran za deli¢é u pokretu
(x(t), y(t), z(t)) i na taj nafin posmatra promene koje se odvijaju dok se
krec¢e zajedno sa delicem. U Lagranzevoj advektivnoj Semi, korak u vremenu
moZe da bude znatno duzi nego u Ojlerovskim advektivnim Semama [1], me-
dutim kao §to je ve¢ napomenuto veliki nedostatak ovih Sema je Sto pravilna
mreza tacaka sa pocetka vremenske integracije ve¢ nakon prvog vremenskog
koraka postaje nepravilna. Pod pojmom nepravilna mrezZa podrazumevamo
da tacke ne samo da viSe nece lezati u ¢vorovima pravilne mreze veé i one
tacke koje su bile najblizi susedi na pocetku integracije posle svega nekoliko
koraka to viSe nece biti. Da bi se izbegle negativne posledice pomenutih
advektivnih Sema, koristi se kombinacija Ojlerovog i Lagranzevog pristupa:
(1) regularna mreza tacaka u svakom vremenskom koraku i (2) racunanje tra-
jektorija kao §to je to u Lagranzevom pristupu da bi se na taj nac¢in povecala
stabilnost resenja. Ovo se postize na taj nacin Sto je na pocetku svakog vre-
menskog koraka potrebno izabrati drugaciji set tacaka koje ¢e nakon jednog
koraka u vremenu, At, pristi¢i u tacku mreze. Kako bi $to jasnije prika-
zali osnovne ideje posmatrac¢emo jednodimenzioni slucaj advekcije pasivnog

skalara, 1, kao Sto je prikazano na Slici 2.



dy 9y  dedy

o Twa (6)

Ispunjen je uslov da z(t) zadovoljava diferencijalnu jedna¢inu % = u(z,t) a
izraz (6) obezbeduje da skalarna vrednost 1) ostaje nepromenjena duZ trajek-
torije deli¢a. Na Slici 2, sa punom krivom linijom AC, prikazana je trajek-
torija deli¢a u (z-t) ravni, koji pristize u tacku x,, u vremenskom trenutku
t,+ At. Isprekidanom linijom, A’C, na istoj slici, je prikazana aproksimirana
pravolinijska trajektorija. Pretpostavimo da su nam poznate vrednosti funk-
cije 1 u svim tackama mreZe na vremenskim nivoima t, i t, — At i da Zzelimo
da odredimo vrednosti u istim tackama na vremenskom nivou ¢,+At. SuStina
SL pristupa je da se jednac¢ina (6) integrali duz aproksimirane trajektorije

AC. Na taj nac¢in se dobija

V(Tm, ty + At) — V(T — 200, B, — At)

9AL =0 (7)

gde je ay, rastojanje BD koje deli¢ prede za vreme At krecuéi se po aprok-
simiranoj prostorno-vremenskoj trajektoriji A’C. Ovo znad¢i da ukoliko nam
je poznata vrednost a,,, tada je vrednost funkcije 1) u dolaznoj tacki, z,, u
vremenskom trenutku ¢, + At jednaka vrednosti funkcije ) u odlaznoj tacki
Tm — 204, u trenutku ¢, — At. Pomeranje deli¢a, a,,, kao Sto se vidi sa Slike
6, se odreduje na osnovu brzine izracunate u tacki B na vremenskom nivou
t,. Uoc¢imo da je brzna deli¢a u tacki B jednaka recipro¢noj vrednosti nagiba
prave A’C. Ovo obezbeduje, da na ovaj na¢in aproksimirana jednacina (7),
ima ta¢nost drugog reda u vremenu, O(A¢?). Dakle predenu put deli¢a se
odreduje pomocu

oy = Atu(ry — o, ty) (8)

Jednacina (8) se moze resiti iterativno, na primer upotrebom algoritma:

oD = Atu(zy, —a® t,) (9)

sa nekom inicijalnom vrednoéu, a?,. Ta¢nost odredivanja trajektorije ima
presudan uticaj na tac¢nost ¢itavog modela. Uoc¢imo da je prilikom primene

(9) tokom resavanja (8), kao i prilikom primene (7) potrebno odrediti vred-



nost funkcije, ¢, kao i brzine, u, u tackama koje ne pripadaju pravilnoj mrezi.
Ovo se postize primenom neke interpolacione procedure. Tac¢nost prime-
njene interpolacije ima, takode, presudan uticaj na tac¢nost ¢itavog modela.
Sta viSe, nemoguénost primene efikasne interpolacije na pomenuti potpuno
nepravilan raspored tacaka je uticala da se napusti potpuno Lagranzevski
pristup. Rezimirajmo opisani postupak kao algoritam koji se sastoji od tri

koraka:

1. Odreduje se pomeranje deli¢a, a,,, recimo, interativnim postupkom (9)
za sve tacke, r,, uz primenu neke interpolacijone procedure prilikom

evaluacije brzine, u, u odlaznim tackama.

2. Upotrebom interpolacione procedure odreduje se vrednost funkcije, 1,

u svim polaznim tackama, x,, — 2ay,, na vremenskom nivou, ¢, — At.

3. Upotrebom (7) odreduje se vrednost funkcije, ¥, u svim dolaznim tac-
kama x,,, na vremenskom nivou, ¢, + At, na taj nacin sto se vrednost
(xm, ta + At) izjednaci sa vrednosti ¢ (zy, — 2, t, — At).

Opisana advektivna Sema se u semi-Lagranzevskoj nomenklaturi klasifikuje
kao wuzvodna SL Sema sa tri nivoa. Uzvodna, jer se odlazne tacke nalaze
uzvodno u odnosu na dolazne a sa tri nivoa jer su u Semu ukljucene vrednosti
funkcije i brizine sa tri vremenska nivoa.

Numericka stabilnost SL Seme je, kao §to je ve¢ napomenuto, znacajno veca u
odnosu na Ojlerovske Seme i moze da bude procenjena analizom konvergencije
iterativnog postupka (9). Pokazano je da iterativni postupak (9) konvergira
ako je vremenski korak manji od recipro¢ne vrednosti maksimalnog smicanja
vetra u bilo kom koordinatnom pravcu [6]. Ovaj kriterijum stabilnosti moze

da se zapise u obliku

1

Bu v bu Du)
oz’ dx’ Oy’ Oy

At <

(10)

max(

Ovaj uslov stabilnosti u stvari predstavlja zahtev da se trajektorije deli¢a
vazduha tokom jednog vremenskog koraka ne presecaju. U realnim mete-

roloskim situacijama (10) dozvoljava vremenske korake do Sest puta duze
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od onih dozvoljenih CFL kriterijjumom [7]. Ova osobina SL Sema je nji-
hova glavna prednostu u odnosu na Ojlerovske Seme i razlog njigove Siroke
primene modelovanja advekcije. Medutim SL imaju nekoliko ozbiljnih ne-
dostataka. Prvi od njih je svakako to Sto one nisu konzervativne bilo da se
radi o masi bilo nekoj drugoj konzervativnoj atmosferskoj veli¢ini kao $to su
energija, koli¢ina kretanja ili vrtloznost. Ovaj nedostatak SL Sema moze da
bude umanjen upotrebom nekih metoda, medutim one nece biti opisane jer

prevazilaze obim ovog master rada.

1.3 Odredivanje trajektorije delica vazduha

Kao sto je napomenuto u prethodnom poglavlju, odredivanje trajektorije
deli¢a ima presudan znacaj kako za stabilnost SL Sema tako i za njihovu tac-
nost. U ovom poglavlju éemo, stoga, dati prikaz nekoliko najcesée koriséenih
metoda za reSavanje ovog problema. Prvo ¢emo prikazati metode koji omo-
gucavaju proracun trajektorije delica u ravnoj geometriji da bismo na kraju
prikazali nacin kako se trajektorije odreduju u sfernoj geometriji u kojoj se

javlja problem polova.

1.3.1 Trajektorije u ravni

Jedan od jednostavnijih problema modelovanja pasivne advekcije pomocéu
SL advektivne Seme je u sluc¢aju reSavanja problema pasivne advekcije u
ravni. Medutim pored jednostavnosti, ovaj problem je izuzetno pogodan da
se na njemu ilustruje, prethodno opisan, na¢in primene SL advektivne Seme.
Kao §to je napomenuto, ra¢unanje trajektorije je izuzetno vazan korak u uz-
vodnoj SL advektivnoj Semi jer se time obezbeduje trazenje odgovarajuce
tacke koja ¢e u slede¢em koraku pristi¢i u posmatranu tacku mreze. Mate-

maticki gledano to predstavlja integraciju diferencijalne jednacine (11).

dr

Ers = v(r,t) (11)

U izrazu (11) je sa v predstavljen vektor brzine deli¢a dok je r njegov vektor

polozaja. Razmotrimo problem Seme sa dva vremenska nivoa u kojima se
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podrazumeva da na vremenskom nivou (n) deli¢ odlazi iz tacke gde je vektor
polozaja r™ (odlazna tacka) i na sledeéem vremenskom nivou (n+1) pristize
u tacku &iji je vektor polozaja r®™V (dolazna tacka). U slu¢aju uzvodne
SL advektivne Seme sa dva nivoa, dolazne tacke se biraju na taj nacin da

(1) Hhudu veé¢ unapred poznati.

formiraju pravilnu mrezu, tj. da svi vektori r
U ovom slucaju problem se svodi na odredivanje polozaja odlaznih tacaka
r™ za koje je jasno da se ne nalaze u &vorovima pravilne mreze tacaka.
Za razliku od ovako definisane SL advektivne Seme, potpuno je opravdano
koristiti nizvodnu SL advektivnu Semu sa dva nivoa, mada bi se u tom sluc¢aju
odredivali polozaji dolaznih tacaka. Uopsteno govoreéi veza izmedu polozaja

odlaznih i dolaznih tacaka se moze predstaviti jednacinom:

(n+1)At

r(tD = p) +/ v(r,t)dt (12)
nAt

Receno je da za slucaj implementacije uzvodne SL advektivne Seme nepoznat

je vektor polozaja odlazne tacke r™, a on se trazi pomoc¢u modifikovanog

izraza (12). Glavni problem u ovom sluc¢aju predstavlja resavanje integrala,

a po pravilu integral se aproksimira na slede¢i nacin:

(n+1)At
/ v(r,t)dt = VAt (13)
nAt

gde je sa V oznacena srednja brzina delica duz njegove trajektorije. Postoji
veliki broj predlozenih reSenja za ovaj problem imajué¢i u vidu zahtev za
efikasnosc¢u i tacnoscéu primenjenog postupka. Bez sumnje, najjednostavniji
je Ojlerov algoritam prema kojem se polazni polozaj deli¢a odreduje pomocu

1zraza.
r® — ptl) _ @) p0t1) (14)

gde se umesto osrednjene brzine v duz trajektorije deli¢a koristi brzina u
odlaznoj tacki sa vremenskog nivoa n. Bez obzira na jednostavnost ovog
postupka, javlja se problem Sto ovaj algoritam ima prvi red tacnosti u vre-
menu a samim time je i greska odsecanja prilikom njegove primene velika.

Iz tog razloga se ovo reSenje ne koristi samo za sebe, ve¢ u kombinaciji sa
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nekom Semom veceg reda tacnosti. Najcesce se koristi polu-implicitni metod
srednje tacke za odredivanje trajektorije delica gde se polozaj odlazne tacke

izracunava pomodu izraza:

(n+1 (n
L) _ i) _ (atd) (#) )

Polozaj odlazne tacke u prvoj iteraciji se odreduje koriS¢enjem Ojlerovog
algoritma, izraz (14), a brzina v(nt3) predstavlja vremenski ekstrapolisanu

brzinu na vremenski nivo (n + 3), pomocu sledeceg izraza [1]:
v(t3) = %(3V(n) _ V(n—l)) (16)

1.3.2 Trajektorije na povrsini sfere

Do sada je prikazana implementacija SL advektivne Seme na problemu
ravne geometrije. Medutim, problemi koji se reSavaju u ravnoj geometriji ne
nalaze veliku primenu u globalnim modelima u meteorologiji. 1z tog razloga
se sve Seme, koje ¢e se implementirati u globalne modele, nakon uspesnog
testiranja u ravnoj geometriji moraju prilagoditi sfernoj geometriji. Prirodan
izbor koordinatnog sistema za opis sferne geometrije je sferni koordinatni
sistem. Medutim, pored toga $to ovaj koordinatni sistem uspe$no opisuje
probleme u sfernoj geometriji, on nosi sa sobom i neke nepozeljne elemente
kao $to je konvergencija meridijana na veé¢im geografskim Sirinama. U ovom
delu rada opisan je postupak ra¢unanja trajektorije deli¢a vazduha za slucaj
sferne geometrije, i nac¢in na koji se moze izbe¢i problem singulariteta u
polovima.

Racunanje trajektorije na povrsini sfere, prilikom implementacije uzvodne
SL advektivne Seme sa dva nivoa, predstavlja postupak ra¢unanja koordinata
odlazne tacke geografske duzine i girine (A®™, #™) u vremenskom trenutku
(n). Dolazne tacke tada grade pravilnu mrezu tacaka na sferi, u vremenskom
trenutku (n+1), éje su koorinate unapred poznate, (A®H 9+1))  Pomocu

izraza (17), koji se poziva na relacije velikog kruga na sferi, i (18) uspesno su
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racunate trajektorije na povrsini sfere (pogledati dodatak A).

d d
6™ = — arcsin (cos(b) sin (E) cos 0™ 4 sin Y cos (E)) (17)

(18)

i) — sin A+ gin o)
cos A1) cos ()

cos
A® = 2O+ arecos ( (R

U izrazima (17) i (18) figurisu sledece veli¢ine: d - put koji deli¢ prede u
jednom vremenskom koraku, tj. rastojanje izmedu odlazne tacke i dolazne
tacke, ra¢una se pomocu izraza (19). Jasno je da put koji deli¢ prede zavisi
od intenzitet polja vetra jer vetar nosi deli¢ sa jednog mesta na drugo, u
predstavlja brzinu vetra u zonalnom pravcu dok v predstavlja brzinu vetra
u meridijalnom pravcu, i duzine vremenskog koraka. b - predstavlja ugao
izmedu pravca kretanja deli¢a na sferi i pravca Severa, a racuna se pomocu
izraza (20), dok R - predstavlja vrednost radiusa sfere. Jednacina (20) ima
singularitet 1 kada je v = 0 to znaci da vrednost b u tom slucaju moze biti

samo b = 0 ili b = m, tj. deli¢ se kreée u pravcu Several.

d=vVu®+v2At (19)

b = arctan (%) (20)

Za racunanje trajektorije koriséen je iterativni metod koji kombinuje izraze
(17), (18), (19) i (20). U prvoj iteraciji, izrazi (19) i (20) sa rac¢unaju sa
vrednosti intenziteta polja vetra u dolaznoj tacki (u™+, v®™+1)) a potom
se dobijeni rezultati zajedno sa koordinatama dolazne tacke, 6@ uvrste u
izraz (17). Ovaj rezultat predstavlja koordinate odlazne geografske Sirine 6
i koristi se u izrazu (18) da bi se izra¢unala geografska Sirina odlazne tacke,
A® Koordinate (A(™, ™) predstavljaju resenje prue iteracije, jer je za ra-
cunanje ovih koordinata koris¢ena vrednost polja vetra u dolaznoj tacki, a
ne u odlaznoj kao $to bi bilo pravilnije. Potom je pomoc¢u nekog interpolaci-

onog metoda (pogledati poglavlje 1.4) odredeno polja vetra u koordinatama

U programiranju, konkretno u programskom jeziku Fortran, postoji funkcija atan2
koja je prilagodena ovakvoj problematici. U izrazu (20) funkcija atan se zameni funkcijom
atan2.
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koje su rezultat prve iteracije a opisani postupak trazenja koordinata odlazne
tacke je ponovljen sa novim vrednostima polja vetra. Ovakav postupak se
ponavlja sve dok razlika izmedu rezultata koordinata odlazne tacke (m)-te i
(m-1) iteracije ne bude manja od neke unapred odredene vrednosti.

Uot¢imo da izraz (18) ima singularitet za 0 = 4+7/2 i 0D = +7/2. To
znac¢i da se prethodno opisana procedura ne moze koristi u oblasti polova.
Medutim, problem singulariteta je reSen uvodenjem rotacije koordinata. Ako
posmatramo dolaznu tacku sa koordinatama (A"*1 9(1D)) koja se nalazi
u blizini pola, jasno je da ova tacka ima problem singulariteta. Ako bi se
koordinatni sistem zarotirao za —A®™1) ugao po geografskoj duzini a potom
jos za —A™ 1Y) ugao po geografskoj Sirini, tada bi se posmatrana tacka dovela
u virtualnu dolaznu tacku sa koordinatama (A = 0, 68" = 0). Za
opisanu rotaciju koordinata koristi se matrica rotacije A(A™+1) 0+ koja
kao argument koristi koordinate dolazne tacke (A1) 9(+1)) kako bi dolaznu

tacku prevela u virtualnu dolaznu tacku sa koordinatama (0, 0).

cos AN cog @+l gin Nt oog N1 gy gnt1)
ANTD g0ty — 1 i AOFD g gD oo X FD gin A D) gip g1
— sin tY) 0 cos D)

Potom se ponovo zapocinje iterativna procedura racunanja trajektorije kako

)\(n+1) 9£n+1))

bi se dobila virtualna odlazna tacka (i . U ovom slucaju koriséeni

izrazi (17) i (18) se mogu uprostiti do oblika prikazanih izrazima (21) i (22)

(n+1)

. . +1) . o
jer su poznate vrednosti za cos 9(()11 =1i Sln9 = 0. Na ovaj nacin se

pravi usteda u rac¢unskom vremenu.

6™ = — arcsin (cos(b) sin <%)) (21)

kel
A = — arccos o8 (?2 (22)
cos 6"

Medutim u izrazu (22) se ponovo javlja singularitet, ali za razliku od pro-

slog puta ovde je singularitet samo za vrednost o = +7/2. Kako bi se

izbegao singularitet mora se uzeti u obzir ogranicenje za duzinu vremenskog
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koraka, At. Ogranicenje At # NZTR? predstavlja zabranu da u jedanom

vremenkom koraku deli¢ prede mR/2 rastojanja na sferi. Medutim ovakvo

ogranicenje je uvek ispunjeno, obzirom da je At < 2\/1%, Sto znaci da je

na ovaj nacin reSen problem singulariteta. Kada se izra¢unaju vrednosti za
virtualnu odlaznu tacku ()\in), 9£n)), ove koordinate se rotiraju nazad u prvo-
bitan polozaj pomocu iste matrice rotacije sa jednom bitnom razlikom a to
je da se ovaj put koordinate rotiraju u pozitivnhom smeru, kako bi se dobile

koordinate prave odlazne tacke (A(™, ™),

1.4 Interpolacija

Interpolacija je matematicki postupak trazenja vrednost nepoznate func-
kije u tackama koje se nalaze izmedu tacaka sa prethodno poznatim vred-
nostima funckije, tj. na osnovu poznatih podataka trazi se funkcija koja
predstavlja dobru aproksimaciju za vrednosti funkcije u tackama sa nepo-
znatom vrenoS$¢u. Zbog jednostavnosti polinomske funkcije, pojam inter-
polacija se najc¢esée odnosi na interpolaciju realne funkcije algebarskim po-
linomom n-tog reda, a oblik ovog interpolacionog polinoma je Py(x) =
ap + a1 + ax® + ...+ ayay. Posto se odlazne tacke u uzvodnoj SL Semi
sa dva nivao, gotovo uvek, nalaze van pravilno rasporedenih tacaka mreze
i samim tim je potrebno odrediti vrednost polja u odlaznoj tacki. U ovom
delu teksta bic¢e opisane neke od koris¢enih interpolacionih metoda pri izradi

ovog master rada.

1.4.1 LagranzZev interpolacioni polinom

Ukoliko analiticki izraz neke funckije nije poznat, ve¢ su poznate samo
vrednosti iste funkcije u diskretnim tackama, tada se postavlja pitanje kako
dobiti vrednosti funkcije, i za one vrednosti argumenta, koje su nepoznate.
Da bi se odredila vrednost funckije f; koja je poznata samo u diskretnim
tacakama (z;, y;, gde Vi € N) trazi se neka funkcija g(x) koja je jednostavna
za izracunavanje a ¢ija je vrednost u tacki x =z; ista kao vrednost funkcije
fi, odnosno g(z ==x;) = f;. Tacke (z;, f;) se nazivaju cvorovi interpolacije.

Kada se funckija g(x) trazi u obliku polinoma, interpolacija se naziva poli-

16



nomna wnterpolacija a za ovakvu interpolaciju se najcesée koristi Lagranzev
interpolacioni polinom. Lagranzev interpolacioni polinom, Py(x), se formira
za proizvonjan raspored ¢vorova interpolacije, kao Sto ¢emo videti. Neka su
tacke x;, gde je Vi € N, i neka su f; vrednosti funkcije f(z) u tim tackama,

tada se Lagranzev interpolacioni polinom N-tog reda moze napisati u obliku:

N N
r — X
Pole) =3 | TI=2 | £
= \iZ (23)
N

L; predstavlja LagranZeve koeficijente, a njihov analiticki oblik se moze videti
u izrazu (23). Konkretno L; predstavlja tezinske vrednosti za interpolaciju,
jer se sa njima odreduje koliki je dopirnos vrednosti f; za mesto gde se vrsi

interpolacija, x. Neki od ¢eS¢e koris¢enih interpolacionih polinoma su:
e N =2 - linearna interpolacija (dve tacke),
e N =3 - kvadratna interpolacija (tri tacke),
e N =4 - kubna interpolacija (¢etiri tacke).
N predstavlja broj najblizih okolnih tac¢aka koje se koriste za interpolaciju.

Linearna interpolacija:

Za slucaj kada je N = 2, koriste se dve susedne tacke za interpolaciju
za traZeni argument z. Prema izrazu (23), LagranZev interpolacioni polinom

ima sledec¢i oblik:

Py(z) =Ly (z) f1 + La(7) fo

T — T2 r — T

= fi+ fa (24)

X1 — T2 To — X7

Pri implementaciji ove interpolacione metode na konkretan problem potrebno
je napraviti prethodno za trazenje susednih tacaka, (z1, fi1) i (z2, f2), za

vrednost argumenta x. Ova interpolacija je racunski najisplativija, jer nije
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potrebno mnogo rac¢una da bi se izvela, medutim ima velike nedostatke kao

Sto ¢emo videti u poglavlju 2.

Kubna interpolacija:

Kada je N = 4, tada se za interpolaciju za trazeni argument x Kkoriste
4 susedne tacke. Lagranzev interpolacijoni polinom ¢e u tom slu¢aju imati
sledeci oblik:

Py(z) = Li(z) fi + La(z) fo + Ls(z) f5 + La(z) fa

gde Lagranzevi koeficijenti imaju formu:

T — T2 T — T3 r — Ty

Ll(l’ =
Ty —Ty T1 — T3 T1— T4
r — T T — T3 r — Ty
Tog — X1 X9 — T3 T2 — T4
r — I T — T T — T4
T3 —T1 T3 — T2 T3 — T4
r — T T — T r — I3

Ly(z) = :

Ty — X1 Tyq4 —T9g T4 — XT3

Uoc¢imo da pri implementiranju kubne interpolacije je potrebno izvesti vise
racuna da bi se dobio rezultat. Samim tim ovakva interpolacija je neko-
liko puta racunski skuplja nego linearna interpolacija. Stvari se dodatno
usloznjavaju ako se ne posmatra jedno-dimenzioni problem f = f(x), ve¢ se
posmatra dvodimenzioni problem kakav se srece pri interpolaciji polja neke
veli¢ine f = f(z,y). Tada se umesto linearne interpolacije koristi bilinearna
interpolacija, a umesto kubne interpolacije koristi bikubna interpolacija. Za
ovakve interpolacije potrebno je N? susednih tacaka da bi se interpolisala

vrednost polja na nekom mestu, jer se interpolacija vrsi u dve dimenzije.
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2 Numericki testovi

U ovom poglavlju éemo prikazati rezultate numerickih sema koji su pret-
hodno opisane u poglavlju 1.3. Prikazani testovi su standardni testovi koji
se vrSe prilikom ocene advektivnih Sema, kao i originalno dizajnirani testovi
na taj nacin da opisuju situacije u kojima se lako moze proveriti dobijeni
rezultat. Neke prednosti testiranih advektivnih Sema ¢e biti istaknute uz

diskusiju rezultata.

2.1 Numericki testovi u ravni

Prvi test se odnosi na analiziranje pasivne advekcije u ravni kada je polje
vetra stacionarno, polje vetra se ne menja u vremenu. Oblast modela povr-
Sine 50 x 50 km izdeljena (51 x 51 tacka u mrezi) tako da koraci u prostoru za
oba pravca budu jednaki, Ax = Ay, i iznose 1 km. Polje vetra je definisano
kao stacionarno, rotorno polje (V x V # 0; V-V = 0), a oblik polja vetra
odgovara izrazu V(n; — 26,n; — 26) = njAyi — n;Azj, gde n;, n; € [1,51] i
na taj nacin odabirom vrednosti (n;,n;) definie se tacka mreze. Na Slici 3
je prikazan odgovarajuci oblik polja vetra koji je koriséen u ovom testu, a
vidi se da ovako definisano polje vetra ima konstantnu ugaonu brzinu, oko
centra oblasti, u svim tackama. Duzina vremenskog koraka, At, iznosi 1500
s, a maksimalna vrednosti intenziteta vetra je u najudaljenijim tackama od
centralne tacke (26,26) i iznosi 3 m/s. Ovakav izbor parametara sigurno
obezbeduje uslov da ne dolazi do presecanja rac¢unatih trajektorija, samim
tim Sto je polje vetra nije divergentno, i nestabilnosti u SL modelu. Kuran-
tov broj, C, za date vrednosti brzine, vremenskog i prostornog koraka iznosi
oko 5 a to je nekoliko puta vise nego Sto dozvoljava CFL kriterijum za slucaj
Ojlerovskih advektivnih Sema.

U ovom testu definisano je pocetno polje temperature koje je prikazano
na Slici 4, a zatim je modelovana advekcija datog polja temeprature u polju
vetra V nad posmatranim domenom. Upravo opisan test je test rotacije
usecenog cilindra. Vremenska integracija modela je vrSena dok se ne izvrsi
jedna puna rotacija. Rezultati numericke integracije su prikazani na Slici

5. Moze se primetiti da je izgled polja temperature koji se nalazi u sredistu
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Slika 3: Oblik polja vetra koji advektira fluid u ravni. Ilustrativno,
slika prikazuje oblast 21 x 21 tacka, dok u modelu ima 51 x 51.

domena dobro oc¢uvan. Isti test je ponovo sproveden sa bitnom razlikom da
je koriS¢ena bilinearna interpolacija, umesto bikubne interpolacije. Period
pune rotacije se poklapa sa periodom pune rotacije u prethodnom slucaju,
jer razlika u interpolaciji ne utice na intenzitet vetra u velikoj meri, obzirom
da je polje vetra stacionarno. Medutim rezultati drugog testa, prikazani na
Slici 6, ukazuju na znacajno odstupanje polja temperature, nakon perioda
pune rotacije, u odnosu na inicijalno polje temperature. Ovaj rezultat je
znacajno losiji samim tim Sto je jasno da usled “¢iste” advekcije ne bi smelo
da dode do ovakvog rezultata, kao Sto je opisano u uvodnom delu 1.1.2.
Uoc¢imo da rezultati ovih numerickih simulacija imaju nedostatke, produkuju
manja ili ve¢a odstupanja od inicijalnog oblika polja temperature prikazanog
na Slici 4. Test rotacije useCenog cilindra je prakti¢an obzirom da se moze
problem moze resiti koriS¢enjem egzaktnih izraza za trajektorije dolaznih
deli¢a. To znaci da su trajektorije za dolazni deli¢ raCunate pomocu izraza za
trajektoriju tacke koja rotira, na ovaj nacin se dobilo “egzaktno” resenje testa
koriséenjem uzvodene SL advektivne Seme, a ovo reSenje se moze uporediti
sa rezultatima numerickih modela. ResSenje egzaktno racunatih trajektorija
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testa je prikazano na Slici 7.

U ovom testu se uzvodna SL advektivna Sema, u kombinaciji sa bikub-
nom interpolacijom, pokazala kao uspesan metod za modelovanje advekcije
u ravni. Prikazani rezultati ukazuju na to da odabir interpolacione metode
u modelu u velikoj meri utice na konacan rezulta modela. Doduse kvalitet
konac¢nog rezultata modela je uslovljen uveé¢anom potrosnjom racunskim vre-
menom obzirom da je za bikvadratnu interpolaciju potrebno vise rac¢unarskog
vremena od bilinearne interpolacione metode. Ideja ovog pristupa je da se

uzvodna SL advektivna Sema primeni i na problem advekcije na sferi.

2.2 Numericki testovi na povrsini sfere

U poglavlju 2.1 je pokazano da se uzvodna SL advektivna Sema moZze
uspesno primeniti za modelovanje pasivne advekcije u ravni. Naredni test se
odnosi na primenu iste advektivne Seme za modelovanje pasivne advekcije na
sferi. Sferi polupre¢nika R = 6371 km, $to odgovara poluprec¢niku Zemlje, je
pokrivena mrezom tacaka takvom da su prostorni koraci jednaki, A\ = A#d,
i iznose 1°. Usled konvergencije meridijana tacke se u zonalnom pravcu,

na razli¢itim geografskim Sirinama, nalaze na razli¢itom rastojanju. Ovo

rastojanje je najvece na ekvatoru dp., = %, dok se ka polovima smanjuje.
Na samim polovima (§ = 7/2 = —7/2), na istim koordinatama (z,y, 2) se

nalazi 361 tacka. Polje vetra V je stacionarno, rotorno polje, koje ni u jednoj
tacki nema €, komponentu brzine vetra, tj. rotacija se vr$i samo u x, 2 ravni,
oko y-ose. Najintenzivniji vektor vetra se nalazi na nultom meridijanu i iznosi
|Vo| = 40 m/s, a na osnovu vrednosti |vo| se potom konstruiSe opisano polje
vetra na sferi (pogledati dodatak B). Duzina vremenskog koraka, At, iznosi
3600 s. Ovakvim izborom parametara za vremenski korak, prostorni korak
i polje brzine vetra na ekvatoru Kurantov broj iznosi 1.3 dok se na viSim
geografskim Sirinama vrednost Kurantovog broja povecava. CFL kriterijum
je samim tim narusen na domenu ¢itave sfere.

Inicijalno polje temperature u testu je definisano u obliku prikazanom na
Slici 8. Uo¢imo da je polje temperature definisano tako da linearno raste

od 0°C do 10°C sa smanjenjem geogragske Sirine izmedu 10° > 6 > 0°, a
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Slika 4: Inicijalna vrednost polja temperature u testu rotirajuceg
cilindra (n; = 0), vrednost polja temperature je svuda 0°C osim u okviru
cilindra gde je vrednost 1°C.
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Slika 6: Gornja slika predstavlja rezultate uzvodne SL advektivne Seme

nakon perioda pune rotacije (n,=49) pri koris¢enju bilinearne
interpolacije u svakom vremenskom koraku za odredivanje polja vetra i

polja temperature.
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potom linearno opada za vrednosti geografske Sirine 0° > 6 > —10°. Za sve
tacke mreze koje se nalaze van geografske Sirine 10° > # > —10° vrednost
polja temperature iznosi 0°C. Ovako definisano polje temperature ima oblik
prstena lociranog na ekvatoru, a prethodno opisana linearna promena tem-
perature unutar oblasti ekvatora obezbeduje smanjenje vrednosti gradijenta
temperature u pravcu promene geografske Sirine, %—:gég. Rotacija ovakvog
polja temperature u prethodno opisanom polju vetra V bi trebala dovesti do
advekcije koja odrzava oblik polja temperature na sferi, prstena, o¢uvan i u
toj formi ga advektira preko polova.

Rezultati predstavljeni na Slici 9 i 10 su rezultat numericke integracije
prethodno opisanog testa pomoc¢u uzvodne SL advektivne Seme u kombina-
ciji sa bikubnom interpolacionom metodom. Numericka integracija je vrSena
za, n; = 69, vremenskih koraka, $to odgovara periodu potrebnom da se polje
temperature rotira za ugao 7/2, odnosno da “prsten” advektira sa ekvatora do
pola. Ovaj rezultat se slaze sa teorijski oc¢ekivanom vrednoc¢u koja predvida
da je za ovu rotaciju potrebno 68.8 vremenskih koraka. Teorijska vrednost je
izrac¢unata na osnovu vremena koje je potrebno da tacka sa ekvatora prede
mR/2 puta na sferi brzinom |vg|. Prikazani su rezultati nakon 23, 46 i 69
vremenskih koraka, $to odgovara rotaciji za 7/6, w/4 1 m/2 ugla respektivno,
i moze se uocCiti da na rezultatima nema velikog rasipanja, ve¢ da se polje
temperature o¢uvano advektira na sferi. Slika 9 je prikazana iz perspektive
u kojoj je centrirana tacka (A = 0°, @ = 40°), i prikazuje deformaciju polja
temperature pri advekciji preko nultog meridijana, meridijana sa najve¢om
vrednosti brzine vetra, dok Slika 10 prikazuje deformaciju polja tempera-
ture iz perspektive gde je centrirana tacka (A = 70°, # = 20°) i na istoj se
mogu videti rezultati uzvodne SL advektivne Seme u tackama koje miruju,
(A =90°, 8 = 0°), i oko kojih se polje temperature rotira. Na Slikama 11 i 12
su na isti nac¢in prikazani rezultati uzvodne SL advektivne Seme sa primenje-
nom bilinearnom interpolacijom. Uoc¢imo rasipanje polja temperature unutar
prstena. Ve¢ posle n;, = 23 vremenkog koraka vrednost polja temperautre
znacajno odstupa od inicijalnog polja temperature. Na Slici 12 se jansno vidi
prosirenje prstena koje je prouzrokovano bilinearnom interpolacijom.

Ovim testom je pokazano da predlozeni pristup ra¢unanja trajektorija na
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sferi daje dobre rezultate koji se slazu sa analiticki izracunatim predenim
putem. Vazno je uociti da je usled rotacije koordinatnog sistema, opisane u
poglavlju 1.3.2, reSen problem singulariteta i time je ra¢unanje advekcije na
domenu cele sfere omoguéeno. Medutim, kao $to je i o¢ekivano, rezultati nu-
mericke integracije uzvodne SL advektivne Seme u kombinaciji sa bikubnom
interpolacionom metodom daju znacajno bolje rezultate nego Sto je u slucaju
kombinacije sa bilinearnom interpolacijom, ali po cenu povec¢ane potrosnje

rac¢unskog vremena.

27



(602 = '50L = Y) oIS dusop
earyodsiod ‘(,0F = 9'c0 = \) OIS 0A9] BAldsIng "D,() ol 'IojeAyd 13SRIqO URA
r([od jsoupolA ‘TIOJRAND RU 1ZR[RU oS 1[0y eusisid yijqo ewl ainjeroduws) ofjod oueloruy :Q eyI[Q

96 08 ¥9 8v Z€ 91 00 96 08 ¥9 8v Z¢€ 91 00

28



(L0F = 0'o0 = ) oamppdsiod z1 (*u) e{INUOI) LYSUOUWIDIA RIIDI[ZRI L1} BZ

altoejodiogur suqnyiq NS0y 11d LI9JS VU OWOS SUAINOAPR TS OUPOAZN 13RINZIY G BYI[S

29



(.02 = 6'00L = \) oAmadsiod z1 (*u) e{INULI) LYSUIUIDIA RIIDI[ZRI L1} BZ

oltorjodiojur auqnyq NlWeISLIOY 11d 1I9JS VU 9WOS SUAIOAPR TS OUPOAZN 13RINZIY ()] B[S




(L0F = 0'o0 = ) oamppdsiod z1 (*u) e{INUOI) LYSUOUWIDIA RIIDI[ZRI L1} BZ

altoejodiojur auresur[iq Nlue9SLIOY 11d 1I9JS BU 9WOS SUAIJPAPR TS SUPOAZN 138)NZY T BYI[S

31



(.02 = 6'00L = \) oAmadsiod z1 (*u) e{INULI) LYSUIUIDIA RIIDI[ZRI L1} BZ

altoejodrojur auresur[iq Nlue9SLIOy 11d 1I9JS BU 9WAS SUAIJPAPR TS SUPOAZN 138)NZY g1 BYI[S

32



3 Zakljucak

Dobro je poznata ¢injenica da se teorijski tretman dinamike fluida moze
obaviti upotrebom dva razli¢ita pristupa. To su Ojlerov i Lagranzev pristup.
Oba pristupa imaju svoje pozitivne i negativne osobine. Medutim, u ovom
radu smo se bavili pristupom koji je kombinacija dva prethodno pomenuta,
semi-Lagranzevim pristupom.

Numericki test koji je obavljen u ravni pokazao je neke dobre osobine
uzvodne SL advektivne Seme, kao Sto je ta da CFL kriterijum ne predsta-
vlja uslov stabilnosti i da se rezultati mogu dobiti za vrednosti Kurantovog
broja znatno veéeg od dozvoljene vrednosti u Ojlerovskim Semama. Samim
tim dozvoljeno je povec¢anje vremenskog koraka sto smanjuje potrosnju ra-
cunskog vremena koje se moze iskoristiti npr. zarad poboljsanja kvaliteta
rezultata. Ovde je pokazano da u kombinaciji sa bikubnom interpolacionom
metodom uzvodna SL advektivna Sema daje pristojne rezultate i u sluc¢aju
testa usecenog cilindra dobijeni rezultat ne odstupa znacajno od rezultata
gde su trajektorije racunate egzaktnim putem. U slucaju kombinovanja uz-
vodne SL advektivne Seme sa bilinearnom interpolaciom dobijeni rezultat je
znacajno loSiji jer je ¢injenica da je doslo do pojave disperzije nakon jedne
pune rotacije.

U drugom testu uzvodna SL advektivna Sema je prilagodena tako da tra-
jektorije deli¢a budu rac¢unate na povrsini sfere. U ovu svrhu je koristena
sferna geometrija u kombinaciji sa rotacijom koordinata. Do sada, ovakav
pristup reSavanja nismo nasli u literaturi, a predloZena metoda ra¢unanja
trajektorije se pokazala kao uspe$na i ono §to predstavlja jedan od glavnih
problema u ra¢unanju trajektorije na povrsini sfere, problem singulariteta, je
na ovaj nacin jednostavno resen. Drugi numericki test je tako osmisljen da se
mogao uporediti sa vrednostima ve¢ poznate, i proverene, uzvodne SL advek-
tivne Seme u ravni. Rezultati drugog numerickog testa, advekcije prstena na
povrsini sfere, su identi¢ni kao rezultati prvog testa. Ponovo je pokazano da
se naruSenjem CFL kriterijuma ne ograni¢ava SL pristup modelovanja pa-
sivne advekcije. Kao i to da kombinovanje uzvodne SL advektivne Seme sa

bikubnom interpolacijom daje znacajno bolje rezultate od kombinovanja sa
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bilinearnom interpolacijom, $to je konzistentno sa rezultatima testa usecenog
cilindra.

Posto smo videli da se ovaj pristup rac¢unanja trajektorija pokazao kao
uspesan, interesantno je razmisljati o primeni ovog metoda u svrhe ra¢unanja
trajektorija deli¢a u potpuno Lagranzevom pristupu na povrsini sfere. Ovaj
pristup do sada nije zaziveo ali kao $to je pokazano u radu [2]|, u ovome se

moze sagledati pravac naseg buduéeg istrazivanja.
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Dodatak

A Jednacine za trajektorije na sferi

Pojam wvelikog kruga se najceSée sreée u navigaciji jer se, kao sto ¢emo
videti, pomoc¢u njega reSavaju brojni problemi iz ove oblasti. Veliki kurg je
po definiciji presek sfere i ravni takav da kruznica koja se javlja kao linija
preseka ima isti radius kao Sto je radius sfere. To znaci da za svake dve tacke
sa koordinatama (Ay, 01) i (A2, 02) na sferi postoji samo jedan veliki krug
koji ih spaja. Kretanjem od haversine formule? prikazane izrazom (A1), gde
Q) predstavlja ugao koji odgovara luku izmedu dve tacke koje se nalaze na

velikom krugu [3]|, moze se dokazati ekvivalentnost sa izrazom (A2).

Q
haversine (5) = haversine(; — 03) + haversine (A\; — \y) cos 0y cos; (A1)

coS (%) = cos 0 cos Oy cos (A — A\y) + sin 0 sin 0y (A2)

Jednadina za pravac, b, je prikazana u izrazu (A3) je standardna jednacina

koja se koristi u navigaciji.

sin #, — sin 6, cos (%)
sin (%) cos 6,

cosbh = — (A3)

Izraz (A3) se moze napisati u obliku izraza (A4), sto odgovara izrazu (17).

d d
fy = — arcsin (cos (b) sin (}—%> cos 01 + sin 6 cos (E)) (A4)

Na sli¢an na¢in, ako bi se izraz (A2) napisao u obliku (A5), gde se eksplicitno
raspisuje ¢lan Ay, dobije se jednacina koja po svojoj formi odgovara jednacini

(18).

cos d — sin 0, sin 69
Ao = A\ — arccos (A5)
cos 01 cos 0,
2Haversin je trigonometrijska funckija definisana kao: haversing = PCTOSO §to se uz

malo matematike moze pokazati da je haversing = sin? g.
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B Definisanje polja vetra na sferi

U testu za pasivnu advekciju na povrsini sfere koriséeno je, stacionarno,
rotorno polje vetra V(A,0). U ovom dodatku je obja$njeno na koji nacin
postaviti analiticki izraz za polje vetra ovog oblika. Prvo, razmotrimo neke

osobine ovakvog polja vetra:

1. Vektor polja vetra se u svakoj tacki na sferi nalazi u x, z ravni, tj. nema

komponentu duz &, orta.

2. Intenzitet vektora polja vetra u svakoj tacki je takav da strujanje na
sferi ima konstantnu ugaonu brzinu oko y-ose, a to podrazumeva da

tacka koja treba da prede najduzi put mora da se kre¢e najbrze.

Vektor polja vetra u tacki (A, ) se moze zapisati kao v = u &, + v &y, a proa

osobina polja vetra diktira uslov:
v-é, =0 (B1)

Ort &, se moze zapisati pomocu ortova u sfernom koordinatnom sistemu,
&, = (€),€&p), u sledecem obliku &, = cos(A)é, — cosfsin (N)é&y. Kada se

analiticki oblik za v i &, zamene u izraz (B1) dobije se izraz (B2).

ucos A = vsinfsin A

u = vsinftan A (B2)

Uvrstanjem izraza (B2) u izraz za intenzitet vektora u® + v? = |v|?, dobije

se (B3).

[v|> = v*(1 + sin® f tan® \)
]
V1 4 sin? f tan® \

v (B3)

Presek sfere sa z,y ravni rezultuje kruznicom poluprecnika R. Jasno je da
se na ovoj kruznici udaljenost na y-osi od centra kruznice moze racunati kao

Y. = Rcosfsin A\, a uz koriséenje jednacine kruznice moze se doéi do izraza
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(B4). Treba primetiti da je udaljenost po z-osi od centra kruznice ujedno
polupre¢nik kruznice u x, z ravni koja sece sferu, odnosno z. = R.. Kruznica

polupre¢nika R, je ujedno kruznica na kojoj se nalazi vektor v

RCQ_'_ch — R2
R, = RV/1 — cos? 0 sin® A (B4)
Intenzitet vektora brzine vetra |v| je u tom slucaju |v| = 2t gde je T

vremenski period potreban deli¢u da prede celu kruznicu, krecum se pritom
brzinom |v|. U slucaju kada je poznato da intenzitet vektora brzine na
kruznici R. = R iznosi |v| = |vy|, iz druge osobine polja vetra, da je ugaona
brzina polja vetra na ¢itavoj sferi ista (period T je isti za svaku vrednost R,)

sledi izraz:

Iv| = [vo|V/1 — cos? #sin® A (B5)

Uvrstanjem izraza (B5) u izraz (B3) dobije se izraz za meridijalnu kompo-
nentu polja vetra u svakoj tacki, a potom se lako izvodi i izraz za zonalnu

komponentu vetra.

Ivol 1 — cos?20sin’® \
v =|v
O\ 1+ sin? O tanZ \
sin? @ tan® A(1 — cos?  sin? \)
_|V0‘ )
1 + sin® 0 tan2 A

vl sin? 6 tan? A
u =|v,
O\ 1+ sin? 0 tan2 \
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