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1. .ERETA3JJE

l.lp Slobodna i T>rinndna kretanla •-

mehanixlre problems kretanna sistema x,estica,
stalno vodimo ra5una o utioaju sila,bez obzira o kakvom je kretanjf|
rijeS.Imajuci to u Yidu,kretan ja mozerao podijeliti u dvije grupe.
Cretan ja pri kojima polozaj i "brzine cestica nisu nISim ograniSena
nazivaju se slobodna kretanja, i kod njih na Sestici sistema dje-
luju same aktivne sile,a ona kod kojih pnr to je izvjeana ograniSenje|
u pogledu polozaja i brzina Sestica,! kod kojih osim aktivnih sila
djeluju i reakcije veze,zovu se prinudns ill ograni^ena kretanja.
Sistemi 5estica,koji nisu ograniSenl u svom kretanju,naziva ju se
slobodni sistemi,a u protivnom slucaju govorimo o neslobodnim si-
stemima.

1 o2 . fijj.am, s teen i alSode gn pi o ' h o d l fl

se posmatrani slobodni sistem spstoji od n ta^aka
sa masama m_ ,m?, •..jnu.-^olozaj t^g sistema moze se odrediti pomo6u
vektora polozaja r - ^ , r 2 » » « « , r u odnosu na koordinatni
de6i vektor poloSaja i-te tacke

vidimo da za odredjivanje polozaja svake taSke sistema treba znati
3n koordinata.

%jesto Dekartovih koordinata mogu se uvesti druge vel i-
5ine napr. QT »Q.p» • • •»<l^n ko^ih takodje ima 3n i to tako,da se i4
jedna5ina

mogu odrediti za svaki trenutak t Dekartove koordinte taSfeka kad
su poznate veliSine q^, (i=l,2, ...,3n)

VeliSine q-i »qo '«••> < l^ t i '^ : 0 ^ e O(3re<30u3u poloSaj svih ta5a-
ka sistema,zovu se koordlnate materijalnor sistema»Sistem od n slo-
bodnih ta5aka ima svega 3n koordinata.

Broj nezavisnih skalarnih veli5ina neophodnih za odredji-
vanje polozaja materijalnog sistema zove se broj stepeni slobode

sistemap
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Sistem od n sloliodnih Sestica ima, dakle, onol iko stepeni
slobode koliko i koordinata.

Sistem od Sunca,zemlje i mjeseca,smatrajue'i ih kao ta<5ke,|
ima devet stepeni slnbode.

1 «3« fyZS ,j

°granicenost kretsnga izrazava se time sto postoji izvje-|
stan "broj veza izmedju koordinata svih Sestica sistema?koje mogu da
sadrze i vremenske izvode koordinata ,r>a i samo vrijeme»Na j inter esatil
tniji slucaj je kad ove veze imaju oblik jednakoptiC tzv.zadrzavajuq

veze).* L'.(r '/f . ,. rn T 'y * * *~V

Ovo cemo krace oznacavati,

odnosno ,u skalarnom oblikui

gdje je k --TDroj veza , n-"broj (5estica sistema.
Ako veze 3» i 4-. ne zavise od trz-'na

njihove jedna5ine bice otlika ( tzv. holonomne veze 1.

mater ijalni sistemi,Sije je kretanje ograni5en
samo konaSnim vezama,zovu se holonomni sistemi.

veze

^osmatratoo zadrzavajuce veze o"blika

odnosno»

se dogoditi da se jedna ill vise od njih mogu doMtJ|
kao rezultat diferenciranja nekih funkcija.u kojima nema "brzinao^ak
?e napr. moze dobiti neka veza diferenciranjem .*

9. ._5̂ L-0 -

gdje je (p Doznata funkcije koordinata i vremena 0U torn sluoaju^

gdje je r proizvoljna konstanta,zamjenjuje odgovarajuci vezu sa br,
nama.I'oSto je o5evidno,za
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11. -.. - ~ (/ «-f
zakljucujemo da se moie d:siti sa,:uo sa onin vezaiaa. oblika 8 .«
koje su linearne po brzinaina..

Ako se 7-8«r>e raogu dobiti diferenciranjera no'cog sistema
konacnih veaa , one -ie zovu dif erenoi jalne ili neholonoinne,a
sistoin fcoji se pokorava tin vezarna zove se neholonomni sistern.

Konacne veze jko je zavise od proisvoljnih konstanata,
naprimjer veze Io0 sovu se semiholonornne.U op"tem slucaju dife
rencijalne veze inogy. :^-a;i-:.!?,-';", :>.•"! brzina na proizvoljan nacin.
Ali u vecini konkretnih slucajeva srecu se sanio one dif erenoi jalne
veae koje zavise od braina linearno,kao i;-to cemo docnije ilftstro
vati primjerima.

Svaicu linearnu diferencijalnu vezv. niozeino napisati u obli~
ku ?

ili

Od;je su Ai j »^ i j ,G j_ j » iB j funkcije koordinata xi,yi,zi, i vremena .t
Primjetimo da linearnost diferencijalnih veza nije obave-

zna.i ne moae se dokazati ili iavesti iz prirode oanih mehaniSkih
probleoa ,0brnut9mogu se konstruisati porno cu naroSitih mehanizama
i takva ogranicenja u slobosJi kretanja sistema da veze budu
izrazene i pomocu V: vac's ratnih. funkcija brzina.

1,1 i razmatramo Garao linearne diferencijalne ve?;e.

1.5. Ppjn--'i .b^Pj.a jitgl'eaL.gl
Posmatra.jrno kretanje sistena sa n cestica, i k neholonoronih.

veza .Jr'osto od ukupno;;; broja 3n koordinata cestica sistema zbog
k veza i.ma samo Jn^ k nezavianih koordinata, mjesto pravouglih
koordinata uvodirao ma kakav skup od 5n - k = H nezavisnih velicina
koji potpuno ndrad ju j^ polozaj posmatranog sistona pri datom
prdnudiiora kretanju.uvakve velicine nazivaju se nezavisne generali-|
sane koordinate sisteina?a njihov bro j ,broj ste'neni slobode.uko
liko uziianmo u ob zir i liolonomne veze onda je brol stepeni

slobode jednak : n ~ 3n - k]_ - k2
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1,6.

1. Dvije materijalne tacke u ravni spojene stapom neprong en ji-
ve dusihe 1 Tnogu se kretati samo tako da brzina sredista stapa Bude
usmjerena postapu ( kretanje klizaljke po ravni ).JednacIne veze
plsu se na slijedeci nacin }

= o ,
1 - x2;

X

= o

Ovaj sistem je neholonomanjjer poslijednja od jednacina 14.
odredjuje diferencijalnu vezai 0

2 0 Iiopta se kotrlja bez klizanja po ravni.

tfslov kotrljanja "bez klizanja je da fe brzina tacke dodira jednaka
nuli.Coordinate koordinatnog poSetka sistema JL' Y Z u odnosu na

sis tern OXTZ su xA|yAJ zA *
Pologaj taSke odredjuje se Ojlerovim uglovima •&j f *f>

gdje je ugao O~ ugao izmdju zi Z* ose,ugao ^ izmdju cvorne linije
i X* ose i ugao T izmdju Jt ose i cvorne linije.

Projekoije CUX ^C-^u 7 ^2- trenutne ugaone brzine na ose ne*
pomicnog trijedra su:

OO^ * YSin&-6V/7

15. CO ̂  - ̂  //!



Brzina tacke M cvrste sfere ima oblik *

; -41
a a je poluprecnik lopte .

1'ri skalarne jednacine koje odgovaraju jednacini 14. su

17,

111

18.

a

a - o

ct-t

= c=f *

Prve dvije veze su neholonomne.jer se sistem till diferenci^l
nih jednacina ne moze zam^eniti konacnim jednacinama,

Veza ZA = const, je s emihol onorana, a za z = a.prelazi u
konacnu vezu0l^a osnovu toga mogemo reci da^lopta koja se kotrlja
po ravni bez klizanja^pruza prirajer neholoncmnog sistema.

1.7. rine^ laS&ka neslobodnfe .al sterna .-

Uzimajuci onacne veze \ diferencirajucih po vrfflfeBtt dobijanio :
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-1

u obliku t

21.
,

Vektor sa komponentama^v- '
v

naziva parcijalni gradijent 1 - te veze u odnosu na i

obelezava se skraceno sa \7? .<fa &

iferencijalnu \e2pa?

O - o

se

tu tacku i

uvodimo jedan vektor sa koordinatama A^^ , U^^ , LV ^ .
Taj vektor cemo zvati parcijalni gradijent linearne diferencijaln e
veze yy za i - tu tacku i oznaciti ga sa q grad^ jj* 8

Tad diferncijalna veza 22. dobija oblik analog.relaciji 21.

9^ (f, ̂  o a/oic/'- *f; - Vf- vDT —O s
<— -?» / » ""^ _ ^^ "̂̂  I J

** } ~A
dednacine 2o. i 22. odnosno 21. i 23. daju uslove koje

treba da zadovoljavaju brzine tacaka nesolbodnog materijalnog Bistema|

Parcijalni gradijent ne zadovoljava onaj uslov koji zado-

voljava svaki gradijentjnaime, da je rot grad-f-, = o, jer tazlike *
/ W f^ i ~^. f̂*» -*̂  -f"l J" »*•.

; ? da-? d-t,' '
koje su koordinate vektoa?a rot q grad^ ^-^raogu biti razlicite od
nule.Ako ove razlike ne bi bile razlicite od nule,to jest kad bi bil(
jednake nuli, onda bi 77 bio totalni diferenci ja!4 i vesa bi bila

7 ' J /
seraiholonomna .

1 • 8 • U slov za ubi"zanja.r taca^ka^nealobodnog sistema. -

Ako diferenciramo po vremenu jeanaciiie iil. x ^^.:

dobicemo^*.

-
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of-i i i>o TV su kvadratne funkcije brzina ta6aka

l-\z raz i

sistema .One su homo gene kvadratne funkcije ili foinne po slijedecim
uslovima: 1, da konacne veze ne zavise od vreinena / -§̂ t' - o ) , 2,da

v <3"t s
i diferencijaJ-ne ( neholonomne ;veze ne zavise od vremena , a da su
homogene( D . ~ o ;.

J
Jednacine 25. i 26. mozemo napisati u oblikuJ

/= / s/ '

'g^De De ai ucrzanje i - te tacke sistema .
Ovo su uslovi za ubrzanje tacaka liolonornnog i neholonorano,:

neslobodnog sistema.

1,9. Jc££JL§j1 jj- .̂ BgJ-IJkP J3 P-^SP-M.-15-^- -t.eJJ--3 ,̂ j-BP.S
jedna_ci.rie_ prve vrstejl

Posmatrajmo sisteni materijalnih tacaka koji nije slobodaji
i cije su jednacine vesa J

Vid/eii srao .a ubrzanja tacaka s sistema zadovaljavaju gorej
nadjene uslove I

~o * ^- /f .^2 , .v. tC^

Predpotsavimo da se jednacine kretanja posmatranog sistema
poklapaju sa jednacinama kretanja slobodnong materijalnog sistema ?

# *

3 3 . . . .

odnosno ,f
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1A34.

35.

36.

m- t f
iz 31. i 32. dobijamo:

n

^ -4^° ;/./^—/^.

/ — 4

-o ; /- t.a,
Ako se jednaSine 35. i 36. ill samo netted njih pretva-

raju u indet4titet,kazemo da te veze ne djeltilju i za njih onda,
koristeci 34.,slijedi?

37. 9

'a odavde /

U opStem slu£aju pored aktivnih sila F .̂ (i = l,2,...,n)
uvodimo i sile reaksije "H^ .Tada osnovna jednaSina dinamike ne~
slobodnog sistema ima oblik :

39. ^/S/ - ̂  ̂ 7° ? /"* ̂  • • •/ rt .
Sila reakcije Ilj_ je vektorski zbir reakoija od svake veze,

konaSne i diferencijalne,§to dejstvuju na i-tu 2estiou.Svaka ves?a
u opgtem sluSaju,mo2e dati reakciju koja ima dvije komponente:

- Prvu u,prsvcu gradi jenta ili kvazigradijenta,a
- drugu normalno na njega.

U oTom dijelu cemo razmatrati samo idealne reakoije,to jest I
reakcije kolinearne sa pripadajucim gradijentima,odnosno kvazigradij

4o.

gdje W L l A ^ i r ' 0 * * - faktori proporcionaln
sti,;koji se zovT^mozitelji veza^bilo konacnih bilo diferneoijalnih.
Oni su funkoije generalisanih. koordinata,generalisanih brzina i
vremena,i isti su za sve 5estice sto zna5i da ne zavise od indeksa
i .Ako bi mnoziteljijveza zavisili od broja 5estica ,onda IH sile
reakcije imale oblik*
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Tail bi mnozitelja veza bilo vise nego jednafiina veza,to jest

imali bismo \j(^ j ^ f£ i * *° 3 -A4»<! °-A ol
a ne mnozitelje veza«/V 71 ./I ,.

M 5 3L i •*""**) ^C ̂  «*
Uzimajuci u obzir sile reakcije 4o7 di£erTeno~ijalna jednafcina

kretanja Sestioe glasis
_^, _^ _/f, J5:2

T"™ * / / ~ / -*^L_^^~/^ ^̂  / f " ^ Cf -* / / £~ *** / ./ / f t
/} ^.j T iZjf

Sto napisano u fekalarnom^bliku d.a^e slijedeci sistem jednaSina:

43.
IV ^ ^ , «- ^ , , r

J^^

" I/1/
To je sistem skalarnih diferencijalnih jednaSina krecanja neslobodno<
matei?ijalnog sistema sa mnoziteljima veza ili Lagranzev sistem di -
ferencijalnih jedna5ina kretanja prve vrste .

I u ovom sistemu imamo 3n k-^ + nepoznatih (3n koordi
nata i k« mnozitelja veza) .Ova su diferencijalne jednaSine dni-|
gog reda u odnosu na koordinate,a u odnosu na mnozitelje veza su
konacne i linearne .Zato nam za odredjivanje tih nepoznatih sluze
sem jednaSina 43. i jednaCine 31. i 32.

Uzimajudi u obzir 31. i 32. kao i 42. moeemo napisati f

Ove jednafiine su linearne po

l.lo. Hala%enje. konagnih jednaSina kretanja .-
Prvo iz 44. i 45. racunamo vrijednosti za Ari.'^u^i*»» \, oc- ̂2) «K.ad to uvrstimo u 43. dobijemo sistem flif ernecija]

nih jednaSina sa 3n nepoznatih x| ŷ ^ zi( i = 1,2,... ,n) .Pogto su te
jednaSine drugog reda ,a ima ih 3n to 5e se integraoijom tih jedna5in|
dobiti 6n integracionih konstanti C.,̂ ,̂..., Ggn .
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Iz uslova 37. neposrednom integraoijom dobijamo

o / / V mogu biti unaprijed date veIie"ine.Pps'to su jednaSine
46. indenti5ki zadovoljene onda lijeve strane moraju imati istu formi
kao i desae,to jest moraju biti oblika I

47.

gdje su

Ako su e/£

funkcije od konstanata G1,G2,

? , unaprijed date onada mora biti !

To znaSi da ovih 6n integracionih konstanti nisu proizvoljnj
vec izmdju njih postoji 2V1 + k0 veza .Tad imamo 6n - 2kn - k« pro —

f Aizvoljnih konstanata.Ako su date veze 29. i 3o. konstante oLg>fpt.
su nule,te veze izmdju konstanata dobijaju oblik:

/• /*

49.

Ove konstante dobijene integraoijom,od kojih su samo 6n - 2k
- k2 nezavisne,pokazuju da je proces integraoije bio opStiji ,kompli|
kovaniji nego sto je trazio iadatak.Zato s e ove metoda obiSno ne
upotrebljava za rjesavanje zadataka iz kretanja ueslobodnog sistema.
Za to se koriste mnogo zgodnije Apelove jednabine koje ce biti obja-|
Snjene kasnije.Ovom metodom odredjuju se raakcije veza putem nalazen]
mnoSitelja veza.

1.11, Bad sila. reakcile na virtaelnim pome ran .lima ,-
Totalni rad sila idelanih. reakcija zadrzavajucih veza na

virtuelnim pomeranjima jednak je nuli.Rad sila reakcije~Ri(i = 1,2^
n)na virtuelnom pomeranju o s. jednak je skalarnom proizvodu R^ x <S
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za i -tu ta5ku,a ukupni rad na svim virtuelnim pomeranjima je

50.

I^ajuci u vidu izraz 4o. mo£emo napisati :

• 84=:
ill

52.
_ n

C'-' &4 / "/ -y
PoSto iz uslova 21. i 25. za virtuelna pomeranja slfjedi da je:

dobijamo da je ^ *
= o 6ime je teorema dokazana.

1.12. Diferenoijalne jednacine kretan.la.Reslo'bodnog materi.lalnog
aistema za pro izyo Line koordinate. Lagranzeve .1edna5ine druge
rste .-

da napisemo diferencijalne jednacine kretanja neslobodn<
materijalnog sistema kad poloSaj sistema odredjuju proizvol^ne gene-
ralisane koordinate ;

54. qx , q.2 ,..., q3n - lf q3n 9

gdje je n broj 6estica .Tada je vektor pologaja r indeks i ma koje
i - te Cestice dat kaoJ-

55.

56.
JednaSine konaSnih i linearaih neholonomnih veza imaju oblik.M

pri fiemu'^e f-^ slogeiia funkcija koordinata 54. i vremena.Imaju6i u
vidu da j£

n
57.
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jednacina 56. doMja slijedeci oblik f
n _n ._-«

Sto se skraceno moze pisati u otliku

gdje su

g-, n

61 • fj-
Za dalje izvodjenje ovih jednaSina iskoristiceiao Lagran-

zev ill varijacioni izvofi S
62.

gdje je T kinetifika energija sistema . ineticka energija sistema
moze se napisati m slijedeci na5in:

63. 8T»£*V v/-
f«f

Dalje imamo :

67.

a iz 57. slijedi

te je ;

69

Tada je ,'

70.^1^1^

a kako je
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n
71. v>-

/w
dobijamo f

72. 4
n

Posto je m- JR.
dobijame-f

73. ^ ar

*2.

Izraz

zove se generalisana sila.Hjen fiziCki smisao vezan je za proizvod
Qi/ 'C^IV »^° 3e ra<^ k°0i izvrge sve aktivne sile F^ na ovim elements
nim pomjera.ijima tacaka sistema ,kad se samo jedna generalisana ko-
ordinata promijeni za

Sama generalisanaila ne mora imati dimenzije sile,ali
proizTod Q^>x 0 qymora imati dimenzije rada.

Drugi Slan s desne strane formule 73. mozemo transformisa-
ti ovako .* n <*

a kako je ,f

gdje je P̂  ( q1»q2» •• e»^3n »* )fu-nkci3a koja se dobije iz funkcije
vektore polozaja izrazimo pomocu promjenjjivih q » q . »

Najzad treci 51an izraza 73. mozemo transformisati na
slijedeci naSin uzimajuci u obzir 60. /



- 14 -

te konaSno dobijamo:

gdje su konacne i linearne difArencijalne veze oblika t

n

Sistem jednaSina 80. predstavlja sistem difereneijalnih
jjednaCina kretanja neslobodnog materijalnog siatema aa mnoziteljimal
veza holonomnih ,odnosno,neholonomnih u generalisanim koordinatama.l
OCevidno je da se jednaSine 80. ne odnose na nezavisne generalisane|
koordinate i njihov broj jednak je 3n ( gdje je n broj cestica sis-
ma) .Kad bi ove koordinate bile nezavisne izrazi r̂  r^Cq^^gf • • •»

t )bi zadovoljavali jednafiine f-̂  ( rift ) = o indentiCno te bi prei
tome svi izvodi i j FI u jednacinama 80. bili jednaki nuli.

Prema tome, jednaGine 80. su samo projekoije vektorskih
jednaSina 42. (kojih takodje ima n ,odnosno 3n skalarnih)na ose
generalisanih koordinata.

2. PRIUCIPI MEHAUIKE

2.1. Pojam i klaaifikacija prinoipa.-

Da bismo odredili kretanje nekog sistema fiestica neopho<
je da zn amo slijededet^oCetno stanje/kinemati6ko/sistema,veze
ogranifiavaju kretanje tog sistema i sile ,koje dejstv^ju na mase
toga sistema.Poslije toga mozemo da formiramo diferenoijalne jedna-
Cine kretanja sistema koriatedi NJutnove postulate o silama i
dopunske uslove o silama reakcija.

Medjutim,pored ovog postupka,za obrazovanje difernecijali
jednafiina kretanja sisteraa postoje i drugi postupci koji dovode do
istih diferenoijalnih jednaCina kretanja.Ovi postupoi se formuliSu



- 15 -

pomocu uslova koje treba da zadovoljava izvjesni analitiSki izrazi,
i nazivaja se op§ti prinoipi mehanike.

3?osto;je dvije kategorije opstin prinoipa mehanike.
U prvu kategoriju spadaju diferencijalni principi c"iji

analitiSki izraz u diferenoijalnom obliku.U ovu kategoriju spadaju
Dalamberov princip,Lagraiizev princip mogucib. pomjeranjafGausov prii|
oip i dr.

U drugu kategoriju spadaju integralni principi ciji ;je
analitiSki izraz predstavljen integralom.Takvi su:Wamiltonov prinoj|
Maupertius-LagranSev princip,Ojlerov princip,Jakobi3ev prinoip,
Hemholcov princip i dr.Ovdje ce biti od interesa samo oni puincipi
koji vage kako za holonomne,tako i za neholonomne sisteme sa lineai|
nim neholonomnim vezama.

2.2. Dalamberov princip u Lag.rang.evom obliku.*

Neka nam je dat sistem sa vezama u najopstijem obliku,
znaCi neholonoman,reonoman sistem sa nezadrfcavajucim vezama.Konac'nt
nezadrzavajuce veze imaju oblik;'

a diferencijalne nezadrfcavajuce reze su oblika/

Jednafiine 42. mogemo napisati u obliku :

85 . - - mi -= ,̂ e . - y ̂ ^ ; A ^ , ,, , n ,
Cbrazujuci skaiarni proiz'vod svake od ovih. jednacina

sa pripadajucim vektorima virtuelnih pomjeranja i sumiranjem za
sve ta^ke sistema dobijamo:

.n f\i u obzir uslove za virttfcelna pomjeranja koji

dobijaju neposredno iz 83. i 84.*

87.
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A1

dobijamo : / t-i

' /
gto u Dekartovim koordinatama daju

Ovo je Dalamberov prinoip u Lagranzevom obliku za slu£a;
nezadrgavajucih veza.U slucaju zadrzavajucih veza imat cemo slije-
dece uslove:

91.

ill u sklamom oblika

=rO

Dakle,mozemo reci:Svakojstvarno kretanje materij alnog sis|
ma se vr§i tako da u slucaju nezadrzavajucih veza ubrzanja taclaka
sistema moraju zadovoljavati uslove 89. za sva virtuelna pomjeranjji
U slucaju zadrzavajucih veza,koje su ovdje od vecefe interesa,virtu-
elna pomjeranja moraju zadovoljavati uslove 91.

"okazimo da iz ovog opSteg principa mehanike proizilazO
diferencijalne jednacine kretanja sistema sa nezadrzavajucim vezarrl
1. Neka je sistem Slobodan .Tad su varijaeije &s. potpuno proizvolj
vektori.Iz jednafiine

koja treba d:a postoji za sve mogude vrijednosti vektora
di da je *

94.

Da bismo dokazali prvu od jednaSina 94. stavimo da j e *

te se jedna^ina 93. svodi na jednacinu ^

koja treba da yazi za sve proizvoljne vri^ednosti vektora s-^ .
Ako skalarni prozvod ma koja dva vektora mora biti (jodns|

nuli za sve proizvoljne vrijednosti naprimjer drugog vektora^
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pnda prvi vektor mora biti jednak nuli.Tako je iz 95.<>

96.

sto zn a£i da se iz Dalamberovog principa za slobodni sistem mogu
izvesti diferencijalne jednaSine kretanja za taj sistem.

2. Sistem je neslobodan ,a veze zadrzavajuce.JednaSine 93. treba
da budu zadovoljene fefeo vektori d s - r zadovoljavaju uslove :

n •», *•
- J8t f— , A A1"-^

97.

98.

Da bismo izv^li zalclDuSak izpednacine 93.slu.zimo se
Ojlerovom metodom mno7,itelja .Ova metoda se sastoji u tome da se
poslije dodavanja jednacini 93. jednaSina 97. i 98. prethodno
pomnozenib. sa mnoziteljima "X -, i/^* formalno smatraju svi vektori
kao slobodni .

Od tri koordinata ,napr. Dekartovih x ,
3n - k-, - kp koordinata treba smatrati kao nezavisne ,a ostale kaol
zavisne.U jedna5ini,ko ja sleduje iz 95. odnosno 92. poslije doda-
vanja 97. i 98. dobijamo : «./

Koefioijente kod Slanova k-, + ̂  sa zavisnim varija-
cijama mozemo izjednaciti sa nulom podesnim izbor6m mnozitelja,a
koeficijenti kod ostalih - nezavisnih varijacija moraju biti jedn|
ki nuli.To znaci da su svi koeficijenti jednaki nuli i to dovodi
do diferenoijalnih jedna2ina kretanja materi^alnog sistema u skalal
nom oblifcu.koji odgovara vektorskim jednaCinama 42. ZnaSi da jednaj
Cine kretanja materijalnog sistema i to kako holonomnog ,tako i
neholonomnog^sa linearnim neholonomnim vezama^izvodimo iz Dalambe-l
rovog principa.

3. Pojedine,pa 5ak i sve veze su nezadrzavajuce prirode .Tad Da-
lamberov princip ima oblik ?

loo.



- 18 -

a veze pisemo kao •
lol, §f

Izaberimo,zatim,takve varijacije pri kojima je

kojima odgovara niz varijacija .*

Io3. f&Sf), *
U torn slu^ajuj. imamo dvije alternative.Prva alternat]

va je;da je, ^ ^
lo4.2TfF~ ^'^;>).(SsJf *o

/»y /
a druga da je

Druga alternativa je nemoguca.Jer ,zbog homogenosti
uslova lol. ove uslove zadovoljava i niz

106. f6f;^~fSsp?7
koji stavljen u Dalamberov princip daje slijedeci rezultat

Io7 . - , s >̂ O

§to je u auprotnosti sa Dalamberovim prinoipom .
Prema tome,za sve varijacije koje zadovoljavaju uslo|

ve Io2..a birane su i za sluc'aj nezadrzavajucih veza,Dalamberov
princip mora biti izrazen pomodu jednakosti«2atim,istim postupkom
kao i u 2. dolazimo do diferncijalnih jednaSina kretanja0

2.3. 0-au.gov prinoip e rinude«-

je ovaj princip izveo pomo&i metode najmanjih
kvadrata.On posmatra dva kretanja ,slobodno i prinudno,iz^iste
ta5ke i da istim prozvoljnim brzinama,uvodi po^am odstupanja pri-
nudnog kretanja od slobodnog ,zatim formira kvadratnu mjeru tog
odstupanja i proSiruje na cio sistem.±'o§to je data mjera vezana
za prinudno kretanje sistema,on tu mjeru naziva prinudom(Zwang) v

Princip kaze da od svih mogucih. prinudnih kretanja,
stvarno kretanje je ono za koje prinuda ima najmanju vrijednost,

je m.̂ . i-tfe ta5ka sistema (i = 1,2,. .. , n ) i neka su rio,
vektor polozaja,brzina i ubrzanje u trenutku t.
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polozaja u trenutku t
Slanove samo drugog reda^'

•3

- 4 a
-—-

At je ,zadr§ava juci

ice. r / r f
* ffa C

f-y

slobodno kretanje sj^tema vazi
109.

gdje je ^.rezultanta ^vih aktivnih. sila.a "aT ubrzanje slobodne
-*)*-

taSke .Ako je ?i vektor polo^aja ta5ke kao slotodne , onda je
-*-^ ,-p> -*- v j?" /> ,]*-

iio. r^rp -t- r ,4-61* 4 •±L- 'A^ •/ /e '<J J2 ^o v

H ~ V"r jeste odstupanje taSke sa

a od tacke koja se za isto vrijeme kretala kao slobodna
taSka sa utrzanjem

Kvadratna mjera tog odstuganna je

112.
m.

Sada; sliSno metodi najmanj^h kvadrata^ treba Azeti u
obzir vaSnost uloge svake pojedine ta5ke,u zaje<3ni5kom zbiru svih
odsttipanja, na materijalni sistcm.Svaku kvadratnu mjeru odstupanja
tre"ba pomnoziti masom date taSke i sabrati ih

"oSto stalni mnoSitelj -T-1
promjene napisane veliSMe ,mozemo pisati

vazan u prouSavanju

* .
§to Gaus zove prinuda .

Pokazimo sad uslor stacionarnosti prinude,to jest da
njen minimum dovodi do onih ubrzanja koja odgovaraju stvarnom kreta-
nju materijalnog sistema,"bilo slobodnog lilo neslobodnog.

Za slobodni sietem iz jednaoine 114- slijedi da za
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proizvol,jno a , pod uslovom da je svaki kvadrat jednak nuli»
ova forma uzima nanmanju vrijedn.ost.Tad taj uslov dovodl do jedna|
Sina kretanja.

115.
Afco je sistem neslobodan treba na6i diferencijalnu

varijaciju prinude,to jest

us.

us"' ov stacionarnosti cT 2 daje

se na nane uslove za ubrzanja

/ -I f

.
/•*/ \f "

U slucaou da imamo dva neslobodna kretenja sistema.
iz istog polozaja, i sa istim brzinama;varijacije cf-Ctt treba
da zadovoljavaju uslove (kod zadrzavajucih veza ) 1

118.

119 •

koji se dobijaju iz jednaSina 27. i 28.
Ako sad uporedi-io jednaSinu 117. za odredjivanje

ubrzanja sa je^dnaj.inom^oja izra^ava Dalainberov princip
'

pri adovoljava islove
121 .

122 .

vidimo da ubuzanja "â  stvarnog kretan3» ,odredjena iz
vog principa?mora ju biti ista sa ubrzanjima odredjenih prema
G-ausovom principu.N8 taj na54n su ̂ ausovi i Dalamberov princip
medjusobnom ekVivalentni.
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I Gausnv princip ,poslije eliminisanja zavisnih vari
jacija ubrzanja iz 117̂ ? dolazia* do jedna^ina VretanjaS

123. M^fxf^.+^/t $tec/-fe +21 fy^^f^/; ft
/-/ S~^

Gausov princip vazi i onda kad diferenc"1 jalne reze
nisu linearne u odnosu na brzine .̂ eka vezs ima oblikr

=rO 1

za varijac^je utrzanja imamo tad linearne uslove *

gdje vektor gpcao^wp predstavlja djelimiSni gradijent funkcije
za vektor "v^ .^jegove komponente su -̂ £-. , S^ ^ ^^ .

•*" T> X-± "<^i, () ^^,

Ako je funkcij a *f linearna u odnosu na "brzine- onda
je <3r^^V^= 2 4jT&cLiY> .U Op§tem slucaju g>**d<vtf moSe biti
i sam funkcija "brzina taSaka sistema o^oSto iz Gausovog prinelpa me-
2emo izvesti diferencijalne jednaSine kretanja sistema kao i obrnut
mo^emo recis

"Syaki sistem se krece sa najmanjom prinudom^od stra-
ne masa koje organiSavaju kretanle sistema" .To je opnti princip me-
hanike .

3. APEL-.07 METOD

okoord

I*agran§eve koordinate su okarakterisane time da se
promjenljive Xi yy^l£ javljaju kao eksplicintne funkcije od q^ i. t.
Zgodno jetposebno u slucaju neholonomnih sistema,uvesti koordinate
opStijeg tipa,u kojima se svaka promo enljiva D ,̂' i ${, fa javlja kao li-
nearna funkcija od q.» ,no u tim funkcijama se u opStem slu^aju ne

J- t f •'

javljaju izvodi pu^remen^L .Syako 3̂ ,̂ -̂ j- moze biti predstavljeno u
obliku linearnih funkcija od H promjenljivih^gdje je ̂  broj stepeni
slobode sistema .Razmotrimo neholonomni sistem s H" stepeni slobode '
1 neholonomnih veaa.̂ ri ispitivanju tog sistema neophodno je N + i
âgranSevih koordinata ̂ ^$ r̂«^ ĵ /̂ .̂ , .MOguca pomjeranja sistema za
dovoljavaju jednaSinu;
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124.
gdje koeficijenti 2|b i ̂  ,koji su funkeije od £/;/*/•
neprekidne prve izvode u odgovarajudoj oblasti D nezavisno promjen

Uvedimo p novih veliSina &ffGif • •»>, ̂.̂ gdje je p prolzvo-
Ijan cio broj .VeliSine 0 ne odred\i3emo kao funkcije od q it,
no njihovi diferencijali predstavljaju ̂ fafove forme od q i t

...
Koeficijenti Cj-bl G j su ovdje funkcije

i imaju neprekidne izvo^e u oblasti Do
Izrazi 124. i 125- predstavljaju 1 + p nezavisnih

fovih formi i u opStem slu^aju nisu totalni difer§ncijali«veli5ine|
& nazivamo kra z ikor d ina t ama ill pseudokoordinatama.

demo.pisati O)^^^^-^ take §to cemo imati n pro
^grlje j e n ^ E + l + p pri ?5emu prvih H + i

predstavlja date I-agranzeve koordinate ,a ostalih p kvazikoordina
te .Pri tome je

sada 1 + p jednacina 124. i 126.odnosno 1 + p|
diferencijala d izraziv§i ih preko ostalih N diferencijala.°vih
H diferencijala^preko kojih izraSavamo ostale^mogu bifi difwrenci-
jali^ili lagranzevih. koordinata;ili kvazikoordinata.Ako te pojedi~|
naSne koordinate privremeno .oznaSimo sa
ordinate q^koje njimo-ne pi-ipadaju;bitii

127.

Ukupno ce biti 1 + p takvih jednaSina.JednaSine 127«
su taSno ekvivalentne sistemima 124* i 126.£oef icijenti ^j'b i
2K zavise od svih I/agranzevih koordinata q i od vremena t,a ni u
kom slucaju od ̂ /,
i odatle slijedi

/t »Koordinate X zavise



Izrazimo diferencijal svake od navedenih koordinata na
dasnoj strani 128. preko ^X^'^^A-ffskoristivSi pri torn jednaSi-
nu 127* Diferencijale datj, izrazicemo u obliku linearne forme od ebf^
<faf\i»»* jiefyVj^,'koeficijenti tih linearnih formi 6e sadrSati sve

3Jagranzeve koordinate q i vrijeme t .
zmijenimo nase oznacSavanje.U daljajem ^ izdvojenih

koordiijata»( koje mogu biti ili lagranzeve ili,kvazikoordinate^bice
,a ostali 1 •*• p koordinata^ preko

za dx. tada glasi;
oznaSene

/ / /

a 127 • pisemo u oblik

130. ĉ ?
^ormule 128. i 129. su osnovne za razvijanle ovdje pri

kaaane teorije.Izvode X-j je moguce predstaviti preko N brzina
eko njih mox;emo i^raziti i QjCj > od N ).

u svakom slu^aju koef ic ijenti 0̂ 6,0̂  /V t ̂ J sadrze koordinate qj
razli5ite od If razdvojenih koordinata ,U opstem slû aju ti koefi-
cijenti sadrze sve lagr^nzove koordinate i vrijeme t .^omponente

* " / \* /brzina Ĵ j ̂  (za svih n Dekartovih koordinata Sesticali /̂ ( za ne
razdvojene koordinate q ).izraz"avamo preko sistema komponenata brzi

"D * * *
na po broju stepeni slobode sistema, rzine jfy£i/«»y/'/c/ mogu imati
proizvoljne vri^ednosti ,no ako su te vrijednosti zadane,samim tim
su odredjene brzine svih taoaka^eijelog sistema.

Virtuelna pomjeranja se izra^avaju preko proizvoljnih
obrascimaS

/-*,&,

prirastaja

131

132 "O O O

.cestica se krecu po

133.

x$F su Dekartove koordinate.°vdje q predstavlja dvostruku
koju prebriSe radijus vektor od trenutka t,i predstavlja kva^ikoord.
natu.
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r 2. U praksi se Sesto susrecemo sa plucajem.kad je
kvazikoordinats^ "pun obfct J1 oko zadane ose,pokretne 111 nepokretne
^akav slu&aj imamo kod Sigre^gdje pun obrt predstavlja
natu q.

3.2. ubrzapja

134.
funkeiju oblika

ili,u Dekartovim koordinatama
135- Q-4

koju cemo izraziti preko general isanih.
Dzipsa predstavlja,uprsvo,polinom

136. /5,

,
» & t

o"hl ika

^ •
gdje je G2 htomogena kvadratna^funkcija od f^/Ze/« "-^/u t*Gi - ho-
mogena linearna funkcija od %t> ¥^1° * - j jf/v »» G0 ne zavisi od 4*»

Koeficijenti funkeije G.u opStem slu?aju?aavise od svih
promjenljivih ^,q,a ne samo od prvih N.Ufeoliko se likaze potreba j
%/c+i;£/t/+t./'**jZA/+f%, mozemo isklju5iti pomo6u jedna5ina

„ M *
137; 9 . ̂ Z fe?? £o -^ ^>- a f = M+4 A/+2- 1 , ,0/7. ., y gtv 7^^* n / J

"eka su nam za sistem dati polozaj i "brzinfi u trenutku
vremena t.̂ sma su potrebne jedaa5ine?koje odredjuju ubrzanja siste
ma 5esticao;To 6emo lako postidi primjenom proste i vazne teoremei

sistema je takvo,da izraz

138. G
/*/

shvaden kao funkclja 6d^,;^z/» ^ ^ jP^ima minimum" .^ri primjeni ore
teoreme koordinate i komponente brzine smatramo konstantnim ,*fakti-
5ki. mi imamo posla sa Ihradratnim f unkci jama sa konstantnim koef ici-

jentimaoSa ovom teoremom smo se sreli kad smo govorili o Gausovom
principufmada u ne§to druga5ijoj formi.H stvari,lako nalazimo da je

prinuda _^,



s ta5no86u do Slanova ko^ijjg sjidrze ubrzanje»istovjetna sa •
_

Izraz > pj - 3j se razlikuje od Qs samo

po Slanovima koji ne sadrSe ubrzanje«̂ o zna5i da se gore navedena
teorema moSe dobiti i iz Gausovog principa najmanje prinude «

3 • 3 •

°ve jednaSine mogu se dobiti iz prethodno uredene
teoreme.Rekli smo da je prinuda Z aistema ekvivalentna sa funkci-
jom generalisanih ubrazanja

i da ove funkcije imaou minimum po,ovim ubrzanjima pod istim nslovi*
ma«Iz cJ v— = o ,imamOs

jer Q^ ne zavisi od generalisanih ubrzanja ,to jest pri diferencl-
ranju ce se pona§ati kao konstanta.̂ onâ no dobijamo

143. ^ir^S- T- *,£,.J

ko-

koje se nazlvaju jedna5ine Dzips-Apela .Njih je prvo do"bio
1879.godine,i p»d*obno ih istraSio Apel.2o godina kasnije.Jasno
da je pri sastavljanju jednaSina kretanja,51anove u izrazu za G
ji ne sadrze q ,moguce zanemariti*

D2ips-*pelove jedna5ine 143. predstavljaju najprosti-
ju;i u isto vrijeme najop§tiju formu jednaSina kretanja.Izuzetno
proste po formi,one u isto vrijeme mogu "biti primjenjene i kod ho-
lonomnih i kod neholonomnih sistema^i omogu6uju lako uvodjenje kraz:
koordinata.

£ri koriSgenju tih jednaSina^iajpri je se odredjuje
tiroj stepeni slobode sistema E. i sastavlja "kiretlSka energija u"br»i
nja" -£ > **\5 izrazentt preko N ubrzanja %;tt ove jednaBine
ulazi svitt'n koordinata q. i brzina q. »no osnovno je to^Sto u njih
ulazi samo H izdvojenih ubrzanja'q .Izdvejenih $ koordinata q mogu
bitijkako ̂ agranzeve ,tako i krazikordinate^kako je ve6 agodno.
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se razmatra rad zadanih sila na Yiruelnim po
M ~

mjeranjima^i Izraz za taj rad predstavlja se u obliku £ Qj o 2/,

^ednaSine kretanja imaju oblik 145»̂ jiffla se pridaje n - BT geometrij-
sklh jednaSina ;

1 iz tog s Astema| if erencijalnih jednaSina odr^rljuje se n promjenlji
vih^kao funkcije od t.

te§ke materijalne ta^re M^ i M^^jednakih masa
nFl.spoJene su Stapom nepromjenljire duzine l,i zanemarljivo male
mase.Sistem moze da se krece samo u vertikalnoj ravnifi samo tako,
da jebrzina sredi§ta §tapa upravljena du2 §tapa*0drediti kretenje
taSaka M^ ± M metodom monzitelja veza»

Neka su x^ i y-̂  i x2 i ̂ 2 Coordinate ta5aka M^ i Kg.
jednaSine veza!

145 o

(_X2 rtxf;(_ s3«-li;~C^-2-^/^ 4^~ <1^ '
•"agranzeve jeanaSine s neodredjenim mnoziteljima /^

146.

147 .!

*z jednaSine 146. pomocu prve iz jedna5ina I45*odre-

^H^

^rimjetimo da se jedna5ine 147. dotiju iz 146, ako se
u poslijednjima zamijene X sa -X^**!̂ ! 8a ^2 f72°Zato;odred^u;'u<$1
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iz jedna^ina !47«nalazimoS

J-zjednaSavajudl medjuso'bom odgovarajuce izraze
i /Itu formulama 148, i 149» do"bi6emo posli;je krace transformacijef

-?,)&-*, ) -o,

oznake

jednaoinc 145 • i I5o. izgledaju ovak© •

152. V *=O

153.

154. A
^edna^lne 152»pokazuju da sc ta5ka sa koordina-tama

)kre6e po krugu polupre5nika l?s centrom u koordinatnom po-
5ctku,pri 5emu je njeno^utrzanje^^vo vrijeme upercno ka centru.^ada
6e kretanje te taSka "bit! ra-momjerno.Zat* je ^

155*

Saglasno 3ednakosti^l53« moSemo stavitis

156o f>*£-^e i
Zamjenjujuci te izraze u jednakost 154»i uzimajuci

u oljzir 152. i 155« nalazimo *

*ome,u siiislu jednakosti 155
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Integracijom nalazimo I

16o.

ednakosti 151. 155 • i 1

161.

gdje su oC,A /̂ cf cT proizvoljne konstante*
/ f f

2.-E>omo6u Apieovih. jednaxina odrediti kretanje sistema opl-
san^g u prvorn prlmjeru.̂ o omogucara da se uperede dvije metode odr
djivanja kretanja neholonomnog sistema^pomocu I»agran2evili BmogiteljaJ
1 pomodu Apelovlh jedna51na;i da se uvjerimo u preimudstro drugog.

ugao
Za nezavione koordinate u^imamo koordinate te5i§ta

koji obrazuje dug M M sa horizontalnom osom z.̂ ada je
-

Jedna5ina neholonomue veze^ î aovim koordlnatama^do'bija
oblik 5

163-

Eaergija ubrzanoa U izraSava se na slijede_cJL na51n:

%* £•+&&)** *+$tytffi^'f ^S f «-- f i fjt

pseudobrzinu q predstavljajudii
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165.
je ,

166. it- £*. L f V . »
gdje neispisani BlanoVi ne sadrze ubrzanje .°dredimo generalisane

167.

168.4

169.
Sastarimo Apelove Jedna5ine!

datom slucaju te jedna5ine ne sadrSe koordinate xiy

i imaju
170.

Hadjimo x i y

Odatle

Zamjenjuju6i of umjesto fdotijamo konaSne je-
dnaSine kretanjafkoje sadrSe pet prolzrol̂ nih konstenata ô ŷ

2.̂ oka2imo kako se iz Apelovih jednaSina mogu do"biti
Ojlerore dinami5ke jedna5ine otrtania krutog tijela oko nepomî ie
ta&ke ° .®eka su OD^ ( COa CO^ projekcije ugaone "brzine Co na
glavne ose inereije OZ.Ly'OZ2;-OZ.«Q|le ,kao §to je poz^natOjpredstavlji
ju linearne komtinacije generalisanih brzina ̂ 'p, ̂ »gdje ru \ff
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Ojlerovi uglovi.'Zato mogemo uzeti

175 .

za tri pseudokoordinate.

v/

£ - uglovno ubrzanje.^eispisani Slanovi u ov^j formuli ne sadrze
uglovno ubrzanje •

Primjetimo da je
*

~- i ̂ 7 oznaSavaju odgovarajuce diferenclra-

nje u nepokretnom koordinatnom sistemu i u sistemu koerdinats.
60 t , projekcije ugaonog ubrzanja na ose

>OX .Tada^analogno izrazu za klneti5ku energiju *

177 . j&*ff&xtfvfa =T;co?+ &<*?]:+ k^l,
(gdje su 1-̂ ,1 ,1, moment! inercije u odnosu na glavne ore ^̂

lmo§emo pisati* a.
178*

S druge strane kinetiSki moment (9" ~ JC^^^Wlma kompo-

nente Xf^\ Tt(Jd^ » ̂ 3̂ 5 zato konaSno dolsijamo slijedeci izraz
j f *r t- *• / <J

druge strane, za elementarni rad spoljaSnih. sila>imame|

Zato 4pelore jedna5ine daju neposredno Ojierove jedna-
Sine r

181. L, f

2.̂



181.

o4.

Primjenimo Dgips -Apelove JednaSine na ispitivanje kre-
tanja Sestice po povr§ini.'Kao koordinate Sestice uzmimo ri q.

182 o" r:

r-je I»agran2eva ffkoordinata,a q. kyaz ikoordinata .Iniamo ,'
183.

184.

185. r ^ ^ a/ .<- J
. doM3amo .'

186.

ii u obzir 184. d°M
oc " «>

« cr r
S druge strane \o iz 186. 1187. slijedi da je '

188.

189.

naSin konaSno

Ukoliko Slanovi ne zavise od ubrzanja^mogemo ih izostal
riti i umjesto 189. napisati t

Izraz za G mo^emo izvesti i neposredno^ako zapazimo dal
radijalna komponenta Jednaka f

191. f~

i kruSua komponenta jednaka



radijalnu i tangencijalnu kompwaentu sile oznaBimo
na odgoTareju6i nacin sa R i S , onda ce rad isivrSen na virtuelnim
pomjeranjima titi jednak

192. ^Sr^jg^^^_
f"

jednaSine dobijaju oblik I? j*
s--.<4- a c

193.

^ zadatku o kretanju po cent rain im^orTsitama sila pol^a
je radljalna ( S = o )i mi imamo prvi integral q jednak o(. .̂ inm je-|
dnaSina dotija sada oblik •

194.

i ako je
ctr

to odmah dobijamo prvi integral t
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2. Pa its
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4. Racionalna mehanika

5. Dj. Mu§iSki : UVOd u teorijska mehaniku I
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