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1. PRINUBNO KRETANJE

1.1, Slobodna i prinudna kretania .-

Prou¥avajuéi mehani*re probleme kretanja sistema Zestica,
stalno vodimo raduna o uticaju sila,bez obzira o kakvom je kretan}ju
rijed.Imajuéi to u viduv,kretanje mo¥emo podijeliti u dvije grupe.
Kretanja pri kojima polo%aj i brzine Zestica nisu ni¥im ogranidena
nazivaju se slobodna kretanja, i kod njih na &Cestici sistema dje=
luju samo aktivne sile,a ona kod kojih ponrtoje izvjemna ogranidenje
u pogledu poloZaja 1 brzina Zestica,i kod kojih osim aktivnih sila
djeluju i reakecije veze,zovu se prinudns ili ograni”ena kretanja.
Sistemi Bestica,koji nisu ogranident u svom kretsnju,nazivaju se

slobodni sistemi,a u protivnom sludéaju govorimo o neslobodnim si=-
stemima.

Neka se posmatrani slobodni sistem sastoji od n taZakas
Sa masama ml,mz,...,mn.yoloﬁaj tog sistema moZe se odrediti pomodéu
vektora poloZaja Ty9TpgeeesTy U odnosu na koordinatni po¥etak.Uvo-
deéi vektoE?poloéaja i-te tacke

1.';‘(3(”9,‘79:;),/ f= 42 ey N,

vidimo da za odredjivanje poloZaja svake tatke sistema treba znati
%n koordinatae.

Unjesto Dekartovih koordinata mogu se uvesti druge veli-
¢ine napr. y9Qps 90y kojih takodje ima 3n i to tako,da se is
jednadina

)szf(gffZQ;"”°ii5an)
20 Y::Yi(G1, %0, 12209 t)
Z;<Z, (91, Dag 1 ZLan ’é)
mogu odrediti za svaki trenutak t Dekartove koordinte talhka kad
su poznate velidine qi(i=1,2,...,3n)

Veli¥ine Q19Qps o9z, sk0]e od:edjuju polo¥aj svih tada-
ka sis*ema,zovu se koordinate materijalnor sistema.Sistem od n slo-
bodnih talaka ima svega 3n koordinata.

‘ Broj nezavisnih skalarnih veli&ina neophodnih za odredji-
vanje poloZ%aja materijalnog sistema zove se broj stepeni slobode
sistemas
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Sistem od n slobodnih &estica ima,dakle,onoliko stepeni
slobode koliko i koordinatae.

Sistem od Sunca,zemlje i mjeseca,smatrajuéi ih kao talke,
ima devet stepeni slobodee

1e3. Vege i vrate veza.-

_ Ogranidenost kretsnga izraZava se time Sto postoji izvje-
stan broj veza izmedju koordinata svih Zestica sistema,koje mogu da
sadr%e i vremenske izvode koordinata ,pa i samo vrijeme.Najinteresan
tniji sludaj je kad ove veze imaju oblik jednakosti( tzve.zadrZavajué

veze)! LW 4= Ay L RT T
-fJ('T,Q;“"oQ.W/\é, Vo €)=,

Ovo éemo krade oznadavati,
30 f(F, V. €)=0 [ [+ 12, -« 3K i=4,2,.-vs N,
odnosno ,u sﬁalarnom oblikul ] 3
4'/"(‘}/9?72/7’(0/ ' Gr 5 B E)=08 =12, se0fC . i = e o
gdje je k -‘broj veza , n~broj Zestica sistema.
Ako veze 3. i 4. ne zavise od brzina taﬁaka'ﬁ;(ﬁ'rygré',)7
njihove jednaline bide oblika ( tzv. holonomne veze L ER R
BB F6, 90121, €10 joht e s T e
NJeslobodn materijalni sistemi,&ije je kretanje ogranien
samo konadnim vezama,zovu se holonomni sistemi.

Posmat@o zadr¥avajuée veze oblika :
o s P S
e v, J= 2K e

e c
® ¢ . (/ « ‘u N 5 :"\
8. é@«i? Yi, 2%, Y )2/ i{) O
Ye se dogoditi da se jedna ili viSe od njih mogu dobiti

kao rezultat diferenciranja nekih funkcija;u kojima nema brzina.Takg

e napr. moze dobiti neka veza diferenciranjem;
9, .,—Q{C’

odnosno .

=C )
=44 o
gdje Je ¢‘ poznata funkcijs koordinata i vremena .U tom sluoaJu,
.o ?‘&; p 9"/,"2-;,,{):: i 9
gdje je [ proizvoljna konsta_mta,zamjenjuje odgovarajuéi vezu sa br:
nama.Po%to je olevidno,za ¢-=¢(«(;i 3"." 2;' 6)}




1l c/a

) <)

zakljucujemo aa Se moe d-siti samo sa onim vezama oblika 8 .4

2_(1 i )ng. Qi,})+-aﬁé,

koje su linearne po brzinama,

Ako se T7=8.ne mogu dobiti diferenciranjem nclkog sistema
konadnih veza , one se zovu diferencijalne ili neholonomne,a
sistem koji se pokorava tim vezama zZove se neholonomni sistemn.,

Konadne veze ,koje zavise od proizvoljnih konstanata,

]

~

naprimjer veze lo, zovu se semiholonomne,U op:tem slucéaju difé

.- 1.

rencijalvne vers mog: nxistHl o brzina na proizvol jan nadin.
Ali u vedini konkretnih sludajeva sredéu se samo une diferencijalne

veze koje zavise od brzina linearno,kao “to ¢emo docnije ilWstro
vati primjerim

arnu diferencijalnu vezu moZemo napisati u obli-

‘_h

Svaku 1

12, Z(A'J .+ By 3I*C"‘2i’)+Dj’°9
ili vektorqflg — )
IDZI(?’ ‘.,ny;—,._.O GDIE ITE 3“64;'_"._5 i:j ,c?__jl),

zdje su Alg,ula,le,lJJ funkcije koordinata xi,; i,zi, 1 vremena t .

ku &

primjetimo da linearnost diferencijalnih veza nije obave-
zna?i ne moke se dokazati ili izvesti iz prirode samih mehanidkih
problena ,0brnutgmosu se kxonstruisati pomodu naroéitih mehanizama
i takva ogranidenja u slobodl kretanja sistema da Veze budu

izrarene i vpomodu rvadratnih funkeija brzi

Lii razmatramo camo linearne diferen01jalne veze,

1.5, PO hroja ctereni slobode neholonormnog sistem:
Posmatrajmo kretanje sistemna sa n ¢estica i k ne holonomnlh

veza .Podto od ukupnos broja 3n koordinata Sestica sistema zbog
k veza ima samo 3n_ k& nezavisnih koordinata,mjesto pravouglih
koordinata uvodimo ma kakav skup od 3n - k = N nezavisnih velicina

koji potpuno odwredjui=e nolo¥aj posmatranog sistema pri datom
prinudnon kretanju.vvakve velidine nazivaju se nezavisne generali-
sane koordinate sistema,a njihov broj ,broj atepeni slobode.uko
1liko uzimamo u ob zir 1 holonomne veze onda je broj stepeni

slobode jednak 3 n = %n - k1 - Ko




1.6, rrimjer neholonomnih veza, =~

1. Dvije materijalne tacke u ravni spojene $tapom nepromjenji-
ve duZzine 1 mogu se kretati samo tako da brzina sredi$ta Stapa Bude
usmjerena postapu ( kretanje klizaljke po ravani ).Jednadine °~ veze
pisu se na slijededi nadin?

SR T

(x ~xp) + (7 =vyp) =1 =o0,
1.’+5C -— 7 2

4be D+ X = y3 +Y5

o= <p 1 - v2

Ovaj sistem je neholonoman,jer poslijednja od jednadina 14,
odredjuje diferencijalnu vezu .

2. Lopta se kotrlja bez klizanja po rawni.

)

Y

Usiov kotrljanja bez klizanja je da fe brzina tadke dodira jednaka
nuli.Xoordinate koordinatnog podetka sistema X’ Y’ 2’ u odnosu na
sistem 0XYZ su XpsYp2%y -

Polo¥aj Badke odredjuje se Ojlerovim uglovima‘f?,?ﬁ‘f)
gdje je ugao © ugao izmdju usi 7’ ose,ugao ¢ izmdju ¢évorne linije
i x' ose i ugao s o izmdju X ose 1 &vorne lini je,

Projekeije Wy ,LU@‘,(Jﬁg trenutne ugaone brzine na ose ne-
pomidnog trijedra su: |

COx = YS/?'IQ’S/'ﬂgﬂféGQS (F,
15. CUy= WYsin€ cas fP—Esin Py

Cg = Peos+ ¥ s




Brzina tadke M dvrste sfere ima oblik =

—

- - —_—
16, \4&: %-+ ((E X‘A—/M) 9
= o .74 ~ = Gl @ ,p-
gdae Je VM:-O7 VA_=(XA_ ?34 )ZA)
. —=
CTD‘=@OX,“33,GOZ-> ; A.M(O{O,""@),

a a je poluprecnik lopte .
rri skalarne jednaline koje odgovaraju jednacini 14. su

Aa B =9
o€

17 o C)/yA g CO c3 o 9
At
i E
clt ’

p e
6ZQA ég<c;_§gljﬂn Esn 9” c36u§§%;)——é>,

6/4 Y S ______df'oS/"/? =0
18, 0296 + 4 6_{?5/’,&/7(90954” = F) =0

%%4— O) '%24:. COZ(Sf=é;¢

rrve dvije veze su neholonomne,jer se sistem tih diferenci]
nih jednadina ne moZe Athenlti konacnim jednacdinama.

Veza Ly = const. Je semiholonomna,a za 2z = a,prelazi u
konadénu vezu.Na osnovu toga mo¥emo reél da)lopua koja se kotrlja

po ravni besz kllzanga?pruza primjer neholoncmnog sistema,

1,7. Uslov za brzine #adaks neslobodnok sistems .-

Uzimajuéi onacne veze }
5 / - - ',’u
19.‘/6(67{):/}/)(;53;,2—;'6)-—0 / l-12, g

;L . ss e .
i diferencirajudéih po vrmemm dobijamo :




}_Q_ex +-—£€ 2)4-5’2?(:0 ;g,—/'gg,“‘,bc

11 u obliku i

0 ‘9vaa/j0 A __f}_-c>. ?
Z‘ <l of: , 2t 2t

VektoL sa kouiponentqmaax,7 aJ 32, se
i

naziva parcijalni gradijent 1 - te veze u odnosu na i - tu talkne 1
obele¥ava se skradeno sa.VZ /% o
Za ;%ferenCWJainu VezZU,

g LP:_Z(A’JOC‘rEDJH +C; 2)+DJ' ;J,:4|27°'°7‘C2"

uvodimo jedan vektor sa koordinatama A 9 Cis o

B
1J * Ti] i]
taj vektor demo zvati parcijalni gradijent linearne diferencijaln e
veze LP? za 1 = tu tadku i oznacditi ga sa q grad ‘f

rad dlfGTHCl]&%ga veza 22. dobi ] a oblik analog. relac131 2le

o—Z 29’590{ ()0' °V1" ‘DJ =0 o

dednaulne 20, i 22, odnosno 21. i 23. daju uslove koje
treba da zadovoljavaju brzine tadaka nesolbodnog materijalnog sistems

Parcijalni gradijent ne zadovoljava onaj uslov koJji zado~-
voljava svaki gradijent,naime,da Je rot grad; f = 0, jer tazlike,

(ac-f a@_q. DA _ QQ_u - 9By -_@_ﬁg)
§l O2Z; L ool;

su koordmnate vektura 'rot a gradltf ’moru biti razlidite od
nule.iko ove razlike ne bi bile razlidite od nule,to jest kad bi bile
jednake nuli’onda bi %? bio totalni diferencijal)i veza bi bila
semiholonomna .

1.8. Uslov za ubrzanja talaka neslobodnog sistema, =

Ako diferenciramo po vremenu jednaclue ci. L coel
ALl ; TP
24. ._—A:O Z;o / Zr/'é’l,c C” l<4 ; /_-/’Q’ °““”K2 P

do lcemo

Z(_& +_££ ‘?'*fg—% 5:)“”1)2«4;’0 , Q:I.Q,..‘,?l(’,‘)

25.
/{{ r=1 5'
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26, C—;—}— (4“‘)(/ "‘éij 8 +C,J 2 )#Dp_ j"OJ /'Q,.ooa (CQ.

lzraZJ. sz] i 1)2‘{) su kvadratne funkcije brzina talaka
sistema .0ne su homogene kvadratne funkcije ili forme po slijedeéin
uslovimas 1. da konadne veze ne zavise od vremena 236 ,c) y 2eda
i diferencijalne ( neholonomne )veze ne zavise od vremena ,2 da su
homogene ( I)j =00 )i

Jednm1ne 2;. i 26, mo¥emo napisgti u obliku?

27 Zfﬁ’ad 1‘0 <9 gQ‘,[\e =08, < =12, colCy
“a 2’:129’6“/ y 07 +\D£P’O J (2,010 »

péJe je e_z ubrzanje i - te tadke sistema .
Ovo su uslovi za ubrzanje taBaka holonomnog i neholonomno;

neslobodnog sistema.

1.9, Diferencijal e jednacdine kretanja neslobodnog materijalnog
sistema sa mno¥iteljima veza (Lagranieve jednacine prve vrste)

Posmatrajmo sistem materijalnih talaka koji nije slobodan

i ¢ije su jednacine veza §

?9}6@ Y; 2 €)=0 | €=1.2, ..., Iy,
30 t_(4ﬁ'“36 BIJH “‘C.)-Z) :) "OJJ AQ L ICQ_Q
=4,

1u;1e'll ouo a ubrzanja talaka s cshist uema zqdovalgavagu gore
nadjene uslove ‘

31, fg/ac/ /'g &,-#ﬁg_pz' = 4,2, 0.0y »
32, -—‘;C/ Zggmc/ & 3—'—327['5 &% O=142, 00 Kg

Predpotuavimo da se jednadine kretanja posmatranog sistema
poklapaju sa Jednaca.neum kretanja slobc dnog materijalnog sistema ¢

33 mr\ m (9 "'— ‘l’ "410.’0:,0’”,

odnosno §




34. 8, e =
1z 5ke i'32, dobijam0°

Zgrac/ 7[’/ I—' -f-\) _[2—’0 /,/Q co©, ,,),
36.2?19@:/;% /fﬂﬁgsﬂ =0 j—/Q..M,,iC .
1=4

Ako se jednadine 35, i1 36, ili samo nekejod njih pretva-
raju u indemtitet,kaZemo da te veze ne djeluju i za njih onda,
koristedéi 34.,slijedd ¢

2 ¢
1. Ly 0, Ko [ CLL s
(_(62 76{6‘, J ./2 ot‘s (27

a odavde /

—c’:) {' 0(7 C €= /Q "“Icflg/’/g oce K9 o
U opétem sludaju pd&ed aktivnih 511a_§f (i=1 2,...,n)
uvodimo i sile reakuije R; .Tada osnovna jedna&ina dinamike ne-~
slobodnog sistema 1ma oblik H

39, /77;9_,7 F'Q =12, e c0jr7e

7
Sila reak013e Ri je vektorski zbir reakcije od svake veze,

konadne i diferencijalne,8to dejstvuju na i=tu Cesticu.Svaka veza ,
u opitem slu¥aju,mo?e dati reakciju koja ima dvije komponente:
- Prvu u,praveu gradijenta ili kvazigradi jenta,a
= drugu normalno na njega.
U ovom dijelu demo razmatrati samo idealne reakcije,to jest
reakcije kolinearne sa pripadajuéim gradi jentima,odnosno kvazigradi
jentima’

40, {Q 2_&1\ grad fc—o-zlbt Zg/&//y‘ /‘:/Zo“,, Ay

gdje suﬂe(f-lﬁ o ‘C1 /g[j ’/Q'“ /Kﬂ) faktori proporcionaln
sti, koji se zovjﬁnoéltelai veza,bilo konadnih bilo difernecijalnih.
Oni su funkcije generalisanih koordinata,generalisanih brzina i
vremena,i isti su za sve Cestice Sto znadi da ne zavise od indeksa
i .Akoybid mnoﬁiteljﬂveza zavisili od broja &estica ,onda bi sile
reakcije imale obliké




-0 L

E -Z/\ grac/ /énfz/ﬂ (Zg/dc/ 5/ 22 e, D

Tad bi mnoﬁitelaa veza bilo viSe nego jednadina veza,to jest

imali bism°\]\41 \/\12 y « &0 j\/,\1K4 ‘;'.AZ’ \;\ 9_2_’ QOQQ\AQ;(‘a cex §
a ne mnozitelje vezaﬂw Ko ..u»,jLLc 1 9 M {1//

Uzimajuéi u obzir sile reakecije 4o, df é%encijalna jednaéina
kretanja &Cestice glasi-

s Y P A R T L

gto napisano u Bkalarnombpb ;e sli;jedeci sistem jednacdéina:
m,v,“hxrl_/’te f/tJAJ,

43. M Y= Fry ,-Z/’L D&rZ/uJ Bif
€:4 g =1
/77,2° '—F/&*'g’leaf“"z/h C/ 2 =2, eac; 7] o
32, =
To je sistem skalarnih diferencijalnih jednadina kretanja neslobodnoy
materijalnog sistema sa mno%iteljima veza ili LagranZev sistem di -
ferencijalnih jednadina kretanja prve vrste .

I u ovom sistemu imamo ~3n + kl + k2 nepoznatih (3n koordi.
nata i k; + k, mnozitelja veza) .Ova su diferencijalne jednadine dru-
gog reda u odnosu na koordinate,a u odnosu na mnozitelje veza su
konaéne i linearne .Zato nam za odredjivanje tih nepoznatih sluZze
sem jednadina 43, i jednadine 31. i 32,

Uzimajuci u obzir 31l. i 324 kao i 42, motemo napisati ?

44.o/i€ ngru// _‘{f‘ rz‘;'l_rgf&/ ofs +Z /'ISLZJQL/ %“) Dz }C ,.O e IQ 0cs

Z -Zzyrau { Sh.ged . 2,‘513(34 «@},rpzup 5 42

ove jednaéine su linearne Po N i ﬁ"s (r‘-"ﬂiwv, Iy §= AR ue,

1 .10 Nala¥enje. konalnih jednacéina kretanja .-

Prvo iz 44. i 45, radunamo vrijednosti za )\r(m( D ooy \61)
5(5=12, .o, \Cz) Kad to uvrstimo u 43. dobijemo sistem diferneci ja
nih jednafina sa 3n nepoznatih x4 y4 zi( i =1,2,e..9n).,PoSto su te
jednadine drugog reda ,a ima ih 3n to &e se integracijom tih jednacin
dobiti 6n integracionih konstanti C;,4Coyecss Cen *




Lz uslova 37. neposrednom integracijom dobijamo

46./;!:¢C;-é.#ﬁ€7 %’;‘/)‘! ; ZI/'Q’, oo‘-'K' IIJ': 4'270.'.“[(2,
gdjed%,JbgiG?f mogu biti unaprijed date vekiline.,P,&to su jednadine

46, indentilki zadovokjene onda lijeve strane moraju imati istu form
kao i desme,to jest moraju biti oblika ¢

o p ¥ . =
47, Ko (CiCa, v, Cop )+ BE (€1,Coyo059Capy) y €54, Lypong iy,

*(qucli°(° n) "’ :(‘:-/' 2_-&07%2’

‘J ﬁ% 3”* funkcije od konstanata 01,02, ""CGn o

¢
Ako su o, ,/6 Kﬁ unaprijed date onada mora biti @

‘xﬁ (Q CZ/ "““}dfr;) O(e / €:4£/ seo , Ky )
4_8 ﬂg/(‘/CZ/ '7(\60);ﬁg , d /Q v oo, K/7
ﬁ
051 Ca,0ciGn) = Er ‘jf 8,20, K24

To znaéi da ovih 6n integracionih konStanti nisu proizvol jn
veé izmdju njih postoji 2,7 *+ ko veza .Tad imamo 6én - 2k, - k, pro-
izvoljnih konstanata.Ako su date veze 29, i 30. konstante (xepjﬁc /’/’
su nule,te veze izmdju konstanata dobijaju oblik:

de (C1,C2, ox9Gpy) =0 =t d s iy s
/”é’ (=t i) =" l 12 o0 &y,
J“(C, Gy, cv0sCen) =2 | /‘:/,g/m ey

Ove konstante dobijene integracijom,od kojih su samo én - 2k
- k2 nezavisne,pokazuju da je proces integracije bio opsStiji ,kompli
kovaniji nego Sto je traZio gadatak.Zato s e ove metoda obicno ne
upotrebl java za rjeSavanje zadataka iz kretanja neslobodnog sistema.
Za to se koriste mnogo zgodnije Apelove jednadine koje ¢e biti obja-
njene kasnije.,Ovom metodom odredjuju se reakcije veza putem nalaZen
mno#itelja veza.

gdje su of

1l.11. Rad sila reakcije na virtuelnim gomerahjima o=

Totalni rad sila idelanih reakcija zadrZzavajucéih veza na
virtuelnim pomeranjima Jednak je nuli.Rad sila reak013eaﬁz(1 = 1,250

248,
—

n)na virtuelnom pomerangu'S Si jednak je skalarnom proizvodu Ry x &8




- 1]l =

za i -tu tadku,a ukupni rad na svim virtuelnim pomeranjima je
, el =

S/f =Z »e; ’55{ ¢

Imajuéi—u vidu izraz 4o0. moZemo napisati :
k1 K2
51.84;{:{ L : & 6'85‘/‘ »'~—=:'7.
& gaégracvj%;rg/y/j / Z) S,

ili

526 SA“QZA{[EZE%k{/; 65_/ﬁ2)b[2§231k/ ’<3§?;7

Poéto iz uslova 21, i 23. za virtuelna pomeranja slfjedt da jes

50,

53 2—(9/&6/'/2 SS"" é‘ /Iﬁ, epm,l’(»’ ?
=y
S omet B o ey sk
r=4

dobijamo da je ¢ °
S A = o ¢ime je teorema dokazana.

1,12, Diferencijalne jednaiine kretanja.meslobodnog materijalnog

sistema za proizvoljne koordinate.lLagranZeve jednadine druge
vrste .-

Treba da napifemo diferencijalne jednaline kretanja neslobodnoj
materijalnog sistema kad poloZaj sistema odredjuju proizvoljne gene-
ralisane koordinate ;

54. A 9 Qo se-e9 Azp =19 A3n
gdje je n broj Sestica .Tada je vektor poloZaja r indeks i ma ko je
i - te Cestice dat kao:
— =

55.¢ ri = ri (ql 9 q2,---9 Q3n’t )e

Jednaéine konadnih i linearnih neholonomnih veza imaju oblik!

56/3 f)' 2 O AL e, Ky,

—
Zzy/c}(a/f 'f / o / /,ﬂ o e 71627
pri Gemd je f slo¥ena funkcija koordinata 54. i vremena.Imajuéi u
vidu da
e Z =
5T "--‘—’ S = __L_ Z + i
AL
a?—g ° €




“12 -

jednacéina 56, dob:x.ja sllgedeci oblik ¢

58. Lzﬁf&/ T L) ‘315 2 J +Dj =0,

=1

B8to se skraceno mo Ze plsati u obliku ¢

=)
gdje su ar n q}?
60. /_[/)é:Z_Z(c//aa//" ff . 5—4- 9

61, [ /e “a_zv, I ¢ 4£‘,p971\/
fj:iﬁy/écé Z o + Dj = )b PR

Za dalae izvodjenje ovih jednacdina lSkOI‘iSth(.mo Lagran-
Yev ili varijacioni izvod ;
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gdje je T kineticka energija sistema . inetidka energija sistema

moZe se napisati slijederc,:l naéln.
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zove se generalisana sila.Njen fizilki smisao vezan je za proizvod
Qyﬁc§qy «To je rad koji izvrSe sve aktivne sile'f; na ovim elementa
nim pomjera:jima talaka shstema ,kad se samo jedna generalisana ko-
ordinata promijeni za qu o
aF
750 QVS?‘V Z_J: '__-L Siy e
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Sama generallsana 311a ne mora imati dimenzije sile,ali

proizvod Qy x 5~q);mora imati dimenzije rada.
Drugi ¢lan s desne strane formule 73, mozemo transformisa-
ti ovako{ n
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gdae Je Fl ( Q79999 ees9d3y ,t )funkcija koja se dobije iz funkeije
1 (r ,t)kad vektore polo¥aja izrazirmo pomocu promjen}jivih dy9d09ee
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Nagzad tredi élan izraza 73, mozemo transformisati na
slijedeéi nadin uzimajudéi u obzir 60,/
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gdje su konadne i linearne diferencijalne veze oblika §
81 F(? 22)00026 ,‘é) O _g /Q,o(u K")
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Sistg% jednaéina 80, predstavlja sistem diferencijalnih
Jednadina kretanja neslobodnog materijalnog sistema sa mnoZitel jima
veza holonomnih ,0dnosno,neholonomnih u generalisanim koordinatama,
O%evidno je da se jednaline 8o, ne odnose na nezavisne generalisane
koordinate i njihov broj jednak je 3n ( gdje je n brog ¢estica sist
ma) Kad bi ove koordinate bile nezavisne izrazi 5;_ ri(ql’QZ""’q3

t )bi zadovoljavali jednaline fy ( ri,t ) = o indentidno te bi prem
tome svi iZVOdi.;)Fa u jednadinama 8o, bili jednaki nuli.
QaYV

Prema tome, jednadine 8o. su samo projekeije vektorskih
jednadina 42. (kojih takodje ima n ,odnosno 3n skalarnih)na ose
generalisanih koordinata.

2., OPSTI PRINCIPI MEHANIKE

2,1, Pojam i klasifikacija principa.-

Da bismo odredili kretanje nekog sistema &estica neophodr
je da zn amo slijededesfodetno stanje/kinematidko/sistema,veze koje
ogranidavsju kretanje tog sistema i sile ,koje dejstviju na mase
toga sistema,Poslije toga mo¥emo da formiramo diferencijalne jedna-
dine kretanja sistema koristeéi NJutnove postulate o silama i
dopunske uslove o silama reakeija.

lied jutim,pored ovog postupka,za obrazovanje difernecijalr
jednadina kretanja sistema postoje i1 drugi postupci koji dovode do
istih diferencijalnih jednadina kretanja.0Ovi postupci se formlisu
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pomodéu uslova koje treba da zadovoljava izvjesni analiticki izrazi,
i nazivaju se opsti principi mehanike.

Postoje dvije kategorije op3tih principa mehanike.

U prvu kategoriju spadaju diferencijalni principi &iji |
analitidki izraz u diferencijalnom obliku.,U ovu kategoriju spadaju
Dalamberov princip,LagrahZev princip moguéih pomjeranja,Gausov prir
cip i dr.

U drugu kategoriju spadaju integralni principi ¢iji je
analitidki izraz predstavljen integralom,Takvi su:Hamiltonov prine:
Maupertius-Lagran¥ev princip,0jlerov princip,Jakobijev princip,
Hemholcov prinecip i dr.0Ovdje ée biti od interesa samo oni peincipi
koji va%e kako za holonomne,tako i za neholonomne sisteme sa linea:
nim neholonomnim vezama,

2.2, Dalamberov princip u Lagran?evom obliku.e

Neka nam je dat sistem sa vezama u najopstijem obliku,
zna%i neholonoman,reonoman sistem sa nezadrZavajuéim vezama.Konaéng
nezadrzavajuce veze imaju oblik?

83, /(7€) =0 ’Z:lﬁ,wc .

a diferencijalne nezadréavajuce veze su oblika/

84. 5’ z_ngaz/ 97 v +D; ZzO //-4,2, cow Kz

Jednaéine 42, moEemo napisati u obliku

85. F’ﬂ? & = )\{ ged /' L/’J g9, §/ ,'«:/ esoiNe
Obrazuguci s aiarni wroiZ@od svake od ovih Jednaclna
sa pripadajuéim vektorima virtuelnih pomjeranja i sumiranjem za
sve tadke sistema dobijamos

86, 7 A
Z_(F -m; 8 )85 -D{\ [:;Qradfe 55 +Z/Mj %MP.Ssj
Uzimajuéi u obzir uslove za virtdelna pomjeranja koji s

dobijaju neposredno iz 83, i 84./
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Sto u Dekart v1m koordlnatama dagu
90.2_[( Fo oy Xe) S +(Fry = M 484, (E -mE)s2jko.

Ovo je Dalamberov princip u LagranZevom obliku za slu¥aj
nezadrZavajuéih veza.,U sludaju zadrZavajuéih veza imat demo slije-

dede uslove:

9l. Z[F mg) L 55“-0 4
ili u sklarnom obliku

92./‘/1L( ~/7) X)’Sx 'f“[ iy M ’\X )ngrf(}:;2~m‘. 2’.)5'3]_,__00
Dakle,mo¥emo reéi:Svakofstvarno kretanje materijalnog sis

ma se vrdi tako da u slulaju nezadrZavajuéih veza ubrzanja talkka
sistema moraju zadovoljavati uslove 89, za sva virtuelna pomjeranja
U slucaju zadrzavaguéih veza,koje su ovdje od veéeg interesa,virtu-
elna pomjeranja moraju zadovoljavati uslove 91.

Pokaéimo da iz ovog op$teg principa mehanike proizilaz(
diferencijalne jednaline kretanja sistema sa qgggdréavajuéim vezan
1, Neka je sistem slobodan .Tad su varijacije drsi potpuno proizvol
vektori, Iz Jedpa&ine ;

(F ma-)vSS» =y .
koja treba da{postogl za sve moguée vrijednosti vektora d s. )slije

di da Jé. i )
9. F,;’m/éi‘o ) ’:/'Q‘l‘“’(n'

Da bismo dokazali prvu od jednadina 94. stavimo da je?
S_é = eee = (O S == 07
te se Jednaéina 93. SVOdl na jednadinu ?
95'[—}" — 9,’) 551 =0 9
koja treba da wazl za sve proizvoljne vrijednosti vektoracgsl .
Ako skalarni prozvod ma koja dva vektora mora biti jjedneg
nuli za sve'proizvoljne vrijednosti naprimjer drugog vektora,
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onda prvi vektor mora biti jednak nuli.Tako je iz 95.,
96, «F-—/)’h 1, =0 9
F m;@, V4
%to zn adi da se iz Dalamberovog principa za slobodni sistem mogu
izvesti diferencijalne jednadine kretanja za taj sistem.

2, Sistem je neslobodan ,a veze zadrzavajuce.Jednaline 93, treba
da budu zadovolgene BRo vektori d s zadovolaavaau uslove :

97. (S£ faéi _Pe S""“O ; é 42 OUc,K" 9

s gy’._z_iyr@c/‘?’ 539 =0 / J-IQ oee, Ko ,
Da bismo izvéli zakl judak izfjednagine 93,.sluzimo se
0 jlerovom metodom mno¥itelja .0va metoda se sastoji u tome da se
poslije dodavanja jednadini 93. jednadina 97. i 98. prethodno
pomno enih sa mnoZiteljima 21 i(l;vj formalno smatraju svi vektori
kao slobodni .

0d tri koordinata ,napr. Dekartovih > ST 2 LN
30 -k =k koordinata treba smatrati kao nezavisme ,a ostale kao
zavisne , U jednadini,koja sleduje iz 95, odnosno 92, poslije doda-
vanja 97. 19& dobijamo

99.ZI (F-m; %, Zﬂta *Zf“ A8 () Syt bS]

Koeficijente kod &lanova k, + k, sa zavisnim varija-
cijama mo¥emo izjednaditi sa nulom podesnim izbordom mnozitelja,a
koeficijenti kod ostalih . . nezavisnih varijacija moraju biti jedn
ki nuli.To znadi da su svi koeficijenti jednaki nuli i to dovodi
do diferencijaelnih jednadina kretanja materijalnog sistema u skala
nom obllku.koji odgovara vektorskim jednalinama 42, Znac¢i da jedna
ine kretanja materijalnog sistema i to kako holonomnog ,tako i
neholonomnog,sa linearnim neholonomnim vezama,izvodimo iz Dalambe-
rovog principa. '

3., Pojedine,pa €ak i sve veze su nezadrzavajuée prirode .Tad Da=-
lamberov prlncip ima oblik ¢

loo. 2_(4:' em;a;) 85<o
i=q
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a veze pisSemo kao & '
lol. SPL;?O %&F ;O ‘g 42 o0, 4 ,')ﬂ'b' 42 eiee ‘C?o
Izaberimo, zaulm takve varlja01je pri kojima je
102'8‘F€;O]‘8C6 =) ’.‘ Z'/IQ/.aa,K., " JZ&/,Q"nc KZ?
kojima odgovara niz varijacija ! /
lo3, (?Ss§}), .

U tom slufajuj imamo dvije alternative,Prva alternat
va je)da Je,
lo4, Z/F m,; 5) (Sb )y =0
a druga da je

105.$/F my 3/ (Ss. ),40 -

Druga alternativa je nemoguda, Jer,zbog homogenosti
uslova lol. ove uslove zadovoljava i niz
lo6, féé’)z ""‘(S;)q;

koji stavljen u Dalamberov princip daje slijedec¢i rezultat
1o7. Z[F _m&;)(§5):> 0,

8to je u suprotnostl sa Dalamberovim principom .

Prema tome,za sve varijacije koje zadovoljavaju uslo
ve loa.,a birane su i za sluth nezadrZavajuéih veza,Dalamberov
princip mora biti izraZen pomoéu jednakosti,ZAatim,istim postupkom
kao i u 2. dolazimo do diferncijalnih jednacéina kretanja.

)

2¢%. Gansov princip najmanije prinude.-

¢aus je ovaj prinecip izveo pomo&h metode najmanjih
kvadrata.On posmatra dva kretanja ,slobodno i prinudno,iz,iste
tadke i 8a istim prozvoljnim brzinama,uvodi pojam odstupanja pri-
nudnog kretanja od slobodnog ,zatim formira kvadratnu mjeru tog
odstupanja i prosiruje na cio sistem.ro3to je data mjera vezana
za prinudno kretanje sistema,on tu mjeru naziva primadom(Zwang) &

Princip kaZe da od svih moguéih prinudnih kretanja,
stvarno kretanje je ono za koje prinuda ima najmanju vrijednost.
Neka je my i-ta tadka sistema (1L = 1,25... » 0 ) i neka su rio’

'Y?o ;51 vektor polo¥aja,brzina i ubrzanje u trenutku t.
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Vektor poloZ%aja u trenutku t + &t Je yzadrZavajuéi
¢lanove samo drugog redade:

108. /" /frfAff»& (Aé)

Za slobodno kretanje sistema va¥%i jednalinal

4=
lo9. ﬂ?a aﬁ:,’:f ) é?‘z})ﬁ’_ P

v«h

gdje Je irezultanta svih aktivnih/sila,a a; ubrzanje slobodne
talke .Ako je fy vektnr poloZaja taéke kao slobodne , onda je

110. //:*;40‘+ A€ ,___._,64{)

5 Razlika i - vor " jeste odstupanje ta®ke sa ubrzanjem

8 od tadke koja se za isto vrijeme A+ kretala kao slobodna
— >
tééka sa ubrzanjem o X4

—
111. 1 A@é} (5? A
Kvadratna mjera tog odstqggn a je
112. /,3','. [{)"[& ___._)
Sadaislixno metodi nagmanj h kvadrata,treba tzeti u
obzir va¥nost uloge svake pojedine talke,u zajednidkom zbiru svih

odstupanja, Ba materijalni sistem.Svaku kvadratnu mjeru odstupanja
treba pomno%iti masom date tacdke i sabrati ih

113 Zme/'» T »(Af)"’Z (a--—'—)

roéto stalni mnoéitelg 1T(At)n13e va¥an u proudavanju

promjene napisane velilfine ,moZemo pisati
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%to Gaus zove prinuda .
Poka?imo sad uslov stacionarnosti prinude,to jest da

njen minimum dovodi do onih ubrzanja koja odgovaraju stvarnom kreta-
nju materiaalnog sistema,bilo slobodnog hilo neslobodnoge.
Za slobodni sistem iz jedna®ine 114. slijedi da za




proizvol jno. E) , pod uslovom da Jje svaki kvadrat jednak nuli,

ova forma uzima naimsnju vrijednost.Tad taj uslov dovodi do jedna
tina kretanja.

— el

115. ”7/" 8/5 ';-E

Ako je sistem neslobodan treba naéi diferencijalnu
varijaciju prinude,to Jjest 62

LA R
116. §2 ,_Q%T'(E.— mI,“Q’I)%é"’ p

Tada uslov stacionasrnosti § 2 daje

— T > —
117.2_(-6~—”7}'Q;))6@; e
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Vratimo se na na®e uslove za ubrzanja 3

n .
;j’&{’;§«;@é =0 /' g=/,2, Y, ©“y g

’ U sluc‘:’aju da imamo dva neslobodna kretenja sistema,

o
iz istog poloZaja,i sa istim brzinama,varijacije Il treba
da zadovoljava);u uslove (kod zadrZavajuéih veza 1=

118, Z ‘?/ac)z"?[l; '65’;’:C) ? _Zf-%ﬁ/ > v LC,, )
‘=t

1190 i 2\?"96’//’ % v 8(9/‘ CO / ‘j‘,: /: Q, o e 2)

7=/
koji se dobijaju iz jednalina 27. i 28.

Ako sad uporedivo jednadinu 117. za odredjivanje
ubrzanja sa jg,dna_ginom,;koja izravava Dalamberov princip

120.,2_, ()‘;;:»'/7;'-4)/;)5;'—'—0 3

pri éemugg; zadovoljava uslove

121} G1-/3-55 =0 5

/<tn ot

122.2_29/&,«4 zﬂ &s, =C 2
vidimo da ubrZanja ‘5"; st¥arnog kretanja ,odredjena iz Dalambero
vog principa, moraju biti ista sa ubrzanjima odredjenih prema
Gausovom principu.Na taj na&in su Gausovi i Dalamberov princip
med jusobnom ek¥ivalentni,
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I Gausov prineip ,poslije eliminisanja zavisnih vari
jacija ubrzanja iz 117.7 dolazimo do jedna*ina kretanjasi

123. 1.8 .- ,2‘2 grgdﬁ*Z/zyfjfadV

Gausov prinecip va¥i i ~nda kad diferenc’jalne veze
nisu linearne u odnosu na brzine <Neka vezs ima oblik/
HF, 5, €)=,
za varigacﬁje ubrzanaa imamo tad linearne uslove .
Z 9/&%/ 7 - 66) =0 ,
gdje vektor gr‘d OlukP predstavlja djelimiéni gradiaent funkcije
za vektor Vi Njegove komponente =su -—'f- %}: ay .

Ako je funkcija ¢ linearna u odnosu na brzine, onda
je grodysy =g gracl;¥ .U opstem slufaju gf‘é’dww mo¥e biti
i sam funkecija brzina talaka sistema .FoZto iz Gausovog prineipas mo-
Zemo izvestl diferencijalne jednadine kretanja sistema kao i o'brnute,
moZemo reéi-

"Svaki sistem se krede sa najmanjom prinudom,od stra-
ne masa koje organilavaju kretanie sistema".To je op%ti princip me-
hanike.

3, APEL.OV METOD

301+ Kyazikoordinate(psendokoordinate)

Lagran¥eve koordinate su okarakterisane time da se
Promjenljivexp,‘_ﬁ,?:c javljaju kao eksplicintne funkecije od q4 1 te
Zgodno je,posebno u °1ucaju neholonomih sistema ,uvesti koordinate
opstijeg tipa,u kojlma se svaka promjenljiva )1)'4,,,& javlja kao 1li-
nearna funkecijs od qi y,n0 u tim funkci;jama se u op¥tem slufaju ne
javljaju izvodi povremenit .Svako 5(1,\31,%, mo¥e biti predstavljeno u
obliku linearnih funkcija od N promjenljivih,gdje je N broj stepeni
Slobode sistema <Razmotrimo neholonomni sistem s N stepeni slobode i
1 neholonomnih veza.Pri ispitivanju tog sistema neophodno je N + 1
LagranZevih koordinata D1, S5 Phat JMoguda pomjeranja sistema za
dovoljavaju jednadinu :
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124. O %%,6)6 a’z6+?dr/ J 2, 02, Z/,

gdje koeficijenti Pi-b i Pj ,ko0ji su funkeije od 2/,2’2,--~/?,_,*e,£imaju
neprekidne prve izvode u odgovarajuéoj oblasti D nezavisno promjen
1jivih 215~ Zpse) €

Uvedimo p novih velilina &, &, -+ Epygdie je p proizvo-
ljan cio broj .Vekidine © ne odredujemo kao funkcije od q i t,
no njihovi diferencijali predstavljaju Pfafove forme od q 1 t

Nt
125. ~/&: = oy O . P
cte 541G, jo4 e

Koeficijenti cj‘bi Cj su ovdje funkeije Odfﬂfl/""/z,ua/
i imaju nerrekidne izvode u oblasti Do

Israzi 124. i 125. predstavljaju 1 + p nezavienih Pfa-
fovih formi i u opStem sluXaju nisu totalni difere&ancijali.Veliline

© nazivemo kvazikordinatama ili pseudokoordinatama.

Dglje demo.pisati 9):2’,4/4'@%‘," tako Sto éfemo imati n pro
mjenljiVihZ,,zﬂ"'[ZV)gﬂje jen =N+ 1 + p pri %emu prvih N + 1
predstavlja date LagranZeve koordinate ,a ostalih p kvazikoordina
te JPri tome je N+l ‘

126. 1296‘3121‘*0;“0(’5- IS

,weff /

Rije¥imo sada 1 + p jednadina 124, i 126.0dnosno 1 + P
diferencijala d_ izrazivSi ih preko ostalih N diferencijala.Ovih
N diferencijalaipreko kojih izraZavamo ostale,mogu bifi diferenci-
Jali,ili LagranZevih koordinata,ili kvazikoordinata.Ako te pojedi-
na¥ne koordinate privremeno oznadimo sa e )N/ sto Ge za ko=
ordinate qj,koje njimg ne pripadaju,biti:

127. d:?f -;% g&dfg - 0/'2'&/% .

Ukupno ¢ée biti 1 + p takvih jednadina.Jednadine 127.
su tadno ekvivalentne sistemima 124, i 126.Koeficijenti Dj’b i
D. zavise od svih lagran¥evih koordinata q i od vremena t,a ni n
kom slulaju od ‘Ph%;“c,{f/\)it «Koordinate x, zavise Odfﬂ[p;"'jZﬂfe/"é
i odatle slijedi w4 i
128, .0,4.@‘4.(/ +Q;j,ﬁ/‘f YA, eoo, ) .

/b=t
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Izrazimo diferencijal sveke od navedenih koordinata na
desnoj strani 128. preko df/’,,'f%):r«,dsf"uﬁskoristivéi pri tom jednali-
nu 127. Diferencijale dx, izrazifemo u obliku linearne forme od Ay,
s AV ;d‘{pw({‘,'koeficijenti tih linearnih formi ¢ée sadrZati sve
Lagran¥eve koordinate q i vrijeme t .

, Izmijenimo naSe ognalavanje.U daljmjem N izdvojenih
koordirata ( koje mogu biti ili lagranZeve 1li,kvazikoordinate))biée
oznalene sa Py Pejerer Ln ,a ostali 1 + p koordinata, preko
%VH,ZN,{;-.:-Z,Jormu’}a za dxy tada glasis

129, ng,_, +d“c{,{ e ZELA D, 1o iulay W]
2%, AT

a 127. piSemo u oblik A/ﬂ
130 }'fﬂ,éa’zgf A AL, e

Formule 158. i 129, su osnovne za razvijanje ovdje pri
kazane teorlje.lzvode x—) je moguée predstaviti preko N brzina
f{lfrz,'”)?,u .Analognojpreko njih mo*emo izraziti i q (> 0a XN ),
No u svakom slu¥aju koeficijentio(e,of, s ] sadrie koordinate a)
razlidite od N razdvojenih koordinate .U opStem slu¥aju ti koefi-

cijenti sadrze sve lagrsnZove koordinate i vrijeme + Komponente :
brzina .)f—;, 7(za svih n Dekartovih koordinata éestica)i Q ( za ne
razdvojene koordinate g )izraéavamo preko sistema komponenata brzi
na po broju stepeni slobode sistema.Przine 2’,,2',,,.~-f,{, mogu imati
proizvoljne vrijednosti ,no ako su te vrijednosti zadane,samim tim
su odredjene brzine svih taZaka,eijelog sistema.

Virtuelna pomjeranja se izra%avaju preko proizvoljnih

prirastaja CS\Q,,A}’,,;‘ 2/ ; O“Z’y,slijedecim ‘obrascima?l

131. 696 = 6%6‘ / //Q,.M»,I’)f;
152 o o4 W M2, seo D
6;2 Z/e’/Z'é‘ié s £ '

Prim‘aer 1 .Cestica se kredu po pov-réi.
153, Ly =XAy - yax

xy su Dekartove koordinate.Ovdje q predstavlja dvostruku pomu,
koju prebrife radijus vektor od trenutka t71 predstavlja kvazikoord]
natue.
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Primjer 2. U praksi se Zesto susredemo sa .clugajem,kad je
kvazikoordinatz, "pun obit 1" oko zadane ose,pokretne ili nepokretne o

Takav slugaj imamo kod &igrey,gdje pun obrt predstavlja kvazikoordi-
natu q.

302+ Definicija ubrzanja
Uyedimo f%kciau DZipsa G oblika
130, @-45 m &,
i1i,u Dekartovim koord/matama co) w) o9
135. G-4 i m, x r/\tf +;l))9
J = J 2
koju éemo izraziti preko generalisanlh ubrzanaa erl, s sy f,u .

Funkeija DZipsa predstavlja,upravo,polinom od Zu fz,, . c/f,ujo‘nlika

136. G = Qg +é/ o?

gdje je G homogena kvadratna funkeija od Z»//Zz/“’“af/v 3G, = ho-
mogena li.nearna funkcija od 2’4; 2’7,7*' e 2’:\; ’8 G ne zavisi od §°.
Koeficijenti funkecije G,u opStem sluﬁaju,zavise od svih
promjenljivih g,&,a ne samo od prvih N,Ukoliko se uka%e potreba ,
?N*H/f,vrt}““ ?/v*n, moéemo iskljuditi pomoéu jednalina

= 2 A/’7 Z 200 e
e 2 \‘Z,/bJéi%'f/&) | f e i

Neka su nam za sistem dati polo¥aj i brzin€ u trenutku
vremena t.Nama su potrebne jednafine,koje odredjuju ubrszanja siste
ma Sestica.To demo lako postiéi primjenom proste i vaZne teoreme:

"Ubrz%ae sistema je takvo,da izraz

138, & — Z%

shvaéen kao funkc{ja &d ,‘Z»;/ZZ/’ v Z,v]ima minimum” Pri primjeni ove
teoreme koordinate i komponente brzine smatramo konstantnim ,fekti-
6k17 mi imamo posla sa Evadratnim funkcijama sa konstantnim koefici-

jentima.Sa ovom teoremom smo se sreli kad smo govorili o Gausovom
principu,mada u ne¥to drugadijoj formi.U stvari,lako nalazimo da Je
Gaus-ova prinuda

L ” .T_E_z
139, £ = QJZ_I/"J[A)] o)
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s tadnoséu do &lanova kqailgg gggrée ubrzanje,istovjetna sa ¢
1l40. GG";
Izraz 2__ FJ —3 se razlikuje od Z Gls « Zg samo

J=2
po élanovima koji ne sadrZe ubrzanje.To znadi da se gore navedena
teorema mo¥%e dobiti i iz Gausovog principa najmanje prinude.

3¢%e Diips = Apelova JednaZina

Ove jednadine mogu se dobiti iz prethodno uvedene
teoreme .Rekli smo da je prinuda Z gistema ekvivalentna sa funkci-
jom generalisanih ubrazanaa '

1. 0.G-3 R %/ s

i da ove funkcije ima{u minimum po,ovim ubrzanjima pod istim uslovie

Ma.lz &) = 0 ,imamo!
37 50 ae’; \
142. ‘Q‘-:O,

37, a7,
Jer Q..j ne zavisi od generalisanih ubrzanja ,to jest pri diferenci-
ranju ée se ponaBati kao konstanta.Kona%no dobijamo jedns&in&

us. Q=92 | jel2ieee M

koje se nazivaju jednaéiée Diips-Apela Njih je prvo dobio DZips
_1879.god1ne?i pod®obno ih istraZio Ap01(20 godina kasnije.Jasno Je,
da je pri sastavljanju jednalina kretanja,lanove u izrazu za G ko-
Ji ne sadriZe &',moguée ganemarfti.

Diips-Rpelove jednaline 143. predstavljaju najprosti-
Ju,1 u isto vrijeme najop3tiju formu jednadina kretanja.lzuzetno
proste po formi,one u isto vrijeme mogu biti primjenjene i kod ho-
lonomnih i kod neholonomnih sistema,i omoguéuju lako uvodjenje kvaz
koordinata.

Pri koriééenju tih jednaéinaynajprije se odredjuje
broj stepe%} slobode sistema N)i sastavlja "kinetidka energija ubrs:
nja" 1&- 4“3 33 dzrafena preko N ubrzanja Gy;u ove jednaline
wlazi svih n koordinate q 1 brzina q yno osnowno je to,éto u njih
ulazi samo N izdvojenih ubrzanga q eIzdvojenih N koordinata g mogu
biti,kako LagranZeve,tako 1 kvazikordinate,kako Jje veé zgodno.
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Dglje se razmatra rad zadanih sila na virug}nim po
mjeranjimasi izraz za taj rad predstavlja se u obliku g.;'@j 59;.

Jednaline kretanja imaju oblik 143.Njima se pridaje n - N geometrij-
skih jednadina:

14402 Z/%J% Qé ﬁJ 7 Jv'—" N+4/Mf‘£,ovo/n’

i iz tog s!stemahiferencijalnih jednalina odredjuje se n promjenlji
v:l.h,kao funkecije od t.

B304 P r imier i

l.Dvije teSke materijalne ta¥'re NL_L i Mz)jednakih masa
m=1 }spojene su Stapom nepromjenljive duZine 1,1 zanemarljivo male
mase.Sistem mo¥e da se kreée samo u vertikalnoj ravi 1 samo take,
da jebrzina sredilta ¥tapa upravljena du¥ Stapa.Odrediti kretenje
tadaka M1 1 M2 metodom monZitelja veza.

Neka su x; 1y, 1%, iy, koordinate tadaka M; 1 H,.
Napi%imo jednadine veza:

élrxg—)(»;) "[Xz —Y1) o 1-0,
("2 Xn)(ﬁ = ~ (i, «V—/)(':(z -ys1)=c.

Lagranfeve jédnaiine s neodredjenim mno%iteljima 2
i M imaju obli ’".-.-2,()(2-)(1) A [2(2'1] ),
146. 34*‘9"““‘2' W+ MEG-X),
Uy = 4 (xa-21) = g -4y
Gy = =G A YY)+ (o= 2y).

Iz jedna&ine 146. pomodu prve iz jednadina 1l45.o0dre-

riutene A 108 =9 (5.-8) Al ) 0§,
148. f' /«\f’ _x,) ‘L_{EYz Q')X‘ -(X'5 ~)5,)2(9.j

Primjetimo da se jednaéine 147. dobiju iz 146. ako se
u poslijednjima zamijene 7\ sa ,'}\1 xl,yl sa x2 ,yzozato7 odredjujuéi N

145,

1474




Ly =

i f.\ iz jedna%ina 147.nalazimo:?
g . s ecC ®c
=“€—;/L‘/z'$",)*é[[xz’l1)xg“(tfz—gl)t(aj,

149 ° 9 , ! oc n :’“‘
"'2’5[ X5 “‘yf) - "/'z E j’z '-%)3"2"/ X, ")1'7) sz-
Izjednaéavajué{ medjusobom odgovarajuée izraze za A

i (&Lu formulama 148. 1 149. dobiéemo poslije krade transformacije!
= 2x i ® e
(Ma‘xt)[gz’gq) "'[Hz ":f,)()}-yq) 50,

150. o 00 o
O #-357) (3,0 + (5,44 ) (=) 29 (S 4r) =0

Uvodimo oznake )
151. fl%'«k‘fu v=¥-0 ; FP=%+%, R-F+ Lo
Tadazjednau,ine_’ 145. i 150. izgledaju ovako ?
Levis &0
1520 [L,'V‘.,-Z[ Vs:'-C\?
153, PV - QU =0 i

154, P+ Qv + Zgv =2,
Jedna¥ine 152 .pokazuju da se taXka sa koordinatama
( u,v )kreée po krugu poluprednika 1,s centrom u koordinatnom po=
Cetku,pri Cemu je njeno,ubrzanje,svo vrijeme upereno ka centru.tada
e kretanje te talke bitl ravnomjerno.Zate je ,
155+ 4 = Leos P ; Y= /g¢¢/ Y=o = cois;;¢:dg+ﬁ,
Saglasno jednakosti 153. mo%emo stavitis
1560 $—£ = - V.
B =, ¢ Y,

Zamjenjujuéi te izraze u jednakost 154.1 uzimajuéi

n obzir 152. 1 155: %zimo.‘ -
157« L'+ rv&=c> :'ﬁé&%ﬁ‘ o
77 A= AgE T
7N dg
} r_L- i——-éé?qﬁ' = e e

Prema %ome,u shislu jednakosti 155.1 156 gimamo

159« Pzﬁ’(f“»‘dﬁ oS Y ) awos {ﬂ/ Q:f//f'%gcg— cos ) b4 P
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Integracijom nalazimo:

X+ X, »=fPo(€=o£iqu’¢ =§£~£«¢%M¢wﬂ/ﬁ§%£
0 gty = Lo - L os®F €

e U e YL Y a G ok
Y =~ 51— Tot “cos P - P51 F2 €
Xy = 8 60 Vo Gpoton cos P Y v+ i cos P &
j&:«—ﬁ%cbs9““gﬁzqgu%?9-ﬁé‘h&ﬂﬁhé? , P= L1255

gdje su o(//b,, (f‘;d:'lcf' proizvoljne konstante.

2 Fomoédu Apleovth jedna*ina odrediti kretanje sistema opi-
sannrg u prvom primjeru.To omoguéava da se uporede dvije metode odre=
djivanja kretanja neholonomnog sistema)pomoéu Lagran¥evih mmo%itelja
1 pomoéu Apelovih jednalina,i da se uvjerimo u preimuéstvo drugog.

161.

— X

Za neszaviane koordinate uzimamo koordinate teZi3ta xy 1
ugao 9’ koji obrazujee du?z M1 Mz sa horizontalnom osom x.Tada je

Xy=X -7 cos ¥, er—Xf—éz‘casV,
162. ylry-&zd:y'l¢p yZ:O’{—%hk¢’
Jedna¥ina neholonomne veze, Unovim koordinatama,dobija
oblik !¢ X“ 74’
—_— = — o
Lo |
Fnergija ubrzanja U izraﬁawgra se na slijedeéi na&in:
s o¢c oc¢ LI .l.g ) “Q 2 cz
164. Ifzé/x,aly’-#xzf’jzz-:x + ;—élg/y—uﬁ /.
Uvodimo pseudobrzinu q predstavljajuéi:
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1650 X:Z'CZJS' ‘7;’ 47; ZOJ:’{{ qfo
Tada Je ,z,,;
166. (= G5 L ¢79

gdje neispisani Elanow?"‘i ne sadrZe ubrzanje .Odredimo generalisane

shles
167. $4 = QSg + PEL=Lg8y~-256% ¥S2 5
168 G = 2944, P=O .

Sastavimo Apelove jednaZine:
169, 2% . a%;?,g,
S5k . €12

U ddtom slufaju té jedna¥ine ne sadrZe koordinate xiy
i imaju oblik:

170. 2':“—9,&75(9‘/7/ ??—’-O ; ¢=d£‘f"ﬁ’ J

d o \? C ;
171.25%‘312:'5,7"’9”?7" Z‘?;Zg'e"s%‘f"’ \

, 2
e o 00O

at

e je ¢
9 o .G ) Sin S
x:z—zé. V%/{-ﬁ@ @S¢)S~/ﬁ¢+é‘,

173 Y= ,J’q_ﬁ‘a:;?)wsﬁ+€‘

Zamjenjujuéi cté#ﬂ umjesto fﬂ ;dobijamo konadne Je=
dna&ine kretanja,koje madr¥e pet proizvoljnih konstenata o(/,é)/ (f:"&(d

£ 2= (L)Y T eosie T on (K p) s
174. y___ EZ% CoSﬁCé'-?@)JCoSﬁéé-f;ﬁ_ﬁ)*E ) Prolf+ ﬁ’ :

2 Poka%imo kako se iz Apelovih jednalina mogu dobiti
Ojlerove dinamilke jednaZine obrtanja krﬁtog tijela oko nepomi?ne
tadke 0 MNeka su Cv, , wliw:,, projekcije ugaone brzine Co na
glave ose inercije OX-j_,OXZ,OX3.0ne ykao Eto je ’pozunato,predstavljs
ju linearne kombinacije generalisanih brzina ‘f"'&, $p,gdje su \/, 5,?9

o
=]
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Ojlerovi uglovi.tzato moéemo uzeti co, W, W3 B8 tri pseudokoordinate.
1754 o5 = w‘t’*w&*w‘{’ jreog = \P COp, = 6 w((g cp
l"X/(-OXW)uf- Q{))(ﬁ)(f‘/;. V)((?,\/w)’;o
Izrad 0 en ijn ubrza
176, .?:75/ ? = /rxji‘n-r %§ 0//)7
“jfé‘?xf‘lvo(m+£f[c"x/’)[Cux VIl + o 0 =
jZEU(F7Gda'f£§?3jf;1£6h9xrv1X]zg¢“*.,o‘ -

:s[[gx‘r’)'c/u( +£gLWX[f“X\/ M{j—-ﬁ eve 9
&’

2 = uglovno ubrzanje.leispisani &lanovi u ovgj formuli ne sadrZe
uglovno ubrzanje o

Primjetimo da je -€ 7 f;zu 0 (§w

OVdJec?_'; i S

H oznalavaju odgovarajule diferencira-

nje u nepokretnnm koordinatnom sistemu i u sistemu koordinats.Zate

.—’
su Uy ] Lo . wb) projekcije ugaonog ubrzanja £ na ose 0% ,
0X2 0X3 Tada, analogno izrazu za kinetidku energiju ;

117, 27 [(@xelu = Treo?+ Treols 5002,

(gdje su 11,12 13 momenti inercije u odnosu na glavne ore 0X,
0x ),mozemo pisati-

178. [ R)-clae = £ 65, 2, loels t/;oos :

S druge strane kineti%ki moment (‘ _{v"")(j‘-ﬂima kompo-

nente I,’w, ) I/Wz I;’U_s zato konadno dobijamo slijedeéi igras
ga 2U ¢

1794 2U=TjelS+ lo'els + ]g>'cL>3,+QL/] ~To) €03 COL Loy +
+(l ]a)'wiw1wé+[]2 I)u71 (Wn Oy [+ oo o

S druge strane,za elementarni rad spoljaénih silay imamo

180. gA-"'L..° 6(.10(1.‘ [_1 CU, dé"f‘sz‘L(l“é‘fL%C&j%dé

Zato &pelove jednadine daju neposredno Ojlerove jedna=

du)
181. ’* (16“‘12)002 W, =L,,

L dwz“(lf I )ens wy= Loy



L

181. A&—#—ﬁ,]; wg—L

4. Eretanje ¥estice po rawani

Primjenimo D#ips -Apelove Jednaline na ispitivanje kre-
tanja Cestice po povréinl Kao koordinate destice uzmimo ri q.

182 r2-x Yy, clg =X~ Yyd ,

r-je lagranfeva Jkoordinata,a q kvayikoordinata.lmamo 2

183, I'I" = XX + ‘j‘\j Z—ij ':(X .

Sli:jedi{
184 (1o 921 ri(XKeny®
fye (X% »
iy

00 'y
Ty '“!“H”'Jéxwu fxwg
Uzevél u obzir 184. dob& amo |

186, XX +:m rr———fz‘--

S druge strane!
2 ¢

187 XY - 'YX =

Tako iz 186. 187. slijedi da Jje !
26 ac

§ ocP oc ol 4
188. (X4 ,y),,:z L ,.,,‘g/ )2
Na 'baj naéin konaénn doh:L amﬁ.

189. 5= 7 Am (X% :7)'””7 f-“—- Zz}

Ukoliko &lanovi ne zavise od ubrzan;)a.,mo‘éemo ih izosta
viti i umjesto 189. napisati M

o(‘g
190. &= ——m{f“ o M )

Izraz za G mo%emo izvesti i neposredno, ako zapazimo da
je radijalna komponenta Jednaka ;

1910 ;\‘i‘re r-. Z_/?‘))

i kru¥na komponenta Jjednaka 2"/,- R
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Ao radijalnu i tangencijalnu rompenentu sile ozna&imo
na odgovarajuéi nadin sa R 1 S , onda ée rad izvrSen na virtuelnim
pomjeranjima biti jednak

i Diips-Apelove jednaéine dobijaju oblik’
193. /7 rw-— =R AT 7S
() i ks

U zadatku o kretanju po centralnim orbitama sila polja
je radijalna ( S = o )i mi imamo prvi integral q jednak o .Ptva Je-
dnac¢ina dobija sada obllk

194. m[r_;—) =R,
1 ako je K= —u j" %o odma.h dobijamo prvi integral °

A ‘QQV+——~—Qh
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1. A, Bilimovié ¢ Racionalna mehamika II
( Mehanika sistema)

2. Pawng fﬂna/luﬁfuhécwﬁl Hexarutba

3 \Awu.ua P AReA G u LU A MexFHcl g

4. Appel : Racionalna mehanika

50 Djs Mu%i¥ki ¢ Uyvod u teorijsku mehaniku I
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