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Na ovom mestu zelim da izrazim veliku zalavGlnost 

dr. Bratislavu S. Tosicu redovnom profesoru Pri-

rodnomatematickog fakulteta u Novom Sadu,i mento-

ru ovoga rada^za ljubaznost prilikom izbora terae, 

i pomoc ,prilikom rada^koga ne retko prelazila 

granice uobicajenog. 
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Cilj ovog diplomskog rada da se da prikaz nekih 

naQkarakteristicnijiii jednacina koje se pojavljugu 

a problemima mehanike i fizike uopste. Osim toga, 

bice data procedura resavanja nekih uopstenih fo-

rmi ovih jednacina. Pored ovoga,bice detaljno ana-

lizirane mogucnosti Laplasovih. transformacija u 

postupku resavanja diferencijalnih jednacina dru-

gog reda. Takodje ce biti izlozena dva simbolicna 

metoda za resavanje diferencioalnih jednacina^od 

kojih jedan koristi diferencijalni i multiplikati-

vni operator,a drugi operator translacije. 

Fizicke aplikacije ovih. racuna odnose se ,uglavnom, 

na molekulskffi spektre i razlicite modelne potenci-

jale iz teorije dvoatomskih molekula. 



I GLAVA 

U ovoj glavi ce biti razmotrene neke specijalne 

diferencijalne jednacine,koje se cesto osvloaju 

u praksi,tj. na ko^e se mogu svesti mnogi pro-

blemi u fizici. Sve ove jednacine pripadaju kla-

si lineamiti diferencijalnib jednacina. Umesno 

je upitati se.zbog cega su toliko vazne lineame 

diferencijalne ^ednacine. RICARD P. ŜJNMAN u 

/9/ daje vrlo fini odgovor: "Lineame diferenci-

jalne jednacine su toliko znacajne^zbog toga sto 

su osnovni fizicki zakoni vrlo cesto linearni. 

Npr. Maksvelove jednacine u elektrodinamici su 

lineame jednacine. Veliki zakoni kvantne meha

nike, koliko su nam poznati, takodje se svode na 

lineame jednacine. Postoji jos jedan veliki ra-

zlog: lineame jednacine umemo da resavamo." 

Jednacine koje obradoujemo mogu se napisati u 
opstem obliku 

Naprimer,za nekoliko diferencijalnih jednacina 

koje cemo razmotriti 

1. Gausova (hipergeometrijska) jednacina 

gde 0©; 

= 0 



2.-

2. Beselova jednacina 

3. Lagerova jednacina 

4. Ermit - Veberova jednacina 

a) Asocirane Lezandrova jednacina 

b) Obicna Lezandrova jednacina (dobijamo za m = 0 

iz asociranih Lezandrovih jednacina) 

h = < 

6. Vitekerova jednacina 
KCX)= 'I 
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|l. Gausova hipergeometrioska funkcija 

Izlaganje cemo zapoceti sa tkz. hipergeometrijskim 
funkcijama. Interesantno je ovde spomenuti mislje-
nje P. G. TRIKCMI-a izneto na kongreda italijanskog 
matematickog drustva u Torinu 1956 godine /2/, da su 
hipergeometrijske funkcije te koje su se do sada 
pokazale kao najmocnije od svih sa gledista fizi-
cko-tehnickih primena. "Sta vise,cuje se katkada 
da su sve funkcije od efektivne vaznosti za pri-
menu,hipergeometrijske funkcije". 

One se javljaju kao resenja diferencijalne jedna-
cine oblika 

x(^-y)^^ ^_[̂-̂(«<+(i+i)x]̂ _ oif5^ = o (1.1.) 

sto sledi iz glave I tacke 1. 

Ova se jednacina resava pomocu potencijalnog reda 

avX (1.2) 

Zamenom u jednacinu (1.1) izraza (1.2) i posle sre-
djivanja dobijamo 

Ovde ce biti detaljnije obradjena procedure reia-
vanja pomocu redova tako da se nadalje na tome ne-
cemo zadrzavati. 

U sumi s leve strane stavimo da je )J-i~J*- ^ a u 
sumi s desne strane stavimo formalno da je V=ju 
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pa (1.3) postaje 

00 JU+IC 

ao JU-hK 

Sada Je ocigledno da de identitet (1.4) za (Xo4^0 

biti zadovolgen za 

(1.5) 

K̂:̂-̂̂ (1.6) 

Rekurentni obrazac 

za slucag (1.5) postage 

Za/<=n (1.8) postage 

ot(pC-H)(cttz)...(«(+n-i)fiffi-n)(/̂2)...f/ifn-f) ̂ (1.9) 

ili izrazeno preko gama funkcija P 
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Ns osnovu (1.2), (1.5) i (1.10) mozemo pisati da 
Oe prvi partikularni integral Gausove jednacine 
(1.1) 

^,.R^,fi,jr,v)-^— ^, ^̂^̂^̂ K (1.11) 

Dobijeni izraz se naziva Gausov hipergeometrijski 
red^ili Gausova bipergeometrijska funkcija. On 
konvergira u intervalu jXKi . To se moze pro-
veriti na osnovu D''Alamberovog kriterijuma konve-
rgencije 

UK f (1.12) 

Sada cemo analizirati slucaj (1.6). Rekurentni 
obrazac (1.7) postage 

(ju-hoi-i-:>) (^-hib-i-s) 

gde smo uveli oznaku i-t=-^ . 

Opsti clan izraza (1.13)^ izrazen preko gama funkci-
ga r*, ima oblik 
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Na osnovu (1.2) i (1.14-) i cinjenice da Je Ss-f-y* 
dobigamo drugi partikularni integral jednacine 
(1.1.) 

1-/" 

Za , / se pokiapaju. Posto radijus 
konvergencije IXU1 ne zavisi od parametara 
oV,[3 i , to oe on isti i za . 

U daljem tekstu bice izrazene neke elementarne 
funkcije preko Gausovih hipergeometrijskih funkci-
ja^sto je dokaz ngihove velike vaznosti i znacaja. 

Na ovom mestu je zgodno uvesti tkz. konfluentnu 
(izrodjenu, degenerisanu) hipergeometrijsku fu-
nkciju koja se javlja kao resenje jednacine 

(1.16) 

(1.17) 

(1.18) 

a.19) 



Ova se jednacina moze resavati pomocu potencijalnog 
reda.analogno jednacini (1.1). Njena resenja su 

eo 
™ JLzFW) (1.20) 
rw) rim) " 

^ r'̂''-'̂^̂^̂^ ^̂'̂̂^ x"". (1.21) 

Ove funkcije su vrlo znacajne^jer ukljucuju u sebe 
mnoge funkcije koje su od fizickog interesa. 

a) Beselove funkcije 
b) Eesenje Sedingerove jednacine za kulonovski po-

tencijal (polinomi Lagera) 
c) Resenje Sedingerove oed.nacine za potencijal 

harmonijskog oscilatora (polinomi Ermita) 
d) Integrale Frenela iz klasicne optike 

i mnoge druge. 

Smenom ^- H ^ ^C^) ^ jednacina (1.19) se 
transformise u Vitekerovu jednacinu 

cija su resenja tkz. Vitekerove funkcije. 

U daljem tekst;!^u cemo se vise koristiti Vitekero-
vim funkcijama^koje su tabelirane^Jer na osnovu 
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izlozenog vidimo da se konfluentna hipergeometrijska 
funkci0a moze uvek svesti na Vetekerovu)^ a samo cemo 
naglasiti vezu izmedgu pojedinih polinoma i izrodje-
nih hipergeometrijskih funkcija. 

§2. Beselove jednacina 

Basel ge naisao na ove funkcije 1824 godine,prouca-
vajiici jedan problem dinamicke astronomije. One se 
inace javljaju kao specijalni slucajevi konfluentnih 
hipergeometrijskih funkcija. 

Diferencijalnu Jednacinu cija su resenja Beselove 
funkcije mozemo naci na osnovu glava I tacka 2 i 
ona je oblika 

x-^^^Kda 4.(y'--p^h^o (2.1) 

gde Je P bilo kakav broj. 

Resenje trazimo u obliku potencijalnog reda 

oo 
r—1 V+K 

y = 2_^ â, X (2.2) v=o 

Analognim racunom kao u § 1. nalazimo rekurentni 
obrazac 

a 
-1 (2.5) 
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s tim sto oe CXo^O a, = 0 

P (2.4) 

Kz=-P (2.5) 

Postoji oos jedna mogucnost Qe = o a,^o 

'̂•̂ (2.6) 

(2.7) 

NepoHrednim radunom se moze dokazati da obe vari-
jante dovode do istih rezultata. Dalje cemo radi-
ti samo sa varijantom (2.4) 4- (2.5). 

U slucaju (!2.4), opsti clan ,izrazen preko gama fu
nkci ja,ima oblik 

z'^-nl rcn+i^pl " (2.8) 

Iz C2.2) i (2.8), dobijamo prvi partikularni inte
gral jednacine C2.1) 

r-1 r n*^ 2.itp 
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gde Je stavljeno da je 

Resenje 3p dato formulom (2.9) naziva se Beselove 
funkcija prvog reda. Red konvergira u intervalu 

< X. < °^ f sto se moze pokazati koristeci 
D*Alamberov kriterijum za konvergenciju. 

U slucaju (2.5) vidimo da je struktura rekurentnog 
obrasca ista,s tim sto je ovde izvrsena zamena 

C HP)—3 i odatle odmah mozemo pisati dru
gi partikularni integral Beselove jednacine 

gde 0© stavl|eno da je \('^~^)Z Qo - 1 

I ovaj red konvergira u intervalu-«'< 

Veza izmedju Beselovih funkcija prve vrste i ko
nfluentnih hipergeometrijskih funkcija je 

Ukoliko /=* nije ceo broj^funkcije 7p ' J-p 
su lineamo nezavisne i opste resenje Beselove je-
dnacine (2.1) je 

(2.12) 
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Ako je pak p CBQ broj,resenja Jp / J-/» 

su lineamo zavisna i izmedju njih postoji veza 

(2.15) 

Ako je indeks p polucelobrojan, o>ff<;fe se Beselove 
funkcije izrazavagu preko elementarnih funkcija. 

Rekurentni obrasci za dobijanje Beselovih funkcija 
polucelobroonog indeksa imaju oblik 

(2.14) 

(2.15) 

gde je, 
-̂puta 

e —^ ^ 

,-1 

Izmedju Beselovih funkcija prve vrste postoje rela-
cide 

(2.16) 

(2.17) 

(2.18) 
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§5' Ermit - Veberova jednacina 

Na osnovu glava I,tacka 4-,ova jednacina ima oblik 

(5.1) 

Ova jednacina nige pogodna za neposredno resavanje 
pomocu potencijalnog reda,i da bi smo je napisali 
u obliku u kome ce se ona moci resavati pomocu po-
tencijalnog reda, moramo ge na odgovarajuci nacin 
transformisati. U torn cilju uvodimo smenu funkcije 

(5.2) 

pa jednacina (5*1) u torn slucaju postaje 

(5.5) 

Da bi smo jednacinu (5.5) dos vise uprostili,u 
smislu toga da umesto dva parametra oL i ft 
figurise samo jedan,uvodimo smenu argumenta 

CX= COK<ffc' (5.4) 

i birajuci da je d'(b-^ , 

figurise samo jedan parameter 
onda preko aC i [3 

(3.5) 
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Co 

Tfeo 

0 (3.11) 

gde su uvedene ozneke tl ^ 

Ns osnovu D"Alamberovog kriterijuma konvergencije, 
moze se pokazati da partikularni integrali (3.10) 
i (3.11) konvergiraju za-oc»<: c 

Na osnovu uvedenih oznaka i (3.7) mozemo pisati 
opste resenje Ermit - Veberove jednacine 

1= 
e (3.12) 

Ako jednacinu (3.5) napisemo u obliku 

(tkz. Ermit -Cebiseva jednacina) gde de> ^~ ~^— 
"n^0,4,1-onda uvek jedan njen partikula

rni .integral polinom stepena ft . Ti polinomi 
se nazivaju Enaitovi polinomi (Ermit ib Je defini-
sao 1864 godine) i oni se definisu kao 

(3.1A-) 
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gde J '(~l.gx*'io * Pretpostavicemo da se oblik 
potencijalne energije ocuvava i za velike vredno-
sti X (idealizovan realni sistem). 

Klasicne jednacina kretanja cestice je 

X[i)=:PtCa3(u}t+ib) ^=1/1 (5.21) 

U torn slucaju se kaze da cestica vrsi harmonijsko 
kretanje oko ravnoteznog polozaja i odgovarajuci 
sistemi se nazivaju harmonidskim oscilatorima. 

Iz (3'20) i (3.21) se dobija klasicni izraz za 
energiju barmonijskog oscilatora 

^ . (3.22) 

Sada potrazimo stacionarna stance harmonijskog 
oscilatora metodima kvantne mehanike. U tom slu-
caju hamiltonijan ima oblik 

iH5x' (3.23) 

a stacionarna Sedingerova gednacina za ovaj slucaj 
postage 

(l^ _ !n^/jra) = o (3.24) 
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Ovo je ocigledno Ermit - Veberova jednacina._ Uvo-
djengem smene -iH^-oi. fh ± %= X^^^ t 

dobigamo jednacinu 

^ _ x/'-iL -4)1 = 0 (5.25) 

Na osnovu predhodnib. razmatranja jednacina (5.25) 

ce imati konacno resenje kad ^-^±00 , tj. 
ono ce biti polinom stepena n,samo ako ge 

zlYl (3.26) 

odakle dobijamo izraz za energiju linearnmg harmo-
nijskog oscilatora 

E^=^0(»1+^) (5.27) 

Iz (5.27) vidimo da ge: 

a) spektar harmonidskog oscilatora je diskretan i 
nedegenerisan, 

b) spektar je ekvidistentan. 

Izraz £0=^^^ se naziva nulta energija ha-
rmonijskog oscilatora i ona je povezana sa Hajzenbe-
rgovim relacijama neodredgenosti^tj. sa talasnim 
svojstvima cestice. Rezultat;da je energija linearnog 
harmonijskog oscilatora diskretna je vrlo vazan i u 
procesu nastajanga kvantne mehanike je odigrao veliku 
ulogu. 
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sit 

osnovu predhodnog izlaganja znamo da je talasna 
funkcija oblika 

(3.28) 

Konstantu Cw, odredguQu iz uslova normiranja 

(3.29) 

pa je konacnm oblik talasne funkcije dat kao 

^ e HJt) (5.50) 
'/I 
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§4. Problem vodonika i alkalnih metala 

U ovom odeljku bice obradjen jedan problem znacajan 
sa fizickog stanovista,a u okviru koga ce biti ra-
zmotrene gos dve znacagne diferencijalne jednacine^ 
a to sul 

a) Asocirana Lezandrova jednacina 
b) Lagerova jednacina 

koje se cesto sre6u u praksi i cija se resenja mogu 
svrstati u hiperfeeometrigske funkcije /2/. 

Problem je znacajan,Jer se kod vodonika i alkalnih me-
tala^ustvari^davlja problem dva tele^pa se moze naci 
egzaktno resenge Sedingerove jednacine za ovaj slucaj. 

Hamiltonijan za ovag slueeg je dat kao 

A J* a 
(4.1) 

Kako je problem svernosimetrican laplasijan 
se izrazava u spernim koordinatama 

(4.5) 

(4.2) 

(4.4) 
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Sedingerovu jednacinu za stacionaran slucaj 

zmZe 

resavamo tkz. metodom razdvajanja promenljivih, 
tj. stavloaduci da je ,T) = o^tt) Yl&iH'l 
i deleci sa (^J Y(&-,4'), pa dobijamo 

(4.6) 

Jednacina (4.6) nam daje dve nezavisne jednacine 

(4.7.b) 

Jednacina (4.7.b) nam, stavljajuci Y(&,4'):^p(WW, 
daje nove dve nezavisne jednacine 

^^cot^^+fa-jjAj-JJJ-O (4.8.3) 

Resenja jednacine (4.8.b) su 
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2ir 

Birajuci fizicki realno resenje i kako se iz uslova 
jednoznacnosti talasne funkcije mora promenljivoj 

^ dati uslov periodicnosti,a posle normiranja 
^ dobijamo konacno funkciju 

U (4.10) je uvedena smena \|b"-m ^1= 0,±<, + 2---

gde ge m, magnetni kvantni broj. 

Jednacina (4.8.a) posle uvodjenja smene coo^-y. 
postage 

xe 
Na osnovu tacke ^.a^glava I^ovo je tkz. asocirana 
Lezandrova diferencijalna jednacina. Ona se resava 
uvodjenjem smene 

gde je,S = ~ ) ^'""i" • Posto osnovna jednacina 
(4.11) zavisi samo od ^ , onda resenja koja odgova-
raju tima dvema vrednostima S ^ zadovoljavaju jednu 
te istu jednacinUjpa medjusobno moraju biti povezane 
linearnom relacijom, ^(m)-=-C-&-(-'^) ± kad bi smo 

radili za S = m,̂0 , ono bi zbog gornje relacije va-
zilo i za 5=m<o 
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Dakle smena je 

p(y)=:C)('-i)'" ZC>)̂ (4.13) 

Jednacina je oblika 

_Z(|mH-<>^ 4-(a-|mI-|m|*]Z = 0 (4.14) 

i nju resavamo pomocu potencijalnog reda 

^=^CvX (4.15) 

Rekurentni obrazac je dat kao 

Trazenjem asimptockog resenga,dolazimo do zaklju-
cka da ne mozemo uzeti red^vec samo polinom^da bi 
se red presekao mora biti 

gde ^ tkz. orbitalni kvantni brog. Odatle kona
cno nalazimo da je 

(^.18) 



24.-

pa na osnovu (4.12) resenje jednacine ((4.8.a) je 
dato kao 

IJ2U 
(4.19) 

gde su, Pe-im|Cy) asocirani polinomi Lezandra. Oni 
se dobijaju iz obicnih Lezandrovih polinoma kao 

(4.20) 

gde oe, 

21 

V=0 
X (4.21) 

Asocirani Lezandrovi polinomi se mogu izraziti pre
ko obicne hipergeometrijske funkcije i to kao /I/. 

Iz uslova normiranja 
konstantu Cim kao 

^pC)f)o(x = 1 odredouj — emo 

tern 

t-Hmi 
r2£+1)f£-|»l|)! 

(4.22) 
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Vracsjuci se ns stare promenljive i az aslov da je 
Y(0,4')=^(fnalazimo konacni izraz za sverni deo 

talasne fankcije 

Da bi nasli akapnu talasnu funkciju,resavamo radi-
jalni deo Sedingerove jednacine ,tj. jednacine (4.?.a) 
Ovo je takozvana Lggerova jednacina. 

ft 

sL2. 

Za ograniceno (elektron je vezan za atom) mora biti 

E<0 ' zbog toga stavljamo "^7^^ --ff^ 
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Uvodjenjem smene T:= a§ĵednacina (4.?.a) postaje 

(4.24) 

Iz tradicionalistickih razloga (da bi se povezalo 
sa Borovom teorijom) stavlja se da je 

z 4* '3 

we*-(4.25) 

Odatle nalazimo i da je 

(4.26) 

i uvodjenjem novih smena 

(4.27) 

(4.24) prelazi u (4.28) 

+ 
JL^O (4.28) 

Ova jednacina se resava pomocu smene 

(4.29) 
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i onda se jednacina transformise u 

(4.50) 

Jednacina (4.30) se resava pomocu potencijalnog reda, 
birajuci varijantu koja nam omogucava normiranje u 
nuli(Jf"=C/^ dobijamo rekurentni obrazac 

(4.31) 

Da bi resenje konvergiralo,kad §-*±00 moramo raditi 
sa polinomom. Ti polinomi se nazivaju Lagerovim po-
linomima i oni imaju oblik 

(4.32) 

i mogu se izraziti preko konfluentnih hipergeometri-
jskih funkcija kao 

1—«, (4.33) 

Resenje za radijalni deo Sedingerove jednacine,po
sle noimiranja^je dato kao 

1 e 

gde je^^r 

(4.34) 

Na osnovu (4.27) ± dobijamo izraz za energiju 

me 
(4.35) 
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Kao sto vidimo,spektar energige je degenerisan. Ste-
pen degeneracija D je 

i=0 

§5. Vitekerova jednacina 

Na osnovu glava I,tacka 5,jednacina Vitekera ima 
oblik 

Ova jednacina je veoma poznata u matematickoj lite-
raturi i naziva se ponekad koeficijentna hipergeome-
trijska jednacina,a njena resenja koeficijentne fu-
nkcije. Postoje i tablice koeficijentnih funkcija^ 
jer se debar deo problema matematicke fizike svodi 
na jednacinu (5-1). 

Moze se pokazati da je Vitekerova jednacina poveza-
na sa Lagerovom jednacinom. Zbog toga ovde necemo 
posebno resavati jednacinu (5.1), vec cemo samo naci 
njenu vezu sa Lagerovom i veze Lagerovih funkcija 

[_(X;Ai5) A= —^f^''"^^ Vitekerovih funkcija 

koja su resenja (5.1). 

Da bi smo jednacinu (5.1) sveli na Lagerovu jednacinu^ 
koja je oblika 



^0 (5.2) 

U cilju resavanja jednacine (5.1)^uvodimo smenu 

»J=/^JCX) (5.3) 

pa (5.1) postage 

r >< 
53? X X J 

Z=0 (5.4) 

Dalje priblizavanje jednacine (5.4) jednacini (5.2)^ 
postizemo smenom argumenta 

^ t (5.5) 

i jednacina (5.4) konacno postage Lagerova^s tim 
sto su uvedene oznake 

(5.6) 

Resenje Lagerove jednacine (5.?) 

7) 

pomocu (5.3) i (5.5),mozemo povezati sa resenjem 
Vitekerove jednacine 

ili eksplicitno 
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\X/(»̂,x,m)=Lk»ytX e \ ^ 

V=o 

(5.9) 

gde je, Cxm, proizvoljna integraciona konstanta. 

Posto su Vitekerove funkcije tabelirane, ponekad je 
zgodno izraziti resenja Lagerove jednacine preko 
koeficijentnih funkcija. Veza izmedju Lagerovih 
funkcija i Vitekerovih je data u (5.10) 

_()(,S,M=>^ (5.10) 

gde je, 

{ 

a" 
5+A 

(5.11) 

Kao primer koliko se koeficijentne funkcije puno 
koriste,navescemo vezu izmedju takozvane funkcije 
greske i Vitekerovih funkcija 

7-^ i-x e \x/-i'(J^i 
2, ^ 

(5.13) 



31.-

R e z i m e 

U ovoj glavi oe dat pregled nekih takozvanih spe-
cijalnih funkcija matematicke fizike ,kooe su,ust-
vari, resenja odredjenih linearnih diferencijalnih 
jednacina drugog reda^koje se cesto susrecu u pra-
ksi i koje su nasle efektivnu upotrebu. Da bi se 
dobio potpuniji uvid u ovu interesantu oblast, 
navescemo klasifikaciju specijalnih funkcija,koja 
dobro osvetljava uzajamne veze i poreklo /2/. 
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KLASIFIKACIJA SPEDIJALNIH FUNKCIJA 

ELiptieuz futtkeije 

Speeijalne funkcije 
e/»bij'ene iz inie-

/•aeuna 

Inte^taLi alyebot-
SHt'h diferenc/jala. 

dij&rencijaLtie iedn. 
Fuksovog apex so t^H 

Blementof/ie /unuctje 

V:f ^ip^^^eomejyii&ke funk. 

—\K0fifl14ehtne ht/>er^eo»f. fufi. 

)\ (we funkc/H 

Gausove hiper-

^eoyneirij&Ke Jun. 

Konfluenine 

hip e r-^e oni. Jan. 

Ja-kohi 
poLthomi tm poU'n. 

B>eselove 
ciUndric-

Pek.ro. bt?li-

La^erovi 

LezaneJrove fun/<c(ye 

Funkcije ^tesKe i Sroa/»6 fun. 

Inte^raln/ sinub / si^odhe fun. 

Sko/o ekS/'onencfjaln/h redoyg. 

Brmiiovi polinomi 

?ockSof7- CQyli'etov/ poLinomf 
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II GLAVA 

METODI RESAVANJA SPEGIFICNIH TIPOVA JEDNACINA 

1. Operatorske resavanje diferencijalnih jednacina 

Homogena diferencijalna jednacina drugog reda se ne 
moze u opstem slucaju resiti sa konacno mnogo kva-
dratura. Ovde cemo pokazati da se ona moze resiti 
sa beskonacno mnogo kvadratura. Metod resavanja je 
simbolicki^pa cemo se prvo u najkracim crtama upo-
znati sa pojmom operatora i nekim osobinama operato
ra. 

Operator je ,po najopstijoj definiciji^ simbol neke ma
tematicke operacije. Za razliku od obicnih brojeva^ 
operatori medjusobom ne moraju da komutiraju,tj. u 
opstem slucaju ne mora da je R,6> -0 » gde je, 
^fl.B]=flB-BR , dok je za brojeve uvek[fl,Bl=0 

U vezi sa ovim interesantno je odrediti inverzni 
operator za proizvod operatora RB »'tj. naci 

(fl B) • Jedina mogucnost koja zadovoljava zahtev 
da operatori komutiraju je^da je 

(flB)=6'r 
Ovo se moze generalisati na veci broj operacija 

1.2 n R«-i... 

Bitnu klasu operatora predstavljaju linearni ope-
ratori. Linearni operator ^ se definise na 
sledeci nacin 

IV 1.5 
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U formuli(1.3) ^ q»v su konstante^a "in fu
nkcije. Od linearnih operatora najvecu primenu u pra-
ksi ima operator diferenciranja T)= ̂ i multi-
plikativan operator Ĉx.") • Hultiplikativni ope
rator prosto mnozi^pa se u mnozenju ponasa kao obican 
broj. Moze se pokazati da diferencijalni i multipli-
kativni operator ne komutiraju p,Y ^0 
Operatori D i imaju svoje inverzne operatorOj 

pri cemu je ^̂=-74-; , dok ^ nije jednozna-
cno definisan. Uz dopunsku definiciju,da je integraci
ona konstanta jednaka null,mozemo pisati 

(1.4) 

Za operator J)= , inverzni operator se definise, 
uz dopunski zahtev^da obe integracione konstante budu 
jednake null 

6= Ŝ'̂S' 
(1.5) 

Operatori D i D figurisu u difirencijalnim je-
dnacinama drugog reda. Ako imamo nehomogenu jedna
cinu drugog reda 

ona se moze napisati kao 

A 

gde je,j?=^Cx") multiplikativni operator. 

(1.6) 

(1.7) 

Ukoliko postoji inv'erzni operator fD + V J , 
takav da JeCP+fj (D+J-J= i , onda primenom ovog 
operatora na (1.7) s leve strane dobijamo resenje 
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jednacine u obliku 

^=(D+Jj dpoc) (1.8) 

Potrazimo sada operator (^D+"j) • Oci-
gledno je da se D+£ moze napisati kao 

. '>-<A». 

HMD) 
a1^ A-iA. 

4̂* f 
(1.9) 

X ^ -1 
Odavde sledi da se i (^1)+^) moze napi
sati na dva nacina^i to 

r 

(1.10) 

Po analogiji sa razvojem 

Cl-i-x)"=^(-i)V |x|<i (1.11) 

m-o 

mozemo pisati 

odnosno. 

(1.12) 

(1.15) 

U vezi sa (1.12) i (I.15)^treba naglasiti dve st-
vari: 

a) Konvergencija operatorskog reda ne moSe se odre
diti dok red ne primenimo na konkretnu funkciju; 
znaci moze se ispitivati sarno konvergencija rezultata 
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primene 

f'-X 
b) Posto operatori T) i V ne komutirajuikao 

te se sume moraju primenjivati u konkretnom slucaju 
kao niz operacija,tj. 

L^<|)i)=i-J)/+D/D/-D/D;D/+- (1.15) 

Na osnovu predhodnog i na osnovu farmule (1,8),moze
mo u principu da nadjemo dva partikularna resenje 
jednacine (1.6) i to: 

(1.16) 

(1.16) 

Opisani simbolicki metod moze se uspesnije primeni-
ti na resavanje homogene jednacine drugog reda,jer 
tu mozemo da manipulisemo sa nehomogenim delom ona-
ko kako nam to odgovara. Pokazacemo pre svega slede-
ce: ako su i Ĵa. , dva resenja nehomogene jednaci
ne ''̂"-(-px)*^ =c|)(x) , onda je njihova razlika resenje 
odgovarajuce homogene jednacine ^"+J-W^ = 0 
Zaista^mi mozemo pisati 

+ CJDCX) 

Ukoliko ove jednacine oduzmemo, dobijamo 

(1.18) 

(1.19) 
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Sads mozemo preci na resavanje jednacine 

^"+Q(x;̂Vfecx)̂=<? (1.20) 

U prvoj fazi jednacina (1.20) se svodi na kanonicki 
oblik^bilo smenom funkcije^bilo smenom argumenta,i 
prelazi u 

^ -^fM'f=0 (1.21) 

Zatim se za data homogenu jednacinu naprave dve po-
mocne nehomogene jednacine i to; 

4-/cK)^-j:Cx) (1.22) 

^Jcx)V-=x/rx) (1.23) 

Na osnovu formula (1.16) i (1.17)^ za jednacinu (1.22), 
nadju se dva partikularna integrala pri cemu (1.16) 
daje resenje • osnovu (1.19)/prvi partiku-
larni integral homogene jednacine (1.21) bice 

(1.24) 
I 

Zatim se na osnovu formula (1.16) i (1.17) nadju re
senja jednacine (l.23);Pri cemu formula (1.16) daje 
partikularna) resenje '*|'=X . Tada je,na osnovu 
formule (1.19)^drugo partikularno resenje jednacine 
(1.21) dato sa 

Y.=x-£(-«\07rj=>c-&iM+D*;Sjw-... (1.25) 
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Opste resenje homogene jednacine tada glasi 

Y^CYih+C.Yk (1-26) 

Kao sto vidimo formule (1.24) i (1.25) daju resenje 
homogene jednacine (1.21) preko beskonacno mnogo kva
dratura. Moze se pokazati da redovi (1.24) i (1.25) 
konvergiraju ̂ako je J(x) analiticka funkcija^tj. 
ako se ona moge razviti u potencijalni red. 

Sada cemo na nekoliko primera pokazati gore izlozeni 
metod resavanja diferencijalnih jednacina. 

1) Uzmimo jednacinu oblika 

^ -fflxVrO (1.27) 

ocigledno je da je u ovom primeru 

fuizflX^ (1.28) 

Ako izvrsimo gore navedene operacije i izrazimo rese
nje preko gama funkcija P , dobijamo 

Y_\o 

gde je^ 

Za konkretnu funkciju oblika 

(1.32) 
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i ns osnovu relaciaa za gama funkcije 

r(-K)rw=--l 
X ̂ŴaTTX 

(1.33) 

i relacija 

a na osnovu (1.24) i (1.25) dobijamo 

sto se moze dobiti i neposrednim putem. 

(1.35) 

(1.36) 

2) Za diferencijalnu jednacinu oblika 

(1.37) 

ocigledno je 

(1.38) 

Za ovu funkciju cemo na^i samo jedno partikularno 

resenje i to \ j 3 ono je 

(1.39) 

3) Jednacina oblika 

1 (1.40) 
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naziva se Ejrijeva oednacina. U ovom slucaju je 

Jc>^)r-X • Dva partikularna integrala nalaze se 
na osnovu formula (1.24) i (1.25). Ako u njih uvr-
stimo j?ocl=-X dobicemo 

(1.41) 

Vrseci operacije naznacene u (1.41),konacno mozemo 
pisati 

Drugi partikularni integral ima oblik 

Ocigledno je da YK i imaju beskonacan radi jus ko-

nvergencije,jer je 

(1.45) 

^2. Generalisana Ojlerova jednacina 

U ovom paragrafu,i sledecim u ovoj glavi, cemo obra-
diti uopstene forme nekih najkarakteristicnijih je
dnacina koje se javljaju u matematickoj fizici. Je-
dna od takvih je i generalisana Ojlerova jednacina 
koja ima oblik 

(aaX-^kf^, +Ll^r:0 (2.1) 
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pri cemu je konstanta Q^^O 

Posle deobe sa Cix jednacina (2.1) postage 

(2.2) 

Sada uvodimo smenu argumenta 

^- 5! ^" a; (2.5) 

gde su koeficigenti tako izabrani^ da bi se sto vise 

Qprostili izrazi uz prvi i drugi izvod funkcige. 

Posle uvodg'enga smene argumenta (2.5)/jednacina 

(2.2) postage 

(2.4) 

Naravnoy sve ovo vazi uz uslov da je Olz^^-

Predpostavicemo da ovo vazi^a kasnije ce-mo diskuto-

vati slucag a3.^i - ailot = 0 

U cilgu daljeg uproscavanja uvodimo smenu funkcije 

Y=5'^^* \^(^) (2.5) 

posle cega jednacina (2.4) postage 

gde su uvedene oznake 

^~ Mai 

(2.5) 

(2.7) 
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Ako bi smo jednacinu (2.6) pokusali da resimo pomocu 

potencigalnog reda^dobili bi smo divergentno resenje. 

Ovo se moze proveriti prostim racunom. To nss navodi 

na ideju da bi trebalo izvrsiti jes jednu smenu argu

menta i to oblika 

(2.8) 

jer bi ovo sigurno dovelo do gednacine^cige bi resenge 

bilo dato u obliku konvergentnog reda. Posle uvodgenga 

dv« (2.8) a gednacinu (2.6)^dobiga se 

dB 
(2.9) 

Iz oblika gednacine (2.9) se vidi;da ge mozemo svesti 

na Lagerovu gednacinu koga ima oblik 

Radi toga uvodimo novu funkcigu smenom 

(2.10) 

(2.11) 

posle cega gednacina (2.9) postage 

/g^i dl J_± 2 = 0 (2.12) 

Ocigledno ge da u cilgu potpunog poklapanga oblika 

gednacine (±2.12) i (2.10) moramo uvesti novi argument 

i to smenom 

(2.13) 

Ako pri tom uvedemo da ge 

(2.14) 



43.-

konacno imamo 

TT-'-2=0 (2.15) 
aie • t cit^ t ^t* ̂ 

sto je ocigledno Lagerova jednacina sa parametrima 

2t=-(2.16) 

smenom 

Rezimirajuci,mozemo re6i da se generalisana Ojlerova 

jednacina (2.1), pod aslovom da ^eaijiO Q.ihcoJ>^i= 0 j^t^, 

(2.17) 
OX 

svodi na Lagerovu jednacinu^koja je oblika (2.10)^pri 

cemu je 

Razmotrimo sada slue a j kada je a^tii-a^itsiO 

To znaci da je 

(2.19) 

(2.19) 

(2.20) 

Jednacinu (2.1) mozemo napisati kao 

(2.21) 

Uvodjenjem smene jednacina (2.21) postaje Ojlerova 
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Laplasova jednacina 

Laplasova jednacina se definise kao 

(3.1) 

pri cemu je Q,= o • Posle deljenja sa Q., i uvodjenj 

smene argumenta,jednacina (3.1) postaje 

gde su uvedene oznake 

n L . a,U-Qofe. ^^^^ aiCo::^oO_ (3,5) 
' a, ' a, ex, 

Ako jednacinu (3.2) podelimo sa ^ ^ ona postaje 

sto nas navodi na pomisao da je mozemo svesti na La

gerovu jednacinu^koja je oblika (2.10)^paragraf ^va. 

Da bi to postigli uvodimo novu funkciju 

posle cega jednacina (5.^) postaje 

din 

Radi potpunog poklapanja jednacina (3.6) i (2.10)^ 

uvodimo jos jedan novi argument u jednacinu (3*6) 
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1 = Kt (5.7) 

posle cegs (5.6) prelazi u 

Odavde sledi da je 

2 

da bi (3.8) bilo svedeno na (2.10). 

(5.9) 

^4. Generalisana Gausova jednacina 

Uopstena Gausova jednacina je definisana kao 

(aaX+a,)c+ao)^4-(ix-t-U)^ -f-Cc'̂ = 0 (4.i) 

Da bi smo je sveli na obicnu Gausovu jednacinu^ 

svodimo kvadratnu formu CX_;̂X*+Ci<X+-Qe 

kanonicki oblik 
na 

(4.5) 
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tako da kad (4.3) uvrstimo u (4.1) i podelimo sa 

O-a f dobijamo 

gde je uvedena oznaka 

(4.4) 

K^±^d,-k(Xoaf (4.5) 

U jednacini (4.4) uvodimo smenu argumenta 

i=X + K (4.6) 

pa (4.3) posle deljenja sa -ZK postaje 

Uvodjenjem nove smene argumenta 

•f = 2Kt (4.8) 

jednacina (4.7) postaje 

(4.9) 

Jednacina (4.9) je ocigledno Gausova. Veze izmedju 

koeficijenta su sledece: 

(4.10) 



48.-

a odavde je 

iHt. 
ZKCp 

7o i''^ 
> 

(4.11) 

Rezimirajuci dosadasnje izlozeno,zakljuGujemo da se 

jednacina (4.1) smenom argumenta 

(4.12) 

svodi na Gausovu 

(4.15) 

gde su veze izmedju koeficijenata jednacina (4.1) i 

(4.15) date u (4.10) i (4.11). 

Resenja jednacina (4.1) i (4.15) su povezana relacijom 

Na kraju treba napomenuti da zbog simetrije sa kojom 

koeficijenti (JL \ ulaze u Gausovu jednacinu za vredno-

sti i (b iz (4.11),ne treba razmatrati sve ̂ mogu-

cnosti koje dolaze od znaka ± ̂ vec samo uzeti d sa 

znakom + ̂dok (b onda mora imati znak — . Obrnuta kombi-

nacije,kad oi uzimamo sa znakom —^3 fb sa znakom + ^ da-

je isti rezultat. 
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III GLAVA 

Rotacioni i vibracioni i rotaciono-vibracioni spektri 

dvoatomih molekula 

Molekuli imaju slozen spektar koji ge rezultat tri 

vrste osnovnih kretanga i ngihovih interakciga. Ove 

tri vrste osnovnih. kretanga su rotaciga, unutrasnge 

vibracige i kretange elektronskog podsistema. Rota

cioni, vibracioni i elektronski spektri nisu medgu-

sobno nezavisni^ger su rotacige, vibracige i elektro-

nska kretanga medgusobno korelisani. Nagnize energige 

imagu rotacioni spektri ( 0,ie\/i mange)jZatim dolaze 

vibracioni ( '\V i mange)^ dok su elektronske ene

rgige reda -fO Q\J 

Ovde ce biti analizirani rotacioni spektri posebno, i 

to na modelu krutog rotatora i za dvoatomske molekule,, 

i vibracioni posebno^na modelu sfernog oscilatora. 

Takodge ce biti izvrsena analiza rotaciono-vibracionih 

spektara i problem disocigacige molekula. Elektronski 

spektri bice analizirani odvogeno^i to u IV glavi^i to 

preko razlicitih oblika modelnih potencigala. 

J 1. KRUTI ROTATOR - ROTACIONI NIVOI 

Svodgenge problema dve cestice na problem gedna cestice 

Sistem od dve cestice ima sest stepeni slobode u labor^-

torigskom sistemu. Ovih sest stepeni slobode razbigagu 

se na 3+3 ^ od kogih tri stepeni slobode predstavlga-

g'u translatorno kretange centra masa sistema od dve cestice, 
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dok preostala tri stepena slobode opisugu rotacija i 

vibraciju sistema. Ako nas ne interesuge kretange mo

lekula kao Celine (tg. ako nas ne interesuge kako se 

u vremenu mengagu koordinate centra mase)^ onda se pro

blem analizira ne u laboritorigskom sistemu^vec u si

stemu centra mase (koordinatni pocetak novog sistema 

nalazi se u centru mase). Uslov za prelazak iz labora-

torigskog sistema u sistem centra mase ge Kc=0 / gde 

ge , Ht, vektor polozaga centra mase u laboratorigskom 

sistemu (slika 1). 

U sistemu centra mase ponasange sistema od dve cestice 

opisuge se preko gedne efektivne cestice,koga. ima redu-

kovanu masu i relativnu koordinatu ^ ^ koga predstavlga 

razliku radigus vektora dvegu cestica u laboratorigskom 

sistemu. 

Kruti rotator 

Sferne funkcige kao svogstvene funkcige momenta koji-

cine kretanga nalaze ^re svega^ svogu primenu u kvantnog 

teorigi rotatora^tg. u kvantnom tretirangu slobodnog 

kretanga materigalne tacke po sferi. Rezultati teorige 

rotatora mogu se neposredno iskoristiti pri proucavangu 

spektara dvoatomskih molekula, a kako se ugaoni deo 

talasne funkcige pri kretangu cestice u polgu centralnih 

sila taKodge opisuge sfernim funkcigama^mnogi zaklgucci 

teorige kretanga u polgu centralne sile se u potpunosti 

odnose takodge i na teorigu rotatora (ugaona zavisnost 

talasne funkcige Y i pravila selekcige za kvantne 

brogeve 2. i m ). 
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sLi. 

Kruti rotator iraa pet stepeni slobode. Masa nrt̂ 

ima tri stepena slobode^a i masa ima tri stepe-

na slobode. Medjutim^rastoganje izmedju mase je con

stant no 

(1.1) 

pa imamo jedan stepen slobode manje. U laboratorijskom 

sistemu vektor polozaja (gentra mase je dat kao 

(1.2) 

a vektor kao 

(1.5) 

Iz (1.2) i (1.5) nalazirao vektore polozaja masa 

kao 

rL= ^ +fU (1.4) 
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U sistemu centra masaXOYJ;ria osnovu predhodnog 

recenog je /Ẑ « 0 pa su vektori polozaja fti » ftz 

u sistemu centra mase dati^na osnovu (1.4)^kao 

(1.5) 
K^--^—^ 

Kinfefeicka energija za ovakav sistem je data kao 

T=|-wX+f »"x^=|-juR=^ (1.6) 

gde je^jU= "l^*"^ takozvana redukovana masa^aP=^R 

gde jeJ^|=R = a7n^ . Uvescemo operator kineticke ene-

rgije^koji izrazen u sfernim koordinatama i uz uslov 

R,= ctyyi^t ima oblik 

Trot= (1.7) 

Za ovaj slucaj se Sredingerova jednacina moze napisat 

u obliku 

Tnt'rce,^)-T^H'(^,H>) (1.8) 

ili na osnovu (1.7) 

4— -1 {4iMBl\--S-h»,V:^ ^S^M 1.9) 
J0n& d^^ db> ^*B-

Ako uvedemo oznaku 

(1.10) 

gde je ,a analogno sa (4.17)^gl8va I^a ^ 
or^italna kvantni broj, nalazimo izraz za rotacionu 



55.-

energigu 

(1.11) 

gde je^ J= JU.R* moment inercije u sistemu centra masa. 

Na osnovu (1.11) vidimo da je rotaciona energija si

stema diskretna (kvantnwana). Takodje se iz (1.11) 

vidi da spektri molekula^koji vrse rotacione prelaze 

(rotacioni spektri)^predstavljaju skup medjusobno 

jednako udaljenih linija. Merenjem rastojanja medju 

linijama moze se odrediti i moment inercije molekula. 

U slucaju^kada je zracenje uslovljeno samo rotacionim 

prelazima^njegova frekvencija ce se odredjivati izra-

zom 

B= 

1 <Oi 

W<o ^VL (^Mi 

(1.12) 

Rotacioni spektar se nalazi u dalekoj infracrvenoj 

oblasti (X- 100 - 300Jii) ^ ps Je njegovo proucavanje 

povezano sa nizom teskoca. Slicne linije su otkrive-

ne u molekulu HCJL , kao linije apsorpcije. 

Na osnovu gore recenog^znamo da je ugaoni deo talasne 

funkcije isti kao kod kretanja cestice u polju centra-
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Inih sila (tag problem smo resavali u I glavi)^pa 

odmah mozemo napisati izraz za ugaoni deo talasne 

funkcije 

,1+11-1 g 
^1 oLi^i^ (1.15) 

2. Sferni oscilator - vibracioni nivoi 

Hamiltonijan za sferni oscilator je dat kao 

\Ji=-^A4-±^nco% (2.1) 

pa Sredingerova jednacina ima oblik 

^y^^^_/»^*jy^£j (2.2) 

Iz samog hamiltonijana vidimo da on ne utice na izraz 

za ugaoni deo talasne funkcije^a kako je on isti kao 

u predhodnom slucaju.mozemo odmah pisati 

(2.5) 

Izraz za radijalni deo Sredingerove jednacine ima 

oblik 

ZmE nnuhu P-((l-H)|}=0 (2.4) 
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Uvodjenjem smene 

-4 (2.5) 

ona prelazi u jednacinu 

-1-(2.6) 

Ovu jednacinu resavamo pomocu potencijalnog reda 

(2.7) 
OD 

Birain©i vrednosti koje nam omogucavaju normiranje 

funkcije 

„ y^fR(?)=1 (2.8) 

(obe vrednosti daju isti rezultat). 

Rekurentni obrazac koji dobijamo resavajuci jednacinu 

(2.6)jpomocu potencijalnog reda (2.7)^ima oblik 

c .(-̂)Ve->i)[cA-e-<KB-e-̂HL[CA-e-̂H?n-2)] . 
[ce+2n)([+2nff)-£(W)]...t(̂2)(ef3) im] ^ 

gde je^ 

(2.10) 

Trazenjem asimptotskog resenja^nalazimo da moramo 

traziti resenje u obliku polinoma^a ne reda. Kako se 

vidi na osnovu (2.9)_;red se prekidajako je 

(2.11) 
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sto znaci da je energija data sa 

L,i=(2n*L|)1ic (2.12) 

Iz (2.12) se vidi,da stacionarna stanja u oscilatornoj 

potencijalnoj jami obrazuju ekvidistantni (s rastoja-

njem licO ), niz energetskih stanja. Svako od stanja 

se karakterise sa dva kvantna broja nit 

Energija zavisi samo od kombinacije kvantnih brojeva 

2lH-i=yV 1 zato A mozemo nazvati glavnim kvantnim 

brojem. Energetski nivoi za 7V>2 su degenerisani /4/. 

Konacno resenje za radijalni deo Sredingerove jednacine 

je dato kao 

n .four .PO^^V^ 2IX(^»t-ZV..Un-2^)*2) Co 17,^ 

a ukupna talasna funkcija V(/i,-&,Y) je data kao proizvod 

izraza (2.4) i (2.15). 

^5. Rotaciono-vibracioni spektri dvoatomskih molekula 

Uporedo sa cisto rotacionim i cisto vibracionim spe-

ktrima^postoje jos i rotaciono-vibracioni sp;i5ektri, 

koji nastaju u takvim slucajevima kada se zajedno sa 

rotacijom molekula uzimaju u obzir jos i unutrasnje 

oscilovanja molekula^tj. sada ni rastojanje medju 

atomima nije konstantno. U tom slucaju molekul pre-

dstavlja oscilujuci rotator. 

Dva molekula maee i m-t priblizavaju se sa beskonacno 
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dalekog rastojanja jedan drugom. Dok su beskonacno 

udaljeni, potencijalne energija interakcije je ravna 

nuli. Na blizim rastojanjima izmedju molekula pocinju 

da deluju privlacne silentj. potencijalna energija 

interakcije je negativna i dostize svoj minimum na ne-

kom rastojanju R . Posie toga,pocinju da deluju 

kratko dometne nuklearne odbojne sile, potencijalna 

energija raste i postaje pozitivna. U funkciji rela-

tivnog rastojanja a=|'t,-ftj| , potencijalna energija 

dvoatomih molekula ima oblik 

si2. 

Kako cemo raditi u sitstiemu centra mesa,na osnovu pre-

dhodno izlozenog,radicemo sa redukovanom masom neke 

efektivne cestice ja i relativnim rastojanjem,t. 

Molekuli osciluju oko ravnoteznog polozaja. Za efekti-

vnu cesticu sa kojom radimo,to znaci da se ravnotezni 

polozaj R menja i prelazi u R+x . Znaci relati-

vni vektor K, moze se pisati kao )t=R-«-x x^R,pa po

tencijalna energiju mozemo razviti u red oko ravnoteznog 

polozaja. 
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V(»£)=V(R+X)=V(R)+X 
(dV 3V (5.1) 

U fG = R 
sledi 

potencijal ima minimum,pa je \/(R)-0« Odatle 

\9t 

1 
(5.2) 

Kao i u predhodnom paragrafu resavacemo samo radijalni 

deo Sredingerove jednacine^posto je ugaoni deo talasne 

funkcije isti kao i u predhodnom paragrafu. Radijalni 

deo Sredingerove jednacine ima oblik 

^ V-J (5.5) 

koji smenom uvodjenjem zamene t̂=R4•X pre

lazi u oblik 

Bcx)=0 (5.4) 

Sada izraz R(1+"^) razvijamo u geometrijski red, 

zadrzavajuci se na clanovima cetvrtog stepena^pa se 

izraz (5.4) razdvaja na dva dela 

(5.6) 

gde je uvedena oznaka 

M±i)_r , V(R)=-D D>0 V(R)<0(5.7) 
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Izraz (3.5) sada transfor^^misemo i dobijamo jednacinu 

U jednacinu (3*8) su uvedene sledece oznake 

(3.9) 

7 

t€(-co,+oo) (3-10) 

(3.11) 

Ovo je (jednacina 3.8) ocigledno Ermit-Veberova je

dnacina (nju smo obradili u I glavi^paragraf 3). Kao 

sto znamo/ona se uvek moze transformisati u jednaci

nu oblika 

(3.12) 

koja ima konacno resenjd ako je 

|^-^=2n, (5.13) 

i ona su oblika 

Iz (3.13) dobijamo izraz za energiju u nasoj akro-

psimaciji i on ima oblik 

E„=(n^0 ^ )\^ -D - « ̂ (5.15) 
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Izraz za energiju (5.15) cemo transformisati, tako 

sto cemo se vratiti na stare promenljive i izvr

siti odgovarajuce aproksimacije 

Konacno dobijamo izraz za energiju 

Sde je,Ertt=^^j^; Ev,«,=(n+j)tJ(0 ; D energija disocija-

cije za molekule. Vrednosti energije disocijacije 

uzetih. iz /lO/ predstavljene su u tabeli 1. 

MoLeKû D(ev) 

Oz 5,08 

WO 5,2s 

Co 

Wz 

TflBELfl 1 
U najgrubljoj aproksimaciji energija ovakvog sistema 

je data kao: 

E.=Ev,i,4-E-̂D (5.18) 

Napomenimo da za molekul postoji samo konacan broj 

diskretnih energetskih nivoa. To je povezano sa 

okolnoscu sto se za 

(5.19) 
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molekul mora raspasti. 

Raspadanje molekula za velike kvantne brojeve moze 

se kvalitativno objasniti na sledeci nacin. Kada je 

^;^-jjOnda araplituda oscilacije moze postati toli-

ko velikajtako da atomi na tim rastojangima'prakticno 

nece medjusobno delovati^pa ce molekul kao vezani si-

stem prestati da postoji. Kada su suvise velikB orbi-

talni kvantni brojevi t , koji karakterisu energi-

ju rotacije, onda i centrif ugalne sile ,takodje^ mogu 

razbiti molekul. Iz ovoga sledi da pa osnovu (5.18), 

rotaciono - vibraciona interakciga stabilizuge mole

kul. 

Istrazivange rotaciono - vibracionih spektara ima 

veliki znacag pri proucavangu strukture molekula. 

Pomocu ngih se mogu odrediti momenti inercige moleku

la, ngihov izotopski sastav^itd. (momenti inercige 

molekula kogi se sastoge iz razlicitih izotopa ovog, 

ili onog.elementa svakako se unekoliko razlikugu). 

4. Prostorni oscilator 

Sistem sa potencigalnom energigom 

\fin.)=^ (4.1) 

mozemo razmatrati kao trodimeazionalni harmonigski 

oscilator^ili prostorni oscilator. Ovakav potencigal 

se koristi za opisivange nekih osobina atomskih. gez-

gara. Ako potencigal ovakvog oblika izrazimo preko 

dekartoviii koordinata i uvrstimo u Sredingerovu ge-

dnacinu.ona ce imati sledeci oblik; 
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(4.2) 

Ona se standardnom metodom razdvajanga promenljivih 

svodi na tri gednacine Ermit - Veberovog tipa (koje 

imamo za obican Taarmonijski oscilator) i one se 

uvodjengem odgovarajucih smena 

HTl'^' Hf-h HTf^ 
(4.5) 

lako resavagu^tako da izraz za talasnu funkcigu mo

zemo odmab. napisati\kaoy 

H^M>^)=^^n^,j^v.y^Hn.(^^MHn,(5) (4.4) 

Iz predhodnog sledi^da ge izraz za energiju pro-

stornog oscilatora dat kao 

£K=Cx̂+n̂-«-M.4--|-)r)Co (4.5) 

gde je J Eo=-^"fvCO^nulta energija oscilatora. Na osno

vu (2.12)^glava III^sledi da ge 

2nr+^=(A;c+n^+/iz)=A (4.6) 

Stanje sa odredgenim /J^,KVAJ I n.̂ nema jUopste govore-

ci^odredgene vrednosti tim . Talasne funkcige 

koge odgovaraju svakoj trojti brojeva n̂^̂n̂, , kogi 

imaju sumu jednakuA=2w.^+i , odnose se na jedan 

energetski nivo. Dakle^spektar energije prostornog 

oscilatora je degenerisan, za razliku od fee obicnog 

oscilatora^gde je spektar nedegenerisan. Naprimer^z 



63.-

hi 

3 0 0 

0 3 0 

0 0 3 

2 0 

£ 0 

Z 

i 0 -2 

0 i Z 

0 z 

i 1 i 

TflBELfl 2 

U opstem slucagu stepen degenerisanosti nivoa ,sa 

vrednoscu t, se izracunava kao 

(4.S) 
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IV GLAVA 

MODELNI POTENGIJALI 

Pre nego sto predjemo na razmatrange modelnih po-

tencijala, sto je i tema ovog diplomskog rada, tre-

balo jL se malo zadrzati i reci nesto _^uopste^ o mo

de lima. 

U vezi s tim,mozemo reSi da se razvitftfete naucnih 

teorija ostvaruje pomocu uvodjenja i koriscenja 

razlicitih modela,kooi su u zavrsnim i jasnim slu-

cajevima strogo definisani i koji se ,u sustini^mo

gu posmatrati kao neke apstraktne matematicke seme^ 

koge odrazavaju û dovoljnom i neophodnom obliku^ su-

stinu koja nas interesuje. 

Postavlga se pitanje sta je to model? U konkretnom 

slucaju^model cini nekakav skup tvrdgenja^koji spe-

cifisu (grubo) prirodu osnovnog pojma teori,je i;.. 

preciznije od opstih (i zbog toga kragnge neodredje-

nch) predpostavki. 

Navedimo nekoliko primera modela u fizici: 

1. Model gasa kao skup krutih sfera, 

2. Model Izinga za fazne prelaze, zasnovan na predpo-

stavci da kod niza atoma^ili molekula^svaki od ngih 

interaguje samo sa svojim najblizim susedom, 

5. Klasicni model tecnosti^kao neprekidnE sredine sa 

datom gustinom i rasporedom napona, 

4. Najprostigi model elektricne stru.je^kac^ jedno-d.ime-

nzionog protoka beskonacne gustine, 
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5. Potencijalna barijera u svojstvu karakteristike 

nekffiia stalne sile i oblika potencigala ,kao mode-

la unutrasngih sila privlacenja. 

Svaki od gore navedenih modela^predstavlja tacno de-

finisan objekit,uveden na osnovu idealnog sematizo-

vanjajprimenjenog na realni prostor vremena i realna 

materijalna tela^koja ucestvugu u realnim dogadga-

jima. 

Da li modeli moragu^ili trebaju^biti ocigledni? 

"Osnovni prirodni zakoni ne upravljaju neposredno sve-

tom nasih ociglednih predstava ,vec se odnose na takve 

pojmovqjo kogima mi ne mozemo da stvorimo ocigledne ore-

dstave^a da ne upadnemo u protivrecnost. Nove teorige, 

nezavisno od njihove matematicke formulacije^izgradje-

ne su na temelju takvih fizickih poomova,koji se ne mo

gu objasniti pomocu ranije poznatih pojmova i cak se 

ne mogu objasniti^adekvatno^recima uopste." (P.A.M. Di-

rak "The principles of quantum mechanics" Oxford 1958). 

Ociglednost - to je dobrodosla psiholoska slucagnost, 

a ne i naucna neophodnost. Mali ge brog modela kogi su 

se pokazali kao ocigledni. Pri tomjtreba praviti razli

ku izmedju teorijskih modela i ociglednih analogija. 

U prirodnim naukama formiranje teorijskih modela je 

povezano sa dostignucem dva osnovna cilgat 

1. Za osmisljavanje i obgasngavanje rezultata posmatra-

nja i razlicitih merenja u ogledima i sredini koga 

nas okruzuge. 

2. Za matemsticku formulaciju odgovarajucih zadataka^koji 

omogucavaju da se dobigu û posmatranim problemima^po-

trebni odgovori, teorigski, zatim putem istrazivanja^ 

ili resavangem tih zadataka pomocu matematickih metoda. 
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Ipakysarao povrsan pogled dovoljan je da se shvati, 

da je oblast primene navedenih ^i svih drugih,mode

la ogranicen. Primena dobrih modela moze nas zado-

volgiti u dovoljno sirokom dijapazonu probleraa^dok 

drugi ,iako oravilno izgradgeni ̂m̂ogu se pokazati kao 

neodgovarajuci. S produbljivanjem saznan,ja potrebno 

ge sve detalgnige modeliranje^no^ipak,na swakog eta-

pi to ce modelirange biti sematsko i morace biti 

sposobno da prihvati sledece ̂sve finije^iziaene. 

1. Potencioal tipa \l(^)=Qe -B^ 

Potencigal VC/t)=HS -B6 ima oblik^kao na slici 1 

gde ,je, ft>0 B>0 K>0 e>>^fl 

ft 



56.Q, 

Radijalni deo Sredingerove jednacine za potencigal 

ovog oblika ge dat kao 

gde su uvedene oznake 

(1.1) 

Uvodg'engem smene 

^= J^V (1.3) 

gednacina (1.1) prelazi u gednacinu 

d*2u.(< _op]olZ .JQ'-'P ^ 2juE j plf* Q*. 9l (1.4) 

Ako potrazimo asimptocko resenge ove gednacine 

(kad 3-*c» )jvidecemo da ge "^~e^ (^^=c'^?C^)) ̂ sto 

znaci da resenge gednacine (l.4)^koge cemo potra-

ziti u obliku reda^mora biti polinom^a ne red^ger 

ce u tom slucagu resenge divergirati. 

Resenge sadAtrazimo u obliku 

(1.5^ 

Za slucag \~€\ ̂ rekurentni obrazac ima oblik 

dU-i- ^-^^-^-"^l g (1.6) 

a za ^j=-a^imamo da ge 
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§2. Potencijal tipa \/W=fl€ "BC 

Potencigal ovakvog oblika ge graficki predstavlgen 

na slici 2. 

si.2. 

gde ge, fl>0 e>>0 K>0 

Za ovag oblik potencigala^radigalni deo Sredingero

ve gednacine ge dat kao 

Uvodgengem smena 

^5 

(2.1) 

(2.2) 

(2.5) 



69.-

jednacina (2.1) prelazi u 

J2m£ i , d-J^V 

(2.4) 

Resenge ovih gednacina potrazicemo u obliku potenci-

galnog reda 

Z I 
(2.5) 

Resavangera gednacina (2.4)^pomocu reda (2.5), dobi-

gamo isto resenge za talasnu funkcigu^kao u predho-

dnom paragrafu (gednacina 1.12),stim sto ge^u ovom 

slucagu^zadrzan red,a ne polinom. Resenge ge kona

cno^ ger ge argument ^6.(_0,'1)^ pa nema potrebe za 

prekidangem reda. Odatle sledi,da energiga cestice, 

u potencigalu ovakvog tipaj.nige kvantovana^vec ko-

ntinualna. 

^ 5. Morzov potencigal 

Ovag potencigal ima oblik 

\/ct)=Vo >i-e Vo>0 K>0 flo>0 /t£(0,c») (3,1) 

(iako se u literaturi mogu naci pod ovim imenom i 

potencigali drugog oblika) 

Graficki prikaz ovog potencigala ge dat na slici 5. 
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Si. 3. 

Za 5 cesticu ^^=o),talasna funkciga se odredgu-

je iz jednacine 

' ]JY-|^-o (3.1) 

-4 
Ova se gednacina snienom f(ft)= ItT Yc^t) transforimise 

u gednacinu 

ft* L 
1-e (3.2) 

Pogodnom smenom C =^ gednacina (3.2) se trans-

formise u 

(3.3) 

Ovu gednacinu pokusacemo da svedemo na Vitekerovu 

(paragraf 5^gl9ve I). U smislu gore navedenog cilga, 

uvodimo sm.enu 

(3.4) 
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posle cega (gednacina (3.3) postage 

dV r 2M\jo. Wo ^ . » (3.5) 

U gednacinu (3.5) uvodimo smenu argumenta 

y=l X (3.6) 

tako da ge konacno svodimo na Vitekerovu gednacinu 

:0 (3.7) 

Da bi se gednacina (3.7) potpuno poklopila sa Vite-

kerovomjOcigledno^mora da ge 

(3.8) 

^6(6 .0) xeC^Ke ,0) 

Resenge gednacine (3.7) su Vitekerove funkcige 

\y/̂ ̂ (X) Jtako da posle normiranga 

(3.9) 

Itonacno mozemo pisati talasnu funkcigu u obliku 
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^4. 0 Lsplssovim transformacijama 

Iiapalasova transformacija neke funkcije ^(x) 

je definisana kao 

Y(u))=^oixe Aĉx) (4.1) 
o 

gde je, tO=c + tS , a inverzna Lap;^lasova transfo-

rmacija je definisane kao 

C-tob 

Integracija.se vrsi dug prave linije RecO-C= umxit. 

( C>0 i treba da bude vece od realnih delova svih 

singulariteta) 

sLA 

Integral (4.1) postoji samo u desnoj poluravni CO 

("Retoodjl gde je^ oC minimalna granica za C 

U toj oblasti je transform Y(w) analitican, obicno 

se V(co) u levoj poluravni moze odrediti pomocu ana-

litickog produzenja. 

Integral (4.2) za X>o daje^(ilij[^CX+)4-^(X-)] , 

•'sto je predizni je) ̂ 3 za x-^ O on je autometski je-
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dnak null. Podrazumevacemo da su sve funkcige^koje 

se mogu transformisati Laplasovom transformacigom^ 

gednake null za negativne vrednosti argunenta. 

Neke osobine Lap;^lasovih. transformaciga: 

I Transformaciga od izvoda 

-OJX 

o 

2 w=W^""«="a^^^3s 

— COX ii 4\ I 

o 

o 

6. 5dxx^e"Vw=^^^+4c.^ ^^Y 

(4.3) 

(4.4) 

(4.5) 

(4.6) 

(4.7) 

(4.8) 

II Transformaciga od integrala 

III 

O o 

^dxe ^(x+a)=e )Yfco)-Wo()e dx 

r -cox -cico 
\dxe A^Cx-a)=e YcoJ) 

(4.9) 

(4.10) 

(4.11) 

IV Neka su'^iCx) i/̂aOOdve proizvolgne funkeige. Odredi-

mo ngihovu kontrakcigu gednakoscu 

eo 

(4.12) 
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onds je 

6(co)=X(i*J^Y,(cO) (4.13) 

v. Ako ge Laplssovs transforinaciga fmnkcige tx') 

racionalna funkciga Y(u))=-Bni^ ^ gde su 'PM("5^ ' Q..C"» 

polinomi reda w. \. ^n>m) ^ onda ge inverzna Lapla-

sova transformaciga odredgena relacigom 

i 

K-1 

(4.14) 

gde ge ^ nula KIK-to^ reda polinoma Q«Cu)) 

e 

Laplasova transformaciga se vrlo cesto koristi u 

resavangu diferencigalnih gednacina. Ako orimenimo, 

sadajLaplasovu transforroacigu na gednacine oblika 

(4.15) 

dobigamo^na osnovu relaciga j|4.5) do (4.8)^ 

CO Yew)-co;̂(o)-^{OK'ym + PiY(u3-cf)+BYft^-ft) =0 (4.16) 

Ako u (4.16) uvedemo operatore T-a. i Xp, sa oso-

binom 

t«fCu))= {(03-0^3 Tp,j:(U))=]̂ĉO-p>) (4.17) 

gednacina (4.16) postage 
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Y(uj)- r y^^^>t^'^^^ (4.18) 

Operator! T-« i T-p) se nazivaju operatorima tra-

nslacige. Ka osnovu (4.2) i (4.18) nalazino traze-

nu funkciou kao 

(4.19) 
A C 

C-uoo 

^5. Sistem od dve cestice u Jukavinom potencigalu 

Jukavin potencigal ge dat kao 

-Krt. 

Svogstveni problem hamiltonigana glasi; 

(5.2) 

gde ge u-JlhJni- ] h.= IT?^-ftj.! redukovana masa dvegu 

cestica i ngihovo relativno rastogange. 

Radigalni deo gednacine (5.2)^posle uvodgenga smene 

o(W=lt*3^(^Jpostage 

gde g< 
1n 

-YJC 

2=0 (5.5) 
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Ako nad-Bl.je u jednacinu (5-5) staviiiio da je 

(5.4) 

ona orelazi u 

Ako izvrsirao Laplasovu traifisformaciau gednacine 

(5.5) i iskoristirao izraze iz predhodnih paragrafa^^ 

dobicemo 

.^YCWK J^Wv<)= (5.6) 

Resenge gednacine (5.6) trazi^o u obliku 

I 

Y(CA»=(cO-o?) CCoO) 

kogi posle zaiaene u (5.6),dage 

^-̂afic(w)C(O4.K)=->«(̂0) Be(t»?) 
gde ge^ 

Ako uvedemo operatore se 

nalazimo da ge 

(5.7) 

(5.8) 

(5.9) 

(5.10) 

(5.11) 
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Iz (5.11) nslszimo 

(5.12) 

B«0 
pa mozemo pisati konacno resenje za dW 

(5.13) 

Najprostiji oblik dobiga se za S 

t^O U tom slucagu ge 

cesticu .kada ge 

COCCL))=YO(U)) 

Uzastopni clanovi reda (5.15) su dati kao 

(5.14) 

(5.15) 

(5.16) 

CO-CX+ZK (5.18) 

(5.19) 

Sde ge, X^Jd'^j^^" 
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Znaci^ za S costicu je: 

a talasna funkciga je data kao 

(5.20^ 

C+ieo 

c/„fit)=Coij $ dee [^Q"tiau3iKio)=Cora"^y^eiJ^^^^ (5.21) 

Ovde treba uciniti gednu napomenu: We sme se izvrsiti 
* -usrc 

integralna transfonnacija funkcige R(to)=:\olft 6 RCrt) 

i integracigajjer ge 

D«Rrt^)=Jdu)^^D„^cke R(/c):r-y/t-|- R(t) (5.22) 

Zaista, s gedne strane imamo 

a s druge strane je 

(5.23) 

c-too 

(5.24) 

pa ge 

Znaci 

(5.25) 
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i sada je ocigledno 

^6. Kretange cestice u potencigalu \/Ct'̂=-Vo-̂ ^ 

ft 

Graficki prikaz ovog potencigala ge dat na slici'! 

Radigalni deo Sredingerove gednacine,za potencigal 

ovog tipa jinia oblik 

-Ktt-N 
(6.1) 

Ako sad primenimo Laplasovu transformacigu na gedna

cinu (6.1),dobigamoJsaglasno sa izrazima (4.3) do 

(4.8) (glava IV), 

G)'YW)+ ̂YCC^)-^^ ^j^LcOA^{0)+^'(0) (6.2) 

Kako razmatramo slucag E<0 , onda uvodimo smenu 
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ft" 
(6.3) 

i onda (6.2) postage 

(6.4) 

Trazicemo resenge takvo da ge /j(0)=0 

da ge 

ir»»o 

Razmatramo uzastopne clanove reda 

. Ta-

(6.5) 

. (6.6) 

c-t-ieo , , 

C-Ceo 

7) 

Odavde se vidi^da se resenge ne moze normirati u 

intervalu rt£(o,oo) j ger sAa/t—'<» «,—•«' 

Takodge ge gaspo^da ,ako uzmemo ^'(0)=0 *^(0)^0 j 

onda ge Yfy)=>̂«»)-Ĵ^ /̂(/t)= daatt.^pa se resenge opet 

ne moze normirati. 

Prema tome,mora se razmotriti slucag E>0 (slucag 

E = 0 ne dolazi u obzir^ger ge tada >̂/|(t) = C),a oda

tle jeV=C? J sto se kosi sa postulatina kvantne meha-

nike). Prema tome 

(6.9) 

pa (6.5) postage 

r -f 
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Trazengem inverznili Laplasovih transformaciga za cla

nove reda (6.9) ,uz uslov da ge_i-_:lloiiti3l3zimo 
' (0 d * 

z 

.-2. /..li I, jau'»̂iy*Ll,vM« 

Iz (6.11) na osnovu^ 

(6.10) 

(6.11) 

(6.12) 

konacno nalazimo izraz za energiga 

(6.13) 

odakle vidimo da ge energija za kretan.je cestice u 

potencigalu tipa\/(lt)=-Vo-^6 kvantovana. 

^7. Kretange cestice u potencigalu tipa\/Oc)= ^ 

Opsta postavka probiema 

Sredingerova gednacina za radigalni deo^posle uvo

dgenga smene V=:rt ?Crc)^za ovag slucag postage 

2=0 (7.1) 

gde ge^ 

(7.2) 
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Pri ressvanju moraju 

vke. 

se uzeti u obzir neke Dredposta-

Predpostsvka I 

Kao prvo, predpostavicemo da se ^(tt) moze napisati 

u obliku 

W(/c)= 
n. 

I I 

Ss4 

(7.3) 

Brogevi ^ S£(J| yi) SU realni, razliciti i pozi-

tivni. Dopusta se mogucnost,da gedan od H-s bude je-

dnak null. Koeficijenti se raSSiid^«,tako sto se 

(7.3) pomnozi sa ̂c-̂ts i pusti da rt,-»rci 

Crc-ft5)WCft)=a,-^ + -- +06+--(7.4) 

(7.5) 

Sada gednacinu (7*1) mozemo pisati 

..... ^ 44 + K'j=ra.^ (7.6) 

c-«.« 

U gednacini (7.6) se izvrse Laplasove trans_formacige 

i posle mnozenga sa. 6"" i integracige ^ dft ^ 

dobi g a se ^^^op 

Jednacina (7.7) zahteva sukcesivno mnozenge sa 6 , 

C , 6 t+d i integracigu ^dco-^,^^^ - . Bar 

gedan od ovih integrala divergira^pa se moze ori-

meniti samo ako ge ̂recimo^ ^i^O a ostali ravni nuli^ 

Cs = V)3JCa))e deo 
(7.7) 
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Predpostavka II 

Druga predpostavkajkoju cemo uciniti,je ,da se funkcija 

N̂f/C) moze razviti na sledeci nacin 

WW=rTclm. l.>=fe,(''-WW(« (7.8) 

s 

Isto kao kod prve predpostavke j^svi ^5 su realni 

i razliciti i jedan od njih moze bude .jednak null. 

Posle izvrsenih Laplasovih transformacicja kao i u pre-

dhodnom slucaju^i posle^mnozenga sa 8 %G{^\,X,... 

i integracijeffl-#e sa ^ clt£» ^ dobija se homogen si

stem za odredjivanje konstante 

a 

Cs' = ^ Ms'sCs (7.9) 
5=0 

Determinanta sistema (7.10) odredouje dozvoljene vre

dnosti energije jdok je 

?C/c)=\o g^^, (7.11) 

pri cemu je jedna od konstanti Cs proizvoljna. 

Uradimo sad konkretan problem za potencijsi oblika 

VC^^^Voi^g- (7.12) 

U ovom slucajUji posle uvodjenja smene argumenta 

f̂='''-? J jednacina (7.1) postage 

(7.13) 
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Ako izraz 

f ^ 
ZiK, 

(7.14) 

transformisemo i uvrstimo u (7.9),on postaje 

(7.15) 

(7.16) 

Ovde su 

«» aeon;, 
M _ W, f c(we_ 

(7.17) 

(7.18) 

I odavde je za 

OO 

(7.19) 

-n, 

= 0 

Takodjejiz (7.20) sledi da je za 

K< 0 M« Ma4 = 'I 

K>0 

(7.20) 
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§8. Uopstens primena Laplasovih. transformaciga 

U praksi su najcesci tipovi potencijala uopsteno dati, 

kao polinom po stepenima t . Ovakvi problemi se^ 

osim veoma malog broja slucajeva^tesko mogu res0iti. 

U ovom delUjbice predpostavljeno da je potencijal 

dat kao polinom po stepenima ft i da resenje tala

sne jednacine ij(tQ ima Laplasov transfOOTi^t.j. 

e ^0 

K>0 (8.1) 

U ovakvom slucaju^raoze se dati sematski postupak za 

resavanje date jednacine,pomocu koga se moze naci 

i analiticko resenje,ali uz veoma glomazan racun. 

S obzirom da racunari sve vise ulaze u upotrebii, 

postupak koji se biti prikazan daje gotov recept za 

resenje ,koje kompjuter lako moze da nadje sa potre-

bnom tacnosGu. 

Neka je potencijal oblika 

(8.2) 

Hadijalni deo talasne jednacine^posle uvodjenja smene 

funkcije ^(.ii)-tC t^[it) 1 smene argumenta n,= (xq ^ ima 

oblik 

(8.3) 

U (8.3) cemo staviti da je 

J. 
7i+r 

(8.4) 



86.-

•<oX i posle uvodjenja nove smene arguments xeC-<»i">)̂ 

ona postage 

(8.5) 

Sada izvrsimo Laplasovu transformacigu jednacine 

(8.5) i na osnovu (8.1) dobigamo 

CK-KOK)Y(K)+O(Y(K-ZKO) +Y(K-2K,-nKo)= CK-Ko)̂fO)+ ̂'(0) (8.6) 

Uvodjenjem operatora translacije TK„ , sa osobinama 
A ^ AX ' 

TK,j(K)=J(K-ko) T-JKo=T-K, 
n Ah Art 

A ^ 

i operatora FlCK),sa osobinama 

R(«<)I(i<)=fi(k)j:(k) 

jednacinu (8.6) mozemo napisati kao 

cije je resenje 

(8.7) 

(8.8) 

(8.9) 

Y(K)=yo)r(-o|tW"!^ -^«)r HjIfltV+t")]'(8.10) 

Da bi se nasla talasna funkcija,ostaje nam jos da 

izvrsimo inverznu Laplasovu transformaciju izraza 

(8.10). 

Sve se ovo moze primeniti i za potencijal tipa 

(8.11) 
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Radijalni deo talasne jednacine^za potenci,]al ovog 

oblika^je dat kao 

r-0 (8.12) 

gde de; L.'^ 

Primenom Lap;^lasove transforraacije i uz koriscenje 

osobina (4.5) do (4.8)^(glav3 IV)^i izraza (8.1) ima

mo da oe 

Jednacina (8.I3) se moze napisati kao 

(8.15) 

(8.14) 

gde su koriscene oznake kao u predhodnom slucagu. Re

senge gednacine (8.14) ge date kao 

Odavde ge konacno 

C+ia> 

ff)=^5 d^eWw (8.16) 

Kao Sto se vidi^osnovnu teskocu u racunu predstavlga 

veom.a brz© multiplicirange clanova zbog uzastopne ori-

mene polinoma po translaciomim operatorima RKO ,kogi fi 

gurisu u resengu. 



ZAKLJUCAK 

Koliko je meni poznato^kao originelna dostignuca u pro-

cesu resavanga diferencioalnih jednacina mogu se oceni-

ti rezultati,koji su dobijeni u §^(,§2, §^ , glava II. 

Takodje,koliko mi ge poznatOjU literaturi nige analizi-

ran potencigal tipa ^ , obradgen u §1-, gla-

Mislgenga sara^da su dva operatorska metoda kogi su ovde 

izlozeni veoma pogodni za trazenge numerickih. resenga 

uz upotrebu kom.pgutera,ger oni u sebi sadrze potpuni 

algoritam za resavange. Krug gednacina^kogi se ovim me-

todama mose resiti analiticki nige^nazalost,sirok,tako 

da izlozena metodika pretenduge samo da bude olaksica 

pri numerickom resavangu. 

Na kragu treba re^i (vidi§'I,§2,^5/%5,^6 j IV ); da se mo

ze izvuci gedan opsti zaklgucak o potencigalima kogi su 

konstruisani od eksponencigalnila funkciga. Ako su u pi-

tangu pozitivni eksponenti^energiga se uvek kvantuge, 

dok se za negativne eksponente ona moze kontinualno me-

ngati. Posto negativni eksponenti odgovaragu nultom po-

tencigalu u beskonacnosti^odavde bi se mogao izvesti za

klgucak,da^ ako cestica na beskonacnom rastogangu ne 

interaguge (sto ge i realno)^a zatim izmedgu ngih na-

stupi interakciga sa eksponencigalnom zavisnoscu od ra-

stogangajonda ge ngihov spektar dat u vidu kontinualne 

trake. 
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