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MODELNI POTENCIJAL] ZA DVOATOMSKE MOLEKULE



Na ovom mestu Zelim ds izrazim veliku zshvalnost

dr. Bratislavu S. ToSiéu redovnom profesoru Pri-

rodnomatematickom fakulteta u Novom Sadu ,1 mento-
Tu ovogs rada,za ljubaznost prilikom izbora teme,
1 pomo¢ ,prilikom rada,koja Jje ne retko prelezils

granice uobicajenog.



UVoD

Cilj ovog diplomskog rada Je da se da prikaz nekih
najkarakteristiénijih jednadina koje se pojavlijuju
U problemima mehanike i fizike uopsSte. Osim toga,
bi¢e data procedura resavanja nekih uopsStenih fo-
rmi ovih jednadina. Pored ovoga,bice detaljno ana-
lizirane moguénosti Laplasovih transformacija u
postupku resSavanja diferencijalnih jednadina dru-
gog reda. Takodje Ce biti izloZena dva simbolidna
metoda za reSavanje diferencijslnih jednadina,od
kojih jedsan koristi diferencijalni i multiplikati-
vni operator,a drugi operator translacije.

Fizicke aplikacije ovih raduna odnose se ,uglavnon,

na molekulské spektre i razlidite modelne potenci-
Jale iz teorije dvoatomskih molekuls.
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I GLAVA

U ovoj glavi ée biti razmotrene neke specijalne
diferencijalne Jednaline, koje se &esto Javljaju
u praksi,tj. na koje se mogu svesti mnogi pro-
blemi u fizici. Sve ove jednacine pripadaju kla-
si linearnih diferencijslnih Jednaéina. Umesno
Je upitati se,zbog Cega su toliko vaZne linearne
diferencijalne jednadine. RIGARD P. FEJNMAN u
/9/ daje vrlo fini odgovor: "Linesrne diferenci-
Jalne jednadine su toliko znééajne)zbog toga Sto
su osnovni fizidki zskoni vrlo &esto linearni.
Npr. Maksvelove jednadine u elektrodinamici su
linearne jednadine. Veliki zakoni kvantne meha-
nike, koliko su nam poznati, takodje se svode na
linearne jednadine. Postoji jos jedsn veliki ra-
zlog: linearne jednadine umemo da resavamo."

JednaCine koje obradjujemo mogu se napisati u
opStem obliku

L‘} + A§(x14=0 g(x)y0 ) =const
gde Jje,
L-,:a"-';((K(X);})-qcy)'; K(x) 70 q(x] 50

Naprimer, za nekoliko diferencijslnih jednadina
koje ¢emo razmotriti

1. Gausova (hipergeometrijska) jednadina
¥ dtp+i-f
ko= (4-x)* P
quy =0
A =-dp

g0 =y A1

d+
(4-X)



2. Beselova jednadina

K(X)= X

q )= -xﬂ
=1

QW)= X

3. Lagerova jednadina
Kixy= X

Qex)= EX +1
AN=2 2

- S
qu) = yrvy

4. Ermit - Veberova jednadina
K= 1

gui={
A =L
¢nx):'F¢Xf
5.

a) Asocirane Leégndrova jednadina
K= 1-%

= 1

b) Obidna Le¥androva jednadina (dobijamo za m=0
iz asociranih LeZandrovih jedns&ina)

Kw) = 4-x*
q) = O
o) = o
A=A
6. Vitekerova jednadina
Kexy= 4
L8
q(x)z-% +§
A= £
fo= - 4



81. Gausova hipergeometrijska funkcija

Izlaganje Cemo zapoCeti sa tkz. hipergeometrijskim
funkcijema. Interesantno je ovde spomenuti miSlje-
nje F. G. TRIKOMI-a izneto na kongredu iinalijanskog
matematicCkog drusStva u Torinu 1956 godine /2/, da su
hipergeometrijske funkcije te koje su se do sada
pokazale kao najmoénije od svih sa glediSta fizi-
¢ko-tehnilkih primena. "Sta viZe,duje se katkade
da su sve funkcije od efektivne vaZnosti za pri-
menu, hipergeometrijske funkcije".

One se javljaju kao resSenja diferencijslne jedna-
¢ine oblika

? d -
xu—x)z_’% +[,r-(a+p+1)x]ﬁ ~dpy=0  (1.1.)

Sto sledi iz glave I talke 1.

Ova se jednalina reSava pomoéu potencijalnog reda

|‘= i OWXH-K (1.2)

Zgmenom u jednadinu (1l.1l) izraza (1.2) i posle sre-
djivanja dobijamo

oo . (o K
Z (v+K)(v+k-1+r)a,s?K |_=_Zlfv+l<+d)(v+l<+p) X (1.%)
V=0

v=o

Ovde ¢e biti detaljnije obradjena procedura reda-
vanja pomo¢u redova tasko da se nadalje na tome ne-

¢emo zadrZavati.

U sumi s leve strane stavimo da je V-i=p , au
sumi s desne strane stavimo formalno da je V:}L



pa (1.3) postaje

K(K$EP-1) 8o X + Z(}lmw(}mmr)a,.ﬁ X
M=0

co M+K
=) (UEKER)(prktp) Ou
pizo

MK

(1.4)

Sads je oligledno da ée identitet (1.4) za Q.0

biti zadovoljen za

Rekurentni obrazac

(M+K+A) (MK +[3)
a,,”_, =
(MK 1) UtKtg)

za slucaj (1.5) postaje

a = (M) (ltp)
KT (1) ()

Za M=N (1.8) postaje

_ (A 1)(42) . (+ 11-1) P(AH)(AH2) .. (AN 1)

"TUULI N JEROPHL) . (R 1)

ili izrasZeno preko gama funkcija |

an= L) '(nt«) [*(n+73)
TR Al Cnee)

o

(1.5)
(1.6)

(1.7)

(1.8)

(1.9)

(1.10)
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Na osnovu (1.2), (1.5) i (1.10) moZemo pisati da
Je prvi partikularni integral Gausove jednadine
(1.1)

4

_ ) = C(*)  [Mn+d) TC(nip)  w
‘31-—F(d,r5;a‘,¥)—;m)m) AT TORD) X (1.11)

Dobijeni izraz se naziva Gausov hipergeometrijski
red,ili Gausova hipergeometrijska funkcija. On

konvergira u intervalu |[XI<1 . To se moZe pro-
veriti na osnovu D‘Alamberovog kriterijuma konve-

rgencije

-1

QT":'—H (1.12)

IXI< gﬁ_‘:::

Sada ¢éemo analizirsti sludaj (1.6). Rekurentni
obrazac (l.7) postaje

Q... — (M+R+3) (M+A+S)
M= () (M+1+5)

Ap (1.13)

gde smo uveli oznsku 1-¥=95 .,

Opsti Elan izraza (1.13), izraZen preko gama funkci-
ja I, ima oblik

_ [(51) [(a+5+0) [(A+3+n)

"Srasifen) nl Fesriay e (1)




Na osnovu (1.2) i (1.14) i &injenice da je $={-}
dobijemo drugi partikularni integral jedna&ine
(1.1.)

[ (2-¢) [t 1-¢4n) [ip+1-¢+n) s
lgl L F’(w'a*;(mw) nl [2-#+n) =

-
= X F(att-p, pHi-#,24 ) (1.15)

Za p=1, ﬁqi Jz se pokdapaju. PosSto radijus
konvergencije (X|I{1 ne zavisi od parsmetsra
A, ) ¢, to je on isti i za Ya .

U daljem tekstu biée izra’ene neke elementarne
funkecije preko Gausovih hipergeometrijskih funkeci-
Jja,sto je dokaz njihove velike va¥nosti i znacdaja.

(1+x)"= F(-n,b,b; -x) (1.16)
n(1+x)=x F(1,42;-X) (1.17)
zf‘ﬁnw F(4,b,f;7§) (1.18)

Na ovom mestu je zgodno uvesti tkz. konfluentnu
(izrodjenu, degenerisanu) hipergeometrijsku fu~-
nkciju koja se javljs kao redenje jednadine

x 4 +(a*-x)gTX‘<f—ou&:o {1.19)

dax*
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Ova se jednadina moZe reSavati pomolu potencijalnog
reda,analogno jednalini (1.1l). Njena refenja su

o M)t 150
Y, = f T = Fla%)  (1.20)

n=o
_ o [la-+1+n) rix-¢) X-Hn- (1.21)
$ [ T(&-¢+0)  [rgm]  “al =

4-
= X VR (ot 1, 285 x)
Ove funkcije su vrlo znaéajne,jer ukljucuju u sebe
mnoge funkcije koje su od fizickog interesa.

a) Beselove funkcije

b) ReSenje Sedingerove jednadine za kulonovski po-
tencijal (polinomi Lagera)

c) Refenje Sedingerove jednadine za potencijal
harmonijskog oscilators (polinomi Ermita)

d) Integrale Frenela iz klasidne optike

i mnoge druge.
M £
Smenom A= X € WIX) jednadina (1.19) se
transformise u Vitekerovu jednadinu

{ z
2ly 7" V=
gﬁ-‘ +(-f + 5+ T Jw=0 (1.22)

¢ijs su resenja tkz. Vitekerove funkcije.

U daljem teksty¥u emo se viSe koristiti Vitekero-
vim funkcijama(koje su tabelirane,jer na osnovu



izloZenog vidimo da se konfluentna hipergeometrijska
funkcija moZe uvek svesti na Vetekerovu) a samo Cemo
naglasiti vezu izmedju pojedinih pollnoma i izrodje-
nih hipergeometrijskih funkcija.

§ 2. Beselova jednadina

Besel je naiSao na ove funkcije 1824 godine, prouca-
vajuéi jedsn problem dinsmidke astronomije. One se
inaCe javljaju kao specijalni sludajevi konfluentnih
hipergeometrijskih funkcija.

Diferencijslnu jednadinu ¢ija su redenja Beselove
funkcije moZemo naéi ns osnovu Blava I tadka 2 i
ona je obliks

2 (2
Xd¥ L xdd | =0 (2.1)
olx*® dx (=P
gde je P bilo kaskav broj.

ReSenje traZimo u obliku potencijalnog reda

g: O,, Xv+K (2-2)

V=0

Analognim radunom kao u § l. nslazimo rekurentni
obrazac

a 1 ou (2.3)
it (M+K+Lt+P) (H+K+2-P)



s tim Sto je Qo0 a;=0

Ki= p (2.4)

K:=-P (2.5)

Postoji jo$ jedns moguénost Qs.=o0 Q,+0

Ki= P~1 (2.6)

=-pP-1

Nepowmrednim radunom se moZe dokazati da obe vari-
Jante dovode do istih rezultata. Dalje Cemo radi-
ti semo sa varijsntom (2.4) = (2.5).

U slucaju 02.4), opsti ¢lan,izra%en preko gama fu-
nkcija,ima oblik

W @nn [ (1+P) [

T2 nl Pin+1tp) (2.8)
a)
Ozn41= 0O

Iz %2.2) i (2.8), dobijamo prvi partikularni inte-
gral jednaline #2.1)

s 2n+p

- 0" X
= j,,(x)_z nl (i p) (T) (2.9)

n=o
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P U _
gde je stavljeno da je M(1+P)2 a6 = 1

ReSenje Jp dato formulom (2.9) naziva se Beselova

funkcijs prvog reda. Red konvergira u intervalu
~co L X< oo , Sto se moZe pokazati koristeli

D*Alamberov kriterijum za konvergenciju.

U sludaju (2.5) vidimo da je struktura rekurentnog
obrasca ists,s tim Sto je ovde izvrSena zamens

(14P)—> (4-p) 1 odatle odmah moZzemo pisati dru-
gi partikularni integral Beselove Jjednacine

o ”n an-p
- - (-1) X 2.10
= j‘P""*Z ml T(n+1-p) (I) (2.10)

n=o

P @
gde je stavlgeno da je [((4-p)2 Qo = 1

I ovaj red konvergira u intervalu-eol X<{&°

Veza izmedju Beselovih funkcija prve vrste i ko-
nfluentnih hipergeometrijskih funkcija Jje

Jn00= r'<p+o( X) e F(~+P, {42p,2ix) (2.11)

Ukoliko P nije ceo broj,funkcije Jp ! J-p
su linearno nezavisne i opSte resSenje Beselove je-
dnadine (2.1) je

Mex)= €, Jptx) +(J-p X) (2.12)
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Ako je pak p  ceo broj, resenja Je | I-p
su linearno zavisna i izmedju njih postoji veza

Jpt¥)= 1) Jp () (2.13)

Ako je indeks p polucelobrojan,osds se Beselove
funkcije izraZavaju preko elementarnih funkcija.

Rekurentni obrasci za dobijsnje Beselovih funkcija
polucelobrojnog indeksa imaju oblik

“qa l +1/2 m+‘/z‘£
(x'D) [Xm Tmeyn @ [=X Im+t-t (2.14)
A1 8 Mtz m- 1 +€
(D)X Imen W]2X T Tmpyst (2.15)
{-puta
gde jef /\‘JJT/—\
A e 1 d o
-D:E%’c (XD)=xdxx x X X di.x
A=l A~t A=t A= »
D=k (G=0) (x D ' xD <D ... ¥d
AR
L’puta

Izmedju Beselovih funkcija prve vrste postoje rela-

clje

Jiu(x) = Jp () = % In (%) (2.16)

T2 g [In- 0= Tt (2.17)

ROAERL J,,l(x) = Ty (X)
3h X (2.18)



7,x)-7.0¢) =27, (x) (2.19)
Z(x)zl" (x) - }LJL (x) (2.2¢)
T )= -1, (2.20
o% (X Tn ) = X" Jnes (%) (2.22)

U literaturi se uvode jJod i funkeije (druge Bese~
love ili Nojmsnovs)

Y, (x) = <o B0~ T (0 (2.23)

koje su uvek drugo nezsvisno re.ienje jednaline (2.1).
Poznate su joS i Henkelove funkeije prve, i druge

vrste, koje su linesrns kombinsecijs Beselove i lojue-
nove funkeije.

H::) ()= Jplx) + 1 Ypx) (2.24)
H‘: (x)= Jp(x)- L Yp (x) (2.25)

Ove funikcije nisu formalne metemstiike konstrukeije,
ved su naSle i efektivnu primenu (npr. u kventnoj
teoriji polje. Vidi RP FEJVAN "The thoory of funde-
mental process es" NWjujork 1961).

Pomoéu Beselovih funkeije mogu se definissti Jo3 neke
nove funkcije,ali one nisu od interess zs ovej rad.
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3. Ermit - Veberova jednadina

Na osnovu glava I,tadka 4,ova jednaCina ima oblik

g‘-;ﬁ: (4= px)Yy=0 (3.1)
Ova jednadina nije pogodna za neposredno resavanje
pomolu potencijalnog reda,i da bi smo je napisali
u obliku u kome ée se ona moéi reSavati pomoéu po-
tencijelnog reda, moramo je na odgovaraju¢i nadin
transformisati. U tom cilju uvodimo smenu funkcije

~1z pxz
Huo) = ) e (3.2)

pe jednacina (3.1) u tom sluéaju postaje

d'% _ 2pxdZ o (d-p)E= O (3.3)
=3 pr a2 +(@p)

Da bi smo jednalinu (3.3) jos vise uprostili,u
smislu toga da umesto dva parametra o i/3
figurise samo Jeden ,uvodimo smenu argumenta

X=ay Q= congt (3.4)

i bir‘ajuéi da je a(3=4 ’ onda preko « ip
figuriSe samo jedsn parsmetar

dZ _z5dF (4 _)z=0 (3.5)
=B G )
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Jednsdinu (3.5) redsvemo pomodu potencijslnog rode

[ ad

Z :Z OL::\SWK (3.6)

V=0

insjuéi u vidu ds je redenje Exmit -~ Veberove jedne—~
Sine (3.1) povezsno se refienjem jednsdine (3.5) ns
sledec¢i nadin

;:6-‘32(3) J=xVp (3.7)

Analosno keo i u predhodnim sluéejevima,imamo dve
moguénosti
o, ¥0 a,=0 K=1

_ M+1-5 o
Opiz Z2 ) gy L (3.8)

Opre = FFT) ‘ij‘L (3.9)

U sludaju (3.8) reionje je dsto u obliku

7 - 1) T'(5-Y) 3“’“’ (3.10)
(zv+4)l r 5-2v)

8 u sludaju (3.9) dobijemo drugo psrtikulsrno rede-
nje
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$+4
oo IIN| -v 1y
Z = Z % -) 3 (3.11)
2L ()l (s-2v+4)
gde su uvedene oznake A-1
.7\" S= 2

Na osnovu D* Alamberovog kriterijuma konvergencije,
moze se pokazati da partikularni integrali (3.10)
i (3.11) konvergiraju za-oo( § < oo

Na osnovu uvedenih oznsks i (3.7) moZemo pisati
opste reSenje Ermit - Veberove jednadine

X

,3{, (_,{5 xV")+Czh( uﬁ;y‘/ﬁ)}e (3.12)

Ako jednadinu (3.5) nepiSemo u obliku

d¥ _scdt ,zn%:20 (3.13)
dx” 95 Up-!
(tkz. Ermit -CebiSeva jednadina) gde je, 5% —5— i

n=o04,1... onda je uvek jedan njen partikula-
rni ,integral polinom stepena n . Ti polinomi
se nazivaju Ermitovi polinomi (Ermit ih je defini-~
sao 1864 godine) i oni se definisu kao

nsl " "Ez
Hals)= ()€ S0 € (3.14)

m (4)"!-\7(2"1” Ssz B3 1.
HoS)= ) oy oy 5126 5 €




16."

- }lof"'” & (2m+4)! 2v#4 .
H2m14(3)*'e d—}T"ﬂe :v-o"—'")"’ (Z\H-"l (Z g) (301 )

Polinomi definissni u (3.15) 1 (3.18) izrsioveju
se preko konfluentnih hipergeometrijskinh funkei-
Js ne sledeci nsin

Hop= 1) (fnlrzll Fi-n %) (3.17)
n | 2
Hzn+4:(‘4) %y:.i% .I-F(‘Yh%.—z‘)g-) (3.18)

Ne ovom mestu bilo bi 2zgodno ds se ursdi jedon
priner iz prsiksge. Naime ,znomo do potencijslne
enerpije wmno;sih £izickih #istems ims nmininum u
nekoj tsiki prostors. Rezvijsjudi potencijalni
energiju u red oko te tedke

2

u:u(o)+x(§—%),+%)é(%%)°+.... (3.19)
gde je X rzstojenje od tslke mirovenje, kojs se
definide uslovon (%—%)D:O + Ako destics mese m
vrii mele oseilocije oko tadke ravnoteie,onds u re-
du mo%emo zadristi semo dve prvs &lans, Energiju
sistems éemo refunuti od wvrednosti .
Teds hsmiltonijsn postsje

2
H ‘:iﬂw: + )_ZL.—xL (3.20)
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2
gde je, K‘(E&EL . Pretpostaviéemo da se oblik
potencijalne energije oluvava i za velike vredno-
sti X (idealizovan realni sistem).

Klasi¢ne jednalina kretsnja destice je

wit)= Acootsp) =[x (3.21)

U tom slucaju se kaZe de &estica vrsi harmonijsko
kretanje oko ravnoteznog poloZaja i odgovarajuéi
sistemi se nazivaju harmonijskim oscilatorima.

Iz (3.20) i (3.21) se dobije klasidni izraz za
energiju harmonijskog oscilators

F=lmAao'=mw' <X
2 (3.22)
(K= Rceatwtpryz £

Sada potraZimo stacionarna stanje harmoni jskog
oscllatora metodima kvantne mehanike. U tom slu-
¢aju hamiltonijan ima oblik

n 2 z 2 2
H=—z%§’;z + Fmx (3.23)

a stacionarna Sedingerova jednadina za ovaj sluciaj
postaje

dVo | (2mE _ mt iy -0 .on
dxl + t;_ t; X) (3 )
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Ovo je ocigledno Ermit - Veberova jednadina. Uvo-

. . mE_ ma)’ . - mld
daer.lgem sn.lene é?__d T-/B i R=X\F
dobijamo jednsadinu

dF gvdz [2E _z=0 (3.25)
B8 (w1

Na osnovu predhodnih razmatranja jednadina (3.25)
¢e imsti konadno reSenje kad E—=t*oo |, tj.
ono Ce biti polinom stepens n,samo ako Jje

(%_4}:1'1 (3.26)

odakle dobijsmo izraz za energiju linearn®g harmo-
nijskog oscilstorsa

En=fo(n+d) (3.27)

Iz (3.27) vidimo da je:

a8) spektar harmonijskog oscilators je diskretan i
nedegenerisen,
b) spektar je ekvidistantan.

Izraz Eo= %tw se naziva nulta energijs ha-
rmonijskog oscilatora i ona je povezana sa Hajzenbe-
rgovim relacijama neodredjenosti,tj. sa talasgnim
svojstvima destice. Rezultat,da je energija linearnog
harmonijskog oscilatora diskretna Jje vrlo vsZan i u
procesu nastajanja kvantne mehanike je odigrao veliku
ulogu.
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///,,f—’r"—
D
"
——

sl 1

Na osnovu predhodnog izlaganja znasmo da je talasna
funkcija oblika

B3
Yal§)=Ca € Hal3) (3.28)
Konstantu Cn odredjuju iz uslova normiranja
o
(¥t de=1 (3.29)
pa je konalnd oblik talasne funkcije dat kao
1Y
1
\H\(S): e H'n (S) (3.50)

\/‘Zn 71! 7Tﬁ&
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§4. Problem vodoniks i slkalnih metala

U ovom odeljku bile obradjen jedsn problem znadajan
sa fizickog stanovista,a u okviru koga ée biti ra-
zmotrene jos dve znalajne diferencijalne jednaéine'
a to su;

a) Asocirana LeZandrova jednadina
b) Lagerova jednadina

koje se Cesto sredu u praksi i &ija se redenja mogu
svrstati u hipergeometrijske funkcije /2/.

Problem je znadajan,jer se kod vodonika i alkalnih me-
tals,ustvari, javlja problem dva tele,pa se moZe nali
egzaktno relenje Sedingerove jednaline za ovaj slucaj.
Hamiltonijan za ovaj slucaj je dat kao
' f_ ?ez 4,1)
H=-m A - % (4.

Kako je problem svernosimetrican laplasijan
se izrazava u sfernim koordinatama

4 3 (2 co
A== [ % (" 5) - %] o) )
[=-* :w:le- 2 (9% +4.71;%e (4.3)
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Sedingerovu jednalinu za stacionaran sludaj

/\"

23 2mE sze
%(n ;m)m .__,rz? “Y<4 5)

reSavemo tkz. metodom razdvajanja promenljiviq,
tj. stavljajuéi da je Y(9,p,1)=ol(%) Y(5Y¥)
i deleéi ssa d(m)\{(ﬁﬁf),pa dobijamo

d doL E ZmEe* A
Tqe + 20 Gn +(Hp v+ S LY. (4.6
ol Y

a:amdt

Jednadina (4.6) nam daje dve nezavisne jednadine

f_l Y = af‘r (4.7.)

Jednadina (4.7.b) nam, stavljajuéi Y(&,9)=@)fe),
daje nove dve nezavisne jednadine

d’ dp __b -

ng +cO-t?d__ +(a Tn'e )p=0 (4.8.3)
o(zcr'__
e by (4.8.D)

ReSenja jednadine (4.8.b) su
(Vo -LVee
j9)=C,€ +C¢€ (4.9)
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Birajuci fizicCki realno reSenje i kako se iz uslova
Jjednoznacnosti talasne funkcije mora promenljivoj
¥ dati uslov periodiénosti,a posle normiranjs
e z_ dobijamo konacno funkciju
{yof=14
[+
tmep

yf)= —\FZT

U (4.10) je uvedens smena \{b=m m= O x4,x2...
gde je m magnetni kvantni broj.

(4.10)

Jednadines (4.8.8) posle uvodjenjs smene cose= X
postaje

(1..)(*)055_ _zxj_f +(a - ﬁxz)ﬁ’o (4.11)

X€E ["';4_]
Na osnovu tacke S.a,glava I)ovo Jje tkz. asocirans
LeZandrova diferencijalna Jjednadina. Ona se re$ava
uvodjenjem smene

U= (1) (4.12)

ml.s_m S__m o . v .
T =7 22777~ . Posto osnovna jednacina

gde jeosz=q ) 7
(#.11) zavisi semo od m* , onda reSenja kojs odgova-
raju tima dvema vrednostima S | zadovoljavaju Jednu
te istu jednaéinu'pa medjusobno moraju biti povezane
linearnom relacijom, H(m)=Ce(-m) i kad bi smo
radili za S=m %0 | ono bi zbog gornje relacije va-
Zilo i za s=m<o
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Dakle smena je

;ml
pu= (x*=1)* Zo) (4.13)

Jednadina f £/ je oblika

(4-{)2'_;73 _z(|m|+4)x;’_§ +(a-tm[-m{*)Z =0 (4.14)

1 nju reSavamo pomoéu potencijalnog reda

z=) &X (4.15)

V=0

Rekurentni obrazac je dat kao

(K+Iml) (K+mj+{) -
(K+4)(k+2)

CK-H."' C (4.16)

TraZenjem asimptockog resenaa dolazimo do zaklju-

C¢ka da ne moZemo uzeti red Vec samo pollnom da bi
se red presekso mors biti

(K+HIm[) (K+)mi+1) = LlL+4) (4.17)

gde je, & tkz. orbitalni kvantni broj. Odatle kona-
¢no nalazimo da Jje

Zx) :B-,m (x) (4.18)
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pa na osnovu (4.12) reSenje jednadine ((4.8.a) je
dato kao

mj
p)=Cem (X*=1)" Rowi (X) (4.19)

gde su,vpeﬂmHX) asocirani polinomi LeZandra. Oni
se dobijaju iz obiénih LeZendrovih polinoma kao

Ple=(-x) " g Pa (20
gde je,
z;: 1) (2n-2v)! n-zv
X (4.21)

2"l [(n-v)] (n-2v)

Asocirani LeZandrovi polinomi se mogu izraziti pre-
ko obicne hlpergeometrlgske funkecije i to kao /1/.

BPr= [-,(44 m)(’bH ) F(—n ne, 4-m, 4 - )
Iz uslova normiranja Sfbuqu 4 odredjujemo

konstantu Ctm.kao

LHm
1) (22+1) (L-my)l
Com =001

o (4.22)
2"t 2 (L+imf)!
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VraCajuéi se na stare promenljive i uz uslov da je

Y[O,‘?)-—Y(Wﬁw) nalazimo konadni izraz za sverni deo
talasne funkcije

‘fﬂmlim ] i Leiml g0
Y 6:0)=C ; (224—4)(24'*11)_(“10) dﬁ(dme)(q,gg)
22UV | 2 (L+imi)] d(comp Hm!

Da bi nasli ukupnu talasnu funkciju,redavamo radi-

jalni deo Sedingerove jednaline,tj. jednadine (4.7.3)
Ovo je takozvana Lagerova jednadina.

}E
&
E}
F //
v ~
{ =

sl.2. |
Za ograniCeno T (elektron je vezan za atom) mora biti

E<o , pa zbog toga stavlijamo ZZ:_E --f
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Uvodjenjem smene =48, jednadina (4.7.8) postaje

mez 1 _Q;_(?gf_ﬂdzo

z 2 da z 2 me 1
SERE o TR Rkl

(4.24)

Iz tradicionslistidkih razloga (da bi se povezalo

sa Borovom teorijom) stavlja se da je

2 $* -9
me _ 1 a= =ZMe =510 om
S me*

Odatle nalazimo i das je

Yy
a2 E B fEozme
pumy ED (o]

1 uvodjenjem novih smena

z

Rza"=-—z'§“:‘<

(4.24) prelazi u (4.28)

da , 2 d«
Aot MR §

Ova jednaCina se resSava pomoéu smene

« +[_K‘+Zi-i- - B(_l’._;;f_)]cg:o

-K¢
d(e)=Z(p) €

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

(4.29)
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1 ondas se jednaéina transformise u

ol’; 1 £(€+4) 0
R (K+.L) +[2(Z Kz ]i‘

z:Zcu $ (4.30)

Jednacina (4.30) se reSava pomoéu potencijalnog reda,
birajuéi varijesntu koja nam omoguéava normiranje u
nuli (}‘: Q«) dobijsmo rekurentni obrazac

2K S+l+1 — % Cs (4.31)
Copy = (S+0+1) (5+C+2) —L(L+]

Da bi resenje konvergiralo, kad €+ moremo raditi
sa polinomom. Ti polinomi se nazivaju Lagerovim po-
linomima i oni imaju oblik

s N, [(stn+t)
RGN

i mogu se izraziti preko konfluentnih hipergeometri-

Jskih funkecija kao

[C(stn+1)

L= M(st4)

F(-ras+4x) (4.53)

ReSenje za radijalni deo Sedingerove jednacine,po-
sle normiranja,je dato kao

8 b4 -3 n-2-1

1F e 5 -y n+l
dne(§)= ( ) 3 ¢ ] mb103 § ) (4.34)
Z,n(n.+€)!(n—€-4)!

Na osnovu (4.27) i K=;% dobijamo izraz za energiju

4
E=%De = (4.35)
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Kao sto vidimo ,spektar energije je degenerisan. Ste-
pen degeneracija Je

n-1 3 ‘
=0

§5. Vitekerove jednadina

Na osnovu glava I,tacka 6, JjednaCina Vitekera ima
oblik

4 K, A" (5.1)
e +(7 TRt T )

Ova jednalina je veoma poznata u matematidkoj lite-
raturi i nsziva se ponekad koeficijentna hipergeome-
trijska jednaéina a8 njena resenja koeficijentne fu-
nkcije. Postoje i tablice koeficijentnih funkc13a
Jer se dobar deo problema matematicke fizike svodi
na jednadéinu (5.1).

MoZe se pokazati da je Vitekerovs Jjednacina poveza-
na sa Lagerovom jednadinom. Zbog toga ovde neéemo
posebno reSavati jednadinu (5.1), ve¢ éemo samo naéi
njenu vezu sa Lagerovom i veze Lagerovih funkcija

L(X,A\5) [A= 321 - ;—, sz-zi]i Vitekerovih funkcija

koja su resenja (5.1),

Da bi smo jednadinu (5.1) sveli na Lagerovu Jednalinu,
koja je oblika
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‘;L;*Jri""’ w[2e+ 2 - S g0 (5.2)

U cilju reSavanja jednadine (5.1)Iuvodimo smenu
1y
M= X £ (x) (5.3)

pa (5.1) postaje

l l
dz 4 dZ . m_[z=0 4
e txax ™ %] 54

Dalje pribliZavanje jednadine (5.4) jednadini (5.2),
postiZemo smenom argumenta

X= %f (5.5)

i jednalina (5.4) konadno postaje Lagerova)s tim

Sto su uvedene oznake

2, 2

zez-% s=bdm (5.6)

Resenje Lagerove jednadine (5.7)

t
K eo v
2ot tm, mes £) 2B E G [Omb i<+ 1240) ( )(5 )

f’("l+K+J—) vl [(zm+1+V)
pomocéu (5.3) i (5.5),moiemo povezati sa redenjem
Vitekerove jednadine

,J—\X/(xrm) x L( jam,m+x+L) (5.8)

1li eksplicitno
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)( ao
’/l 27 [((m+k+924V) y
VI (Zm+4+y) X (5.9)

W/ (K, xym)= CKWL

=0

gde Jje, Cxm proizvoljna integraciona konstanta.

Posto su Vitekerove funkcije tabelirane, ponekad je
zgodno izraziti reSenja Lagerove jednaline preko
koeficijentnih funkcija. Veza izmedju Lagerovih
funkcija i Vitekerovih je dsta u (5.10)

-l -4
Losa)=x Wiz, (RE), 2] (5.10)
gde Je,
_ 5+ t_s+14 1
A= T TR- 2 = (5.11)

Kao primer koliko se koeficijentne funkcije puno
koriste,navesSéemo vezu izmedju takozvane funkcije
greske i Vitekerovih funkeija

X 4t
Erjw=fe dez 0 Bt 5

z

2
-y -iX

{ :
Erfc o= Se dtz—o X € WigW) (5.5
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Rezinme

U ovo]j glavi Jje dat pregled nekih takozvanih spe-
cijslnih funkcija matemsticke fizike koje su,ust-
vari, resenja odredjenih linearnih diferencijalnih
Jjednalina drugog reda,koje se Cesto susreéu u pra-
ksi i koje su nasle efektivnu upotrebu. Da bi se
dobio potpuniji uvid u ovu interesantu oblast,
naveSéemo klasifikaciju specijelnih funkcija,koja
dobro osvetljave uzajsmne veze i poreklo /2/.
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KLASTFIKACIJA SPEDIJALNIH FUNKCIJA

Eliptiéne funkeije

Integrali algebor- <
SKki'h  diferencirala Rbelove fumkeije

Specijalne [unkcije
dobijene iz inte-

Elementarne funcije

gralnog raiuna n=4
Hipergeometyjske Jfunk
diferenciyalne jedn K [p- v o
Fuksovog tipa sa nts Konfluenine hipergeom fun.
$ingularnem tackom Lamo- ove Lunkesie
Male-ove [unxcije
Sferne
funkeije \
: LeZandr bi
Gausove hiper- ove funl(c:]e
geometrijske fun / v
Jokobi ultrasfe-] CebiSevhevi polinomr
polinom; rai polin.
slutaf
1=2 Beselov F ’
| eselove U 7 S
\ corelove nKkcije greske 1 sroelne fun.
ne funk,
Konfluentne /
Integraln/ sinus i'srodne fuy,

hiperoeom. Nepotpu-
pery fan. ra [ fun.

Skup exsponencizal nh redoys

7/

Funldcél)']e
paro. boli |
Bres £ i

Ermitovr /70[/"70”7/’
Lagerov, /
polinom \:oasw;- Carlierovi polinom,
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METODI RESAVANJA SPECIFICNIH TIPOVA JEDNACINA
1. Operstorske resavanje diferencijaslnih jednadina

Homogena diferencijalna jednadina drugog reda se ne
moZe u opStem slué¢aju reSiti sa konadno mnogo kva-
dratura. Ovde ¢emo pokazati da se ona moZe rediti
sa beskonadno mnogo kvadratura. Metod reSavanja je

- e Ve , . | &
simbolicki pa Cemo se prvo u najkraCim crtama upo-
znati sa pojmom operatora i nekim osobinsma operato-

Ira.

Operator je,po najopstijoj definiciji'simbol neke ma-
tematicke operacije. Za razliku od obidnih brojeva,
operstori medjusobom ne moraju da komutiraju,tj. u
opStem sluc¢aju ne mora da je “q Eﬂ , gde Je,

[H B] HB BR , dok Je za brojeve uvek [R,B]=O

U vezi sa ovim interesantno je odrediti inverzni
ope;qtqr za proizvod operatora HB ,tJ. nati

(H ) . Jedina moguénost kojs zadovoljava ése zahtev
da operstori komutlragu Je da Je

(HB) B‘M 1.1

Ovo se moZe generalisati na veli broj operacija

At I\ { Awf A4

(AR,. 9...9)— SR 1.2

Bitnu klesu operators predstayljaju linearni ope-
ratori. Linearni operator Zf se definise na

sledeéi nacin

;%Z‘O.n\‘)nFZQu;%\ﬂ 1.3
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U formuli(1l. 3) su konstante, a Y fu-
nkecije. Od llnearnlh operatora nagvecu primenu u pra-
ksi ima operator diferenciranja I)— 1 multi-
plikativan operator \P(xX) . Multlpllkativni ope-
rator prosto mnozi,pas se u mnozZenju ponaSa kao obilan
broj. MoZe se pokazsti da diferencijslni i multipli-
kativni opex;\atorhne komutiraju []3,‘{’]1:0

Operatori I) I ‘f imaju svojg inverzne operatore,
~=t -
pri Cemu je ‘P-q%a y dok nije Jjednoznsa-

¢no definisan. Uz dopunsku definiciju,da je integraci-
ona konstanta jednsaksa nuli moZemo pisati

A1
D=Sd>< (1.4)
Az
48 operator :DE e ) inverzni operator se definiée,

uz dopunski zahtev,da obe integracione konstante budu

Jjednske nuli

]A)-f.- degdx ‘ (1.5)

A2 A=2
Operatori ] I:D figuriSu u difirencijslnim je-

dnacinsma drugog reda. Ako imamo nehomogenu jedna-

¢inu drugog reds

2’—?3 +{oaH=dea (1.6)

ona se moze napissti kao

D+§ Lj Cbo() (1.7)

gde je,yg:}'(x) multipliketivni operator.
hl A =i
Ukoliko pOStOJl 1n€erzn1 operator ( + )

takav da JeCD+§f -ﬁ{) 1, onda primenom ovog
operatora na (1.7) s leve strane dobijsmo resSenje
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jednacine u obliku

%z(ﬁzﬁf )-4d3(x) (1.8)

AZ A ~4

Potrazimo sada operator (D+§) . O¢i-
gledno je da se IL+£ moZe napisati kao
A ~=f 2
A A g(/’-’.g D)
+$=9 0 (1.9)
D(t+D})
a2 A 4
Odavde sledi da se i (D+§) moze napi-

sati na dva naéina,i to

AedAa2

(7= U DF

A “{An-2

(1+Df)D

Po snalogiji sa razvojem

4= n
(1+x) :Z(_ﬂ X" [x|< 1 (1.11)
m=0
mozemo pisati

0

(4 +§-4]51):Zg4)n(§_4§)h (1.12)

odnosno,

(1+DF ki(—ﬂn@-zf i (1.13)

U vezi sa (1.12) i (l.lB),treba naglasiti dve st-

vari:

a) Konvergencija operatorskog reds ne moZe se odre-
diti dok red ne primenimo na konkretnu funkeciju;
znaCi moZe se ispitivati samo konvergencije rezultsts
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primene

b) Posto operatorl ]) ne komutlra u.kao

ni g { D lzr321§’z?l'—';'\Du ( ”in g

te se sume morsju primenjivati u konkretnom slucaju
kao niz operacija,t].

A-fal Adn2r_4AR

T (D)4 BB BB B o

A=2a A=2A 2D,

Z“ DJ[ 1 DJ(*‘DJ[DJ[ DfD;Df*— (1.15)

Nz osnovu predhodnog i na osnovu farmule (1.8),moZe-
mo u principu da nadjemo dva partikularna resSenje

jednadine (1.6) i to:

Whiw'(f"ﬁ‘)”f%(xt@-f Bef o0 s
‘3100—2( 1) DZJ( ]ji—boq:(’l -ﬁz§+...)ﬁz¢m (1.16)

Opiseni simbolilki metod moZe se uspesnije primeni-
ti ns ressvanje homogene jednaline drugog reda,jer
tu moZemo da manipulisemo sa nehomogenim delom ons-
ko ksko nam to odgovara. Pokazslemo pre svega slede-
ce: gko su w‘i Ma , dva resenja nehomogene jednali-
ne lj"+,f0<)‘1=¢0<) , onda je njihova razlikas resenje
odgovarajute homogene jednaline ‘j”+§(>0"j=0
Zaista,mi moZemo pisati

Lj: +;(X) ‘jq = 43()4)
4*;’+§(x) Ha= )
Ukoliko ove jednaline oduzmemo, dobijamo

(=) +foultp—4=0 (1.19)
%,'—'—' ‘31 nh — “yznh

(1.18)




37 .=

Sada moZemo prei na redavanje jednadine
] / )
Mrawh + booy =0 (1.20)

U prvoj fazi jednadina (1.20) se svodi na ksnonidki
oblik,bilo smenom funkcije'bilo smenom argumenta,i

prelazi u

(1.21)

Zatim se za datu homogenu jednadinu naprave dve po-
moéne nehomogene jednadine i to:

%{‘; +Joany =f 0 (1.22)
% +fok =x o0 (1.23)

Ns osnovu formuls (1.16) i (l.l?),za jednadinu (1.222
nadju se dva partikularna integrala pri demu (1.16)
daje resenje ,7q:1 . Na osnovu (1.19), prvi partiku-
larni integral homogene jednadine (1.21) biée

tost-) IO ITe0= 1DJ0DIDF -

h=

Zatim se ns osnovu formula (1.16) i (1.17) nadju re-
sSenja Jjednadine (1.23),pri Cemu formula (1.16) daje
partikularnd resSenje A*:x . Teda je,ns osnovu
formule (1.19),drugo psrtikularno reSenje jednadine
(1.21) dato sa

Yoz X—-Z( (D] A)" [ =x-Dx oo+ D D% foo-- (1.25)

=0
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OpSte resSenje homogene jednadine tada glasi

Y=C{\((h +Cz\(zh (1.26)

Kso &to vidimo formule (1l.24) i (1.25) daju resenje
homogene jednadine (1.21) preko beskonalno mnogo kva-
drstura. MoZe se pokszati da redovi (1l.24) i (1.25)
konvergiraju sko je }Xx) analiticka funkcija,tj.
ako se ona mo¥e razviti u potencijalni red.

Sada ¢emo na nekoliko primera pokazati gore izloZeni
metod ressvanja diferencijalnih jednacina.

1) Uzmimo jednadinu oblika

dx" + Ay =0 ol #-2 (1.27)

oCigledno je da Jje u ovom primeru
o
0= AX (1.28)

Ako izvrdimo gore navedene operacije i izraszimo rese-
nje preko gema funkcija f’, dobijsmo

n{«+2)

«)'A'X [($-n)
Yo Z @ T (1.29)
i
(—4)Hx"“‘” M(5+4)
Yo Z (@+2) 7T P(gensl) (1.50)
gde je,
5= cl,{h?. (1.31)

Za konkretna funkciju oblika

Jeo=BxX" (1.32)
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1 ns osnovu relacija za gama funkcije

1 relacija

ML +n)= Qw @n-1)ii= g_g;f (1.34)

a na osnovu (l.24) i (1.25) dobijsmo

o= B’}:H T(znu)l £ d'mxé (1.35)
Yz,‘zlee)( )(zn),_xcmﬁ (1.36)

sto se moZe dobiti i neposrednim putem.

2) Za diferencijslnu jednadinu oblika
" 3X
Y +B€ =0 (1.37)
oéigledno je

X
Jjw=Be (1.38)

Zs ovu funkciju éemo nadi samo jedno partikularno

redenje 1 to Y , a ono je

Yoz Z( Ly Be 2?’5;" (1.39)

%) Jednalina oblika

‘j"-xﬁjzo (1.40)



naziva se Ejrijeva jednacina. U ovom slulaju je

;W):—X . Dva partikulsrna integrala nalaze se
na osnovu formula (1l.24) i (1.25). Ako u njih uvr—
stimo :F(x):-x dobiéemo

Yoz~ Z(ﬂ Dx b(x) 4+Z(D§<5®;< (1.41)

\g,,:x—Z-"( (]ji()nDz(f )(arz.(f);()"(ﬂ))(z (1.42)

VrSe¢i operacije naznaCene u (1.41),konséno moZemo

pisati .
o0

Y":1+Ziﬂ(3v.—2)} 3n)| (1-45>
n=

Drugi psrtikulsrni integral ims oblik

Y, =x 4,2 {ﬂ (3v—1)] =l (1.44)

Odigledno je da Y i Ve imaju beskonalan radijus ko-

nvergencije,jer je
nd

Dinm (3n)l D(bv 2) (1.45)
M> oo (3”."'3)’ ﬁb}’ 1)

V=4

8 2. Generslissna Ojlerovs jednalina

U ovom paragrafu i sledeéim u ovoj glavi, Cemo obra-
diti uopstene forme nekih najkarskteristicénijih je-
dnacina koje se javljaju u matematicdkoj fizici. Je-
dna od takvih je 1 generalisasna Ojlerova jednalina

kojs ima oblik

(Q2X+bz)1%:“<i; +(0~4X+@4)§l-3 +&o‘*: O (2. l)
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pri Cemu je konstanta Q,£0

Posle deobe sa Q, jednacina (2.1) postaje
%zzd%/ Q4 b d_'i %0
+ = 2o X 24 Y- (2-2)
(x az)a? art d‘,)dx T 0313 0

Sada uvodimo smenu argumenta

_ 01%4—0-40)1 '
X= < E_E (2.3)

gde su koeficijenti tako lzebrani,da bi se Sto vise
aprostili izrszi uz prvi i drugi izvod funkcije. .

Posle uvodjenja smene argumenta (2.3), jednalins
(2.2) postaje

% ( ’§+) +-T‘jf 0 (2.4)

Naravno, sve ovo vaZi uz uslov da je o,,_f“_ Q1~e>z:ﬂ:0
Predpostaviéemo da ovo vaéi,a kasnije Ce-mo diskuto-

vati sludaj a. b - ak, -0 .
U cilju deljeg uprosStavanjs uvodimo smenu funkcije
-
M=% 23 W) (2.5)
posle Cega jednadina (2.4) postaje

Ez""’” AW +(B - %R)W:O (2.6)

gde su uvedene oznake

- 0-1 - 2040."{'4690,2
A= 245 B= Lai (2.7)



42, -

Ako bi smo jednadinu (2.6) pokuSali da reZimo pomoéu
poténcijalnog reda,dobili bi smo divergentno resSenje.
Ovo se moZe proveriti prostim radunom. To nas navodi
na ideju da bi trebalo izvrsiti jes jednu smenu argu-
menta 1 to obliks

4
5= 2.8
oy (2.8)
jer bi ovo sigurno dovelo do gedn501ne ¢ije bi resenge
bilo dato u obliku konvergentnog reda. Posle uvodjenja
éve (2.8) 8 jednadinu (2.6),dobija se

G5 +(5 ) +(Br- B0 @9

Iz oblika jednadine (2.9) se vidi,ds je moZemo svesti
na Lagerovu jednalinu koja ime oblik

gy, L

)A{( 0 (2.10)

X dx >< Lx*

Radi toga uvodimo novu funkciju smenom
Wy -2
Z
Z=8 € 7We® (2.11)

posle Cega jednaline (2.9) postaje

dz 4 dz (1 _A-1_ 1-4B 1
AR T A a e Al (2-12)

Ocigledno je da u cilju potpunog poklaspanja obliks
jednacine (%2.12) i (2.10) moramo uvesti novi argument

1 to smenom
S=rt Y= conat. (2.13)

Ako pri tom uvedemo da Jje

(4-R)=2 (2.14)
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konacno imamo

dz ., 1.dz 1 ., 2 A4=4BYz_
df T ¥ N\t Tt T A ) =0 (2.15)

Sto je oligledno Lagerova jednadina sa parsmetrima

_ 1 * - :
se=-rple  S=1-0B (2.16)

Rezimirajuci,moZemo refi de se generslisana Ojlerova

jednadina (2.1),pod uslovom da jeQ.#0 Qbeab,+0 E:M
smenom oﬁ.-ou O?z

207 2@b-a4b;) X + -‘%
xj_[ (a.b. a.&)(x+ '3;1 2

°Z av.(zo-,;"aﬂ 1 L
hogb-ouk,) X+ g

svodi ns Lagerovu jednadinu, kojs je oblika (2.10), pri

(2.17)

Cemu Jje
0. (205- Q) 1 " 26— -L{0‘1
- =—-4% 2.1
et an s & % raayr W
2_ 4 20-4Q‘z'.+ 4 &noi.- 0:
§=1 & (2.19)
Razmotr:imo sada slucaj kada Jje Qz&_a‘%,_:,o .

To znaci da je

b by

.20
0-104 (2.20)

Jednacinu (2.1) moZemo napisati kao
(X*-—‘)dzy ( )a'% g’° (2.21)

Uvodjenjem smene jednadine (2.21) postaje Ojlerova



jednaCins
: % [
N

t
kojs se smenom =€ ) svodi na jednalinu g8 konsta-
ntnim koeficijentims

dz (V¥ d _é;. -
e IR Sk A X R (2.23)

kojs se lsko ressava.

Razmotrimo jod sludaj A=1 tj a,=20a; . U ovom
sludaju jednsdins (2.12) postsje

dz | 1 dz f 4p=1 -1 4)z=0
a7 2 - E .ol
d9‘+&9?+( -+ e‘} (2.24)
MnoZenjem ove jednadine ss 9", i smenom srguaents 9zt
jednadins (2.24) postsje

dZ L gdE (42 pt)z=0 (2.25)
Sto je odigledno Beselove jednalina. Pri tome je uvede-
ns oznska

y Ya

Zneéi,da rezimirsmo zs slucaj ds je a,=za§) resenje
generslissne Ojlerove jednaline je dato preko reSenja
Beselove jednsdine (2.25),kojs se iz jednaline (2.1)
dobije smenonm

i ot

( ___a 1
=t et tomin o B (.27
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§5. Laplasova jednaCins

Laplasova jednalina se definise kao
((1.><+0L.,.)“jl'—::‘+i +(L.x+k,)g'{ +(Cx+C)4=0 (3.1)

pri ¢emu je Q=0 . Posle deljenjs sa Q, 1 uvodjenja

smene argumenta,jednaéina (3.1) postaje

SELLEERIEUT N0 Terr (32

gde su uvedene oznake

o Ao U4 - - CQ
(5,=%‘ =9_‘°_Q9_& bl fmegsb (3.3)

Ako jednacinu (3.2) podelimo sa ‘g , ona postaje

d o
%ﬁ-{(bﬂ-%’);% +{ +%—)~j:0 (3.4)

%to nss navodi ns pomisso da je moZemo svesti ns La-
gerovu jednaéinu'koja je oblika (2.1O)Iparagraf gva.
Da bi to postigli uvodimo novu funkciju

1-Po _ g

Ug)=¢ 2 € * Z(% (3.5)

posle dega jednadina (3.4) postaje

dE , 4.dE [y B PB4 @ t) A T
d-gz"‘ ¥ dt % p +((34+X. 7 )§ -5 -?]Z_O(B-g))

Radi potpunog poklapanja jednalina (3.6) 1 (2.10),

uvodimo jo$ jedsn novi argument u jednecinu (%3.6)



¥=Kt K= conal. (3.7)

posle Cega (%.6) prelazi u

jt‘ tig_ K- ) o+ - Bt ot 4] 5.8)

Odavde sledi da je

K(pt—Lf)=2 (3.9)

= 4t
2‘((51+ X\() _{51 (59
da bi (3.8) bilo svedeno na (2.10).

élh Generalisana Gausova Jjednacina

UopStena Gausova jednacina je definisana kso
2
2
(c11><+c1.x+0«,)‘—;"—x'z-fi +(@4X+%o)g—;‘{ +Clf=0 (#.1)
Da bi smo je sveli na obilnu Gsusovu jednacinu,

XX 5% dxﬁ[f (ot+(5+1)x] _dpy=0 (4.2)

svodimo kvadratnu formu o X+ 0, X + 0, na
ksnonidki oblik

2 2
ozx‘+a‘x+o°:az[(x + %1)— O.q ;‘;,W’“z] (4.%)
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tako da kad (4.%) uvrstimo u (4.1) i podelimo sa

Q. ) dobijamo
L beydd | &
dxz ( Qz)dx + 0, % 0
gde Jje uvedena oznaka
U
_+ 4 (2
K=% Ta‘(aq-h Q.0,)
U jednadini (4.4) uvodimo smenu argumenta
§=X+K
pa (4.%) posle deljenjs sa —2k postaje

E 4 Cong o
2K/ dgr "\ 20, 2k0, 2KQ, 02‘{;-0

a2+

Uvodjenjem nove smene arguments

g=2Kt
jednadina (4.7) postaje

tat)df" &__O_Qt)d‘a‘ ZKG% 0

20,7 2ka; O,

Jednadina (4.9) je odigledno Gsusova. Veze izmedju

koeficijenta su sledecle:

@A._ Z ._X

Z-O-:. 2 KQ;

A

AT B

2K
eap

(4.4)

(4.5)

(4.6)

(4.7)

(4.8)

(4.9)

(4.10)



a odavde Je

~12
d= &.}‘Qx {QN‘Q:.)Z_-_ 2KCo \
20, |\ 204 0y |
- b.-0. (274-0-2)1 ZKCo. " g
@— 20‘1 20.,_ B (o 0% J
(4.11)
&= L _ L J

T 20, ZKa,

Rezimirajuéi dosadasnje izloZeno,zakljudujemo da se
jednaCina (4.1) smenom argumenta

4l
X=2K(t-4) K=k gk (0h-40.04) (4.12)

svodl na Gausovu

t4-t)E i)t gE —upz =0 (4.13)

gde su veze izmedju koeficijenats jednsdina (4.1) i
(4.13) daste u (4.10) i (4.11).

ReSenja jednalins (4.1) i (4.13) su povezsna relacijom

M=ZELB % +4) (4.14)

Na kraju treba nspomenuti da zbog simetrije se kojom
koeficijenti o}  ulaze u Gausovu JjednacCinu za vredno-
sti A1 P iz (4.11),ne trebs razmatrati sve 4 mogu-
¢nosti koje dolaze od znaks :t’ veé samo uzeti o sa
znskom + ,dok 5 onds mora imati znsk — . Obrnuta kombi-
nacije,kad d uzimamo sa znskom —,2 (> sa znakon +, da-

Jje 1isti rezultat.
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ITT GLAVA

Rotacioni i vibracioni i rotaciono-vibracioni spektri
dvoatomih molekula

Molekuli imaju sloZen spektar koji je rezultat tri
vrste osnovnih kretanja i nJjihovih interakcija. Ove
tri vrste osnovnih kretsnja su rotacija, unutrasnje
vibracije i kretanje elektronskog podsistema. Rota-
cioni, vibracioni i elektronski spektri nisu medju-
sobno nezavisni,jer su rotacije, vibracije i elektro-
nska kretsnjz medjusobno korelissni. NajniZe energije
imaju rotscioni spektri ( 0,4eVi manje)’zstim dolaze
vibracioni ( 1eV i manje))dok su elektronske ene-
rgije reda 40eV\ .

Ovde ¢e biti snalizirsni rotacioni spektri posebno, i
to na modelu krutog rotatora i za dvoatomske molekule,
i vibrscioni posebno,ne modelu sfernog oscilators.
Takodje ¢e biti izvrSena snsliza rotaciono-vibracionih
spektara i problem disocijacije molekula. Elektronski
spektri bile snalizirani odvojeno,i to u IV glavi,i to
preko razlic¢itih oblika modelnih potencijalas.

3 1. KRUTI ROTATCR - ROTACIONI NIVOL

Svodjenje problema dve Cestice na problem jedns Cestice

Sistem od dve Cestice ims Sest stepeni slobode u lsborg-
torijskom sistemu. Ovih Sest stepeni slobode razbijaju
se na 3+3 , od kojih tri stepeni slobode predstavlje-

ju translatorno kretanje centra massa sistema od dve Cestice,
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dok preostala tri stepens slobode opisuju rotaciju 1
vibraciju sistema. Ako naes ne interesuje kretanje mo-
lekuls kao celine (tJj. sko nas ne interesuje kako se

u vremenu menjaju koordinste centra mase)'onda se pro-
blem anslizire ne u lsboritorijskom sistemu,veé u si-
stemu centra masse (koordinstni pocetask novog sistema
nalazi se u centru mase). Uslov za prelszak iz laborsa-
torijskog sistema u skstem centra mase je Re=0 ; 8de
Jje , LA vektor poloZajes centra mase u leboratorijskom

sistemu (slika 1).

U sistemu centra mase ponaSanje sistems od dve Cestice

opisuje se preko Jjedne efektivne éestice,koja.ima redu-
kovanu masu i relstivnu koordinstu =] 'koja predstavlja
razliku radijus vektora dveju Cestica u leboratorijskom

sistenu.
Kruti rotator

Sferne funkcije kaso svojstvene funkcije momenta koji-
¢ine kretanja naleze,pre svega'svoju primenu u kvantnoj
teoriji rotators,tj. u kvantnom tretiranju slobodnog
kretanjs materijaslne taCke po sferi. Rezultati teorije
rotatora mogu se neposredno iskoristiti pri proucavanju
spektara dvoatomskih molekulas, a ksko se ugaoni deo
talasne funkcije pri kretanju Cestice u polju centralnih
sila takodje opisuje sfernim funkcijemas,mnogi zakljulcl
teorije kretanja u polju centrazlne sile se u potpunosti
odnose takodje i ns teoriju rotstora (ugasona zavisnost
talasne funkcije Y i prsvils selekcije za kvantne

brojeve L im ).
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sl.1

Kruti rotstor ima pet stepeni slobode. Masa my
img tri stepena slobode,a 1 masa wm, ima tri stepe-
na slobode. lMedjutim,rastojenje izmedju mase je kon-

stantno
2 2 "3
[(X«'xz)z- (4 ‘iz)-(zrf.)]=R= conal (1.1)

pa imamo jedan stepen slobode manje. U laboratorijskom
sistemu vektor polozaja €entra mase je dat kao

= MRirm iy
a vektor 'ﬁ kao
ﬁzﬁq‘ﬁz (1.3)

Iz (1.2) i (1.%) naktazimo vektore polozaja mesa

kao
R‘_—_—__v“'_"_B__ + Kg
Re- MR LR, (1.4)

m4+m1
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U sistemu centrs masa XOYZ,na osnovu predhodnog
reCenog je R, ® Q0 pa su vektori poloZajs M, i My
u sistemu centra mase dati)na osnovu (l.4),kao

~

n' m‘+m;

(1.5)
-4__ my -
rcz- Wlfl-mz

KinebiCka energija za ovskav sistem je dsta kao

S -2

Tmiie Ami_4 uR=P
]—__nlm.+__w1m = MR S 1.6
s 2 4704 z t s X 2. 2/”‘ ( >
gde Je ﬂ' m.‘m":‘ takozvana redukovana masa,a P:ﬂR

gde Je[ﬁl R=cwmnmst . UveStemo operstor kinetilke ene-
rglge,kogl izraZen u sfernim koordinstsma i uz uslov

R = comsf ima oblik

F.. B [ 1 2 p) 3
Tr.t-—ZM,[MHB(me 2y A ay,] (1.7)

Za ovaj slula] se Sredlngerova jednalina moZe napisati
u obliku

TeYop)=Tot Vo) (1.8)

ili na osnovu (1.7)

_z,uR‘r
Me 39( )_ m*e acA% )= 2R Doty 1.9)

Ako uvedemo oznsku

2/‘;‘5&’;‘2-_51: {il+1) (1.10)

gde Jje , o analogno sa (4.17)}g18va I,e ¢
orgitalna kvantni broj, nalaszimo izrsz za rotacionu
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energlju
T:;:Mw% l=042.- (1.11)

gde jg,]:juRf moment inercije u sistemu centrs masa.
Na osnovu (1.11) vidimo da je rotascions energijs si-
stema diskretna (kventowsna). Tskodje se iz (1.11)
vidi da spektri molekula)koji vrSe rotacione prelaze
(rotacioni spektri))predstavljaju skup medjusobno
jednsko udaljenih linija. Merenjem rastojsnja medju
linijsma moZe se odrediti 1 moment inercije molekula.
U sludaju,keda je zradenje uslovljeno ssmo rotacionim
prelazima,njegova frekvencija ¢ée se odredjiveti izra-

zZom
te,e-1=2BL B=1 (1.12)
=4
Dya= 4lyo

g=3

e=z UJ31=3 W40
=4 Wz4=2Wyo

L=o 1 Wio

Wyo Wy Waz Wy

Rotacioni spektar se nalazi u dalekoj infracrvenoj
oblasti CA:400-300}¢)) pa je njegovo proucavanje
povezano sa nizom teSkola. Slicne linije su otkrive-
ne u molekulu HCZ , kso linije apsorpcije.

Na osnovu gore reéenog]znamo da je ugaoni deo talasne
funkcije isti kao kod kretsnjs Cestice u polju centra-
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inih sila (taj problem smo resSavali u I glavi),pa
odmah mo¥emo napissti izraz za ugsoni deo talasne

funkcije

Lomi ¢

Qﬂul imf Tl i o‘ D)
R o Lo B

§22. Sferni oscilator - vibracioni nivoi

Hamiltonijsn za sferni oscllator je dat kso

H—-—-—A + 24 mo'n (2.1)

pa Sredingerova jednalina ima oblik

2mE mcom )‘V— (2.2)

Iz ssmog hamiltonijsna vidimo da on ne utice na 1zraz
za ugaoni deo talasne funkcije’a kako je on isti kao
u predhodnom sluéaju)moéemo odmah piseati

Lrim —_— Qi .
_H) @0l cgim V' d (aime)
Yim(sie)= (m)”‘z‘cl“ Z(l-l-lMl)'( _EIT—_T_ corp)H™ (2.3)

Izraz za radijelnl deo Sredingerove jednaline ima
oblik '

df 2 dA  [2mE _ mu¥ -
dh, 2. dB J2mE_mly_ qap=o (200)
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Uvodjenjem smene
i -;:92 - .
D(s)--(—""ﬁ)—g—lcﬂ Rzog MOy (2.5)
' hl 8 [
ona prelazi u jednadinu
d% ,.dz . [2E £(0+1)
a —ng—f‘+[ﬁw -1- = ]z-o (2.6)
Ovu jednalinu reSavemo pomoéu potencijslnog reda
o0
YK
2=chg (2.7)
V=0
Birsmei vrednosti koje nem omoguavaju normiranje
funkcije
K‘=ﬂ+( < P
Sdse Aepi=1 (2.8)
K‘-——Q [

(obe vrednosti daju isti rezultat).

Rekurentni obrazsc koji dobijemo re3avajuéi jednacinu
(2.6),pomoéu potencijelnog reda (2.7),ima oblik

.= VA=A~ 2~1y-2 -0 414 frA-Aan-2)] . (5.9)
[@2m)zn)- L] [@2)03) QAT
gde je)

-l—ﬁ—g—f)zfl (2.10)

Trazenjem asimptotskog reéenja,nalazimo da moramo
traZziti reSenje u obliku polinoma,s ne reda. Ksko se

vidi na osnovu (2.9))red se prekida,asko je

A=2n++1 (2.11)
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Sto znadi da je energija data sa
- 3
Eog=(znels2)Fo (2.12)

Iz (2.12) se vidi,ds stacionarna stanja u oscilatorno]
potencijalnoj jemi obrazuju ekvidistantni (s rastoja-
njem ha ), niz energetskih stanjs. Svako od stanja
se karskterise sa dva kvaentna broja n i t .
Energija zavisi ssmo od kombinscije kventnih brojeva
anqu;f\ , zato /A moZemo nazvati glavnim kvantnim
brojem. Energetski nivoi za /\»2 su degenerisani /4/.

Konadno reSenje za radijslni deo Sredingerove jednaline

Jje dato kaso

4.t n

IR e 2 21 (212)... (2N-2Y42) o
Ruag=Cas e s [(E2)(3)-L(EAY].. (0,+2\>)(e+2\>+4)-C(eﬂ)g (2.13)

a ukupna talasna funkcija_\%uﬁ%w)je data kaso proizvod
izrsza (2.4) i (2.13).

é}. Rotaciono-vibraciond spektri dvoatomskih molekula

Uporedo sa ¢isto rotacionim i &isto vibracionim spe-
ktrima,postoje jo3 i rotaciono-vibracioni sprektri,
koji nastaju u tekvim sludajevima kads se zajedno sa
rotacijm molekula uzimaju u obzir jo$ i unutrasnje
oscilovanja molekuls,tj. sada ni rastojenje medju
atomims nije konstantno. U tom slucéaju molekul pre-

dstavlja osciluju¢i rotator.

Dva molekuls msse m, i my pribliZavsaju se sa beskonacno
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dalekog rastojsnja jedan drugom. Dok su beskonacéno
udaljeni, potencijslne energija interskcije je ravna
nuli. Nag bliZim rastojenjima izmedju molekula polinju
da deluju privlacne sile,tj. potencijalna energija
interakcije je negativna i dostiZe svoj minimum ns ne-
kom rastojanju R . Posge toga,polinju da deluju
kratko dometne nuklesarne odbojne sile, potencijalns
energija raste 1 postasje pozitivna. U funkciji rels-
tivnog restojanja M;Pﬂ-ﬁil, potencijalna energija
dvoatomih molekula ima oblik

t Vi)

sl2.

Kako Cemo raditi u sikbemu centrs mesa,na osnovu pre-
dhodno izloZenog,radiCemo sa redukovsnom masom neke
efektivne Cestice M i relativnim rastojanjem,X.

Molekuli osciluju oko ravnotezZnog poloZaja. Za efekti-
vnu Cesticu sa kojom radimo,to znaci da se ravnoteini
poloZaj R menja i prelszi u R+X | Znadi relati-
vni vektor & moZe se pissti kao =R +X X&R,pa po-
tencijslna energiju moZemo razviti u red oko ravnoteznog

polozaja.
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V('t)=\/(R+x)—V(R)+x( Li— 2 (am’)f L (arﬁlﬁ —(w - (3.1)

U n=R potencijal ima minimum,pa je \KRko. Odatle

(S

CANE 'V
(am‘ K=K zq(w

Kso i u predhodnom paragrafu reSavaCemo samo radijalnl

sledi

(3.2)

deo Sredingerove jednaéine}poéto je ugaoni deo talasne
funkcije isti kso i u predhodnom paragrafu. Radijalni

deo Sredingerove jednaline ima oblik

, |
dh, 2 dA +[2¢r£ 2 e(z+n1nm =0 (3.3)

. -1 . . .
koji smenom Ar)=r B)i uvodjenjem zamene MN=R+X pre-
lazi u oblik

d , 2uE _
+ 255 V(R+X N ) Y
o 53 - -l

Sada 1izraz F2(1+ ) razvijsmo u geometrijski red,

1500 0 (3.4)

zadrzavajuli se na lanovima Cetvrtog stepena P8 se
izraz (%.4) razdvaje na dva dels

iy f (- aD)- LK (A e G.5)

] 4
_g#HM_: hlgésﬂ)xa_(_z_#gl_ — §ﬁ£;.".i.)x (3.6)

gde je uvedena oznaka

ULHE 42 VRIZ-D D30 VIRKO (3.7)
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Izraz (3%.5) sada transforimiSemo i dobijsmo jednalinu

Jd'B m _ At
oF +)B 0 (3.8)

U jednacinu (%3.8) su uvedene sledele oznake

- -N-146 Emt .
EE,.tD4mz£ (3.9)
Q(Q ',)ﬁt XE (- ©co
X~ 2,2 5~ oo, +00) .
MLIR t te (-0 +o0) (3.10)
Ok’ %‘f (3.11)

Ovo je (jednadina 3.8) oligledno Ermit-Veberova Jje-
dnadina (nju smo obradili u I glavi,paragraf 3). Kao
$to znamo,ona se uvek moZe transformissti u jednsdi-

nu oblika

fg,-zg +{ZE -4)z=0 (3.12)

koja ima konacno resSenj& ako je

m_ -1=2n (%3.13)

i ons su obliksa
2
- ‘/2 g 2 " 2

X -¥
1 Hn(5) H.e)=t1f'€ j—g(e ) (3.1

Engk:ZEPE:?TEJS

Iz (3.13) dobijsmo izraz za energiju u nasoj akro-

psimaciji i on ima oblik

E.= (71+ h(o- I'ZE"‘)wLEmt -D-1 < E"t (3.15)
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Tzraz zs energiju (3.15) Cemo transformisati, teko
3to éemo se vratiti na stere promenljive i 1zvr-
giti odgovarajuCe aproksimacije

(" '12Ent) (1 fZEml') o 0)— 63%‘ 1?;5)? Ax”'c%i (3.16)

Konadno dobijsmo izraz za energiju

_F. _M&t-wwzﬁ(&r)‘ M(&\( r
E“—E-v.b“-Ent D Ewb Evab lenf Ewb 3 )
gde Je’E;ﬁ_ﬁLQL—— wa1ﬂ+2)ﬁ0 D energija disocije-
cije za molekule. Vrednosti energije disocijacije
uzetih iz /10/ predsbavljene su u tebeli 1.

Molekul | D(ev)
| 249
Hy | 447
0, | 508
NO | 5%
co |84
Ny | 9%
TRBELA 1

U najgrubljoj sproksimaciji energije ovakvog slstens

je data kao:

Enz Evib+ EM—D ( 5. 18)

Napomenimo da zs molekul postoji samo konacan broj
diskretnih energetskih nivoa. To je povezano s8

okolnosSéu 3to se za

BAO(O+H)+ ho(n+ 5)>D B=%— (3.19)




610_

molekul mora raspasti.

Raspadanje molekula za velike kvantne brojeve moZe
se kvslitstivno objasniti na sledeci naéin. Kada Jje
n§>4,onda amplituda oscilacije mo%e postati toli-
ko veliks tako ds atomi na tim rastojsnjima ‘prakticno
nece medausobno delovati, pa ée molekul kao vezani si-
stem prestati ds postoji. Kada su suviSe velik® orbi-
talni kvantni brojevi L , koji kesraskterisu energl-
ju rotacije,onds i centrifugalne sile,takodje,mogu
razbiti molekul. Iz ovogs sledi da jna osnovu (%3.18),
rotaciono — vibraciona interskcijs stabilizuje mole-
kul.

Istrazivanje rotaciono - vibracionih spektara ims
veliki znadsj pri proudavsenju strukture molekula.
Pomoéu njih se mogu odrediti momenti inercije moleku-
la, njihov izotopski sastav,itd. (momenti inercije
molekuls koji se sastoje iz razlic¢itih izotopa ovog,
ili onog,elementa_svakako se unekoliko razlikuju,.

gqu Prostorni oscilator

Sistem sa potencijalnom energijom

Vo= m“’" (4.1)

mo¥emo razmatrati kao trodimemzionslni harmoni jski
oscillator 111 prostorni oscilator. Ovakav potencijal
se Korlstl za opisivanje nekih osobina atomskih Jjez-
gara. Ako potencijal ovakvog oblika izraszimo preko
dekartovih koordinata i uvrstimo u Sredingerovu je-

dn801nu’ona ée imati sledeéi oblik:



T)‘(a’ 3,3 ¢ Amsodey+2Y=EY (4.2)
Ona se standerdnom metodom razdvajanja promenljivih
svodi ns tri jednadine Ermit - Veberovog tipe (koje
imsmo za obidan harmonijski oscilator) i one se
uvodjenjem odgovarajuéih smena

s-emofe ey SR (1:3)

lsko resavaju,tako da izraz za talasnu funkciju mo-

%emo odmah napisati' kso,

'/z(ﬂ %)
Yens)= = v Jt,,1)%H».(§)H w1 H(5) (4.4)

fd S 5t
Het) =61 € 5 €

Iz predhodnog sledl da je izraz za energiju pro-

stornog oscilatora dat kao

-En.'—'—'(“x'\'“q-i-nz-l—- %)hm (4.5)

gde je,Eoz%Rw‘nulta energijs oscilatora. Na osno-
vu (2.12)’glava III,sledi da je

20y +0= (Nt Ny +z)= \ (4.6)
Stanje sa odredjenim W« ny | Rz nema ,uopsSte govore-
¢i odredaene vrednosti Riwm . Talasne funkcije

koge odgovaraju svakoj trojki brojevse Nx e, Nz, koJi
imaju sumu Jednakufy—2H¢+Q , odnose se na jedan
energetski nivo. Dakle‘spektar energije prostornog
oscilators je degenerisan, zs razliku od ke obicnog

oscilators,gde je spektar nedegenerisan. Naprimer’za



A=2> E“:% @ .
Ne | Ny | Nz
3 0 0
/] 3 0
o|o0|?
2 |14 0
210 1
{ 2 0
1 0 2
o | {1 2
0 |2 1
1114 |1
TRABELA 2
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U opsStem sluCsju stepen degenerissnosti nivos ,sa

vrednos$éu ﬂ, se izraCunava kao

L))

(4.8)
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IV GLAVA

MODELNI POTENCIJALIL

Pre nego £to predjemo na razmatranje modelnih po-

tencijsla, 3to je i tema ovog diplomskog rada, tre-
- . v . . . s v ~

be:o o. se malo zadrZati i reCi nesto ,uopste, o mo-

delima.

U vezi s tim,moZemo reli de se razvita¥m nsucnih
teorijs ostvaruje pomoéu uvodjenjs i koriscenje
razliéitih modela ,koji su u zavrsnim 1 jasnim slu-
Zajevima strogo definisani i koji se,u suétini’mo—
gu posmatrati kaso neke apstraktne matematidke Seme,
koje odraéavaju,u dovoljnom i neophodnom obliku, su-

$tinu koja nas interesuje.

Postavlja se pitanje Sta je to model? U konkretnom
sludaju,model &¢ini nekskav skup tvrdjenja,koji spe-
cifisu (grubo) prirodu osnovnog vojma teorije i
preciznije od opStih (i zbog togs krajnje neodredje-
nth) predpostavke.

Navedimo nekoliko primers modelsa u fizici:

1. Model gasa kaso skup krutih sfera,

2. Model Izinga za fazne prelaze, zasnovan na predpo-
stsvel da kod nizs atoms | ili molekula,svaki od njih
interaguje samo sa svojim najblizim susedom,

3. Klassiéni model teénosti,kao neprekidngé sredine ss
datom gustinom 1 rasporedom napona,

4. Najprostiji model elektricne struje‘kao,jednoadime—

nzionog protoka beskonalne gustine,
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5. Potencijalna barijers u svojstvu ksrakteristike
nekek stalne sile i oblika potencijala, kao mode-
1s unutradnjih sila privlacenja.

Svaki od gore navedenih modela'predstavlja taéno de-
finisan objekst uveden na osnovu idealnog Sematizo-
vana#pr1men3eno~ na realni prostor vremens i realnsa
materijsalna tela kojs ulestvuju u realnim dogadja-

jima.
Da 1li modeli moraju'ili trebaju,biti o¢igledni?

"Ognovni prirodni zskoni ne uprsvljsju neposredno sve-
tom nadih odiglednih predstava ,veé se odnose na takve
poamovqo kojima mi ne moZemo da stvorimo oligledne ore-
dstave,a da ne upadnemo u protivreénost. Nove teorije,
nezavisno od njihove matematicke formu1801ae’1zgrad3e—
ne su na temelju takvih fizickih pojmova,koji se ne mo-
su objssniti pomolu rsnije poznatih pojmova 1 ¢sk se

ne mogu ObJSSDltl adekvatno, redima uopdte.” (P.A.M. Di-
rak "The principles of quantum mechanics" Oxford 1958).
Oliglednost - to Je dobrodoila psiholoSka sluCajnost,

a8 ne i naudns neophodnost. Mali je broj modelsa kojl su
se pokazali kso oligledni. Pri tom,treba previti raszli-
kxu izmedju teorijskih modela 1 oéiglednih analogijs.

U prirodnim nsukams formiranje teorijskih modela Jje
. * . . .
povezano sa dostignuCem dva osnovns ciljas

1. Za osmifljavanje i objasnjevenje rezultats posmatra-
njs i razliéitih merenjs u ogledima i sredini koja
nas okruzuje.

2. Za matematicku formulaciju odgovarajucih zadataka'koji
omogucCavaju da se dobiju,u posmatranin problemima’po—
trebni odgovori, teorijski, zatim putem istraéivanja’

ili redavanjem tih zadstska pomolu matematickih metoda.
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Ipak”samo povrsSan pogled dovoljan je da se shvati,
da Jje oblast primene navedenih.ﬁ svih drugih,mode-
la ogrsnicen. Primens dobrih models moZe nas zado-
voljiti u dovoljno Sirokom dijspszonu problema’dok
drugi)iako pravilno izgradjeni‘mogu se pokazati kao
neodgovarajuéi. S produbljivanjem saznanjs potrebno
je sve detaljnije modeliranje,no,ipak,na swako]j eta-
pi to ée modeliranje biti Semstsko i morale biti

sposobno da orihvati sledeée‘sve finije,iznene.

KR KK
1. Potencijel tipa \m)=A€ -BeE

2K K
Potencijal V=A€ -BE€  ims oblik,kso na slici 1.,
gde je, R>0 B>0 k>0 B>4A

A\ (K) M = _:Z' (,a_%_
<Al B

&m’?‘g::_zé

Mg

sl.1
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Radijelni deo Sredingerove jednaline za potencijal
ovog oblika je dat kao

le’t
ﬂ+-‘%—a\-¥ ?-J%,Em“ém—Pe Y¥=0 (1.1)

gde su uvedene oznake

7B plo 240 (1.2)
Uvodjenjem smene
..??
\Y= _L‘Tne—g——Z(g) (1.3)
jednadina (1.1) prelazi u jednacinu
dZ L uE 1) L __9_
91(-213) 0P, WELlo Pof O=fp (19)

Ako potraZimo asimptocko resenae ove aedn801ne
(ked Q=0 ),videCemo da je ~ew~e (‘(’—Q Z(g))’sto
znadi da redenje jednaline (1.4),koje Cemo potre-
zZiti u obliku reds,mors biti polinom'a ne red’jer
ée u tom sludaju reSenje divergireti.

ReSenje sad@trazimo u obliku

V+A

&S (1.57

¥=0

Za slucaj }‘zcx’ rekurentni obrazac ima oblik

Q A
= Slpp-2-%) @ (1.6)
7P (ot A) (GFA 20

a za A=-0,imamo da je

2) ( '+O) Cm

= 2P (s+4)(s+1—2a) (1.7)
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gde Je,
£V
o= (- 25) (1.8)
Prvi red se prekida zs:
Q_4 _qo=
P2 a=n (1.9)

a drugi,u slucaju kad je

Q_4 a-n (1.10)

2P 2

Oba izraza’(l.9) i (l.lO),daju isto reSenje za ene-

rgiju p 1 ono je oblika

E -5 - 45 -1)] (1.10)

Iz (1.11) vidimo da Je energija,u sluésju potenci-
2K Kiv
jala \Mm=Ae -Be , diskretna (kvantovana).

Redenje jednadine (1l.4) je dato kao:

-Po 2 n y o w4 -n
= o -
=t V=0 (V )l"(zn—v—zw)(zP) W= 2P 2 (1.12)
Konstanta Ca se odredjuje 1z uslova normiranja
T 2
drortti =4 Yooy 0
§ LT 10 (1.13)

1 ona Jje data kao
oo -LPXp " w4V —n
1Y = § ' n 4 X ]‘
Cn Wi& X [M&v‘) "@n-v-2w) (1.14)

gde je, x:é%
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~2AXJL -k

8 2. Potencijsl tips \=Ae —-BEC

~

Potencijsl ovakvog oblika je graficki predstavljen

na slici 2.

V)

< x

% °

1 i
x|~ X}~ x|~
S &
S Nfoo |

=
K
1}

B S
R

4
v

&
Q
\
&

sl.2.
gde je, R>0 B>0 X0

Za ovaj oblik potencijala’radijalni deo Sredingero-

ve jednaline Je dat kao

’\f 2 dY sz em e )‘1’:0 (2.1)
TR +q€-p .

Uvodjenjem smena

&

\'H:—K —W-ei (2.2)
Pe

=K gemg b, (2.3)
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jednadina (2.1) prelazi u

{64 ( _2p)a_@ 4_[JZME ’-ZP}BFO

KR 3

(2.4)

db d& . [2mE 4 , O#2P]a -
S+ g [ e+ oo

Redenje ovih jednadina potraZilemo u obliku potenci-

jalnog reda

V+A

vg (2.5)
V=0

ReSavanjem jednalina (2.4))pomoéu reda (2.5% dobi-
jamo isto reSenje za talasnu funkciju,kso u predho-
dnom paragrafu (jednséine 1.12),stim Sto je,u ovom
slu¢aju, zadrzen red,a ne polinom. Resenje Jje kona-
éno)jer je argument ge(OVUJ pa nema potrebe zs
prekidanjem reda. Odatle sledi,da gnergija Cestice,
u potencijslu ovakvog tiparnije kvantovana)veé ko-

ntinualna.

g 3. Morzov potencijal

Ovsj potencijal ima oblik

~K(N~No

V(rc)z\/o[4—€ T V>0 K>0 Mey0 ME(0®) (3.1)

(iako se u litersturm mogu naéi pod ovim imenom i

potencijsli drugog oblika)

Grafidki prikaz ovog potencijsla je dat ns slici 3.
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ke 2d V(K
V(- ert.)ﬂ V(K)

Vo

sl. 3.

Za S Cesticu (@:0),talasna funkcija se odredju-

je 1z Jjednaline

4y (auE gzuva “‘""]‘ 2 dy

. .. - .
Ova se Jjednaline smenom Y(r)=M Y() transforimise

u JjednacCinu

2E 200 [4_ S5 (g
s {‘f‘ 16" fy=o (3.2)

Pogodnom smenom e =’s' jednalina (3.2) se trans-
formise u

JdY (dy 2WNp 1 2ule L ]
Ty o L4 (E-V) +z T - 2 p=0 (3.3)

Ovu jednacinu pokusSalemo da svedemo na Vitekerovu
(paragraf BIglave I). U smislu gore navedenog cilja,
uvodimo smenu ‘

P=% W) (3.4)
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posle Cega (jednalina (3.3) postaje

4 Wk
diy Vo huVe 4, 4 K lw=0 (3.5)
dg,“*‘{ + t‘sz g +' ‘~§2 }

U jednslinu (3%.5) uvodimo smenu srgumenta

A _fAk .6)
=2 VZuve X (5

tako da je konadno svodimo na Vitekerovu Jjednedinu

4 2V,
JJ v Vo 1 _/j— hK =
3% {'T+ K X T X }W‘o (5.7

Da bi se jednadina (%.7) potpuno poklopila sa Vite-
kerovom.oéiGledno mora da Jje

YR ETT

hK
m-rvz)‘(\"’ E) (3.8)
1 (€™0) xe(2ke ,0)
-4y ze(e ,0) Xxe ,

5= 2K

Redenje jednaline (3.7) su Vitekerove funkcije

vvmwﬂx))tako da posle normiranja
K7
2ke

NKmS o‘X WK"‘(X] 1 (3.9)

Jonacno moZemo pisati talasnu funkciju u obliku

‘(('(o'n) €O
emi((lt.-n) P@m_*_{) r‘(m K+ 4/14_5) SK(k-/c)

* [T~k +42)St [@2m+4+5) @KY(3.10)

"

()= NK,..JL e
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Quu 0 Leplasovim transformacijama

Lapalasova transformacija neke funkcije %OO
je definisana kao

- COX

Yw=dx e 409 (4.1)

gde Je, W=c+4Ls , a inverzna Lapglasova transfo-

rmacija je definisane kao

Ct+loo

y wua
- %) w
%(X)'E'ﬁg.\{( ye (14.2)
-t
Integracijs se vrsi duZz prave linije Rew=C= const.
( C>0O 1 trebs da bude veée od realnih delova svih

singulariteta)
 Im®

Red?

sl.4

Integral (4.1) postoji ssmo u desno] poluravni
(Reu:»oc) gde je, o minimalna grenica za C

U toj oblasti je transform Nw) snaglitidan, obicno

se Y(w) u levoj polursvni moZe odrediti pomoéu ana-

1itidkog produZenja.

Integral (4.2) za X>0  dejed(ilig[4H+He]
Y$to Je prediznije),a za X< O on je autometski Je-
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dnsk nuli. Podrazumevaéemo da su sve funkeije koje

se mogu transformisati Laplasovon transformacijma

Jjednske nuli za negeativne vrednosti argumenta.

Neke osobine Lapglssovih transformacija:

I Transformacija od izvoda
x ~WX
£ Y={dxe Ho=wY-so
]

2. d—Yzjdxx éwxfzm:-wg% -Y

dY_ s g d
3. O’(O,L_.dex“e 'j(x)_coa%+zd_2§

L|. S dx € K00 = @Y ~wuy)- 40

8o

5. S dx x e Aj(x)_ —w —Zu)Y+ *3(0)

80

6. dexe 4'00= wj+4w L2y

o

II Trsnsformacijs od integrsals

Sodx e 57 ot - ‘:TY

.Soo\x e wxﬁ; (x+0) = euw{Y(w) —§Aéo<>éw’f:lx}
)

dx € w);g (x-0)= € qucco)

(4.3)

(4.4)

(4.5)

(4.6)

(4.7)

(4.8)

(4.9)

(4.10)

(4.11)

IV Neka su.%mx)iqAX)dve proizvoljne funkeije. Odredi-

mo njihovu kontrakeciju jednakoséu

Go0= {1, 0m) o x-m) el

(&4.12)
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onds Jje
@)=Y, (- Y, @) (4.13)

V. Ako je Laplasova trensformacijs fankcije $.9]
racionslna funkcija \((w)z_?“‘_(@ , 8de su Puld) i Qa(w)
polinomi reds wim (n>m) :onéa je inverzna Laple-
sova transformacijs odredjena relacijom

Ni-4
x-4

Q N WX
LJ(X)= Z_‘_(ﬂf—-mm“ j_uf {(CO-—O.K) Yw) € } (4.14)

gde Je Qg nula wnk-teq reda polinoma Q. (@)
¥

’

n

4
Qn(‘o)’—' in—-] (w"a‘&)m‘ E Nk =N

- Ked
wed

Lsplasova transformacijs se vrlo Cesto koristi u
refsvanju diferencijalnih jednaline. Ako primenimo,

sada)Laplasovu transformaciju na jednaline obliks
2 2 oX BX
j——gz-l-(c +Ae +BE )‘j:O (4.15)
dobijemo,na osnovu relacija fu4.3) do (4.8))

" Yw) - om0 %'(o)+c’er) +AY(w-)+BYw-B)=0  (4.16)

~

Ako u (4.16) uvedemo operatore T-a i1:@ sa 0so-

binon
T ft1= f(©0-10) T fw)= {(0-p) (4.17)

jednadina (4.16) postaje
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_ M)+ M0

Yiw)= a2 (4.18)
(AT« + BT, +@40Y)]

Operatori T-« i T-p se noziveju operstorims tre-

nslacije. Na osnovu (4.2) i (4.18) nslazimo traie-

nu funkciju kao

M= o

(4 +too

S Y(u))e d(&) (4.19)

C—LW

éfi. Sistem od dve Sestice u Jukavinom potencijslu

Juksavin potencijsl Jje dat kao

~-Krt

A
ch:-\/a%(@ Vo0 K=>0  (5.1)

Svojstveni problem hemiltonijene glasi

£ __Q/:_Le'“")\vz\f_w (5.2)

gde Jje, M= m;_"'m1 i rc—l&-m[ redukovena masa dveju
k8
cestlca i nglﬁovo relativno rastojenje.

Radlgalnl deo jednaline (5. 2) posle uvodjenjs smene

)= 1t Zm}postaae

-w
dzz [ otrQ L - Uiz -0 (5.%)
Qi:-'-ZAI—E— __AJ__-'Z Va

gde je) A =Tk
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Ako nadalje u jednadinu (5.3%) stavimo da Je
2+4
FELAN 10 (5.4)

ona prelszi u

-KX

d% 200+4) dy (_
di

a3+ 2 )4=0 (5.5)

Ako igzvrsimo Laplasovu trafisformeciju jednaline
(5.5) i iskoristimo izraze iz predhodnih paragrafa,

dobictemo

dY 20w
aﬁ)‘ wx a‘Y@)

R Vwo+x)= —2%*;{)—(:31‘—0’ (5.6)

wio*

ReSenje jednadine (5.6) trazimo u obliku
Yiw)= (0 a’) Cw (5.7)
koji posle zamene u (5.6) daje:

C -
%’)_Qﬂe(w)(:(m-x):_ﬁa(o) Be (W) (5.8)

gde Je,
( ¢ 20+4
wW+K ) -0 - :
Re(@)=(w: o) [__..Q__] Betol= Efem  (5:9)

Ako uvedemo operstore =s

~~1 ~
JC(w)_ o) Do :fd wo((w) Te jlw= ;’_(uw() (5.10)
Re (o) f0) = Ag)f(w)

nalazimo da je

ch>=[1 -aD, A T C4) Do Bt (5.11)
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Iz (5.11) nalszimo

(- o) & (B2 AT Do ey (5.12)

pa mozemo pisati konaéno redenje za o (R)

olt0)=Cre —fgt\we Sk(w“-a‘fid‘[ﬁ; o T Rorew] (5.2

Najprostiji oblik dobija se za S éesticu'kada Jje

lz=0 . U tom sludaju Jje

A, (w)=(we)2 Rw)
B.(0)= Aotz (F-&) £ R (@) (5.14)

Co(w):\(e (W)

Yo()=~1(0) id\[ﬁ: Rw)'ﬁ]nﬁ: R(w) (5.15)

Uzastopni ¢lsnovi reda (5.15) su dsti kao

_/\-1 _ _,I—_—_—‘— W-0
Uol@)=Du Reod={ d0 e sln —22 (5.16)

e A (o) e 52 = £ (oo m e (5.27)

m<w>=gdw(w%di % u.(w)=ziquw(o‘-o‘)jo!w[<w+x)‘-a] fo 22K o gy

w-0.42K
Zo.U,(a))=fI:D° [(opxyct] b 20 ePK_ (5.19)

- O--l-jaU(

gde je, ﬁ::gdwg&n-ujdm
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Znaéi}za S Cesticu je:

oo -4
\C.(w):C,ZQ" Un@K0) L (=
(5.20)
Un(@ik;00= oo - o b _@w%:_“‘%_m[(wwk)‘_d]

a talssna funkcija Jje data kao

(- -]
C4ioo 4l

o(,(mm_gawe E@ Un(iKial=C, a—gdwe Unwika) (5.21)

Cc-{ov ne c-i00

Ovde treba udiniti jednu nspomenu: Ne sme se 1zvr31ti
integralns trensformacije funkcije R(w)—?dme RcRr)

©

i integracija ,Jer Je

_wn -COM

DwR(w)-fdw—r#Dw Sdne Rroy=- gdrc—e-— Rex) (5.22)

Zaista, s Jjedne strasne imamo

At { 1 -0 _
DwR@:Sd‘”ETE{:EE n 25 (5.23)
a s druge strane je
C«ao ep&) y ewn. 4 k
_ A2 ZRes = 3 =—shal oL
R0= a1 Sd“’aa'*?-?",em FE ) (5-24)
¢-{oo
pa Je
1 2
Sdrce Ro=- = (5-29)
Znali dw _ 1 -0
w=of "',Z—t:tf"1 W40
® . -0, 4
Sdrce w R =- ——
J W(W-0")
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i gada Jje oligledno

~(ON

Sdn e o R

gle

§6. Kretanje Sestice u potencijelu V<'°=‘V°%e

Grafidki prikez ovog potencijela Jje dat ne slicill

pV(r)
Mo 2Ko k
_ Ve 2V,
[ |' eh
|
|
sl.5

Radijelni deo Sredingerove jednaéine’za potencijel

ovog tipa,ima oblik

d"t4(2 2MVeKn,e )*}:0 (6.1)

Ako sad primenimo Laplasovu trensformaclju na Jjedns-
Sinu (6.1),dobijamo,saglasﬁo ss izrezima (4.3%) do
(4.8) (glava IV),

2uME 2K d Yw+K)_
= Yiw)— = Tord w%(0)+q(o) (6.2)

Ksko razmetramo slula] E<o , onda uvodilmo smenu
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Z_/UE 2U VK _ 6.
- = =Q (6.3)

i onda (6.2) postaje

Vi) -Q AT DYy = SHEEED (6.4)
Trazitemo reSenje takvo da Je M0)=0 . Ta-

da Je

Yew)= Ag(a)ﬁ aﬂ;ﬂ .-WDIZO ﬂ., wlb) —- (6.5)

Razmatrsmo uzestopne ¢lsnove reds

Lot [otad]  Ota o (wiah)lwa)T

Yw)zldlla)[w"a 2(w+K) --O. 1 Td 2 (W+K) (ﬂ"{'} (6.6)

Y=L gdwe V@ Yem= 40 oz thar o s

C-Leo

Odavde se vidi’da se redenje ne moie normirati u
intervelu mé&(oee) ; jer sharn —oo  RL— oo .
Takodje Jje Jasno da SKO uzmemo I‘t(O) =0 ?(0)#0 )
onds je Y(w,-/gco)——? q(n) d\arv,pa se resenje onet
ne moze normirsati.

Prems tome,mora se razmotriti slucaj Evo (sludsj
E=0 ne dolazi u obzir)jer je tads éi&(n):O,a ode-
tlej&‘i’:O , 8to se kosl sa postulstima kvantne meha-

nike). Prema tome je

- A
__.é‘_#E ol Mio)=0 F) - Bo= =R (6.8)

pa (6.5) postaje

(A a Td 4 Q+d 4 Fd 1 '?
Yw”‘jfa’(mw R T‘Eﬁ) Whol* "'w’w‘%w#d’ “c%owu‘ 6.9)
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Trazenjem inverznih Lsplasovih transformacijs za dla-

2

nove reda (6.9),uz uslov da jew4d*ﬂbﬂpalazimo

() = —Lnat (6.10)

~IeK

— Ko+ 242 Lol K3+ 20l R :
Uir)= 'ZQ{[ Kol (K4 L4ot*) t Lo* K (K4 L4a*)* € Jm'm +

(6.11)

_ 1 + 1267 K+ 16 o'+ Lot ém CoTallt
T E Lol K* (Wi 4P

Iz (6.11)‘3 ne osnovu,

Y(fc’):l{(w( '“ﬁ"‘" - UJ'L)) Yi0)=0 (6.12)

konadéno nalsazimo izraz za energiju
-2

_ Fk(3-K*)

BMKEA) (6.13)

odakle vidimo da Je energiga za kretanje Cestice u
potencijalu tipa\/(n):-\lo-;:—oe T kvantovana.

§'7. Kretanje Cestice u potencijelu tipa\Mﬂ:-E%%7a~

Opsta postavka probkema

SI‘edingerova jednacina za radijalni deo,posle uvo-
-4 . . .
djenjs smene WY=n Zﬂﬂ,za ovaj slucaj posteje

%‘% +[g’_\x1crc)]z =0 (7.1)
gde je,
«‘:3;1‘75 wm:z—f‘g”—‘) (7.2)
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Pri refavanju morsju se uzeti u obzir neke predposta-

vke.
Predpostavka 1

Kao prvo’predpostaviéemo da se W) moZe neplssti
u obliku

n
_ an _ Qs .
W)=+ i == _é 2 (7.3)
S=4
Brojevi Mg s€(4..... M) su realni, razliditi i pozi-

tivni. Dopudts se moguénost, das jeden od Mg bude je-
dnagk nuli. Koeficijenti as se€ raai&ﬁé%a tako sto se
(7.%) pomnoZi sa k-Ks i pustli da M-k

M -Ne

(R~ )W ()=Q, t__',((: - 4 Qg4 +On e (7.4)
Qs=lim (Harts) Wir) (7.5)
LAUN

Ssda jednadinu (7.1) moZemo pisati

dz . 4
dm.+Kz Zas e (7.6)

s=f
U jednalini (7.6) se izvrse Laplasove transforﬂ8013e

i posle mnozenje s& e i integrecije dre )

c~ioo

doblje se " rg

(w‘m )z(w)_zase gdco Zw") €

5—1 - ( 7 . 7)
2=} " als S Co= Szcw) e do
Wiy

Jednsdina (7.7) zahteva sukcqglvno mnozenje sa €
Y RNYY 2 W(ks Ky') !
e , ¢ dd i integraciju gdu‘)w . Ber
jedan od ovih integreala dlverglra pa se moze oTi-

meniti ssmo 8O Je,re01mo' K,#+0 3 ostali ravni nul%

1. W0 =24

P —
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Predpostavka II

Drugs predpostavks koju Cemo uliniti, je da se funkcija
\W(X) moZe rezviti na sledeti nacin

\X/(rn):Z b b= @:‘;n;ns(m-imwm) (7.8)
S=

K-

Isto kso kod prve predpostavke,svi N su realni

i razliditi i jeden od njih moZe da bude jednek nuli.

Posle izvrsenih Lsplasovih transformacijs,xso i u pre-
dhodnom slulaju i posle“mHOAenaa S8 éuons s'e(4,2,... n)

dobija se homogen si-

i integracijom-3e sa &dw ,

. 3 b .
stem za odredjivanje konstente

Cs”—‘i Ms'sCs (7.9)

314

‘“J("V'Cs’

MSS—ESS (.Oz-l-K (7-10)

Determinants sistema (7.10) odredjuje dozvoljene vre-

dnosti energije'dok Jje

-w(m-ms)

Z0a= Eascs de & (7.11)

5o

pri demu je jednas od konstenti Cs  proizvoljns.

Uradimo sad konkretan problem zs potencijel oblika
V0=V e (7.12)

U ovom sluéaju‘i posle uvodjenjs smene argumenta

n=ig , Jjednaina (7.1l) postaje

IE _ o _We _ (7.13)
dg S+



Ako izrez

Wo _ W 1 ____1
PHi T U §-i O+l
transformiSemo i uvrstimo u (7.9),on postaje
(Wity -{DN,
Z(w): WO e \WD

21 WFk | 21 wHK?

Co= E MssCs

Ovde su
W (_d 4
Mo w ) dw
M«'urz,SBTK‘ Moz m.g 0 e
6 o
” wd | e:zi.wn., " o0 e.zi.wn,
Ma 24 N0 § o «* Mu 24 g w+K*

{ odavde Je za

3

K0 E>O

0(/')
G
A

I
8=

KK0 E<0 °§ dw__ 0

Fo
i
1—Ma -My
=0
~Mu {~Ma

Takodje,iz (7.20) sledi da Jje za

K<0 Mz Mau=1

13
K>0 Ma Mu='1+%?

Sh.

(7.14)

(7.15)

(7.16)

(7.17)

(7.18)

(7.19)

(7.20)
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§8. Uopstena primens Leplesovih transformacija

U praksi su najces¢i tipovi potencijals uopSteno dati,
kso polinom po stepenima 7 . Ovakvi probleml se,
osim veoma malog broja sluéajeva’teéko nogu resgiti.
U ovom delu‘biée predpostavljeno da je potencijal
dat kso polinom po stepenima N i ds resenje tala-
sne Jjednaline ﬁﬂo ima Leplasov transform’tj.
=~KK
Llim € —0

00

K
fim 4 € —0
K~e
U ovakvom sluéaju,moée se dati Semstski vpostupsk za
reSavanje date jednaéinelpomoéu kogs se moze nacCi
i snalitidko resSenje,sli uz veoms glomazan racun.
S obzirom dz radunsri sve vise ulsze u upotrebi,
postupak koji ée biti prikezsn daje gotov recept za
reéenje,koje rompjuter laiko moZe da nadje sa potre-

bnom tadnoscu.
Neka je potencijel oblika-

V)= n# -2 (8.2)

Radijelni deo talasne jednaéine’posle uvodjenja smene
funkcije Wm=r' Mn) 1 smene srguments R=ag ima
oblik

U (8.%) Cemo stsviti da Je

o= 2gEa‘
L3

3 (8.4)
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. . . KoX
i posle uvodjenja nove smnene argumenta K,g>=e X€(00y00),

ona postaje

AKX NnKeX
dxl—&ﬁ';i+€ @-+e )‘FO (8.5)

Sads izvriimo Laplasovu transformaciju jednacline

(8.5) i na osnovu (8.1) dobijamo
(K KoK) YCK ol Y(K-2Ko) +Y(K-2KiKo)= (K-Ka)4(0) + 4 (0) (8.6)

~
Uvodjenjem operatora translacije 'Fu,, sa osobinama

—T:K. §(K) s ){ (k=Ko) _T-IKF -,tz“o

A An AN (8.7)

THKFT:K, T:-K.z _g(K—hKo)
i operastora Q(K”sa osobineana

A _ _ 4 -

Rua foa=Rofmw A= e (8.8)
jednsdinu (8.6) moZemo napisstl kao

A r2 AR _ ﬁ@) 1
[4 +ATW+T )] YKk)=4 +'ji0)—K(K_K°) (8.9)

ije Jje resenje
- n Ld N
Y=y} AT 40y " (AT ey (8020
=4 K | K(K-Kg) ~°°
-nz=0 m=0
Da bi se nefla talasnse funkcijs,ostaje nan jos da
izvriimo inverznu Laplasovu transformaciju 1zraz?

(8.10).

Sve se ovo mo¥e primeniti i zs potencijsl tips

V(n)=ion(-,%)h (8.11)
n=4
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Radijalni deo talasne jednaline,zs potencijal ovog

oblike,je dat kao

m Kp
&t Jug 1] 1o .22

gde Je, gn:%-! Ko E-;:—°

Primenom Lapglasove trensformacilje 1 uz koristenje

osobina (4.3%) do (4.8}'(glava IV),i izreze (8.1) ime-

mo da Jje

K(K-Ko) YEKD + Ry, YCH)= (K-Ka) H10)+ H0) (8.13)
gde Je, fi&, "‘&ETZ% +EQ7“T(n+z)u.
Jednadins (8.1%) se moZe napisatl kao
AR _A a4 M)
[1+HKRK.]Y(K)‘ m ‘3(0)4' K(K—Kp))é (8.14)

gde su korisSéene oznske kao u predhodnom slucaju. Re-
Senje jednadine (8.14) Je dato kao

A » 4 > ,\
L ) .
Y(K) ‘j(o)z x K }: A« R, k(K K.)‘j(o (8.15)

%30

Odavde je konactno

Y=

Kao $to se vidi,osnovnu tedkoéu u radunu predstavljs

¢+loo
g dk €7\ (8.16)

c-tw

veomns brze multipliciranje &lesnova zbog uzastopne ori-
~
mene polinoma po translacignim operatorima Rg°,kpji fi-

guridu u redenju.



7 AKLJUCAK

Koliko je meni poznato, kao originalna dostignuéa u pro-
cesu redavanja diferencijelnih jednadins mogu se oceni-
ti rezultsti koji su dobijeni u 84,382,834 , glavae II.

Takodje,koliko mi je poznato,u litersturi nije snslizi-
ran potencijal tipa obradjen u 8%, gla-

va IV.

o
M+ 2 !

Migljenja sam,da su dva operatorska metods koji su ovde
izloYeni veoma pogodni zs trazenje nuneridkih resenja
uz upotrebu kompjutera,jer oni u sebi sadrZe potpuni
slgoritam za resSavanje. Krug jednaéina'koji se ovim me-
todama mo¥e reiiti snaliticki nije‘naéalost'éirokltako
da izlo¥ena metodika pretenduje samo ds bude olaksics

pri numerickom ressvanju.

Ns kroju trebs refi (vidid1,$2,%3,%5,361v),da se mo-
%e izvuéi jedan opsSti zskljulek o potencijelima koji su
konstruissni od eksponencijaslnih funkcijs. Ako su u Dph-
tanju pozitivni eksponentilenergija se uvek kvantuje,
dok se za negativne eksponente ons mo%e kontinuslno me-
njsti. Posto negativni eksponenti odgovaraju nultom po-
tencijalu u beskonaénostbodavde bi se mogao izvestl za-
kljudsk,ds,ako Cestica ns beskonadnom rastojanju ne
interaguje (Sto je 1 reslno),a zatin izmedju njih na-
stupi interakcijs ssa eksponencijalnom zavisnostu od ra-
stojanja,onda je njihov spektar dast u vidu kontinualne

trake.
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