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Glava 1

Uvod

Cilj ovog rada je odredivanje termodinamickih svojstava magnetika predstavljenog Izingo-
vim modelom na petougaonoj resetki putem Monte Karlo Markovljevih lanaca i ocena ovog
pristupa poredenjem sa analitickim resenjem.

Postoji veliki broj problema koji za cilj imaju odredivanje verovatnoce odigravanja nekog
dogadaja ili pronalazenja broja stanja koja ispunjavaju odredene uslove. Neke od tih problema
je vrlo lako resiti kombinatorno ili cak nabrajajuéi sve moguce dogadaje ili kombinacije koje
mogu postojati, a potom od njih izabrati one trazene. Na primer, racunanje verovatnoce da
tri bacena novéi¢a pokazu pismo spada u elementarne kombinatorne probleme verovatnoce.
Sa druge strane, veé¢inu savremenih problema sretanih kako u nauci tako i u svakodnevnom
zivotu je izuzetno tesko i neprakti¢no reSavati na ovaj nacin. Jedan konkretan takav problem,
racunanje verovatnoce da se iz standardnog Spila od 52 karte podeli resiva partija pasijansa,
inspirisao je nastanak klase empirijskih algoritama danas poznatih kao Monte Karlo algoritmi.

Monte Karlo algoritam podrazumeva nasumicno generisanje velikog broja dogadaja do ko-
jih moze do¢i, a potom odabir trazenih dogadaja medu njima. Razlika izmedu ovakvog i
matematicki egzaktnog postupka lezi u tome da Monte Karlo algoritam ne uzima u obzir
sve dogadaje, nego samo one koje generise. Na taj nacin se egzaktno reSenje pretvara u
statisticko, koje, imaju¢i u vidu moguénosti savremenih racunara i brzinu obrade podataka,
retko znacajno odstupa od egzaktnog. Vreme resavanje problema se ubrzava mnogostruko —
uglavnom izrazavano u redovima velicine, zadrzavajuci zadovoljavajucu tacnost. Naravno, sa
slozenoséu problema, rastu i vremenska i memorijska zahtevnost algoritma, Sto predstavlja na
neki nac¢in ogranicenje Monte Karlo algoritama.

Jednostavan primer ovog postupka predstavlja izracunavanje povrsine kruga poznatog po-
luprecnika. Krug se nacrta, recimo, u pesku na plazi, potom se oko njega opise kvadrat, nakon
¢ega se nasumicno unutar kvadrata bacaju kamenci¢i. Nakon dovoljno velikog broja bacanja,
zbog njegove nasumicnosti, raspodela kamenci¢a unutar kvadrata moze se smatrati uniform-
nom. Zbog toga je odnos brojeva kamenci¢a unutar kruga i unutar kvadrata jednak odnosu
njihovih povrsina, odakle se povrsina kruga moze izracunati na osnovu poznate povrsine kva-
drata. Drugi primer bi bio racunanje broja m bacanjem velikog broja Sibica duzine [ po papiru
na kojem su povucene paralelne prave linije na rastojanju /. Udeo Sibica koje se padnu preko
jedne od linija iznosi 7, |Griffiths & Schroeter, 2018] odakle sledi i vrednost broja 7.

Markovljev lanac je model za opisivanje niza dogadaja ili stanja posmatranog sistema, pri
c¢emu verovatnoca nekog dogadaja zavisi samo od stanja koje mu je prethodilo. Konkretna im-
plementacija Markovljevog lanca nad nekim sistemom naziva se Markovljevim procesom. Sva-
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kodnevan, a donekle kombinatorno slozen primer ovakvog modela je igra ”Ne ljuti se, covece”,
gde, kada su figure zauzele neko mesto na tabli, pri odredivanju verovatnoce za neki iduci
raspored figura ulogu igraju samo trenutna mesta na tabli i bacanje kocke, a ne desavanja koja
su tome prethodila.

Na kraju, Izingov model je matematicki model koji za cilj ima, izmedu ostalog, da opise
vrednosti spina atoma u magnetiku, koje mogu biti +1 ili -1, sto predstavlja spinove gore i
dole, redom. Neretko upotrebljavani termini za ove vrednosti spina su i "up” i "down” spin.
Atomi su najcesc¢e rasporedeni u magnetnu ili kristalnu resetku, apstrahovanu grafom, ¢ijim
évorovima su predstavljeni upravo atomi, a granama interakcija izmedu njih. Cesta je upotreba
aproksimacije da interakcija postoji samo izmedu najblizih suseda, shodno potrebama u datom
slucaju.

Konkretna, uza oblast u kojoj je Izingov model pronasao primenu su magnetni izolatori,
za Cije se modelovanje koristi. Ekscitacije takvih jedinjenja, poput CoCsz, DyPO,4, CoRbsCl;
[Nolting & Ramakanth, 2009] i drugih, mogu se adekvatno opisati Izingovim modelom [Cowley
& Buyers, 1972|. U druge oblasti, kako u polju fizike, tako i drugih nauka, za ¢iji opis se ova]
model moze koristiti spadaju |[Nolting & Ramakanth, 2009]:

e Model binarnih legura — u leguri postoje dve razlic¢ite vrste atoma, te se uzima da spin
+1 odgovara atomu A, a spin -1 atomu B.

e Model resetkastog gasa — prostor u kojem se gas nalazi biva izdeljen na elementarne
zapremine, koje su reprezentovane ¢vorovima u Izingovom modelu [Lee & Yang, 1952,
tako da vrednost +1 oznacava prisustvo atoma u posmatranoj zapremini, a -1 njegovo
odsustvo.

e Neurologija — mreza nervnih éelija predstavljena je Izingovim modelom [Schneidman
et al., 2006|, tako da su aktivni neuroni oznaceni sa +1, a neaktivni sa -1.

e Ekonofizika — prilikom modelovanja potencijalne utaje poreza od strane velike populacije
[Pickhardt & Seibold, 2014], licima koja vrse utaju poreza dodeljen je évor sa vrednoséu
+1, a onima koji porez uredno pla¢aju -1.

Na kraju, zbog svoje jednostavnosti u poredenju sa drugim modelima, Izingov model se vrlo
Cesto koristi pri nastavi, kao generalni demostracioni model u statistickoj fizici.

Veé postojece moguénosti primene Izingovog modela ¢ine istrazivanje njegovih osobina i
tehnika simulacija za njihovo odredivanje veoma zanimljivim. Ovome dodatno ide u prilog to
da u nauci do raznih otkri¢a dolazi neocekivano ili cak potpuno slucajno. Moze se desiti da ispi-
tivanje Izingovog modela dovede do novih saznanja ili da simulacione tehnike koris¢ene u ovom
radu doprinesu objasnjenju nekih sasvim drugih pojava, sto predstavlja i glavnu motivaciju za
ovakvo istrazivanje.



Glava 2

Monte Karlo Markovljevi lanci

U ovoj glavi ¢e biti demonstrirano funkcionisanje Markovljevog lanca kojim se pomocéu
Monte Karlo algoritma simulira ponasanje nekog sistema sa vise mogu¢ih stanja. Smatramo da
je, prema modelu kojim se sistem opisuje, u vremenu definisano proizvoljno mnogo diskretnih
trenutaka, izmedu kojih ne dolazi do promena u sistemu. U svakom pomenutom trenutku,
sistem moze preci iz trenutnog stanja u neko drugo. Ovaj dogadaj - upit da li ¢e sistem preci
u drugo stanje i, ako da, u koje, naziva se Monte Karlo korakom.

Neka je n broj mogucih stanja sistema i u iduc¢em koraku, sistem sa odredenom vero-
vatnocom moze biti u svakom od n stanja. Verovatnoca prelaza iz stanja ¢ u stanje j data je
kao T};, gde se T' naziva tranzicionom matricom. Verovatnoca nalaZenja sistema sadrzana je
u vektoru stanja, S. Jedan Monte Karlo korak u ovom modelu vrsi se delovanjem tranzicione
matrice na vektor stanja:

S(tiv1) =TS(t),

pri cemu ¢e S(t;) skradeno biti pisano kao S’. Dakle, gornji indeks iznad vektora stanja
definise vreme u kojem je vektor posmatran, dok donji indeks oznacava konkretno stanje ¢ija
je verovatnoda sadrzana u vektoru. [] Takode, radi jednostavnosti, odabrani vremenski trenuci
posmatrani su kao ekvidistantni, sa razlikom od 1, bez upotrebe fizickih jedinica za vreme.

2.1 Osobine tranzicione matrice i vektora stanja

Buduéi da je zbir verovatnoca za nalazenje sistema u nekom od stanja jedak jedinici, tako

vazi:
n

> Si=1.

i=1
Takode, kako svaka kolona unutar 7" oznacava verovatnocu nalazenja sistema po stanjima nakon
slede¢eg Monte Karlo koraka, zbir takvih verovatnoca za svako trenutno stanje ¢ jednak je 1,

te piSemo:
n
> Tp=1, Vi
j=1

U literaturi se moze naéi i drugagiji opis tranzicione matrice, koji odgovara transponovanoj matrici T,
definisanoj u ovom radu. Tada su S vektori vrste, a Monte Karlo korak vrsi se kao ST = ST.

7
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odnosno,

n n
S Y t-n
i=1 j=1
Kako bi ovakav metod simuliranja bio adekvatan za opisivanje Izingovog modela, sistem,
odnosno, tranziciona matrica koja ga opisuje, mora ispunjavati odredene uslove, tako da Marko-
vljev lanac nad sistemom mora biti ergodicki. Ovo podrazumeva da nakon beskonacno mnogo
koraka, sistem mora posetiti svako stanje barem jednom. Da bi bio ergodicki, Markovljev lanac
mora biti:

e Ireducibilan - iz svakog stanja sistem mora biti u moguc¢nosti dospeti, nakon dovoljno
velikog broja koraka, u svako drugo stanje sistema.

e Aperiodican - ne sme postojati broj ¢y € N, takav da ako je sistem u trenutku ¢ bio u
stanju &, u nekom drugom trenutku ¢’ vazi:

o SkIO, Zat/—t#tO,Qto,gto,...
9 Sk?éo, zat’—t:t0,2t0,3t0,...

Kao posledica ireducibilnosti, 7' ne sme biti blok-matrica ni za jednu permutaciju indeksa
kojima su stanja obelezavana. Uz to, da bi ireducibilan sistem bio aperiodi¢an, dovoljno je da
sva stanja ne ¢ine jedan veliki ciklus, odnosno, da je uslov aperiodi¢nosti ispunjen za t, = n,
dok je za ostale vrednosti ¢y aperiodi¢nost garantovana ireducibilnoscu.

Primer jednog reducibilnog lanca, koji samim tim nije ergodicki, predstavljen je slede¢om

tranzicionom matricom:
03 0.8 0 O

0.7 02 0 O
0 0 051
0 0 05 0

Moze se primetiti da sistem, ukoliko se jednom nade u stanjima 1 ili 2, nikada neé¢e dospeti
u stanja 3 i 4, jer je, prema ovako definisanoj tranzicionoj matrici, verovatnoc¢a odigravanja
takvog prelaza jednaka nuli. Vazi i obrnuto, za slucaj da se sistem nade u stanjima 3 ili 4.
Ova osobina direktno krsi uslov ergodi¢nosti. Matrica S se u ovom slu¢aju moze napisati i kao
blok-matrica, $to smo naveli kao zabranjeno:

S:

Ty 0
= [v a)
gde je
0.3 0.8]. 05 1
= {0.7 0.2} 11y = {0.5 0] ‘
Jednostavan ireducibilan, ali periodi¢an lanac moze imati idué¢u tranzicionu matricu:

0001
1 000
= 0100
0010

Ovaj sistem svakim korakom prelazi u stanje sa indeksom veé¢im za 1 (pri ¢emu iz stanja 4
prelazi u stanje 1). Odavde se jasno vidi periodi¢nost, sa korakom od t, = 4.
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2.2 Konvergencija Markovljevog procesa

U skladu sa definicijom tranzicione matrice i vektora stanja sistema, jedan Monte Karlo
korak predstavljen je delovanjem 7" na S. Ukoliko je potrebno razmatrati stanje sistema nakon
dva Monte Karlo koraka, zakljuc¢ujemo:

Si+2 — Tsi—i—l — TTSZ — TQSZ

Poslednji znak jednakosti posledica je asocijativnosti mnozenja matrica. Analogno opisa-
nom, mozemo zakljuciti da se N Monte Karlovih koraka predstavlja kao delovanjem 7V na
S:

SiJrN — TNSZ

Vrlo cesto je bitno praviti simulacije sistema sa velikim brojem Monte Karlo koraka, buduci
da je svaki korak efektivno jos jedno merenje u sistemu, ¢ime se povecava preciznost simulacije.
Konkretno, za primene Monte Karlo algoritma gde racunamo srednju vrednost neke velic¢ine
x, standardna devijacija izrazava se formulom:

odakle dalje sledi:
1
0 X ——. 2.1
Vi 21)
Zbog toga je znacajno ispitati ponasanje sistema nakon velikog broja koraka, odnosno, izracunati
vrednost stepena tranzicione matrice datog limesom:
lim TV.
N—o0
Konvergencija stepena tranzicione matrice najlakse se ra¢una putem njene dijagonalizacije.
Matrica T je dijagonalizabilna ukoliko postoji invertibilna matrica P, tako da se 17" moze
predstaviti kao proizvod PDP~!, gde je D dijagonalna matrica [Radosevi¢ & Mali, 2017].
Elementi D su svojstvene vrednosti matrice 7', a vektori kolone unutar P su svojstveni
vektori iste matrice. Svojstveni vektori u P su poredani tako da i-ta kolona u P odgovara
svojstvenoj vrednosti D;;. Kako je D dijagonalna matrica, to za njen N-ti stepen vazi:

N N
Odatle za N-ti stepen matrice T sledi:
™ = (PDP Y(PDP™)..(PDP™') = PDN P~

Ovde je takode upotrebljena osobina asocijativnosti mnozenja matrica prilikom skracivanja
proizvoda P - P~!. Iz jednakosti limesa

lim 7V = P[lim DY]P~!

N—oo N—oo ’

lako se izracunava trazena vrednost matrice T,

Dodatna olaksavajuca okolnost proizilazi iz osobina matrice T'; tacno jedna njena svojstvena
vrednost je jednaka 1, dok su njene ostale svojstvene vrednosti po modulu manje od 1 [Gallager,
2011]. To znaci da se limy_,o, DY svodi na 1, za Dy = \; = 1, odnosno na 0, za Dy = \; = 0.
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2.3 Primer Markovljevog procesa

Posmatrajmo sistem opisan tranzicionom matricom 7"

02 01 0 O
05 04 0 0.7
= 03 02 0 03] (2:2)

0 03 1 O

Sistem je ilustrovan na sl. 2.1. Stanja su obelezena brojevima od 1 do 4 i upisana u
krugove, a linije izmedu stanja opisuju verovatnoce prelaska date tranzicionom matricom. Neka
su verovatnoce nalazenja sistema u pocetnom trenutku ¢t = 0 date slede¢im vektorom stanja:

0.5
0
0.3
0.2

S0 =

0.2 05 0.4

——
JONRIP O

oL

0.3

Slika 2.1: Ilustracija Markovljevog procesa

I sa slike i iz vrednosti tranzicione matrice se vidi da sistem ispunjava uslove ergodi¢nosti.
Sistem iz svakog od cetiri stanja moze doc¢i u svako drugo stanje i ne postoji ciklus u kojem
moze biti zarobljen. Metodom opisanom u 2.2, iz jednacine (2.2) se racuna (priblizna) grani¢na
vrednost stepena tranzicione matrice:

0.0530 0.0530 0.0530 0.0530
N N1 04236 04236 0.4236 0.4236] |,
Am T = lm PDUPT =0 1989 01982 0.1982 0.1982] 1

0.3253 0.3253 0.3253 0.3253

Sve kolone matrice limy_,o, TV su iste i njenim delovanjem na ma koji vektor stanja dobija
se vektor jednak kolonama ove matrice, §to se moze proveriti delovanjem na S°. Stavige, ovo

2Napominjemo da je u konkretnom primeru odstupanje zbira ¢lanova unutar kolona od jedinice posledica
zaokruzivanja.
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vazi za svaku tranzicionu matricu takvu da je Markovljev proces koji joj odgovara ergodicki.
Ovo zapazanje je vrlo znacajno posto pokazuje da nakon velikog broja Monte Karlo koraka
postaje svejedno u kom se po¢etnom stanju sistem nalazio. Napominjemo da je u konkretnom
primeru odstupanje zbira ¢lanova unutar kolona od jedinice posledica zaokruzivanja.
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Glava 3

Simulacija

3.1 Model

Posmatrani model sastoji se od ¢vorova spina +1 unutar resetke u ravni, ¢ije ivice formiraju
stranice podudarnih petougaonika. Postoje dve vrste interakcije izmedu ¢vorova: interakcija
izmedu ¢vora sa Cetiri i ¢vora sa tri suseda u svom doprinosu hamiltonijanu ¢itave resetke ima
koeficijent —J, dok interakcija izmedu dva ¢vora sa tri suseda ima koeficijent —J’. Ukupan
doprinos jedne elementarne ¢elije hamiltonijanu moze se izracunati preko formule:

H = —J(si(a+b) + sa(c+d)) — J's189, (3.1)

gde su sy, S9, a, b, ¢ id vrednosti spina odgovaraju¢ih cvorova, kao sto je prikazano na sl.
3.1.

Slika 3.1: Elementarna celija koja se ponavlja kroz resetku

13
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Kako bi se simulacija pojednostavila i ubrzala, graf resetke nije implementiran kao genericki
graf, koristeé¢i niz pokazivaca na ¢vorove. Umesto toga, svakom ¢voru je pripisan niz indeksa
njegovih suseda, prema pravilu koje ¢e uskoro biti navedeno.

Bududéi da je resetka periodi¢na, moze se podeliti na osnovne segmente koji se ponavljaju,
od kojih svaki sadrzi 12 ¢vorova. Segmenti su poredani kao na sl. 3.2.

Slika 3.2: Podela resetke na segmente

Oznacimo §irinu reSetke izrazenu u osnovnim segmentima sa L, broj segmenata sa n = L?
i ukupan broj ¢évorova u reSetki sa N = 12L% Posmatrajmo malu resetku, sa L = 2 (videti sl.
3.3). Cvorovi unutar segmenta oznaceni su brojevima od 0 do 11, a redni broj samog segmenta
pomnozen je sa 12 i dodat indeksu ¢vora, kao $to je prikazano.

12 *

24 36
27

o« o« \

Slika 3.3: Primer indeksiranja ¢vorova
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Svi ¢vorovi sa istim ostatkom pri deljenju sa 12 posmatrani su na isti nac¢in po pitanju
rasporeda grana izmedu njih. Ovim metodom indeksiranja, graf resetke moze se konstruisati
prili¢cno lako, koristec¢i pravilo za odredivanje suseda ¢vora indeksa i:

e i mod 12 =0: i+ 3 (¢vorovi sa indeksima 7 i i 4+ 3 su susedi)
e mod12=1:i+1,7+3

o i mod12=2:i+3, f(i,10)

ei mod12=3: 141,71+ 3

e mod12=4:7+3

o i mod12=>5:i+2, f(i,13)

e mod 12 =06: 7+ 2

e mod12="7:i+1,71+2

e mod12=28:17+3

e i mod12=9:i+1, g(i,8)

o i mod 12 =10: £(i,8), f(g(i,8),10)
e i mod 12 =11: ¢(i,11), g(z, 10)

Ovde su f i g funkcije koje povezuju ¢vorove iz razli¢itih segmenata. f(7,7) daje indeks
¢vora sa ostatkom j pri deljenju sa 12, iz segmenta desno od segmenta Cvora i. ¢(i,7) radi
analogno, za segment ispod segmenta ¢vora i. Funkcije su definisane na iduci nacin:

e f(i,j)=1i—1i mod 12L + (i +j) mod 12L
o g(i,j) = (i +12L — j) mod N

Treba napomenuti da je graf neusmeren. Stoga, ukoliko, na primer, algoritam pronade ¢vor
15 kao suseda ¢vora 12, takode ¢e oznaciti i ¢vor 12 kao sused ¢vora 15.

Kako bismo oslikali ovo pravilo, demonstrira¢emo ga odredivanjem suseda ¢vora sa indek-
som ¢ = 10 i proveriti na sl 3.3:

o f(i,8) = f(10,8) = 10 — 10 + 18 = 18, §to jeste sused ¢vora 10
o f(g(i,8),10) = f(10+ 24 — 8,10) = f(26,10) = 26 — 2 + 12 = 36, Sto je takode ispravno

e prilikom odredivanja suseda ¢vora sa indeksom 9, algoritam zakljucuje da je ¢vor 10
njegov sused, te odmah belezi susedstvo i u obrnutom smeru

Dakle, ¢vor 10 ima tri suseda sa indeksima 9, 18 i 36, Sto se poklapa sa sl. 3.3.

3.2 Metropolisov Monte Karlo algoritam

Prilikom nasumicnog generisanja dogadaja ili stanja u Monte Karlo algoritmima, neki uzorci
imaju veéi uticaj na odredivanje srednje vrednosti ispitivane veli¢ine od drugih. Uzorkovanje
takvih elemenata (dogadaja ili stanja) smanjuje varijaciju srednje vrednosti i time ¢ini simula-
ciju preciznijom. Posmatrano sa druge strane, ukoliko zelimo fiksirati maksimalnu dozvoljenu
varijaciju, koriséenje uticajnijih uzoraka moze ué¢initi algoritam mnogostruko efikasnijim. Stoga
uvodimo tehniku poznatu kao uzorkovanje po znacaju (Importance sampling, eng) [Srinivasan,
2013].
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Primera radi, pretpostavimo da treba izra¢unati integral neke raspodele na intervalu [a, b].
Monte Karlo algoritam uzima nasumicno tacke iz intervala [a, b], na osnovu kojih ée integral
kasnije biti izra¢unat numericki. Izborom dobre distribucije verovatnoce izbora tacaka P(z)
smanjuje se varijacija konacne vrednosti integrala. Pored toga, sto su vece granice integracije,
to je potrebna i bolja distribucija verovatnoce. Za postizanje tog cilja, distribucija verovatnoce
uzorkovanja tacaka treba da je sto sli¢nija posmatranoj raspodeli [Kroese et al., 2013].

Neka je unapred zadata distribucija g(z|y), koja opisuje gustinu verovatnoce izbora tacke
x ukoliko joj je prethodila tacka y. ¢(x|y) mora biti simetricna, odnosno, g(z|y) = g(y|x) i
Cesto se uzima kao Gausova raspodela [Yildirim, 2012]. Tada Metropolis-Hastings algoritam
vrsi uzorkovanje po znacaju na slede¢i nacin:

e Izabere se proizvoljna pocetna tacka xg, u skladu sa P(x)
Za sve naredne korake:

e Nasumicno se odabere kandidat za sledeéu tacku 2’ na osnovu g(z'|z;)

P(z')
’ P(ffi))

e Izracuna se verovatnoca prihvatanja kandidata A(x;, ") = min(1
e Uniformno se generise nasumican broj u € [0, 1]:

— Za u < A(w;,2), prihvata se kandidat i postavlja se z;41 = 2’

— Inace, kandidat se odbija i zadrzava se trenutna tacka: z; 1 = x;

Stohasticki metod koriS¢en u ovom radu za odredivanje osobina resetke je takozvani Metro-
polis-Hastings algoritam sa pojedina¢nim obrtanjem (single-flip, eng) [Metropolis et al., 1953].
Pod stanjem Izingovog modela podrazumevamo uredeni skup spinova svih ¢vorova. Inicijali-
zacija Metropolis-Hastings algoritma vrsi postavljanjem svakog ¢vora nasumicno na +1 ili -1,
nakon ¢ega se N puta odabira po jedan ¢vor koji ¢e algoritam posetiti, takode nasumicno.
Ovaj nacin obilazenja znaci da se moze desiti da svaki ¢vor bude obiden po jednom, ali i da
jedan ¢vor bude obiden N puta. Pri pose¢ivanju ¢vora s;;, kandidat za novo stanje se uzima
kao trenutno stanje, uz obrnutu vrednost posmatranog ¢vora:

Sij = —Sij &> v — .

Za funkciju P(T') uzima se Bolecmanova distribucija energije:

_H(s)

P(s,T)=¢ *sT,

gde je sa s oznaceno stanje modela, a sa H(s) hamiltonijan sistema koji se dobija kao zbir
hamiltonijana elementarnih ¢elija H definisanih u jednakosti 3.1. Odavde se za verovatnocu
prihvatanja novog stanja dobija:

H(s'

—

exp(— AE
A(s,s',T) = min(1, M—fg) = min(1, exp(———)),
exp(— k:BT) kBT

gde je
AFE =H(s")— H(s).
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Ovime se zavrsava postupak inicijalizacije, posle kog algoritam prolazi kroz Ny, Monte
Karlo koraka. Unutar svakog koraka se, kao i prilikom inicijalizacije, N puta odabira po jedan
posecivani ¢vor. Nakon obilaska svih ¢vorova se tekuci prosek za svaku prac¢enu termodinamicku
velicinu azurira, Sto i razlikuje ovaj postupak od onog koriscenog tokom inicijalizacije. Monte
Karlo algoritam se ponavlja za razlicite temperature i resetke, u skladu sa ciljem ispitivanja.

Cilj simulacije je provera da li se Monte Karlo algoritam moze koristiti za odredivanje
kriti¢ne temperature za petougaonu resetku, kao u modelu Viktora Urumova [Urumov, 2002].
Ovo se postize poredenjem kriticnih temperatura sistema racunatih putem simulacije i ana-
liticki. Kriticna temperatura T definise se kao temperatura iznad koje model prestaje ispo-
ljavati feromagnetne osobine i ponasa se kao paramagnetik. Stoga, za beskonacne resetke, na
temperaturi 7' < T, materijal je strogo ureden i srednja magnetizacija iznosi +1, dok je za
T > T njena vrednost jednaka nuli. Za konacne reSetke, magnetizacija nije egzaktno jednaka
nuli za T' > T, ali joj jeste vrlo bliska.

U praksi, T¢ je prvo odredena okvirno, kao temperatura na kojoj toplotni kapacitet i
magnetna susceptibilnost supstance imaju maksimalne vrednosti. Ovo je posebno korisno,
buduéi da za ogranicene resetke, drugi metodi ne pokazuju pribliznu vrednost T toliko jasno.
Potom se opseg temperatura simulacije suzi oko nadenog pika, a broj koraka se znatno poveca.
Binderov parametar, kumulant ¢etvrtog reda, racuna se kao:

gde je s parametar uredenosti [Heermann & Binder, 2010], $to u nasem slucaju predstavlja
srednju magnetizaciju po ¢voru. Simulacije se ponavljaju za vise resetki razli¢itih veli¢ina i, u
teoriji, temperatura u kojoj se seku Binderovi parametri za sve resetke je Tc.

Vrednost T izracunata je analiticki za dve vrednosti ﬁ [Urumov, 2002|:

o Za ﬁ =0.1, Te = 1.377454026 . . .

o Za Te = 1.799166700. ..

J 1
VTR TV

Tokom prorac¢una, vrednosti kg i J se uzimaju kao jednake 1. U naSim simulacijama, za
oba pomenuta para (J, J'), ¢etiri reSetke su simulirane, sa L = 8,16, 32 i 64.

3.3 Rezultati

Prvi skup rezultata odgovara postavci sa % = 0.1. Za sve cetiri resetke, temperatura je
varirana oko teorijske T, to jest, od 1.37 do 1.39, sa korakom od 0.001. Binderovi parametri
racunati su za svaku od ovih temperatura i fitovani polinomima tre¢eg stepena. Preseci su
izracunati kao temperature u kojima ovi polinomi imaju jednake vrednosti. Srednja vrednost
temperatura svih Sest preseka (po jedan za svaki par reSetki) uzeta je kao T¢. Za svaki par
polinoma postoji tri reSenja zbog njihovog stepena, ali samo realna resenja unutar posmatranog
opsega su uzeta u obzir.

Binderovi parametri su prikazani na sl. 3.4, dok sl. 3.5 pokazuje kako su fitovani i gde se
presecaju.
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0.65

-L=8

-L=16
L=32

-L=64

0.60

0.55

N

1.370 1.375 1.380 1.385 1.390

Slika 3.4: Vrednosti Binderovih parametara za razlicite resetke, J' =~ 0.1005

u
0.625
0.620
-L=8
0.615 _L=16
L=32
0.610 — -L=64
0.605 ——
13765 13770 13775 13780 13785 13790 |

Slika 3.5: Fit funkcije Binderovih parametara, uvelicano u okolini T¢, J' ~ 0.1005

Fitujuci polinomi navedeni su u tabeli 3.1, a tabela 3.2 prikazuje prikazana resenja jednacina
preseka polinoma. Realna resenja unutar opsega [1.37,1.39] posebno su obelezena.

3 Pu(T)
8 —567.4T3  +2332.07T°% —3196.1T +1461.4
16| —725.6T% 42048972 —3996.8T -+1807.2

32 | —4493.3T73 +18275.3T? —24775.1T +11196.0
64 | —33342.07% +137209.0 7% —188221.07T +86070.4

Tabela 3.1: Polinomi kojima su fitovani Binderovi parametri, J' = 0.1005
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Ly | Ly T 15 13

8 | 16 1.20289 1.32027 1.37674
8 | 32 1.32742 1.35596 1.37759
8 | 64| 1.3691 —0.0141 | 1.3691 4+ 0.014i | 1.37717
16 | 32 1.32641 1.36325 1.37808
16 | 64 | 1.3695 —0.0131 | 1.3695 4 0.0131 | 1.37726
32 | 64 | 1.3729 — 0.01221 | 1.3729 + 0.012i | 1.37679

Tabela 3.2: Tacke preseka za razlicite velicine resetki, J' =~ 0.1005

Vrednost T dobijeno putem simulacije izracunata je kao Ty, = 1.37727. Njena relativna
greska je prilicno mala:

T eor — T sim —
o _ [Touw Csiml _ 1 315710

C

TCtheor

Drugi skup rezultata odgovara slucaju kada je \/% = \/LE Pikovi susceptibilnosti i

toplotnog kapaciteta uoceni su na 7" ~ 1.7995, nakon cega je simulacija suzena na interval
[1.79,1.81]. Fitujuéi polinomi su analogno racunati, a samo oni unutar ovog opsega su uzimani
u obzir. Binderovi parametri i odgovarajuci fitovi prikazani su na sl 3.6 i sl. 3.7.

U
0.65|
0.60 -L=8
-L=16
L=32
—L=64
0.55
1.790 1.795 1.800 1.805 1.810 T

Slika 3.6: Vrednosti Binderovih parametara za razlicite resetke, J' =1

u
0614
0.612 L8
-L=16
0.610 \ L=32
-L=64
0.608
0.606 \
T
17985 1.7990 1.7995 1.8000 1.8005“ 1.8010

Slika 3.7: Fit funkcije Binderovih parametara, uvelicano u okolini T, J' =1
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Tabela 3.3 sadrzi funkcije nacrtane na sl. 3.7, dok se vrednosti T mogu naéi u tabeli 3.4.

L P(T)

8 —960.07°% +5175.4T% —9301.27T +5573.3
16 | +3346.573 —18101.37% +32634.0T —19609.2
32 | +4199.37°% —22880.072 +41545.2T —25139.8
64 | —15980.2 7% +85523.972 —152569.3T +90724.8

Tabela 3.3: Polinomi kojima su fitovani Binderovi parametri, J' = 1

Ly | Ly Ty T, 15

8 | 16 1.78426 1.79889 1.82184
8 | 32 1.78376 1.79975 1.85432
8 | 64 | 1.7749 — 0.004i | 1.7749 + 0.004i | 1.79959
16 | 32 1.78338 1.80016 2.0201
16 | 64 | 1.7810 — 0.0081 | 1.7810 + 0.0081 | 1.79972
32 164 | 1.7863 — 0.0081 | 1.7863 4 0.0081 | 1.79945

Tabela 3.4: Tacke preseka za razlicite veli¢ine resetki, J' =1

U ovom slucaju, vrednost T¢ iznosi T, = 1.79959. Njena relativna greska je takode vrlo
mala:

5 o |TCtheor - TCsim|
TC -

=2.37938 - 10~*
TCtheor

Zanimljivo je uporediti osobine kriti¢ne temperature dvodimenzionalnog Izingovog modela
na kvadratnoj i na petougaonoj resetki. Za kvadratnu resetku, analiticko resenje daje nam
zavisnost kriticne temperatura od integrala izmene kao u [Nolting & Ramakanth, 2009]:

_ 2.
“7 keln(l+v2)

to jest
TC x J.

Na osnovu ove formule vidi se da ukoliko se simulacijom dobije jedna vrednost T u sistemu
jedinica kg = J = 1, vrednosti T¢ za druge vrednosti J mogu se dobiti jednostavnim skalira-
njem. Na petougaonoj resetki je zavisnost T od parametara J i J' mnogo slozZenija [Urumov,
2002], te se pri promeni J i J' ovakvo skaliranje ne moze izvrsiti.
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Zakljucak

Dobijena greska prilikom poredenja teorijske vrednosti za kriticnu temperaturu Izingovog
modela na petougaonoj resetki [Urumov, 2002] i simulacijom dobijene vrednosti iste velicine je
zadovoljavaju¢e mala. Simulacija je pokretana za razlicite velicine resetke paralelno i slozenost
algoritma srazmerna je broju ¢vorova resetke. Stoga je vremenski najzahtevnija resetka bila
ona sa n = 64 segmenata i trajanje simulacije nad njom bilo je glavno vremensko ogranicenje.
Prilikom pokretanja simulacija za svaku od ovih resetaka, broj Monte Karlo koraka podesavan je
tako da bude obrnuto srazmeran broju ¢vorova u njoj. Ovako su manje reSetke bile simulirane
priblizno jednako dugo kao i najveca, sto je omogucilo njihovo preciznije merenje za vreme
koje bi svakako bilo utroseno na najzahtevniju reSetku. Posledice ovoga su vidljive na sl.
3.5, gde vrednosti Binderovih parametara vise osciluju sa porastom veli¢ine resetke. Ova
odstupanja kod velikih resetaka se mogu smanjiti pove¢anjem broja Monte Karlo koraka, sto
bi u nasem slucaju bilo kako previse vremenski zahtevno, tako i nepotrebno za poredenje
kriticnih temperatura dobijenih na dva nac¢ina. Slaganje analitickog reSenja i onog dobijenog
simulacijom ukazuje na moguénost ispitivanja osobina Izingovog modela na petougaonoj resetki
i za negativne vrednosti parametara interakcije.
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Glava 5
Dodatak

Ovaj dodatak sadrzi C++ kod koris¢en pri simulacijama i "ranl” generator nasumic¢nih
brojeva, definisan u [Press et al., 1992].

O O U W N+

O W W W W WWWhDNNDDDDNDNDNDN DN e e e e
N OO U W O OO Ulk WNDHFEF O OO Utk wND = O o

#include
#include
#include
#include
#include
#include
#include
#include
#include
#include

#include

#pragma warning (disable

<conio.h>
<cstdio>
<fstream>
<iomanip>
<iostream>
<math.h>
<vector>
<sstream>
<stdlib.h>
<string>

"ranl.h"

4996)

using namespace std;

std::ostringstream streamObj;
int L;

int N;

long long MCS;

long long PrepSteps;

long long BaseStepsLimit;
long long LastSteps;

long long NORM;

double TO;

double TMax;

double dT;

double J = 1;

double JJ = 1; //J’

const int NT = 10000;
long seed = -1000000007;

double T;
int Ti;

23
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51
52
53
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99
96
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
(0]
76
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78
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vector<int> lattice; // spinovi
vector<int> neighbours[5]; // susedi
vector<int> neighbourCount; // broj suseda, corner ima 4, mnecorner 3

double GetNodeEnergy(int index)
{
double e = 0;
for (int i = 0; i < neighbourCount[index]; i++)
{
if (neighbourCount[index] == 3 && neighbourCount [neighbours[i] [index
11 == 3)
{
e -= JJ x latticel[index] * lattice[neighbours[i] [index]];
}
else
{
e -= J x lattice[index] * lattice[neighbours[i] [index]];
}
}
return e;
}
bool WillFlip(int index, double &energyDiff)
{
energyDiff = -2 * GetNodeEnergy(index);
return energyDiff < O || ranl(&seed) < exp(-energyDiff / T);
}
bool WillFlip(int index)
{
double energyDiff;
return WillFlip(index, energyDiff);
}
void Flip(int index)
{
lattice[index] *= -1;
}
void Join(int i1, int i2)
{
neighbours [neighbourCount [i1]][il] = i2;
neighbourCount [1i1]++;
neighbours [neighbourCount [i2]][i2] = il;
neighbourCount [i2]++;
}
int f(int i, int x)
{
return i - (i % (12 * L)) + ((i + x) % (12 * L));
}



92 int g(int i, int x)

93 {

94 return (i + 12 * L - x) % (N);

95 %}

96

97 int GetRandomNode ()

98 |

99 return int (ranl (&seed) *N) ;

100 %

101

102 void PreProcess ()

103 A

104 for (int i = 0; i < PrepSteps; i++)
105 {

106 if (i % (PrepSteps / 20) == 0)
107 {

108 printf ("#");

109 }

110 for (int j = 0; j < N; j++)
111 {

112 int randNode = GetRandomNode () ;

113 if (WillFlip(randNode)) Flip(randNode);

114 }

115 }

116 cout << endl;

117 %

118

119 double GetTotalMagnetization(int filter)
120 A

121 double magnetization = 0;

122 for (int i = 0; i < N; i++)

123 {

124 if ((filter == 1 && neighbourCount [i]
neighbourCount [i] == 3))

125 {

126 continue;

127 }

128 magnetization += latticel[i];

129 }

130 return magnetization;

131}

132

133 double GetTotalEnergy(int filter)
134 A

135 double energy = 0;

136 for (int i = 0; i < N; i++)

137 {

138 if ((filter == 1 && neighbourCount [i]
neighbourCount [i] == 3))

139 {

140 continue;

141 }

142 energy += GetNodeEnergy(i);

143 ¥

144 return energy;

4)

4)

(filter

(filter

2 &&

2 &&
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178
179
180
181
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X

class Results

{

public:
double averageEnergy;
double averageSquareEnergy;
double averageMagnetization;
double averageSquareMagnetization;
double averageAbsoluteMagnetization;
double averageQuadMagnetization;
double magneticSusceptibility;
double thermalCapacity;
double BinderCumulant;
vector<int> spins;

s

Results allRes [NT];

double sqr (double x)

{

}

return x * X;

void InitSpins ()

{

}

for (int i = 0; i < N; i++)

lattice[i] = 1 - 2 * int(ranl (&seed) *

void Initialize ()

{

N =1L % L % 12;

int tsteps = (int) ((TMax - TO + dT / 100)

2);

/ dT) + 1;
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MCS = (long long) BaseStepsLimit * 8 * 8 * 156 / (L * L * tsteps);

PrepSteps = MCS / 10;
NORM = MCS * N;

J = 1;
T TO;

lattice.resize(N);

neighbourCount.resize (N);

for (int i = 0; i < 5; i++)
neighbours[i].resize(N);

double tmpT = TO;

int tmpi = O0;

while (tmpT < TMax + 4T / 100)
{

allRes [tmpi] . spins.resize (N);
for (int i = 0; 1 < N; i++)

allRes [tmpi].spins[i]
tmpi++;
tmpT += dT;

= 0;



200
201
202
203
204
205
206
207
208
209
210
211
212
213
214
215
216
217
218
219
220
221
222
223
224
225
226
227
228
229
230
231
232
233
234
235
236
237
238
239
240
241
242
243
244
245
246
247
248
249
250
251
252
253
254

}
for (int i = 0;
{
if (i % 12
{
Join (i,
}

else if (i
{
Join (i,
Join (i,
}
else if (i
{
Join (i,
Join (i,
}
else if (i
{
Join (i,
Join (i,
}
else if (i
{
Join (i,
}
else if (i
{
Join (i,
Join (i,
}
else if (i
{
Join (i,
}
else if (i
{
Join (i,
Join (i,
}
else if (i
{
Join (i,
}
else if (i
{
Join (i,
Join (i,
}
else if (i
{
Join (i,
Join (i,

% 12 == 2)

i+ 3);
f(i, 10));

% 12 == 3)

% 12 == 4)

% 12 == 5)

i+ 2);
f(i, 13));

% 12 == 6)

% 12 == 7)

% 12 == 8)

% 12 == 9)

i+ 1),
g(i, 8));

% 12 == 10)

(i, 8));
f(g(i, 8),

10));
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255
256
257
258
259
260
261 %
262
263
264
265 {
266
267
268
269
270
271
272
273
274
275
276
277
278
279
280
281
282
283
284
285
286
287
288
289
290
291
292
293
294
295
296
297
298
299
300
301
302
303
304
305
306
307
308
309

int main(int argc,

else if (i % 12 == 11)
{
Join(i, g(i, 10));
Join(i, g(i, 11));
}

const charx argvl[])

JJ = stod(argv[1]);

L = stoi(argvI[2]);

TO = stod(argv[3]);

TMax = stod(argv[4]);

dT = stod(argv[5]);
BaseStepsLimit = stoll(argv[6]);
LastSteps = stoll(argv[8]);

Initialize ();
for (; T <= TMax + dT / 100; T
{

+= dT)

printf ("Temperature: %f\n", T);
InitSpins ();

printf ("Initialized.\n");

PreProcess () ;

printf ("Preprocessing done.\n");

double tmpMagn = GetTotalMagnetization(O0);
double tmpAbsMagn = abs (tmpMagn);

double tmpE = GetTotalEnergy (0);

double dE = 0;

int iii = 0;
for (long long mcs = 0; mcs < MCS; mcs++)
{
if (MCS>20 && mcs % (MCS / 20) == 0)
{
printf ("#"); // Progress meter
}
for (long long metro = 0; metro < N; metro++)
{
int randNode = GetRandomNode () ;
if (WillFlip(randNode, dE))
{
lattice [randNode] *= -1;
tmpE += 2 *x dE;
tmpMagn += 2 * lattice[randNodel];
tmpAbsMagn += abs(lattice[randNodel);
}
}

allRes [Ti]

GLAVA 5. DODATAK

allRes [Ti]
allRes [Til]
allRes [Til
allRes [Ti]

.averageMagnetization += GetTotalMagnetization (0) ;
.averageAbsoluteMagnetization += abs(tmpMagn);
.averageSquareMagnetization += sqr(tmpMagn) ;
.averageQuadMagnetization += sqr(sqr (tmpMagn));
.averageEnergy += tmpE / 2;



310
311
312
313
314
315
316
317
318
319
320
321

322

323
324

325

326

327

328
329
330
331
332
333 %

29

allRes [Ti] . averageSquareEnergy += (tmpE / 2)*(tmpE / 2);

if (mcs >= MCS - LastSteps)
{
for (long long i = 0; i < N; i++)
allRes [Ti].spins[i] += latticel[i];
}
}
printf ("\nMonte-Carlo done.\n");
allRes [Ti].averageMagnetization /= NORM;
allRes [Ti].averageAbsoluteMagnetization /= NORM;
allRes [Ti].averageSquareMagnetization = allRes[Ti].
averageSquareMagnetization / (NORM*N);
allRes [Ti].averageQuadMagnetization = allRes[Ti].
averageQuadMagnetization / (NORM*xN*Nx*N) ;
allRes [Ti].averageEnergy /= NORM;
allRes [Ti].averageSquareEnergy = allRes[Ti].averageSquareEnergy / (

NORM*N) ;
allRes [Ti] .magneticSusceptibility = N * (allRes[Til].
averageSquareMagnetization - sqr(allRes[Til].

averageAbsoluteMagnetization)) / T;

allRes [Ti].thermalCapacity = N * (allRes[Ti].averageSquareEnergy -
sqr (allRes [Ti] . averageEnergy)) / sqr(T);

allRes [Ti].BinderCumulant = 1 - allRes[Ti].averageQuadMagnetization
/ (3 * sqr(allRes[Ti].averageSquareMagnetization));

Ti++;

return O;
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Kod za "ranl” generator:

1 #pragma once

2 #define IA 16807

3 #define IM 2147483647

4 #define AM (1.0/IM)

5 #define IQ 127773

6 #define IR 2836

7 #define NTAB 32

8 #define NDIV (1+(IM-1)/NTAB)

9 #define EPS 1.2e-7

10 #define RNMX (1.0-EPS)

11

12 double ranl(long *idum)

13 A

14 int j;

15 long k;

16 static long iy = O0;

17 static long iv[NTAB];

18 double temp;

19

20 if (xidum <= 0 || !iy) {

21 if (-(*idum) < 1) *idum = 1;

22 else *idum = -(*xidum) ;

23 for (j = NTAB + 7; j >= 0; j—--) {
24 k = (*xidum) / IQ;

25 *idum = IA*(*idum - k*IQ) - IRx*k;
26 if (xidum < 0) *idum += IM;
27 if (j < NTAB) iv[j] = *idum;
28 }

29 iy = iv[0];

30 }

31 k = (xidum) / IQ;

32 *idum = IA*(xidum - k*IQ) - IRx*k;

33 if (xidum < 0) *idum += IM;

34 j = iy / NDIV;

35 iy = iv[jl;

36 iv[j]l = *idum;

37 if ((temp = AM#*iy) > RNMX) return RNMX;
38 else return temp;

39 ¥

40 #undef IA
41 #undef IM
42 #undef AM
43 #undef 1IQ
44 #undef IR
45 #undef NTAB
46 #undef NDIV
47 #undef EPS
48 #undef RNMX
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