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Cudesno putesestvije

Probudi se, Luna. Otvori svoje blistave oc¢i i ustremi pogled ka nebu. Prodrmaj svoje
nozice i Seci veé utabanim stazama svojih prethodnika. Opipaj tlo © udahni vazduh koji te
okruzuje. Ne oseca$ li lepotu ovog sveta u svakoj cestici oko sebe? Nije li veé sama pomisao
na put kojim ées§ poci vredna osmeha?

Ne, Luna, nema razloga za strah. Neka te ne uplasi pohabano tlo puno starackih bora.
To je put kojim svi moraju poci. Ipak, postoji pregrst razlicitih staza kojima se moZe doci
do konacnog odredista. Kakav ce tvoj odabir biti zavisi samo od jednog faktora - tebe. Stoga
ne ocajavaj. Ovladaj strujama koje pokusavaju upravljati tobom i podi ka svetu kakav Zelis
wvideti.

Da, Luna, put koji si odabrala pun je prepreka, ali takav je svaki. Neka te ne plase mracni
oblaci koje vidis ispred sebe, buduci oZiljci koje ées imati nakon sto kroz njih prodes. Hrabro
koracaj stazom masleéi na sva divna iskustva koja ces steci usput, sve ljude koje ces dotacu,
misli koje ¢es c¢uti. LoSe stvari su samo balans u svetu, igra vode i vatre, svetlosti © tame.
Uci iz ngih, ali ne dopusti da te obuzmu. Brazde koje budes imala na licu neka budu 1 u
tvome srcu kao veciti podsetnik na prolaznost stvari.

Zanimljiv je put koji si odabrala, Luna. To nisu prethodno dobro istraZene precice, vec
jos uvek nedovolyno dotaknuti koridori. Ne boj se nepoznatog. Dok hodas neznanim stazama,
dotakni svaki njihov segment. Ne zastajkuj, ne osluskuj, veé nezasito kreni u opipavanje
svega Sto te okruzuje. I nemoj odustati, nikako nemoj odustati dok ne dotaknes samu srz
svog postojanja. To se moZda i nece dogoditi, ali nemoj se razocarati. Sustina tvog bica je u
samoj potrazi. Ona je ta koja hrani tvoj duh, oplemenjuje tvoje telo, bogati tvoj svet. Zato
nikad ne odustaj od pitanja, traZenja.

A sad zbogom, Luna. Polako kreni svojim putem i znaj da ¢ée neko uvek budno motriti na
tebe, strepeti u losim momentima, radovati se u dobrim. Stoga se hitro upusti u taj nepoznati
svet 1 uzivaj u svakom trenutku njegovog razotkrivanja.
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1 Uvod

1 Uvod

Ljudska misao oduvek je bila ustremljena ka napretku. Nazad je gledala samo da bi bila u
mogucnosti da $to bolje predvidi ono sto je ¢eka. Doduse, uvek je sustinu svog bivstvovanja
posvecivala samim potrebama, te se najpre okrenula velikim prostorima, pokusSavajuc¢i da
otkrije uzrok svog postojanja. Medutim, u jednom trenutku to viSe nije bilo dovoljno i ¢ovek
se okrece najsitnijem delu prirode u pokusaju da odgonetne sopstvenu svrhu.

Ovde na scenu stupa Maks Plank sa nacinjanjem danas veoma bogate vizije kvantne
mehanike [1]. Bila ona prihvaéena ili ne, veoma brzo je postalo o¢igledno da funkcionise.
Stoga ne treba da zacudi ¢injenica da se od samih njenih korena radilo na primeni njenih
blagodeti u svetu tehnologije, pa i kvantne informatike.

Od samog Murovog predvidanja o dupliranju moéi racunara na svake dve godine [2],
Sto i predstavlja glavni motiv za trazenje sredstava za poboljSanje u okvirima kvantne
mehanike, proslo je dosta vremena, a kvantna informatika se razvijala neprestano, danas
postavsi jedna od najintrigantnijih veza izmedu kvantne mehanike i tehnologije. Zapravo,
skorasnji napredak je bas ono u ¢emu i treba traziti inspiraciju samog rada. Dvadeset prvi
vek predstavlja bogatstvo otkri¢a na podrucju kvantne informatike, a samo nekoliko posled-
njih godina predstavlja doba pravog uspona kvantne tehnologije. Godine 2013. formirana je
koherentna superpozicija nekoliko milijardi kubita, gde je vreme trajanja same koherentnosti
na sobnoj temperaturi prevazislo 39 minuta [3]. Sledeée godine obavljena je i teleportacija
proizvoljnih kvantnih stanja izmedu dijamantskih spinskih kubita razdvojenih duzinom od
3m [4]. U januaru 2017. godine kompanija D — Wave Systems Inc. najavila je prodaju
D — Wawve 2000Q) kvantnog racunara, koji se sastoji od 2000 kubita [5].

Osim same kontrole kubita, poslednjih nekoliko godina bilo je aktuelno i u pogledu
razvoja teorijskog razmatranja samih visekubitnih sistema sacinjenih od spinova, koji su
predstavljeni Paulijevim matricama. Posvecena je paznja uocavanju kvantnih faznih prelaza
u ovim sistemima [6, 7, 8, 9], ali i izucavanju mera kvantne zamrsenosti (kvantna spletenost,
quantum entanglement) kao Sto su konkurentnost (concurrence) i maksimalno narusenje
Belove nejednakosti [6, 8]. Naime, kvantna zamrsenost predstavlja spektakularno otkri¢e u
podrucju kvantne informatike i buduéi izvor vece brzine i Sirih moguénosti kvantnih racunara
u odnosu na klasi¢ne. Takode, danas je od velikog znacaja i ispitivanje veze izmedu kvantne
zamrSenosti 1 koherentnosti [10], te se vaznost pridaje i poredenju mera zamrsenosti i ko-
herentnosti u istim sistemima [8]. Zbog poteskoca vezanih za uzimanje u obzir sistema vise
spinova, najc¢esée se razmatraju dvokubitni i trokubitni sistemi sa odabranim XY ili XYZ
modelom uz neki vid frustracije. Nakon toga se visekubitni udeo ispituje pomocu sredstva
od iznimnog znacaja u problemima ove vrste - posredstvom metode renormalizacione grupe
(RG metod) [6, 7, 8, 9].

Sam praktic¢ni deo rada baziran je na ispitivanju kvantne zamrsenosti i kvantne koherent-
nosti u XY sistemima trokubitnog tipa sa Paloginski-Morija interakcijom (DM interakcija).
Razmatrana je i implementacija modela vec¢eg broja kubita posredstvom RG metoda, kao
i mogucnosti javljanja kvantnih faznih prelaza. Shodno [6] i [8], kao validne mere kvantne
zamrsenosti u obzir su uzete konkurentnost i maksimalno narusenje Belove nejednakosti, dok
je kao mera kvantne koherentnosti razmatrana relativna entropija koherentnosti (relative

5
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entropy of coherence).

Medutim, pre samog zalazenja u proceduru rada, neophodno je naciniti, iako na prvi
pogled poduzi, ipak veoma elementaran uvod kojim bi se ¢italac mogao uvesti u svet kvantne
informatike i spoznao svojstva veli¢cina koje su ovom prilikom razmatrane. Celoj prici
prethodice kratak istorijski osvrt na razvoj kvantne mehanike i kvantne informatike, nakon
Cega samo preostaje uplesti se u mrezu tajni ove dve neraskidivo vezane oblasti. Osim
toga, bice reci i o pojmu kvantnih faznih prelaza, koji su opisani drugacijim svojstvima od
uobicajeno razmatranih klasicnih. Na samoj zavrsnici rada bi¢e predstavljeno istrazivanje
obavljeno na trokubitnom sistemu u saglasnosti sa orudem predstavljenim u prvim poglavljima
rada. Sami rezultati nisu nista drugo do fizicki aspekt tehnoloskog problema i stoga se mozda
mogu i pokazati sredstvom za razvoj u tehnoloskom smislu u buduénosti.

2 Kratak osvrt na istorijski razvoj teorije kvantne
informatike

Kao $to to obicno biva, price o poreklu velikih licnosti, skupina, pa cak i ideja prolaze
kroz tri osnovne etape: revolucionarni preokret, neprihvatanje i konacan razvoj. U slucaju
kvantne informatike, razvojni put je svakako bio buran. Njegov najeksplozivniji deo nije
nista drugo no jedan slozeni, a danas i izuzetno neizbezan koncept - kvantna mehanika.

Naime, svaka nova ideja u fizici pocinje kao seme neke revolucionarne misli, pa je tako
bilo i u ovom sluc¢aju. Godine 1900. Maks Plank zacinje temelje buduce teorije predlazuci
kvantizaciju frekvencije kao moguce sredstvo za opis frekventne zavisnosti energije emitovane
od strane apsolutnog crnog tela [1]. I zaista, iako teoriji najpre nije pruzeno preveliko
poverenje, njeni rezultati dali su dovoljno razloga i onima bez iole vere u nju da prihvate
nove moguénosti koje im se ovim putem pruzaju. Albert Ajnstajn, kao jedan od pobornika
teorije, prihvata Plankovu hipotezu i objasnjava pojavu fotoefekta 1905. godine uvodeéi
kvante svetlosti - fotone [1].

Nakon ovih radova teorija pocinje uzurbano da cveta. Godine 1913. javlja se prvi
atomski model baziran na kvantnim idejama u radovima Nilsa Bora [1]. Dvadesete go-
dine dvadesetog veka obelezila su brojna znacajna imena poput Artura Komptona, koji
istrazuje kvantnu prirodu X-zracenja, Luja de Brolja, koji predlaze ideju o talasnoj prirodi
materije, Volfganga Paulija, koji formuliSe principe iskljuc¢enja za elektrone u atomu, Ervina
Sredingera, koji danas predstavlja jedno od vodeéih imena u oblasti talasne mehanike, Maksa
Borna i njegove probabilisticke interpretacije kvantne mehanike, te Vernera Hajzenberga i
njegovog principa neodredenosti, ali i brojnih drugih, koji nazalost nisu nabrojani na ovim
stranicama [1].

Naravno, suvoparne teorije ne dobijaju na preteranom znacaju ukoliko se ne nadu sistemi
koji bi omogudéili njihovo eksperimentalno ispitivanje i manipulisanje istima. Medutim, do
sedamdesetih godina dvadesetog veka, iako je postojala moguénost manipulisanja sistemima
sa velikim brojem kvantnih podsistema, njihova separacija i ispitivanje svakog pojedinacnog
kvantnog sistema nije bilo moguce. Tek sedamdesetih godina prethodnog veka pojavljuju se
tehnike koje omogucavaju istrazivanje izolovanih kvantnih sistema. Recimo, jedna od njih
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je metoda skeniraju¢eg tunelskog mikroskopa, koja omogucava posmatranja na atomskom
nivou sa moguénoséu manipulacije [11].

Kvantna informatika se uklapa u ovu viziju. Naime, moguénost kontrole izolovanih
kvantnih sistema lezi u srzi primene kvantne mehanike u kvantnoj informatici. Medutim,
dosadasnji napredak na ovom polju je i dalje veoma skroman, ali i daleko iznad nivoa na
kom se nalazio pre svega 20 godina, kao Sto je i predoceno u uvodu.

Ako se pogleda istorija informacionih nauka, matematicki model univerzalnog kom-
pjutera definisan je pre njihovog nastanka, 1936. godine u radu Alana Tjuringa i nosi naziv
Tjuringova masina njemu u cast [2]. Masina se sastoji od trake, instrukcijske table i glave
koja moze da ¢ita i piSe po traci i moze da zauzme beskonacan broj moguéih stanja [12].
Prikaz Tjuringove masine nalazi se na slici 1.

Slika 1. Sematski prikaz Tjuringove masine. Slika je preuzeta sa [13].

Tabla Tjuringove masine, shodno zadatom pocetnom stanju glave i ocitanoj vrednosti sa
trake u tom stanju, odreduje simbol koji ¢e glava ispisati na traci, stanje koje ¢e za-
uzeti i poziciju glave na traci [12]. Tjuring je pokazao da postoji univerzalna Tjuringova
masina, koja moze simulirati ma koju drugu Tjuringovu masinu [2]. Osnova njegovog rada
je Carc-Tjuringova teza, koja kaze da ukoliko postoji moguénost sprovodenja algoritma na
ma kom hardveru, onda postoji ekvivalentan algoritam za univerzalnu Tjuringovu masinu,
koji sprovodi isti zadatak kao algoritam na tom racunaru [2].

Nedugo nakon Tjuringovog rada konstruisani su i prvi elektronski kompjuteri. Dzon
fon Nojman nasao je teorijski model pomocu kog bi bilo moguce sastaviti racunar koji bi
imao svojstvo univerzalne Tjuringove masine, ali razvoj hardvera postaje realan tek nakon
razvoja tranzistora 1947. godine [2]. Snaga hardvera je pocela toliko ubrzano da raste u
narednim godinama da je Gordon Mur 1965. godine napravio predvidanje u okviru takoz-
vanog Murovog zakona, na osnovu kog snaga kompjutera duplira svoju vrednost na, okvirno,
svake dve godine, §to i jeste bio sluc¢aj od Sezdesetih godina proslog veka [2].

Medutim, ova predvidanja, ako se u obzir uzme trenutno dostupna tehnologija, vise nisu
odrziva. Konvencionalni pristupi proizvodnje kompjutera takmice se sa danasnjim proble-
mom veli¢ine i kvantni efekti pocinju da se ukljucuju u funkcionisanje racunara kako im
se velicina smanjuje. Ispostavlja se da klasi¢ni racunari mogu biti iskoris¢eni da simuli-
raju kvantne, ali to ne rade efikasno. U ovom kontekstu, pojam efikasnog oznacava vreme
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vrSenja akcije koje je izrazeno u funkciji polinoma veli¢ine problema od znacaja, dok je za
neefikasnost obiéno umesto polinoma vezana eksponencijalna funkcija [2].

Dakle, prelazenje sa klasicne fizike na kvantnu prilikom sprovodenja ra¢unarskih procesa
dovelo bi do porasta brzine rada. I ova ideja izni¢i ¢e spontano prilikom razmatanja mogucih
poboljsanja Caré-Tjuringove teoreme. Naime, Caré-Tjuringova teorema je kroz godine naisla
na sve stroze i stroze definicije, a kad se Dejvid Daj¢ zapitao o postojanju ra¢unara koji
simulira ma koji fizicki sistem efikasno, dosao je do ideje da bi odgovor trebalo traziti pod
okriljem kvantne mehanike [2]. U priblizno isto doba, Ri¢ard Fajnman spomenuo je prob-
lem simulacije kvantno-mehanickih sistema na klasi¢nim kompjuterima i predlozio kreiranje
racunara baziranih na zakonima kvantne mehanike [14]. Na taj nacin, 1982. godine otvara
se prozor novim mogué¢nostima - kvantnim racunarima.

Nakon toga slede nova otkri¢a u ovom polju. Recimo, 1944. godine Piter Sor demonstrira
kako je pomoc¢u kvantnih racunara moguce reSiti problem nalazenja delilaca celog broja,
$to najverovatnije nije moguée pomocu klasiénih ra¢unara [2]. Takode, Lov Grover je 1995.
godine pokazao da bi kvantni racunar ubrzao proces sprovodenja pretrage u nestruktuiranom
prostoru, prostoru u kom baza pretrage nije sortirana [2].

Sa druge strane, na razvoj kvantne informatike znacajno je uticao razvoj teorije infor-
macija. Dve teorije paralelno su se razvijale, konstantno se doticuci i preplicu¢i. Moderna
teorija informacija, doduse, dozivela je veliki prevrat nesto ranije od druge grane, 1948.
godine u radu Kloda Senona [2].

Osnova Senonovog doprinosa zasniva se na matematickom definisanju koncepta infor-
macije. Naime, Senonova informacija za set verovatnoca {p;} ima oblik:

H=—> pilogp (2.1)

sto predstavlja Bolemanovu formulu za entropiju i Senonov odabir kvantitativne mere infor-
macije [15]. U zavisnosti od prirode problema bira se i logaritamska baza. Recimo, najéesée
se za bazu logaritma uzima 2, te se u tom sluc¢aju radi o bitima, a ukoliko se za bazu uzme
e, meri se u natima [16]. Dakle, srz njegovog razmatranja sastoji se u tome da je informa-
cija tacno definisana funkcija verovatnoce. Godine 1995. obezbeden je i kvantni analogon
Senonovog rada od strane Bena Sumahera i tom prilikom je definisan kvantni bit, odnosno
kubit, pojam koji ¢e kasnije biti podrobnije istrazen [2].

Danas se velika paznja posvec¢uje i kvantnoj kriptografiji. Kriptografija predstavlja
oblast koja se bavi moguénoséu komunikacije izmedu dve stranke koje ne veruju jedna drugoj
[2]. Verovatno najintrigantniji problem koji ona obuhvata tice se tajnog komuniciranja. U
daljim poglavljima bic¢e vise reci o ovom problemu.

Naravno, kvantna informatika je od svog nastanka rasla iznimnom brzinom, a danas
je mozda i najpopularnija njena oblast kvantna zamrSenost, koja predstavlja samu srz
rada. Medutim, bazican cilj svake od oblasti predstavlja svojstvo fizickog razmisljanja o
ra¢unarskim problemima, Sto je otvorilo vrata novim moguénostima u oblasti informatike.
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3 Kvantno-mehanicka baza kvantne informatike

Na osnovu kratkog osvrta na istorijske ¢injenice postaje prilicno jasno da je za bilo kakvo
uplitanje u grane kvantne informatike najpre neophodno izgraditi kvantno-mehanicki aparat,
koji u ovom slucaju predstavlja sredstvo od presudnog znacaja. Stoga ¢e ovaj segment biti
posvec¢en neophodnom aparatu koji kvantna mehanika nudi.

3.1 Dirakova notacija. Hilbertov prostor

Dirakova notacija predstavlja pogodan zapis vektora u kvantnoj mehanici i stoga je i
koriséena u radu. Njeni glavni ”sastojci” su bra (.| i ket |.) vektori, koji u formi skalarnog
proizvoda daju braket (.|.) [17]. Recimo, kvantno-mehanicko stanje moze biti zapisano u
formi:

v = (a,) = |f] (3.1)

ili u Dirakovoj formi:
W) = alz) + Bly) (3.2)

gde su « i 8 kompleksni brojevi u opstem slucaju, a vektori |x) i |y) su u matriénoj formi:

)= o]+ 19 = ] (33

Bra vektor predstavlja adjungovani oblik ket vektora. Ukoliko se upotrebi matri¢na forma
u kojoj je ket vektor predstavljen kao vektor kolone:

o
U) = 3.4
UK 3.4

onda je odgovarajuci bra vektor:
T * *

(W= (Ju)" = [a* ] (3.5)

i u Dirakovoj notaciji moze biti zapisan u obliku:
(W] = o™ (x| + 67(y| (3.6)
Dakle, ovim relacijama su definisani dirakovski vektori. Ova notacija posebno je pogodna

ukoliko se razmatra unutrasnji proizvod oblika (¥|®). Ukoliko se za ket vektor uzme veé
navedeni oblik (3.4), forma:

o = [o 57 (] =lal 4158 3.7)

naziva se normom vektora |W) [17] i najcesée se radi o jediniénoj normi, te se na taj nacin i
uvodi pojam normiranih stanja, koji obuhvata stanja normirana na jedinicu. Naravno, isti
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rezultat mora se dobiti i ako se razmatra dirakovska forma. Najpre, na osnovu relacija (3.3)
jasno je da su |z) i |y) ortogonalna i normirana stanja:

(zly) = (ylz) =0 (3.8)
(zfx) = (yly) = 1 (3.9)

Na osnovu ovih relacija, u Dirakovoj notaciji norma je oblika:
(T1) = (" (x| + B(yl) (alz) + Bly)) = lol* + |8 (3.10)

sto se poklapa sa relacijom (3.7).

Sada je pogodno uvesti i definiciju ortonormiranog bazisa. Naime, ukoliko je relacija
(3.7) jednaka jedinici:
(Vo) =1 (3.11)

i ako je skalarni proizvod stanja |¥) sa drugim stanjima iz pripadnog bazisa, pa i nekim
stanjem |®) iz tog bazisa:
(W[®) =0 (3.12)

onda se radi o ortonormiranom bazisu [18].

Medutim, sta zapravo predstavlja spominjani pojam bazisa? Bazis nekog vektorskog
prostora je set vektora {|¥;)} takav da se ma koji vektor | T) iz tog prostora moze predstaviti
kao njihova linearna kombinacija |Y) = ). a;|¥;), pri ¢emu su oni sami linearno nezavisni
[18]. Broj bazisnih vektora govori i o dimenziji prostora, te ako se indeks ¢ kreée od 1 do
n, re¢ je o n-dimenzionom vektorskom prostoru [18]. Za ovako definisan prostor linearna
nezavisnost je prisutna ukoliko je relacija:

Oél\Ifl + OJQ\I’Q + ...+ Ckn\:[ln =0 (313)

ispunjena samo ako su svi koeficijenti «; jednaki nuli [18]. Naravno, ukoliko je relacija (3.13)
ispunjena za bar jedan koeficijent koji je razli¢it od nule, onda je re¢ o linearno zavisnim
vektorima i u tom slucaju se bar jedan od njih moze zapisati kao linearna kombinacija ostalih
[18]. Ovde treba naglasiti jos jednu ¢injenicu. Kada je re¢ o bazisu nekog prostora, onda se
ne govori o jednom privilegovanom bazisu, ali je bitno da svaki od datih bazisa, vezanih za
isti prostor, posto odgovara prostoru istih dimenzija, ima i isti broj elemenata [2].

Posebno pogodno svojstvo Dirakove notacije je to Sto se i operatori, odnosno matrice,
mogu definisati pomocu bra i ket vektora. Recimo, matrica:

A= {aw “w} (3.14)
Oyz  Qyy
u Dirakovoj notaciji zapisuje se u obliku:
A = | 2) (2] + Qay|2) (Y] + ayely) (2] + ayy|y) (Y] (3.15)

koji ¢e i predstavljati pogodan oblik prilikom trazenja matrice gustine p.
Ovim putem uvedene su Dirakove forme zapisa vektora i operatora, te definisana svojstva
bazisa i dimenzije vektorskog prostora, ali nije bilo rec¢i o samom prostoru. Naime, sve
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dosadasnje, ali i buduce s obzirom na to da ¢e u ovom prostoru biti skoncentrisano celokupno
podrucje rada, definicije ticu se Hilbertovih prostora. Jedan Hilbertov prostor predstavlja
kompletan kompleksni vektorski prostor sa definisanim unutrasnjim proizvodom [2].

Kompleksan vektorski prostor V' predstavlja set koji sadrzi nulti element i za sve vektore
|W), |®),|x) € V isve kompleksne brojeve v i 3 vaze slededi zakoni [2]:

V) +|9) = [@) + ) (3.16)

(17) +12)) +[x) = ) + (1) + [x)) (3.17)
0+ V) = [¥) (3.18)

[¥) —[¥) =0 (3.19)

a(B]V)) = (aB)|¥) (3.20)

(a+ 8)|¥) = a|¥) + B|V) (3.21)
a(|P) + () = a|¥) + a|?) (3.22)
1) = [¥) (3.23)

Unutrasnji proizvod (.|.) zadovoljava sledeée relacije [2]:

(| + B(Y])|@) = a(T]D) + B(V|D) (3.24)
(U|®) = (B|W)" (3.25)

(U|AD) = \(T|D), (AT|D) = \*(T|D) (3.26)
()W) >0 (3.27)

pri ¢emu u poslednjoj relaciji znak jednakosti vazi samo u slucaju kada je |¥) = 0.
Na osnovu prethodnih definicija vektorskog prostora i unutrasnjeg proizvoda definisan
je i Hilbertov prostor, u kom ¢e biti sproveden ostatak razmatranja.

3.2 Svojstveni problem. Adjungovani operatori. Ermitski opera-
tori. Projektori. Unitarni operatori

Baza prakticnog dela rada bice pronalazenje svojstvenih vrednosti i svojstvenih vektora
hamiltonijana, te je neophodno prethodno ih definisati. Svojstveni vektor operatora O je
koji god vektor koji zadovoljava relaciju:

O|T) = A\|T) (3.28)

gde je \ svojstvena vrednost vezana za svojstveni vektor | W) [17]. Skup razlicitih svojstvenih
vrednosti naziva se spektrom operatora i, ako je on prebrojiv, spektar je diskretan, a ako
je neprebrojiv, re¢ je o kontinualnom spektru [18]. Takode, treba uociti da je u ovom
slucaju izostavljena uobicajena oznaka ”kapice” iznad operatora i ova notacija koristic¢e se i
u preostalom delu rada.

11
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Ako je re¢ o linearnom operatoru, koji zadovoljava relaciju [18]:
O(a|¥) + B|®@)) = aO|¥) + SO|D) (3.29)

i svojstveni vektor |U) odgovara svojstvenoj vrednosti A, onda je i vektor a|¥) svojstveni
vektor koji odgovara istoj svojstvenoj vrednosti.

O|¥) = \|¥)/ - « (3.30)
aO|¥) = a\|T) (3.31)
O(al¥)) = A(a|P)) (3.32)

Dakle, umesto svojstvenih vektora, zapravo su relevantni svojstveni pravci i svi vektori duz
istog pravca su ekvivalentni [18].

Takode, ukoliko istoj svojstvenoj vrednosti odgovara vise linearno nezavisnih svojstvenih
vektora, svojstvena vrednost je degenerisana, a broj linearno nezavisnih svojstvenih vektora
koji joj odgovara definiSe stepen degeneracije [18]. Ako su |¥;) i |[¥5) dva svojstvena vektora
koji odgovaraju istoj svojstvenoj vrednosti A, onda se moze pisati:

O(a|\111> + 5|‘IJ2>) = aO|¥y) + BO|¥,) =
= a|Vy) + BA|¥y) =
= AMa|®1) + 8]¥,)) (3.33)

te je i svaka linearna kombinacija linearno nezavisnih svojstvenih vektora iste svojstvene
vrednosti takode svojstveni vektor kom odgovara jednaka svojstvena vredsnost.

Osnovni proces koji omogucava trazenje svojstvenih vrednosti jeste proces reSavanja
karakteristi¢ne jednacine. Karakteristicna funkcija definise se kao:

C(A) = det |0 — | (3.34)

gde je det oznaka za determinantu, a I jedini¢na matrica, ¢ija dimenzija odrazava dimenziju
matri¢nog operatora O [2]. U tom slucaju, karakteristicna jednac¢ina je oblika [2]:

C(A\) =0 (3.35)

Ovde treba uociti da je u problemu koris¢ena matri¢na reprezentacija svojstvenog problema,
koja ¢e i nadalje biti koris¢éena usled toga Sto ¢e se operacije vrsiti u konacnodimenzionom
prostoru, te nema problema u tom pogledu. Stoga ¢e prilikom resavanja jednacine (3.35)
iznici sve svojstvene vrednosti operatora O. Doduse, ovaj proces bi¢e sproveden jednostavnije
u okviru programskog paketa Wol fram Mathematica.

U radu ¢e od znacaja biti ermitski hamiltonijan, te je stoga neophodno prethodno defin-
isati pojam ermitskog operatora. Naime, u literaturi se obi¢no polazi od definicije adjun-
govanog operatora. Ako je O ma kakav linearni operator u Hilbertovom prostoru, postoji
jedinstven linearni operator Of u istom prostoru takav da za sve vektore vektore |W¥) i |®)
iz Hilbertovog prostora zadovoljava relaciju:

(¥,00) = (O'v, 9) (3.36)

12
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i nosi naziv adjungovani operator operatora O [2]. Matrica koja se pripisuje adjungovanom
operatoru O' transponovana je i kompleksno konjugovana u odnosu na matricu pripisanu
operatoru O. Dakle, u pitanju je kompleksno konjugovana matrica u kojoj su vrste i kolone
zamenile uloge.

Adjungovan operator adjungovanog operatora jednak je, shodno definiciji (3.36):
(v,010) = ((0")', @) (3.37)
(v,01®) = (0'®, V)" = (,0¥)" = (OV, ) (3.38)
te je ocito da je, porede¢i (3.37) i (3.38), adjungovan operator adjungovanog operatora

jednak polaznom operatoru (OT)T = 0. Takode, ukoliko se operator izrazava kao proizvod
dva operatora, njegov adjungovani operator dobija se u formi:

(U, (AB)®) = (A'W, B®) = (Bt ATW, @) =
= ((AB)'V, ) (3.39)

te je ocito:
(4B) = B1AT (3.40)

Takode, ako je |¥) vektor sa svojim adjungom (|¥))" = (¥|, onda je korisna i sledeéa relacija

2]:

(O]g)" = (w|O] (3.41)
U specijalnom slucaju, operator moze biti jednak svome adjungu:
O'=0 (3.42)

i takvi operatori nazivaju se ermitskim [2]. Takvi operatori imaju nekoliko vaznih karakter-
istika, a najznacajnija je da su njihove svojstvene vrednosti:

O|U) = A\|¥) (3.43)

(T, 00) = (U,AV) =\ (3.44)

(T, 0¥) = (0", V) = (0T, V) = (AL, T) = \* (3.45)
A=\ (3.46)

0Cito realne.

Posebna klasa ermitskih operatora su projektori. Neka je prostor W k-dimenzioni pot-
prostor d-dimenzionog prostora V. Ako je ortonormirani bazis V' oznacen sa |1)...|d), a
potprostora W sa |1)...|k), gde je k < d, onda je projektor na prostor W [2]:

P=" Il = >R (3.47)

gde je P, = |i)(1]. Ovakva definicija projektora ne zavisi od izbora bazisa W. Takode,
znacajno je dejstvo projektora na vektor iz bazisnog skupa:

Plm) = Z i) (ilm) = Z Oim|i) = |m) (3.48)

13



3 Kvantno-mehanicéka baza kvantne informatike

0, i#m

) . Dakle, projektor projektuje u datom pravcu, sto mu i samo ime
, 1=m

gde je 0;, = {

kaze. Osim toga, za projektor vazi i osobina P? = P [2].

Svaki projektor ima i svog komplementa. Ortogonalni komplement projektora je op-
erator oblika @ = I — P [2]. Ocito je da @ predstavlja projektor na potprostor izgraden
vektorima |k + 1)...|d).

Od specijalnih vrsta operatora posebno je znac¢ajan i unitarni operator, koji zadovoljava
svojstvo [17]:
UlU=0U"=1 (3.49)

Ovi operatori posebno su znacajni jer ocuvavaju unutasnji proizvod:
(U\IJ,UCD) = (UTU\IJ,CID) = ([\Il,q)) = (\IJ,CID) (3.50)

Osim toga, shodno definiciji (3.49), determinanta unitarnog operatora jednaka je jedinici
|det U| = 1.

Na ovaj na¢in uvedeni su osnovni pojmovi i operatori koji ¢e se nadalje koristiti kako u
samom prakti¢nom radu, tako i u ostatku segmenta.

3.3 Kubit. Adamarova stanja i operacije. Paulijeve matrice

U teoriji kvantnih informacija signal se transmituje posredstvom kvantnog sistema za
razliku od klasi¢nog analoga. U slucaju klasi¢ne informacije kvantitativna jedinica mere su
biti i fizicki sistem ima dva razluciva stanja. Obic¢no se jedno stanje oznacava kao logicka
nula (niska mera signala), a drugo kao logicka jedinica (visoka mera signala) [15].

U kvantnoj informatici, iako je situacija malo drugacija u kvantnom svetu, baza razma-
tranja je veoma slicna. Analog bita u kvantnim merama je, kako je ve¢ naglaseno, kvantni
bit ili kubit. Za kubit se bira ma koji kvantni sistem sa dva ortogonalna stanja, koja se
najcesée obelezavaju sa |0) i [1) [15]. Takode, stanja |0) i |1) su normirana. Proizvoljni
vektor stanja se u ovom prostoru onda moze zapisati u obliku:

2) = a]0) + BI1) (3.51)

Ovaj zapis je posebno pogodan usled toga sto omogucéava da se u vise od dve dimenzije
proizvoljno n-dimenziono stanje zapise u obliku [17]:

n—1
T) = aol0) + aa[1) + ... + anafn — 1) = > i) (3.52)
=0

Stanja |i) su ortogonalna i normirana, odnosno, vazi sledece:
(il7) =0, i #] (3.53)

(ilj)=1, i= (3.54)

kao Sto vazi i u slucaju kubita.
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U slucaju kubita, kada je « = 1, a f = 0, onda je |¥) = [0), aza =11« = 0, ocito je
|¥) = |1), kao §to je to sluc¢aj kod klasi¢nog bita, te se ovde moze videti analogija. Medutim,
a i ne moraju biti 110, te |¥) u opstem sluc¢aju moze biti superpozicija stanja |0) i |1),
Sto ne nalazi analoga u klasi¢noj problematici [17]. Kubit u stanju |¥) moze se meriti i u
tom slucaju stanje |0) bi¢e izmereno sa verovatnocom |a|?, a stanje |1) sa verovatno¢om |3]?
i shodno Bornovoj probabilistickoj interpretaciji talasne funkcije, prema kojoj je kvadrat
modula talasne funkcije gustina verovatnoce da se cestica u nekom trenutku nade u nekoj
zapremini [18], te ¢injenici da je verovatnoc¢a da se izmeri ma koje od dva stanja jednako
jedinici, mora vaziti ve¢ spomenut uslov:

laf* + |8 =1 (3.55)
Sto je jedino ogranic¢enje u pogledu koeficijenata a i (.
U kvantnoj informatici se ¢esto koristi Adamarov bazis kubitnih stanja [17]:

1

+) = —=(10) + 1)) (3.56)

S

2
1

I—) ﬁ(10> — 1)) (3.57)

Ova stanja u literaturi ¢esto nose naziv kvantni novéiéi usled toga sto merenja daju stanja
|0) i ]1) sa verovatno¢om 50 : 50. Osim toga, Adamarova stanja su ortogonalna pored toga
Sto su normirana.

Pored Adamarovih stanja poznate su i Adamarove operacije, odnosno unitarne operacije
forme [17]:

H = [+)(0] + |=){1] =
1
(10) + 1)) (0 + ﬁ(l@ — )1 =

Sl =Sl

(10)¢0] + [1)40] + [0} (1] — [1)(1]) (3.58)

o) =[] =17 (3.9)

koji predstavljaju uobic¢ajena ortogonalna stanja kubita, daje:

H = % E _111 (3.60)

Dejstvo ovakvog vida operatora na stanja |0) i [1) daje:

Sto, ako se uzmu vektori:

H|0) = |+) (3.61)

HI1) = |-) (3.62)
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a na stanja |[+) i |—):
H]|+) = |0) (3.63)

H|—) = [1) (3.64)

Dakle, ukoliko se Adamarova operacija sprovede na Adamarova stanja pre merenja, merenjem
se dobija tacno odredeno stanje |0) ili |1) bez obzira na to Sto bi bez primene Adamarove
operacije Sanse za registrovanje ma kog od dva stanja bile 50 : 50 [17]. Ovo je, dakle, veoma
pogodno svojstvo, posto omogucava razlikovanje prvobitnih Adamarovih stanja na osnovu
relacija (3.63) i (3.64).

Medutim, dosad je jedina definisanost stanja |0) i |1) bila oblika (3.59). Bez obzira na
to §to je receno da su stanja |0) i |1) proizvoljna ortogonalna i normirana stanja, obicno se
u obzir uzimaju ta¢no odredena stanja. Nekad su to dva spinska stanja jednog elektrona
| 1) 1| ), nekad horizontalna i vertikalna polarizacija fotona |H) i |V) [17], ali najcesce
bas prva opcija, koja ¢e i biti korisS¢ena u prakticnom delu rada. Ovaj bazis cesto se naziva
komputacionim bazisom i predstavlja se pomocu svojstvenih funkcija Paulijeve matrice o*

[15]:

0% = [é _01] (3.65)
5°(0) = 0) (3.66)
(1) = —|1) (3.67)

gde su:

== | 1=1= ] (3.68)

Dakle, ako se up i down stanja uzmu za referentna kubitna ortogonalna stanja [0) i |1),
posebna pogodnost je sto se moze raditi sa Paulijevim matricama i jedinicnom matricom za
opisivanje svojstava kubita. Ostale navedene matrice su oblika [17]:

o = [(1) (1)] , oY = {(Z) _01 LI = [(1] (1)] (3.69)

i poznato je njihovo dejstvo na kubitna stanja (3.68) [15]:

c*l0) = [1), o®[1) =|0) (3.70)
o¥|0) = i[1), o¥[1) = —i|0) (3.71)
100y = |0y, 1]1) = 1) (3.72)

Kao jedno od najintrigantnijih oruda u kvantnoj mehanici, Paulijeve matrice i u ovom slucaju
bi¢e neophodno sredstvo za resenje problema, o ¢emu ¢e vise reci biti u prakticnom delu.
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3.4 Tenzorski proizvod

Rad ¢e biti baziran na razmatranju trokubitnog sistema i stoga je najpogodnije raditi
u slozenom vektorskom prostoru kreiranom grupisanjem pojedina¢nih prostora pripisanih
svakom izolovanom ¢voru (spinu), odnosno kuplovati Paulijeve matrice za svaki ¢vor. Takav
prostor predstavlja trocesticni sistem kreiran kao osmodimenzioni entitet nastao svojevrsnim
spajanjem dvodimenzionih segmenata. Ispostavlja se da je rad u ovakvom prostoru prili¢no
jednostavniji, u Sta se ¢italac moze uveriti u prakticnom delu rada. Medutim, da bi se moglo
posvetiti samom procesu formiranja ovakvog prostora, najpre je neophodno uvesti pojam
tenzorskog proizvoda.

Kao sto je veé receno, tenzorski proizvod predstavlja alat pomoc¢u kog je moguée manje
vektorske prostore grupisati tako da formiraju krupnije tvorevine. Neka su prostori V' i W
Hilbertovi prostori dimenzija m i n. Onda je prostor V ® W, gde je sa ® oznacen tenzorski
proizvod, mn-dimenzioni Hilbertov prostor [2]. Elementi novog Hilbertovog prostora su
linearne kombinacije tenzorskog proizvoda |v) ® |w) elemenata |v) prostora V' i |w) prostora
W [2]. Dakle, ako je {|i)} ortonormirani bazis vektorskog prostora V', a {|j)} prostora W,
onda je {|i) ® |j)} bazis prostora tenzorskog proizvoda V @ W [2].

Po definiciji, tenzorski proizvod zadovoljava sledeée stavke [2]:
1. za proizvoljni skalar « i vektore |v) i |w) iz prostora V' i W, respektivno, vazi:
a(lv) ® lw)) = (alv) @ [w) = |v) @ (a|w)) (3.73)
2. za proizvoljne |vy) i |vg) iz V' i |w) iz W vazi:
(Io1) + [v2)) @ Jw) = [v1) & [w) + [v2) @ |w) (3.74)
3. za proizvoljne |v) iz V' 1 |wy) 1 |we) iz W vazi:
[0) @ (fwi) + [w2)) = [v) @ [wn) + [v) @ [ws) (3.75)

Ostaje jos znacajno pitanje prirode linearnih operatora koji deluju na prostor V & W.
Ako su |v) i |w) vektori u V' i W, respektivno, a A i B linearni operatori koji deluju na
prostore V' i W, respektivno, moze se definisati tenzorski proizvod operatora A ® B koji
deluje na prostor V@ W kao [2]:

(A® B)(jv) ® |w)) = Ajv) @ Blw) (3.76)

Unutrasnji proizvod u prostorima V i W moze se iskoristiti za definisanje unutrasnjeg
proizvoda u prostoru V@W. Recimo, za neke proizvoljne vektore  ; a;|v;)®[w;) i ), bjlv;) @
lw;) iz V ® W, unutrasnji prozivod definise se [2]:

( Z ai|vi) ® |w;), Z bilv) ® Jw;)) = Z a; by (vivj) (wilw;) (3.77)

Doduse, celokupno razmatranje je apstraktno bez uvodenja Kronekerovog proizvoda. On
omogucava da se sa uopstenog tenzorskog proizvoda prede na razmatranje matricne forme i
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Kronekerovog proizvoda. Ako je A matrica dimenzija m X n, a matrica B matrica dimenzija
p X ¢, njihov Kronekerov proizvod je [2]:

AHB A12B e AlnB
AnB AnB ... AyB

AoB=|"" S (3.78)
AmB ApsB ... A B

matrica dimenzija mp X ngq.

Shodno ovoj definiciji tenzorskog proizvoda, u prakticnom delu bi¢e nadeni tenzorski
proizvodi Paulijevih matrica i vektora (3.68) za potrebe razmatranja trokubitnog sistema u
matri¢noj reprezentaciji.

3.5 Cista i meSana stanja. Matrica gustine

Dosad su pojmovi ¢istog i meSanog stanja samo sporedno usli u srz rada, ali ¢e sada
biti i zvani¢no nacinjeno razgranicenje izmedu dva pojma. Naime, za sistem se kaze da je
u ¢istom stanju ako se poseduje potpuno znanje o sistemu, odnosno, zna se u kom je tacno
stanju [19]. Ukoliko se radi o me$anim stanjima, postoji samo parcijalno znanje o sistemu
[19]. Medutim, ove deskripcije i dalje zvuce isuvise apstraktno. Da bi se dobila prava ideja
o Cistim i meSanim stanjima, najefikasnije je uvesti termin matrice gustine.

Jedan od osnovnih postulata kvantne mehanike jeste postulat merenja, koji definise
vrednosti koje se mogu izmeriti u sistemu. Neka je cilj izmeriti veli¢inu povezanu sa opera-
torom F' (jos jedan postulat u kom se svakoj opservabli pripisuje ermitski operator - postulat
o opservablama [20]). Svojstveni problem operatora je:

FI W) = f|v) (3.79)

i neka se radi o operatoru diskretnog spektra, jer ¢e samo takvi i biti od interesa u daljem
radu. Superpozicija svih diskretnih svojstvenih stanja moze se zapisati u obliku [20]:

1) =D ailws) (3.80)

gde su |¥;) svojstvena stanja, a a; koeficijenti razvoja:

Rezultat merenja ¢e u ovom slucaju biti svojstvene vrednosti operatora F', f;, merene sa

verovatnocom |a;|?, kako je ranije i bilo naznaceno.

Distribucija verovatnoc¢e u kojoj se stanje |¥;) javlja sa verovatnocom |a;|? kao stanje
u kom se sistem nalazi posle merenja (vezano za izmerenu svojstvenu vrednost) moze se

predstaviti matricom gustine [17]:

p= Z il | @3) (W] (3.82)

18



3 Kvantno-mehanicéka baza kvantne informatike

Stanje |T), u kom se sistem nalazi pre merenja, ima verovatnoc¢u 1 i stoga se njegova matrica
gustine zapisuje u obliku:

p= 11| (3.83)
te je u pitanju cisto stanje [17]. Nakon merenja sistem prelazi u stanje koje odgovara
izmerenoj svojstvenoj vrednosti [18].

Treba dodati da kvadrat matrice gustine (3.83) ima oblik same matrice gustine, $to je
jedna od odlika matrice gustine ¢istih stanja.

=p (3.84)

Osim toga, ermitovost matrice je uocljiva u prilozenom dokazu (3.84).

Osnovna odlika cistog stanja jeste i Cinjenica da, ukoliko se reSava svojstveni problem
matrice gustine, rezultat ¢e biti samo jedno svojstveno stanje sa svojstvenom vrednoséu 1
[19].

p|T) = [T)(T|T) = 1|T) (3.85)
Dejstvo iste matrice gustine na stanje |2) ortogonalno na stanje |Y) daje samo jednu svo-
jstvenu vrednost - nulu [19].

pIQ) = [T)(Y]0) = 0|T) (3.86)

Stavke (3.85) i (3.86) krucijalne su odlike ¢istog stanja s obzirom na to da za meSana
stanja one nisu validne i matrica gustine ima vise od jedne svojstvene vrednosti razlicite od
nule [19]. Mesana stanja predstavljaju odredenu mesavinu ¢istih stanja Y sa pridruzenim
verovatno¢ama p; i odgovarajuca matrica gustine sistema u meSanom stanju zapisuje se u

obliku [17]:
p=2_pilTH(T" (3.87)

Matrica gustine je, inace, pogodno sredstvo za reSavanje brojnih problema ekvivalentno
pristupu vektora stanja, ali Cesto podesnije [2]. Takode, poznata forma matrice gustine
omogucava predvidanje buduéeg ponasanja sistema [2].

Matrica gustine ima sledeca poznata svojstva [2]:

1. ermitovost,
2. Tr(p) =1,
3. pozitivna definisanost (V[p|¥) > 0 i

4. Tr(p*) < 1, pri cemu znak jednakosti vazi samo u slucaju ¢istih stanja.

Prva osobina vec¢ je dokazana, a sada ¢e isto biti ucinjeno i za preostala tri svojstva.

=Y (0T () Zp,—1 (3.88)

i,
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(U[p| ) = sz YT = Zpl (T ) [? (3.89)

Tr(p”) = Z(TjIPQITj> = Z<Tj|p|Ti><Ti\p\Tj> =
—Zl (07 =[O0 ) P |* = lekl2 (3.90)

1,5,k

Prilikom izvodenja poslednje relacije iskoriséen je uslov kompletnosti skupa >, |[T9)(T?| = 1
[18].

Takode, ne bi bilo lose ovde spomenuti jos jednu ¢injenicu vezanu za matricu gustine.
Recimo, za datu matricu gustine u obliku:

p=210){0] + 3I1)(1 (391)

moze se na prvu loptu pretpostaviti da je ona pripisana sistemu koji je u stanju |0) sa
verovatnocom 2 i [1) sa verovatnotom i. Medutim, ne mora biti tako. Ako se definisu

4
stanja:

- \/§|o> + \/;U (3.92)
=1/710) =/ 7I1) (3.93)
Vi i

i sistem se nalazi u stanju |a) sa verovatno¢om 3 i stanju [b) sa istom verovatno¢om, odgo-
varajuca matrica gustine je:

p = sla)al + 1) ol = 210} 0] + 71131 (39

Dakle, dva razlicita ansambla stanja mogu dati istu matricu gustine. Stoga se iz oblika
matrice gustine ne moze doneti zakljucak o nekom privilegovanom ansamblu stanja [2].

Prilikom razmatranja termodinamickih problema sistema u termodinamickoj ravnotezi,
doduse, pogodnije je koristiti malo drugaciji oblik matrice gustine. Matrica gustine sistema u
stanju termodinamicke ravnoteze karakterise se termalnom distribucijom u populaciji kvant-
nih stanja [21]:

efﬁEn
= 3.95
p 7 (3.95)
gde je Z particiona funkcija oblika:
7 = Tr(e #H) (3.96)
H hamiltonijan problema, FE, njegove svojstvene energije, a [ = kBLT Tako je matrica
gustine u ovom slucaju [21]:
e PH
Peq = 7 (3.97)

Na ovaj nacin je u problem uneto i razmatranje termalnih svojstava posredstvom temperature
T. Ova ideja posebno ¢e biti znac¢ajna prilikom razmatranja kako temperatura utice na
odredene kvantno-informaticke velic¢ine.
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3.6 Redukovana matrica gustine

Ispostavlja se da matrica gustine nije sredstvo od iznimne vaznosti samo za odredivanje
sistema i njegove evolucije, ve¢ i koristan alat u razluc¢ivanju njegovih kompozitnih delova.
U tom svojstvu koristi se takozvana redukovana matrica gustine.

Neka su prisutna dva fizicka podsistema A i B u sistemu opisanom matricom gustine
p*B. Redukovana matrica gustine podsistema A je u tom slucaju [2]:

o = Trg(p"P) (3.98)
gde je Trp parcijalni trag po podsistemu B, koji se definise u obliku:

Trp (|a1)(az| @ |b1)(ba]) = la1){az| Tr(|by)(b2]) (3.99)

gde su |ay) i |ag) dva vektora iz podsistema A, a |by) i |by) dva vektora iz podsistema B.
Naravno, analogne relacije vaze i za redukovanu matricu gustine podsistema B uz zamenu
A2 Bilay),|az) 2 |by),|b).

Posto je u samom prakticnom delu radeno sa konkretnim matricama, i ovde e biti
pogodno formulisati odredene matrice proizvoljne forme i razmatrati Sta trazenje parcijalnog
traga po jednom podsistemu znaci zapravo. Naime, neka su date matrice A podsistema A i
B podsistema B u formi 2 x 2:

Q21 A22 ba1  bao

A= |:a11 &12} . B= {511 512] (3'100)

Od interesa je naéi trag matrice A ® B u prostoru A ® B. Na osnovu prethodno uvedenog
Kronekerovog proizvoda matrica (3.78), dobija se sledece:

aj1bin  anibiz abin aigbie

an B axB a1b11  agibia  agebin  abie
a21b91  ag1bay  agebar  ageba
= a11b11 + a11bg + agbiy + azbyn = an (bn + 522) + a9 (bn + 522) =
= (au + azg) (b11 + bgg) =TrATrB (3101)

Tr(A®B) =Tr [GUB a12B] — Ty airbar  aitba  aigbar  aizbao

Dakle, ukoliko se relacija (3.101) uporedi sa relacijom (3.99) postaje jasno da parcijalni trag
moze predstavljati dobro matematicko sredstvo za eliminaciju stepeni slobode po odredenom
podsistemu. Ono S§to se uocava poredenjem relacija jeste Cinjenica da trazenje parcijalnog
traga po prostoru koji se sastoji od dva potprostora zapravo podrazumeva prosto izolovanje
matrice prostora od interesa i njeno mnozenje tragom matrice u preostalom potprostoru.
Kako je prethodno rasudivanje vazilo za proizvoljne dve matrice iz dva prostora A i B, vazi
i za redukovane matrice gustine dva podsistema. Doduse, u pitanju je jos uvek matematicki
pristup, sto ne treba izgubiti iz vida.

Medutim, ne postoji nijedan ociti razlog zasto bas parcijalni trag opisuje segment jednog
slozenog sistema. Tek podrobnije istrazivanje moze dati objasnjenje. Neka je M opservabla u
podsistemu A i postoji uredaj kojim je moguée meriti M. Neka je M odgovarajuca opservabla
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koja odgovara istom merenju u sistemu AB. Ako je sistem AB u stanju |m) ® |¥), gde je
|m) svojstveno stanje opservable M sa svojstvenom vedno$éu m, a |¥) proizvoljno stanje u
podsistemu B, uredaj mora izmeriti m sa verovatnoc¢om 1 [2]. Stoga, ako je P,, projektor
na prostor svojstvenih stanja opservable M, projektor za opservablu M je P, ® Ig, gde je
I jedini¢ni operator u podsistemu B [2]. Dakle:

M= mP,®Ig=M®Iy (3.102)

Neka se sad merenje vrsi u podsistemu A. Uslov konzistentnosti zahteva da usrednjene
(merne) vrednosti budu iste bez obzira na to da li se ra¢unaju pomocu p? ili pA? [2]:

Tr(Mp?) = Tr(Mp*P) = Tr (M ® Ip)p*P) (3.103)

Ispostavlja se da je bas p = Trp pP funkcija koja zadovoljava relaciju (3.103), §to objasnjava
zasto se ba§ parcijalni trag koristi prilikom opisivanja podsistema slozene strukture [2].
Doduse, ovo razmatranje je uzelo u obzir dvokubitne sisteme sa dva podsistema, ali analogna
prica vazi i u slucaju trokubitnih sistema, o kojima ¢e biti reci u prakticnom delu rada.

Kako se u praksi uglavnom radi u matricnom formalizmu, u cilju kreiranja pogodnog
alata za reSavanje problema drugog dela rada, treba objasniti i prakti¢ni problem trazenja
parcijalnog traga u matri¢noj formi. Recimo, za dvokubitni sistem, kako se sastoji od dva
podsistema, postoje dve moguénosti trazenja parcijalnog traga [22].

P11 P12 P13 P14 -Tr {Pn Pm] Tr [Pm P14]
A P21 P22 P23 P24 _ P21 P22 P23 P24 _
P = TI'B = =
P31 P32 P33 P34 Tr {031 032] Tr [033 ,034]
Pa1 Pa2 P43 Paa P41 P42 P43 P44
_ _Pn + P22 P13+ P2s (3.104)
P31+ paz P33+ Paa '
P11 P12 P13 P14 -Tr {Pn P13] Tr [Plz p14]
B _ P21 P22 P23 Pa4| P31 P33 P32 P34 .
p = Tr A = =
P31 P32 P33 P34 Tr P21 P23 Tr P22 P24
P41 P42 P43 P44 | P41 P43 P42 P44
-,011 + p33 P12+ P34
— 3.105
| P21 + pag P22+ P44} ( )

Medutim, zasto bas ovakav pristup trazenju parcijalnog traga? U svrhu nalazenja dokaza
da je bas ovaj racun korektan posmatrace se opet matrica A ® B (od kompozitnih matrica
(3.100)) iz prostora A ® B. Naime, na osnovu relacije (3.99), parcijalni trag po podsistemu
B trazi se na sledeci nacin:

Trp (A® B) = ATrp B = {““ “12} (b11 + baa) =

a21 A2

_ {anbn +aniby  apbn + al?b?Q} (3.106)

a21011 + a21b92  agebi1 + agebas
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Sto je, ukoliko se u obzir uzme da se parcijalni trag trazio po matrici:

a11b11  aiibiz apbin aigbie
a11b21  ai1baa  ajoba  ajaba
A®B= (3.107)
a21011  ag1bia  agebin  agbie
a21091  a21bay  agebar  agebas

analogno dobijenoj relaciji (3.104). Analogno se trazi i dokaz za validnost dobijene relacije
(3.105).

b1 b
TI'A (A@B) = BTI'AA = |:bi b;z:| (CL11 +CL22> =

(3.108)

bi1air + birazs  bizaqy + bigage
ba1air + barags  bogary + bagass

Relacija (3.108) analogna je relaciji (3.105).

Ovime je i zvani¢no uveden neophodan aparat kvantne mehanike u kvantnoj informatici.
Sada moze da se napravi kratak uvod u probleme kvantne informatike s obzirom na to da je
neophodno tlo ve¢ postavljeno.

4 Baza kvantno-informatickog razmatranja

Kratki istorijski osvrt na razvoj kvantne informatike dao je dobru ideju o mestima ko-
jih se treba dotaci, ¢injenicama koje treba obrazloziti, velicinama kojima se treba baviti.
Shodno tome, u drugom poglavlju predstavljeni su temelji, predoc¢eni osnovni aspekti kvantne
mehanike, koji su duboko zamrseni sa samim temeljima kvantne informatike. Zapravo, igra
reci nije sluc¢ajna s obzirom na to da ¢e ovo poglavlje u najvec¢oj meri biti posveé¢eno pojmu
kvantne zamrSenosti, ali i brojnim zakonitostima i prednostima kojima kvantna informatika
prednjac¢i u odnosu na klasi¢nu.

4.1 ZamrsSena stanja. Belov bazis

Kvantna zamrsenost predstavlja svojstvo dva ili vise kvantnih sistema da poseduju ko-
relacije koje nije moguée objasniti klasicnom fizikom [17]. Danas predstavlja jednu od na-
jintrigantnijih i najispitivanijih oblasti kvantne informatike. Najpogodniji nacin definisanja
pojma zamrsenih stanja jeste posredstvom Smitove dekompozicije.

Neka su data dva proizvoljna bazisa {|v;) } Hilbertovog prostora V' i {|w;)} Hilbertovog
prostora W. Tada ma koje ¢isto stanje iz Hilbertovog prostora V @ W moze biti predstavljeno
pomocu tenzorskog proizvoda oblika [23]:

W) = Z dijlvi) @ w;) (4.1)

Koeficijenti razvoja d;; dati su kao preklapanja stanja |U) sa bazisnim vektorima, odnosno
23]:
dij = (vi| ® (w;|¥) (4.2)
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Ako se sada izvrse promene bazisa pomocu lokalnih unitarnih transformacija U i Y:
|0;) = Ulvy), |w;) =Y|w), Vi (4.3)
koeficijenti se menjaju prema obrascu:
dij = (03] ® (| ¥) = (v,|UT @ (w;|YT|¥) =
= DU ) (Y g oy | © (o, 0) =

P
gde je iskorisc¢ena relacija kompletnosti ) . |v;)(vi| = >, |wi)(w;| = 1 i uzete oznake:
wip = (il UMop), g5 = (w;]Y T |wy) (4.5)

U novom bazisu stanje (4.1) predstavljeno je relacijom:

U) = (udy)y;|:) @ | ;) (4.6)
2%
Kako za svaku kompleksnu matricu D postoje unitarne transformacije U i Y koje je prevode
u dijagonalnu formu, polazno stanje (4.1) moze se zapisati u obliku [23]:

) = 3" VA @ uf) (4.7

gde su \; = S? Smitovi koeficijenti. Za svako stanje |¥) ovi koeficijenti su jedinstveni [23].
Oni takode nose informaciju o prirodi stanja. Ukoliko postoji samo jedan Smitov koeficijent
razli¢it od nule, u pitanju je separabilno stanje [23]. U svim drugim slu¢ajevima stanje je
zZamrseno.

Mozda i najpoznatija zamrSena stanja jesu Belova stanja, koja su ¢esto u upotrebi u
kvantnoj informatici. Naime, ukoliko se posmatraju dva kubita, analogno klasi¢cnom slucaju,
postoje Cetiri kombinacije dobijene tenzorskim proizvodom stanja |0) i |1) [2]. U pitanju su
stanja:

|0} @ [0) = |00) (4.8)
0) ® [1) = |01) (4.9)
1) ® |0) = |10) (4.10)
1) @ [1) = |11) (4.11)

o) = || w=17 (1.12)

U kvantnoj mehanici, kako je ve¢ i nagovesSteno, dozvoljene su kombinacije ovih stanja. U
slucaju Belovog bazisa u pitanju su slede¢a ortonormirana stanja u cetvorodimenzionom
Hilbertovom prostoru [24]:

|0F) = —=(]00) & [11)) (4.13)

5l

2
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1
E(yo1> + [10)) (4.14)
Ono sto je karakteristicno za Belova stanja jeste to sto se dejstvom Paulijevih matrica mogu
prevesti u drugo stanje bazisa [23]. Recimo, stanje |®7) je u matri¢noj formi:

|T%) =

1
- (HelBel)-5f e
1
Ukoliko na njega deluje matrica oblika:
0010
o[ e Y- 0! a
0100
dobija se stanje W) [24]:
0 1 0][1 0 0 0
e en =75 11 0 o of fo| = vz 1| =val[o] *|1] ) -
1 0 0] |1 0 0 0

0
0
1
0
{ } { } T ﬂ ® H ) %(|o> B[+ 1) ®0) = [wt) (417)
Na slican nacin se i ostala stanja mogu dobiti [25]:

(cPa" @ I)|®T) = V™), (o*®I)|PF) = D7) (4.18)

Od interesa je i na¢i dokaz zamrsenosti stanja Belovog bazisa. Najpre se moze pretpostaviti
suprotno - da su stanja separabilna. U tom sluc¢aju bi se stanje |®1) moglo predstaviti u
obliku tenzorskog proizvoda dva stanja u formi «|0) + 8|1) [17].

%(IO()) +111)) = (al0) + BI1)) @ (1]0) + 6]1)) =

= ay|00) 4+ «d|01) 4+ Bv[10) + Bo|11) (4.19)

[@7) =

Dakle, da bi stanje |®*) definisano relacijom (4.13) zadovoljavalo uslov separabilnosti, u
proizvodima «d i v bar po jedan ¢lan mora biti jednak nuli, Sto nije mogucée jer se ne
uklapa u uslov ay = 30 = \/Li [17]. Stoga Belova stanja nisu separabilna, no zamrsena.

Na ovaj nacin uveden je najcesée koriséeni bazis u dvokubitnim sistemima kvantne
informatike. U nastavku poglavlja bi¢e prikazane i neke od moguénosti koje koris¢enje ovog
bazisa pruza u oblasti kvantne zamrsenosti.
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4.2 Nemogucnost kloniranja

Osnovna ideja bavljenja teorijom kvantne informatike jeste ¢injenica da sama primena
kvantne mehanike otvara vrata novim opcijama, nepostojeé¢im u klasicnim razmatranjima.
Recimo, bilo je ve¢ re¢i o moguénosti registrovanja zamrsenih stanja, nepostojec¢ih u klasicnom
svetu, ali i principu formiranja matrice gustine, koji uveliko olaksava brojne probleme u
kvantnoj informatici. Jedna od pojava koje svog analoga ne mogu pronaci u klasi¢cnom svetu
jeste teorema o nemogucénosti kloniranja.

Naime, teorema kaze da je u kvantnoj mehanici nemogude klonirati takozvana nepoznata
stanja [17]. To prakti¢no znaci da, ukoliko je dato kvantno stanje |¥) = «|0) + 5|1), sa
nepoznatim koeficijentima « i f, onda je nemoguce stvoriti dve kopije |¥) ® |¥) stanja |¥)
[17]. Naravno, u istinitost ove teoreme moze se uveriti, i to na osnovu dva jednostavna
dokaza.

Naime, pretpostavka je da postoji univerzalna operacija koja vrsi kloniranje stanja pred-
stavljena unitarnim operatorom U [17]. U tom sluc¢aju U vrsi kloniranja sledec¢ih stanja:

U0y = |00) (4.20)

U1 = [11) (4.21)

Ako se ista operacija primeni na proizvoljno stanje |¥), uzimajuéi u obzir linearnost unitarne
operacije u matri¢noj formi, dobija se sledeéi izraz [17]:

U0 = al|0) + BU|L) = a|00) + S|11) (4.22)

Sa druge strane, s obzirom na univerzalnost unitarnog operatora, njegovo dejstvo na stanje
|W) trebalo bi biti istog oblika kao u jednacinama (4.20) i (4.21) [17]. Dakle, rezultat bi
trebalo da bude:

U1T) = (o]0) + BI1)) @ (o]0} + BI1)) =
= a?|00) + aB|01) + aB[10) + 5%[11) (4.23)

Sto se ocito ne poklapa sa relacijom (4.22) za proizvoljne koeficijente v i 5. Sa druge strane,
operacija U bi proizvela trazeno dejstvo za ta¢no odredene vrednosti koeficijenta - o = 1 i
B =0ili g =11ia =0, tako da ocito postoje neki uslovi koji moraju biti ispunjeni da bi
kloniranje bilo moguce.

Medutim, pristup potreban za nalazenje ovih uslova malo je drugaciji od prethodnog
razmatranja. Naime, sada se posmatraju dva stanja proizvoljne prirode na koja deluje ista
operacija kopiranja. Neka je pocetno stanje uredaja |0) i cilj je prekopirati stanja |¥) i |®)
na poziciju polaznog stanja:

W) @ [0) & |0) @ ) (4.24)

1®) ®[0) & |®) @ |®) (4.25)

Kako unitarna operacija ocuvava unutrasnji proizvod s obzirom na osobinu (3.50), uslov
postaje:
(V[) = (W|0)(¥[P) (4.26)
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uzevsi u obzir (3.77), $to znaci da postoje ograni¢avajuce okolnosti pri kojima je kopiranje
moguce. Shodno relaciji (4.26), uslov je ispunjen samo ako su u pitanju ortogonalna ili
identi¢na stanja, kada relacija (4.26) poprima oblik 0 = 0 ili 1 = 1 [24]. Medutim, u tom
slu¢aju nije re¢ o nepoznatim stanjima, na koja se teorema o kloniranju i odnosi [24].

Teorema je, inace, nastala 1982. godine i razvili su je zasebno Diks i Vuters i Zurek
[24]. Naravno, iz nje su izopStena poznata stanja, kao $to je i objasnjeno, posto je tada
samo potrebno uredaj postaviti u ciljano stanje [24]. Dakle, sa jedne strane, teorema se
moze predstaviti kao nemoguénost reprodukovanja stanja prvog sistema u okviru drugog
sistema, izuzev u slucaju kada se ogranicava na ortogonalna polazna stanja prvog sistema.
Ovo je svakako u suprotnosti sa klasicnom teorijom informacija, gde masine, poput fotokopir
masine, bez ogranic¢enja kopiraju zeljeni primerak [24].

Treba uociti jos nekoliko zanimljivih detalja. Cinjenica da set ¢istih stanja moze biti
kopiran samo ako su ona uzajamno ortogonalna ekvivalentna je ¢injenici da su Cista stanja
razluciva samo ako su ortogonalna [25]. Dakle, ako se dva stanja mogu razlikovati, mogu
se i kopirati. U tom slucaju bilo bi moguce naciniti bezgraniécno mnogo kopija stanja i
eksperimentalno ga u potpunosti odrediti [25]. Za stanja na koja se teorema odnosi to
znaci da postoji samo ogranicen broj informacija koje se mogu dobiti o njima. Naravno,
ove c¢injenice posledica su kvantne mehanike i narusenja stanja mernog sistema interakcijom
sa mernim uredajem [17]. Medutim, ispostavlja se da ova teorema nema samo nepovoljna
dejstva. Zapravo, predstavlja bazu za oblast kvantne kriptografije.

4.3 Kvantna kriptografija

Veé je receno da je kriptografija sredstvo koje omogucava tajno komuniciranje izmedu
dve stranke. U prethodnoj sekciji uvedena je i detaljnije objasnjena teorema o nemoguc¢nosti
kloniranja, koja ¢ini i srz kvantne kriptografije. Zapravo, kako se kvantna kriptografija
zasniva na stvaranju tajnog kljuca baziranog na nulama i jedinicama, te na osnovu predasnjeg
spomena o zabrani kloniranja, postaje ocigledno da ¢e klju¢ za resenje problema biti izbor
bazisa u kojima se odvijaju merenja [17].

Ideja je, zapravo, prilicno jednostavna. Alisa i Bob su veoma udaljeni jedno od drugog,
ali u moguénosti da Salju poruke putem kvantnih kanala. Doduse, iako Zele da komuniciraju
medusobno, istovremeno zele da to bude privatan razgovor, te je neophodno naci na¢in da
jedine osobe koje razumeju poruku budu oni. I Alisa je pronasla nac¢in. Posla¢e Bobu poruku
putem kvantnog kanala u vidu kubitnih stanja nasumiéno pripremljenih u dva bazisa [26].
Bob ¢e potom primiti Alisinu poruku i u ista dva bazisa, opet nasumic¢no birana, vrsic¢e
merenja [26]. Potom ¢e Alisa i Bob javno razmeniti informacije o bazisima koris¢enim da
spreme ili izmere svaki razmenjeni kubit informacije [26]. To ¢e se desiti u otprilike 50%
situacija i ti rezultati biée zadrzani [26]. Medutim, ako se u pric¢u ubaci i trece lice, nadalje
se komplikuje. Doduse, Eva ne racuna da ¢e joj kvantna mehanika pokvariti planove, sto
se ispostavlja kao velika greska. Zakoni kvantne mehanike omogucéavaju Alisi i Bobu da
prepoznaju prisluskivaca i prekinu komunikaciju putem kanala koji ocito nije bezbedan.
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Slika 2. Skica tajne komunikacije izmedu Boba i Alise. Fva pokuSava da prisluskuje njihov
razgovor, ali je zakonitosti kvantne mehanike odaju. Slika je preuzeta sa [27].

Medutim, ovo je samo pozadina price. Kakva fizika lezi iza Bobovog i Alisinog spo-
razumevanja? Za pocetak, Alisa koristi dva bazisa u kojima Salje podatke. Zapravo, u
pitanju je slanje fotona u jednoj od cetiri polarizacije po kubitu, kojima su pripisana stanja
nula i jedinica [17]. Dva bazisa govore i o izboru neortogonalnih stanja ovim putem, te ova
stanja nisu razluciva ni od strane Eve, ni od strane Boba, ali je bas ova osobina ta koja
omogucava prepoznavanje trec¢e stranke u sistemu [17].

Naveden princip komunikacije naziva se BB84 protokol u ¢ast nauc¢nika Benea i Brasarda,
koji su i dosli do ove ideje 1984. godine [17]. Kao primer se obi¢no uzima da se kubiti
pripremaju u dve vrste bazisa - bazisu {|0), |1)} i Adamarovom bazisu stanja {|+),|—)} [17].
Skica biranih bazisa (i sa time Cetiri polarizacije) nalazi se na slici 3.

Slika 3. Odabrani bazisi u kojima Alisa i Bob spremaju i mere stanja. Slika je preuzeta iz [17].

Na slici 4 nalazi se primer razmenjenih kubita izmedu Boba i Alise, odnosno primer
komuniciranja kakav se zaista moze odviti putem mesavine kvantnih i klasi¢nih kanala. Bazis
X predstavlja bazis Adamarovih stanja, a bazis B bazis {|0), |1)}, kao sto i odgovara prikazu
sa slike 3. Prvi korak je da Alisa i Bob nasumi¢no izaberu bazise za razli¢ita merenja [28].
Takode, po dogovoru, stanjima |0) i |—) pripojen je bit 0, a stanju |1) i |+) pripisan je bit
1 [28]. Pri tome treba napomenuti da se merenjem stanja |0) i |1) u bazisu {|+),|—)} sa
jednakom verovatnoéom kao rezultat dobijaju stanja |0) i |1), a merenjem |+) i |—) u bazisu
{]0),|1)} sa jednakom verovatnoéom izni¢u |0) i |1), §to je u skladu sa relacijama (3.56) i
(3.57) [17]. Ovo je prakti¢no i razlog zasto Bob i Alisa veruju samo rezultatima merenim u
istom bazisu, a ostale odbacuju. Informacije o bazisima u kojima su vrsena merenja Bob i
Alisa razmenjuju putem javnog, klasicnog kanala [17].

28



4 Baza kvantno-informatickog razmatranja
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Slika 4. Primer razmene informacija izmedu Boba i Alise. Slika je preuzeta iz [28].

Rezultat javne razmene putem klasicnog kanala jeste dobijanje konac¢nog kljuca. On
nastaje prostim uporedivanjem Alisinog i Bobovog kljuca. Najpre Bob obavesti Alisu o
bazisima u kojima je merio, i potom mu Alisa saopsti koji bazisi im se poklapaju [28]. Krajnji
korak je nasumic¢no poredenje Alisinih i Bobovih zadrzanih stanja nakon eliminacije usled
razlike u bazisima [28]. Ukoliko u kona¢nom kljucu ne dolazi do razmimoilazenja u reSenjima,
Alisa i Bob su zaista uspesno tajno komunicirali. Medutim, ukoliko su greske prisutne, neko
se oc¢ito ubacio u Alisinu i Bobovu tajnu mrezu. Ukoliko poruku upué¢enu Bobu presretne
Eva, njena merenja perturbuju Alisine poslate poruke i Alisa i Bob mogu registrovati izvesna
nepoklapanja u kona¢nom kljuc¢u [28]. Naime, Evine Sanse da pogodi koji je bazis Alisa
koristila su, kao i Bobove, 50 : 50 (ukoliko Eva zna koja dva bazisa Alisa i Bob koriste,
a to zna jer su njih dvoje pre odabira bazisa ovu informaciju morali razmeniti klasicnim
putem) [17]. Ovo potom dovodi do statistike da se, s obzirom na to da su i Bobove sanse da
odabere bazise kao Alisa 50 : 50, verovatnoca poklapanja Alisinog i Bobovog kona¢nog kljuca
smanji na 25% [17]. Na ovaj nacin Bob i Alisa mogu biti obavesteni o0 moguéem narusenju
privatnosti njihove komunikacije i ovaj opis, iako elementaran, prakti¢no predstavlja skelet
kvantne kriptografije.

4.4 Kvantna teleportacija

Osnovni cilj teoreme o zabrani kloniranja jeste da u oblasti kvantne informatike opise koja
je stanja moguce kopirati i razmeniti sa drugim sistemom, a koja ne. Neka su opet prisutne
dve stranke iz prethodne sekcije - Alisa i Bob. Alisa sada zeli da prosledi Bobu kubit u
stanju |¥). Ako Alisa poznaje svoje stanje, odnosno u njegovoj formulaciji nema nepoznatih
faktora, onda veoma jednostavno moze sa Bobom razmeniti klasicnu informaciju o stanju
koje poseduje, te preostaje samo da i on pripremi sistem u istom stanju [26]. Medutim,
ukoliko je samoj Alisi nepoznato stanje u kom se njen sistem nalazi, teorema o nemogucénosti
kloniranja kaze da nije moguée napraviti kopije tog stanja i na njima izvrsiti merenja kako
bi ih u potpunosti utvrdila. Naravno, isto vazi i za Boba. Medutim, da li ipak postoji neka
procedura koja bi omogucéila razmenu nepoznatog stanja kubita izmedu dve stranke?

Ispostavlja se da postoji. Bene je 1993. godine izneo ideju o kvantnoj teleportaciji,
koja predstavlja donekle zaobilazni put u resavanju ovog problema [26]. U ovom slucaju,
zamrSena stanja su ta koja obavljaju posao.
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Naime, neka Alisa poseduje kubit u stanju:
W) = al0) + 3[1) (4.27)

sa nepoznatim koeficijentima « i 5. Ovo je stanje koje Alisa zeli proslediti Bobu, ali joj
zakoni kvantne mehanike zabranjuju da to u¢ini putem kloniranja. Ni Alisa ni Bob nemaju
pristupa kubitima onog drugog, ali im je dozvoljeno komuniciranje putem klasi¢nog kanala
[25]. Takode, sto je i kljuéna stvar u celokupnoj problematici, Bob poseduje jedan kubit, a
Alisa jos jedan pored onog koji zeli poslati, a Bobov kubit i Alisin drugi kubit ispreplitani
su i dele dvokubitno zamrseno stanje [25]. Neka je to stanje bas Belovo stanje:

Hy = b
@) ap = \/5(|0AOB> + |1alp)) (4.28)

Ispostavlja se da Alisa i Bob klasi¢nom komunikacijom mogu da pripisu nepoznato stanje |¥)
Bobovom udelu u zamrsenom stanju [25]. Ovim procesom se svakako ne narusava validnost
spomenute teoreme stoga $to se bilo koji sadrzaj stanja |¥) u bilo kom od Alisina dva
kubita ovim putem gubi, te ne postoje dve kopije stanja [25]. Kvantna teleportacija stanja
iz Alisinog sistema u Bobov sistem eliminiSe i tragove zamrsenosti iz deljenog dvokubitnog
stanja [25]. Sema procesa kvantne teleportacije prikazana je na slici 5.

Pauli

Operation

Result of —7 %} @ \ /

|
/! T measugement
L= i

Bell State ‘ : Bob

Measurement

Alice [

Entangled photon
SOUTCE

Slika 5. Sematski prikaz kvantne teleportacije stanja izmedu Alise i Boba. Slika je preuzeta iz [17].

Prvi korak je naéi trokubitno stanje Alisinog i Bobovog sistema. A ¢e ubuduce biti
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oznaka za Alisin, a B za Bobov sistem.

(V)4 ® |25 ) ap = (al0)a + Bl1)4) ® %(|0>A ®0)p +1)a®|1)5) =

((X|0AOAOB> + Oé|0A1AlB> +ﬁ|1AOAOB> + /B|1A1A1B>) =

Sl -

- %(|(I)+>AA ® (|0)p + B[1)5) +[®7) a4 @ (a|0)5 — B]1)5)
+ [T aa @ (al1)p + Bl0)5) + [¥7) 44 ® (1) 5 — 5]0)5)) (4.29)

Moze se uociti da su Alisini kubiti zamrseni, dok se zamrsenost izmedu Bobovih i Alisinih
kubita u potpunosti rasplela [17]. Zapravo, Bobova stanja se jednostavnim transformaci-
jama, pomoc¢u Paulijevih matrica, mogu prevesti u nepoznato stanje |W). Te transformacije
prikazane su na slici 6.

Alice’s measurement Bob’s state Bob’s operation

58] 2100+ 010 T
D7) «|0) — 3|1) o3
| T+ al|l) + 3]0) o1
|w—) a|l) — 3]0) o103

Slika 6. Operacije koje prevode Bobovo stanje iz seta stanja u relaciji (4.29) u stanje (4.27). I je
jedini¢na matrica, a Paulijeve matrice su: o1 = 0,09 = 0¥, 03 = 0. Slika je preuzeta iz [17].

Sada je jos neophodno da Alisa izvrsi merenja svojih zamrsenih stanja u Belovom bazisu
i ako dobije rezultat |®T), Bobov kubit zaista poseduje teleportovano stanje |¥) [17]. Za
ostale rezultate Alisinog merenja - [®7), [¥*) i |¥~), Bob najpre mora izvrsiti predstavl-
jene transformacije da bi dosao do zeljenog stanja. Informacije o izmerenim stanjima Alisa
dostavlja Bobu klasi¢nim putem [17].

Dakle, iako kopiranje nepoznatih stanja u kvantnoj mehanici nije moguce, njihova tele-
portacija jeste. Jedini i kljucéni uslov je da dve stranke imaju zamrseno stanje i bar 3 kubita

[25].

4.5 7 Gusto” kodiranje

Ispostavlja se da kvantna zamrsenost nema kljuénu ulogu samo u procesu teleportacije.
Zapravo, kvantna zamrsenost predstavlja kljucan izvor informacije i ima udeo u takozvanom
”gustom” kodiranju. Naime, ako Alisa poseduje jedan kubit sa udelom u zamrsenom stanju
koje deli sa Bobom i njegovim kubitom, onda je moguce da mu ona, nakon spremanja svog
kubita, posalje dva bita informacije slanjem samo jednog kubita [17]. Ideju je izneo Visner
1992. godine i nazvao je "gustim” kodiranjem usled naé¢ina slanja informacije [26].

Neka Bob i Alisa dele slede¢e Belovo stanje:

2T)ap = LQ(|0AOB> + |1alp)) (4.30)
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Od cetiri medusobno ortogonalna stanja, sva cetiri mogu se dobiti pogodnim dejstvom Pauli-
jevih matrica i jedini¢ne matrice na dato zamrseno stanje, o ¢emu je ve¢ bilo reci.

Iy @ Ip|®T) a5 = (|OA()B> + [1alp)) = [®F)ap (4.31)

Sl

0% @ I|®T) 4p = (|0AlB> 11405)) = [¥F) ap (4.32)

SI

04 @ Ip|®T) 45 = (|0AoB> 11alp)) = |® )an (4.33)

SI

(GZUI)A ® IB|q>+>AB = (|0A1B> - |1A0B>) = |\I’_>AB (4.34)

V2
Dakle, Alisa pogodnim odabirom matrice deluje na kubit, te ovakvim principom ona Salje
Bobu samo jedan kubit, ali taj kubit sadrzi dva bita informacije. Bob nakon primljenog
kubita od Alise vrsi merenja oba njihova kubita u Belovom bazisu stanja [17]. S obzirom na
to da su u piitanju ortogonalna stanja, Bob je u moguénosti da razlikuje stanja i identifikuje
operacije koje je Alisa izvrsila [17].

Ovu metodu je prakticno veoma tesko implementirati i stoga njen znacaj u komunikaci-
jama nije veliki [26]. Medutim, nudi vezu izmedu kvantne i klasi¢ne informacije pomocu
kvantne zamrsenosti, te ima ulogu u razumevanju samih pojava.

4.6 EPR paradoks

Kao sto je veé receno, kvantna mehanika prolazila je kroz burne svetle i mracne tacke
prilikom svog razvoja. Oduvek su se u njenom slucaju javljale dve struje nauc¢nika - oni puni
vere u mogucnosti i obasnjenja koja pruza, ali i oni koji su je dovodili u pitanje. Naravno,
i jedna i druga strana su preko potrebne, jer nijedna teorija ne dostize svoj maksimum dok
ne bude dovedena u pitanje i proverena.

Dosada su prikazane vode ljudi koji su iskoristili kvantnu mehaniku da stvore jednu jos
uvek mladu, ali i iznimno zamrsenu oblast kakva je kvantna informatika. Medutim, iako su
dosad prikazana uspesna poglavlja kvantne mehanike, ranije godine njenog razvoja bile su
pune sumnje u njenu delatnost. Godine 1935. tri nauc¢nika - Albert Ajnstajn, Boris Podolski
i Nejtan Rozen, osmislili su mali misaoni eksperiment, koji je kasnije dobio naziv na osnovu
njihovih imena, u cilju da dokazu nekompletnost kvantne mehanike [17, 29]. Dakle, oni
su praktiéno izrazili sumnju u to da kvantna mehanika moze da opise bas svaku pojavu u
realnom svetu [17].

Sama sustina EPR paradoksa sastoji se u tome da se formira dovoljan uslov da neka
velicina bude element realnosti kako bi bilo moguce predvideti njenu vrednost pre merenja
[2]. Neka se, za pocetak, razmatra zamrsen par kubita, koji pripadaju Alisi i Bobu. Neka je
u pitanju Belovo stanje:

) am = — ([0a15) — [1405)) (4.35)

V2

Neka su Alisa i Bob veoma udaljeni jedno od drugog i neka Alisa meri spin duz proizvoljne
1 ose, to jest meri opservablu 1- o i dobija rezultat +1 i —1 za svaki kubit [2]. Ispostavlja
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se da ¢e rezultati mereni na dva kubita biti suprotni ako i Bob meri u istom pravcu [2]. To

bi praktiéno znacilo da drugi kubit ve¢ zna koji ¢e biti rezultat merenja prvog bez obzira na

to kako se prvi meri stoga Sto ova informacija prosto nije imala kad doé¢i do drugog kubita.

Naravno, analogna razmatranja vaze i za druga Belova stanja. Recimo, ako se uzme stanje:
1

|0F) ap = \/5(|0AOB> + |141p)) (4.36)

postaje o¢ito da merenjem Alisinog spina (kubita) u datom pravcu i dobijanjem kao rezultata
+1 rezultat Bobovog merenja daje takode +1, a isto vazi i za dobijanje rezultata —1 od strane
oba lica ukoliko je Alisa ostvarila rezultat —1 u svom sistemu [17].

Medutim, treba uociti da u slucajevima nije bilo spomena o razdaljini izmedu Bobovog
i Alisinog kubita, sem da ona moze biti veoma velika, pa i nekoliko svetlosnih godina.
Ajnstajnova teorija relativnosti je do tada ve¢ bila razvijena, a kao jedna stavka, iznikla
je ¢injenica da niSta ne putuje brze od svetlosti [2]. To je upravo ono §to je tri naucnika i
bunilo. Ako se ne napusti princip relativnosti, o¢ito se javlja velika rupa u teoriji. Kako bi
inace bilo moguce objasniti da Bobov spin (kubit) zna u kom smeru da se postavi odmah
pri vrSenju merenja na Alisinom spinu? Ajnstajn je smatrao da je ovo o¢ito narusenje rela-
tivnosti [2].

O @

Slika 7. Osnovni problem EPR paradoksa - da li je moguce merenjem jednog spina automatski
znati stanje drugog, udaljenog. Slika je preuzeta sa [30].

Drugacije receno, s obzirom na Hajzenbergov princip neodredenosti, nemoguce je is-
tovremeno znati poziciju i impuls Gestice u istom stanju [31]. Medutim, u smislu EPR
paradoksa uveden je pojam lokalnosti, koji kaze da je nemoguce da jedna cestica utice na
neku drugu, udaljenu [31]. Zakljuc¢ak tri naucnika bio je da je druga cestica morala imati
determinisane vrednosti i pozicije i spina pre merenja [31]. Medutim, ovaj zakljucak nije u
skladu sa kvantnom mehanikom.

Konacan zakljucak Ajnstajna, Podolskog i Rozena bio je da kvantna teorija nije kom-
pletna posto joj je, prema njihovom misljenju, nedostajao takozvani element realnosti [2].
Naime, ovaj pojam zasnovali su na tome da ako se, bez delovanja na sistem, moze predvideti
sa sigurnoscu vrednost nekog fizickog parametra, onda postoji odredeni element fizicke real-
nosti koji odgovara datoj velicini [29]. Na neki nac¢in, predlog tri nau¢nika bio je povratak
na klasi¢nu verziju zakona, gde se sistemu pripisuju veli¢ine bez obzira na merenja koja se
vrse [2]. Medutim, veéina naucnika ne prihvata njihovo podasve klasiéno videnje kvantne
mehanike i Dzon Stjuart Bel uspeva da dobije niz nejednakosti koje bi vazile u slucaju
nepostojanja kvantne zamrsenosti i vazenja osnovnih EPR postavki [2]. Ove nejednakosti u
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eksperimentima su se pokazale narusenim i time potvrdile postojanje kvantne zamrsenosti
i vazenje kvantno-mehanickih zakona [17]. Stoga se radilo na redefinisanju Ajnstajnovog
”avetinjskog dejstva na daljinu” (kako je on nazvao nelokalnu prirodu kvantne zamrsenosti)
[17], odnosno, lokalnost je u kvantnoj mehanici vezana za Cinjenicu da u razlic¢itim poljima
ona ima razli¢itu definiciju, pa se tako u kvantnoj teoriji polja odnosi na to da kvanti polja u
razli¢itim tackama prostora ne interaguju [32]. Dakle, shvatanja su redefinisana, te je moguce
izmeriti svojstva ¢estice merenjem njenog zamrsenog para i odrzati kvantno-mehanicke za-
kone.

4.7 Belova nejednakost

Osnovni cilj razmatranja EPR paradoksa jeste isticanje moguce nekompletnosti teorije
kvantne mehanike. Kako su se mnogi nauc¢nici pozabavili ovom idejom u cilju da je pokazu
tacnom ili netacnom, i Dzon Stjuart Bel se 1964. godine upustio u ovaj poduhvat [26].
Njegovi rezultati bazirani su na ¢injenici da su razvijani u skladu sa pretpostavkama EPR
paradoksa o fizickoj realnosti i lokalnosti zajedno poznatim kao postavkom lokalnog realizma
[2]. Dakle, kao prva je uzeta ¢injenica da svako merenje otkriva objektivno fizicko svojstvo
sistema, koje postoji bez obzira na merenje, a kao drugo ¢injenica da merenja jednog sistema
nemaju uticaja na drugi sistem, kao posledica konacnosti brzine svetlosti [17]. Zadatak je
bio dobiti uslov koji mora vaziti u slucaju validnosti ovih postavki i potom taj uslov proveriti
eksperimentalno.

Ideja se zasniva na slede¢em. Neka treca stranka pripremi dve cestice i prosledi ih Bobu i
Alisi. Za razmatranje Belovih rezultata nije bitno na koji su na¢in one pripremljene [2]. Kada
Alisa primi svoju ¢esticu, na njoj vrsi merenja pomocu dva uredaja. Neka jednim uredajem
meri veli¢inu oznacenu sa Py, a drugim Py [2]. Takode, pretpostavlja se da merenja mogu
dati samo dva ishoda, +1 i —1 [2]. Vrednost Alisinog merenja Py je @ i, shodno polaznim
postavkama, ne zavisi od merenja i objektivno je svojstvo cestice. Analogno razmatranje
vazi i za merenje vrednosti R merenjem svojstva Pg.

Slicno Alisi, Bob meri svojstva Ps i Pr i registruje vrednosti S i T, koje mogu biti samo
+11 —1 [2]. T Bob i Alisa nasumi¢no biraju koja ¢e merenja vrsiti [2]. Njihova merenja
odvijaju se u isto vreme i stoga, prema pretpostavci razmatranja, rezultati jednog ne mogu
uticati na merenja drugog. Posmatra se relacija [2]:

QS+ RS+ RT—QT =(Q+R)S+(R—Q)T (4.37)

Kako vrednosti R i @ mogu biti samo +11 —1, ili je (Q+ R)S =0, ilije (R—Q)T =0. S
obzirom na ovu ¢injenicu, relacija (4.37) mora biti jednaka ili +2 ili —2. Neka je p(q,r, s,t)
verovatnoca da pre merenja sistem bude u stanju Q =q, R=1r, S =siT =t, $to zavisi od
pripreme ¢estica [2]. Srednja vrednost velicine (4.37) racuna se kao [2]:

E(QS+ RS+ RT —QT) = Z plg,r,s,t)(gs + rs+rt — qt)

q,7,8,t

< Z p(q,r, s,t)-2=2 (4.38)

q?T?sit
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usled ¢injenice da je (Q + R)S + (R — Q)T = £2 i ¢injenice da je suma verovatnoca svih
ishoda jednaka jedinici. Sa druge strane:

E(QS+ RS+ RT -QT) = Z p(q,r,s,t)gs + Z p(q,r, s, t)rs

q,7,8,t q,m,8,t
+ Z p(qa7“75at)7"t— Z p<q7r757t)qt:
q,7,8,t q,7r,8,t
= E(QS) + E(RS) + E(RT) — E(QT) (4.39)

Poredenjem relacija (4.38) i (4.39), moze se uociti Belova nejednakost:
E(QS) + E(RS) + E(RT) — E(QT) < 2 (4.40)

Nejednakost (4.40) je, zapravo, jedna u nizu Belovih nejednakosti i, u ovom slucaju, radi se
o CHSH nejednakosti nazvanoj prema njenim tvorcima - Dzonu Klauzeru, Majklu Hornu,
Abneru Simoniju i Ri¢ardu Holtu, koji su do njenog otkri¢a dosli 1969. godine (33].

Ponavljanjem eksperimenta veliki broj puta, Alisa i Bob dobijaju vrednost leve strane
relacije (4.40) [2]. Nakon sredivanja rezultata oni utvrduju da li njihov eksperiment odrzava
ili narusava Belovu nejednakost.

Sta to konkretno znaci za misaoni eksperiment iz prethodne sekcije? Neka je pripreml-
jeno stanje bilo zamrseno stanje:

_ 1
U™ )ap = E(|0A1B> — |1A0B>) (4.41)

gde je A Alisin pripadni kubit, a B Bobov. Neka se mere sledeée opservable [2]:

—0% — 0%
= o~ §=_"8B "B
Q 0a \/i
0% — 0¥
R=o% S=-L2_-F 4.42
0a \/5 ( )
Kalkulacijom srednjih vrednosti ovih varijabli dobijaju se sledeée relacije [2]:
1
E(@QS)=E(RS)=E(RT)=—-EQT) =— (4.43)
V2
te je izraz sa leve strane nejednakosti (4.40) jednak:
E(QS) + E(RS) + E(RT) — E(QT) = 2V/2 (4.44)

Sto ocito nije < 2. Kako nije uocena greska prilikom izvodenja nejednakosti, njene postavke
su te koje bivaju dovedene u pitanje, a to su iste one postavke koje predstavljaju i okrilje
EPR paradoksa i razlog zasto je kvantna mehanika deklarisana kao nekompletna teorija.
Dakle, svet nije lokalno realan, bar ne u smislu u kom je opisan u radu EPR. Osim toga,
kvantna zamrsenost predstavljena je kao nov fundamentalan izvor u svetu kvantne infor-
matike, fenomen koji dopusta pojave neshvatljive klasicnom svetu.
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4.8 Eksperimentalne provere Belove nejednakosti

Nakon iznicanja tako pogodnog sredstva za proveru vazenja zakona kvantne mehanike,
naucnici su radili ne samo na implementaciji bazi¢ne ideje u veéi broj sistema, kako su i
nastali raznoliki oblici Belove nejednakosti, nego i na razlicitim moguénostima eksperimen-
talnih metoda koje bi dokazale, odnosno ukazale na nevazenje Belove nejednakosti. U ovom
segmentu bic¢e prikazana dva takva eksperimentalna sistema i rezultati koje su dobijeni od
strane radnih grupa.

| Classical
|
| Manipulation
1 > Measure 1
I (04)
11
Y
"Magic"
bog)( 9—’ q(dy,9;)
2
| |
Manipulation
| 2 P Measure 2
(@)

Slika 8. Eksperimentalna Sema za proveru CHSH nejednakosti. Slika je preuzeta iz [34].

Na slici 8 nalazi se prikaz uobicajenog metoda predlozenog od strane grupe Klauzer-
Horn-Simoni-Holt [33], koji se sastoji od tri segmenta. Najpre se vrsi pripremanje para
¢estica u takozvanoj magicnoj kutiji. Potom se nezavisno vrsi neki vid manipulacija na
obe cestice, na slici oznaceno sa ®; i ®,. Poslednja faza je detektorska i obuhvata merenje
izvesnog svojstva sa dva moguca ishoda za obe cestice. Merenje se obavlja vise puta, a
veli¢ina od znacaja je korelacija ishoda [34]:

Ni(®y, Do) — Np(Py, P2)

b, . Py) =
a1, @) Ni(Pq, P3) + Nr(Dy, Do)

(4.45)

gde je sa N; oznacen broj merenja u kojima su dve merene vrednosti iste, a sa Ni broj

merenja gde su razlicite. CHSH forma Belove nejednakosti ovakvog eksperimentalnog sistema
je oblika [34]:

B, 01, B2, 72) = (61(51,72) — q(a1,72) +q(d1, B2) + 9(041752)> <2 (4.46)

gde su a1 0y specificne vrednosti @, a By i 75 specificne vrednosti ®s.

U eksperimentalnoj postavci opisanoj u [34] kao izvor kubita iskoriséeni su atomski joni
sa dva nivoa, na kojima je izvrsena manipulacija i potom detekcija broja rasejanih fotona,
¢ime se efektivno meri stanje jona. Na slici 9 nalazi se prikaz eksperimentalne postavke.
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| Classical Detection laser

I /

I W 3

@

"Magic"

b4
box O—’ q(0+:02)
’ i

S ANV

| ¢

Slika 9. Eksperimentalna postavka grupe M. A. Rowe et al. Slika je preuzeta iz [3]].

Najpre je neophodno formirati jonske kubite. Za potrebu eksperimenta iskoriséena su
dva ?Be™ jona implementirana duZ ose linearne Polove klopke frekvencije 5 M Hz. Polova
klopka koristi vremenski zavisna elektri¢na polja da zarobi naelektrisanu cesticu [35].

Takode, za posmatranje se u obzir uzimaju dva nivoa osnovnog stanja, | |) = |2,-2) i
| 1) = |1, —1), gde je prvi broj vrednost kvantnog broja ukupnog momenta impulsa, a drugi
njegova projekcija duz ose kvantizacije. Ova dva stanja kuplovana su u zamrseno stanje
pomocu stimulisanih Ramanovih prelaza. U tu svrhu koriséena su dva laserska snopa talasne
duzine od 313 nm i frekventne razlike veli¢ine priblizno hiperfinog cepanja wy ~ 27 - 1.25
G H z, koja su postavljena normalno, a razlika njihovih talasnih vektora lezi duz ose klopke.

Ova tehnika je nastala na osnovu Molmerovih i Sorensenovih istrazivanja [36]. Naime,
tehnikama laserskog hladenja i optickog pumpanja obezbedi se stanje spina | |}, te je stanje
dvokubitnog sistema na pocetku bilo separabilno stanje |¥) = | |) ® | |) [36]. Dejstvom
optickih polja frekvencija wo + v — § i wy — v + 4 (slika 10) moguce je postiéi prelaz iz | |J)
stanja u stanje | 11) [36]. Za dovoljno velike §, srednja stanja | 1) 1) i | {1 1) zanemarljivo
su okupirana [36]. Rezultat je zamrseno stanje:

!
V2

Svaki od prelaza u eksperimentu podstaknut je spomenutim parom Ramanovih lasera [36].

T-) (1) = 1 4) (4.47)

[112)
1)
[410)

Slika 10. Princip formiranja zamrsenih stanja za dva jona ®Be'. Slika je preuzeta iz [36].
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Sada se na pripremljeno zamrseno stanje opet deluje Ramanovim laserom na oko 400 ns,
kako bi se izvsila transformacija stanja pojedinacénih jona [35]. Veli¢ina od znacaja je faza
polja koje izaziva Ramanove prelaze na poziciji jona - ®; i ®;. Ona se menja podesavanjem
fazne razlike duz ose klopke, koja se pokorava zavisnosti AkAx; (x; predstavlja poziciju
jona duz ose klopke) i podesavanjem razlike frekvencija na samom uredaju (®;). Ukupna

faza jona je stoga:
(I)j = (I)S + AkAXj (448)

Na slici 11 prikazana je konfiguracija faza koriséenih u eksperimentu. Velicina A® jednaka
je razlici faza, a ®;,; njihovom zbiru.

Experiment input 4 ¢ Ad Dot

iz —7/8 —-7/8 0 —7/4
oYz -7/8 37/8 —7/2 +m/4
8182 37/8 —7/8 +7/2 +7/4
8172 37/8 37/8 0 +37/4

Slika 11. Konfiguracija faza kori§éenih u eksperimentu grupe M. A. Rowe et al. Slika je preuzeta
iz [35].

Detekcija se vrsi pomocu interakcije jona sa cirkularno polarizovanom svetloséu detek-
cionog laserskog sistema [36]. U ovom slucaju, za | |) stanje detektuje se veliki broj fotona
(prosecno 64), a za | 1) mali (svetlo i tamno stanje). Za Belovu nejednakost bitan je samo
broj istoimenih i raznoimenih stanja, te je ova informacija dovoljna. Na slici 12 prikazana je
statistika merenja za ®; = %’r 1dyg = —

o]

800
7]
= one bright
g 600
o] Zero bright
< 400 —
e
2 200 = two bright
5 Y
3
= 0 T T 1

0 40 80 120 160
Number of photons

Slika 12. Rezultati ostvareni odabirom faza ®1 = %’r i ®g = —%. Slika je preuzeta iz [35].
CHSH nejednakost dozivljava maksimalno narusenje za izbor parametara a; = —%,
o =32, By = —Z i, = 3 i, prema predvidanju, dobijen rezultat treba biti [35]:
™ 3r w37
= ) =2v2 4.49
3% 357%) V2 (4.49)
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Rezultat eksperimenta je, doduse, malo drugaciji. U eksperimentu faza mernog uredaja nije
dovoljno stabilna i unosi promene u vrednosti faza pre zavrsetka seta merenja [35]. Stoga je
dobijeni rezultat [35]:
™ 3r w 37w
( 88" 88 )
u kom se i dalje ogleda nepostojanje paradoksa i validnost zakona kvantne mehanike.

= 2.25(3) (4.50)

Jedna od opcija za ispitivanje Belove nejednakosti je i eksperimentalna postavka opisana
u [37]. Laserski snop talasne duzine 405.5 nm ustremljen je ka ostatku optickog sistema
pomocu dva ogledala. Snop potom prolazi kroz kvarcno staklo, kome je cilj eliminacija fazne
razlike koja se javlja izmedu dve polarizacije fotona usled razlicitog predenog puta nakon
separacije sprovedene u beta-barijum-borat (BBO) kristalima tipa I. Nakon prolaska kroz
kvarcno staklo, snop prolazi kroz dva BBO kristala postavljena tako da im opticke ose stoje
pod uglom od 90° jedna u odnosu na drugu. Naime, BBO kristali tipa I su nelinearni kristali
sa sposobnoséu dvostrukog prelamanja [38]. Za njih je karakteristi¢no da izazivaju takozvano
”konusno” prelamanje upadnog zraka. Ako, na primer, horizontalno (vertikalno) polarizovan
foton talasne duzine A prolazi kroz kristal, iz njega izlaze dva vertikalno (horizontalno)
polarizovana fotona talasne duzine 2\ u konusu kao na slici 13 [38].

Horizontal (H)
\

Diagonal
(H+V)

/!

Superposition = Polarization entanglement 4. (V)

Slika 13. Prikaz kvantnog zamrsenja nakon konusnog prelamangja zraka u kristalu BBO tipa 1.
Slika je preuzeta sa [39].

Nakon izlaska iz BBO kristala, dva konusa skupljaju se u polarizatorima A i B, koji
odreduju stanja fotona. Preuzetu svetlost iz polarizatora objektivi Salju kroz opticka vlakna
do racunara, gde se podaci obraduju [37]. Eksperimentalna aparatura procesa prikazana je
na slici 14.

Za merne uglove polarizatora A od —45°, 0°, 45° i 90° i polarizatora B od —22.5°,
22.5°, 67.5° 1 112.5° mereni su odbroji i racunato narusenje Belove nejednakosti. Dobijeno
je narusenje Belove nejednakosti 2.69(11) > 2.
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Coincidence
Fibers counting
computer card
Obiective by aizer 4 bent
Con BBO Quartz
= Crystzls  Waweplate Mirors
Baam
Stop

Obiectve  pozrizer B

Slika 14. Eksperimentalna procedura za utvrdivanje narusenja Belove nejednakosti shodno [37].
Slika je preuzeta iz [37].

Dakle, zajednicki zakljucak oba eksperimenta je da zamrSena stanja narusavaju Belovu
nejednakost baziranu na postavkama EPR paradoksa. Zapravo, ovo su najpopularnije
postavke prilikom dokazivanja narusenja Belove nejednakosti, a danas je popularno i pos-
matranje zamrsenosti jona i fotona [40]. U svakom slucaju, svi ovi dokazi nevazenja Belove
nejednakosti u slucaju zamrsenih stanja svedoce o neupitnom razmatranju zamrsenog stanja
kao jedinstvenog entiteta, a nikako kao dva zasebna stanja [38]. Takode, objasnjeno zamrseno
stanje ne postoji u klasicnom svetu i treba ga traziti iskljucivo u svetu kvantne mehanike.

‘-d"

A B A B

Slika 15. Kvantna zamrsenost kao jedinstveni entitet. Slika je preuzeta iz [38].
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5 Mere kvantne zamrsenosti 1 kvantne koherentnosti

Kvantna zamrsenost dosad je razmatrana u strogo teorijskom rezimu njenog postojanja.
Osim toga, ukazana je i paznja metodima eksperimentalnog uocavanja i formiranja kvantne
zamrsSenosti stanja. Cilj ovog poglavlja bi¢e da opise osnovne veli¢ine vezane za kvantnu
zamrsenost i kvantnu koherentnost kao validne mere u fizickim sistemima. Citalac se moze

obavljen u drugom segmentu rada.

Medutim, kao i obi¢no, treba postaviti same temelje za izucavanje kvantno-informatickih
veli¢ina. Termin matrice gustine i redukovane matrice gustine ve¢ je detaljno obraden u
prethodnim poglavljima, ali se ispostavlja da dalje razmatranje nije odrzivo bez uvodenja do-
datnog detalja - informacije i njene svojstvene mere u vidu entropije. Stoga ¢e samo poglavlje
biti zaceto osnovnom merom Senonove informacije, odnosno, u kvantno-mehanickom svetu,
veli¢inom poznatom kao Fon Nojmanova entropija.

5.1 Senonova mera informacije. Fon Nojmanova entropija

Veé je spomenuto da je moderna teorija informacije dozivela veliki preokret u radu Kloda
Senona iz 1948. godine, baziranom na postavljanju matematicke formulacije informacije.
Medutim, $ta je zapravo pod tim terminom podrazumevano? Sto se tice kompjuterskog
konteksta informacije, s jedne strane informacija je entitet koji se mora kompjuterizovati i
skladistiti na efikasan nacin, a sa druge, shodno Senonovom formalizmu, samo svojstvo koje
treba preneti izmedu dve tacke u cilju komunikacije [41]. T sam Senon u svom radu kaze
da je semanticki aspekt informacije apsolutno nebitan, veé je bitna samo izabrana poruka iz
seta svih moguéih poruka [41].

Senon je svoju formulaciju bazirao na sledeéem razmatranju. Svaka poruka predstavlja
neku kompoziciju slova, a svako slovo izabrano je iz seta od mogucéih k slova [42]. Neka izvor
informacije bira slova sa odredenom distribucijom verovatnoce [42]:

X = {a,p(x)} (5.1)

gde je z € {0,1...k — 1}, a verovatnoca je obelezena sa p(x). Ako izvor emituje poruku od n
slova, verovatnoca pojavljivanja sekvence x1xs...2, je [42]:

n

p(z12s...7,) = HP(%) (5.2)
i=1
Smatra se da su slova nezavisno i jednako distribuirana [42].

Ako se posmatra binaran alfabet, svako slovo ¢e biti 0 ili 1 sa verovatno¢om 1 — p i p,
gde je 0 < p < 1. Za velike brojeve n, shodno zakonu velikih brojeva, tipi¢na sekvenca ée
sadrzati oko n(1 — p) nula i np jedinica [42]. Broj razlic¢itih sekvenci ove forme reda je (:p)
i moze se definisati funkcija [42]:

o8 Cl;) o <<np)!(n?!1 - p))!) 53)
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koja, nakon Stirlingove aproksimacije za veliko n [42]:
logn! =nlogn —n+ O(logn) (5.4)

postaje:
log <:p) ~nH(p), H(p) = —plogp — (1 — p)log(l — p) (5.5)

gde je H(p) takozvana entropija [42]. Doduse, u svetu gde je informacija prisutna u obliku
bitova, lakse je raditi sa logaritamskom bazom 2 i stoga se ona pretezno koristi u klasi¢noj,
pa i kvantnoj informatici [42]. Tako je tipican broj moguéih sekvenci 2"*®). Naravno, sli¢no
vazi 1 za x koje uzima vrednosti iz alfabeta od k slova. Broj tipi¢nih sekvenci je tada [42]:

n!

- x ) .
I (@)~ 5:6)

gde je:
H(z) ==Y plx)log, p(x) (5.7)

Senonova entropija [42]. Prvobitni Senonov naziv za veli¢inu H(x) zapravo i jeste bio infor-
macija [43]. Medutim, Dzon fon Nojman, koji je i sam, nesto ranije, za veli¢inu koju je uveo
iskoristio pojam entropije, predlozio mu je da taj naziv promeni [43]. Prema Senonovim
spisima, Fon Nojman je naziv entropija predlozio iz dva razloga: prvo jer je naziv koji je
Senon uveo umesto informacije, nesigurnost, ve¢ imao svoje znacenje, a drugo jer tada pojam
entropije nije bio preterano shvaéen, pa protiv Senonove entropije ne bi bilo kontraargume-
nata [43].

Sam Fon Nojman je u svojoj knjizi Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik
iz 1932. godine uveo pojam entropije u kvantno-mehanickim sistemima na jedan novi nacin
[44]. Sada opet treba zamisliti izvor koji pise poruku od n slova, samo se u ovom slu¢aju
stanja biraju iz nekog ansambla kvantnih stanja. Neka se alfabet sastoji od seta kvantnih
stanja {p(x)}, gde se svako od njih javlja sa verovatnoé¢om p(x) i p(x) mu je pripadna matrica
gustine [42]. U ovom suc¢aju, verovatnoca da se dobije ma koji rezultat merenja slova opisana
je matricom gustine [42]:

p=> plx)p(x) (5.8)
Stoga je Fon Nojmanova entropija definisana u obliku [42]:

S(p) = —Tr (plog, p) (5.9)

gde je logaritamska baza uzeta iz istog razloga kao i u klasi¢cnom slucaju. Treba uociti da u
slucaju kada je matrica gustine predstavljena u ortonormiranom bazisu {|V¥;)}, odnosno u
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dijagonalnoj formi, Fon Nojmanova entropija poprima oblik [45]:
S(p) = —Tr (plogyp) = — T (PZlOg2 (pi\‘l’i><\lfi!)> =
= (Sl S tow (w0 ) -
I i
= =) (W] > p (W5 D logy pi| W3) (U] W) =
k J i
= — sz- log, p; (5.10)

usled ciklicnosti traga i ortonormiranosti razmatranih stanja. Uocava se da oblik (5.10)
odgovara obliku (5.7), odnosno, Fon Nojmanova entropija jednaka je Senonovoj. U drugim
slucajevima vazi da je [45]:

S(p) < H(p) (5.11)

Takode, znacajno je uociti da je Fon Nojmanova entropija jednaka nuli za ma koje ¢isto
stanje i za maksimalno meSano stanje pp, = é, gde je d dimenzija sistema, jednaka je
log, d [8]. Ovo je prilicno o¢ekivano s obzirom na to da je receno da ¢isto stanje sadrzi sve
informacije o datom sistemu. Dakle, Fon Nojmanova entropija mogla bi se deklarisati kao
pokazatelj odstupanja sistema od ¢istog stanja.

Na ovom mestu zgodno je uvesti jos jednu veli¢inu bitnu u kvantnoj informatici, a u
pitanju je kvantna relativna entropija (quantum relative entropy). Neka je Fon Nojmanova
entropija definisana relacijom (5.9). Relativna entropija dva stanja definise se kao [46]:

S(pllo) = Tr (plog, p) — Tr (plog, o) (5.12)

i ima brojna korisna svojstva [46]:

1. S(p|le) > 0 i jednakost vazi samo u slucaju kada je p = o,
2. S(p|lo) je kontinualna gde nije beskonac¢na i
3. S(pllo) < p1S(pillor) + p2S(pzlloz), gde je p = pip1 + p2p2 i 0 = p1o1 + paoo.

Ispostavice se da je pojam kvantne relativne entropije prilicno koristan za kasnije definisanje
kvantne koherentnosti, koja predstavlja jednu od klju¢nih tacaka u prakticnom delu rada.

5.2 Svedoci kvantne zamrSenosti

Kao s§to je i receno, ovo poglavlje bi¢e posveteno merama kvantne zamrsenosti u real-
nim sistemima i stoga je potrebno utvrditi koje veli¢cine zadovoljavaju to svojstvo da mogu
potvrditi da li je neko stanje zamrseno ili nije. Svedok zamrsenosti (entanglement witness)
je ermitski operator W, koji je u moguénosti da detektuje zamrsenost nekog stanja [47]. Os-
novna ideja je da svedok W dozivljava neko ogranic¢enje samo kada je stanje zamrseno [47].
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W moze se definise kao operator koji daje nenegativne ocekivane vrednosti za sva separabilna
Cista stanja |Wg) [23]:
(W, W[w,) >0 (5.13)

Posto se separabilna mesana stanja mogu predstaviti u vidu [23]:
oo =S W) (V) (5.14)

za p; > 01 ) ,p; = 1, Sto implicira da je i ocekivana vrednost W vezana za separabilna
mesana stanja takode nenegativna:

Tr (psW) = D il WL W[ W) > 0 (5.15)

U tom slucaju, ako data matrica gustine vodi do negativne oc¢ekivane vrednosti, stanje je
zamrseno [23]:

Tr (pW) <0 (5.16)

Takode, u skladu sa [23] za svako zamrseno stanje postoji svedok njegove zamrsenosti. Ge-
ometrijsko objasnjenje svedoka zamrsenosti nalazi se na slici 16.

W3 ° WS W',r
. L]
°
W4
W, . W
8
W, .
Wﬁ

Slika 16. Geometrijski prikaz svedoka zamrienosti. Oblici A, B i C su konveksni, a D nije
konveksno. Za ma koju tacku van konveksnih oblika postoji linija W; (i = 1...6) koja razdvaja
tacku od odgovarajuéeg konveksnog oblika. Za oblik D i tacku Z takva linija ne postoji. Ako su
konveksni oblict separabilna stanja, onda postoji linija koja reprezentuje svedoka i razdvaja ga od
zamrsenog stanja (tacka). Slika je preuzeta iz [23].

Naravno, postoje i svedoci sa drugim uslovima u odnosu na (5.16). Bitno je samo da
svedok omogucéava razgranicavanje izmedu separabilnih i zamrsenih stanja.

Na primer, kao svedok zamrsenosti moze se navesti hamiltonijan sistema dva spina sa Ha-
jzenbergovom interakcijom H = —Jo-o [48], gde su o Paulijeve matrice spina, a J konstanta
kuplovanja. Moze se pokazati da za separabilna stanja vazi uslov (H) = | Tr (psepH )| =
J(o)(o) < J [48]. Za osnovno stanje hamiltonijana, medutim, vazi | Tr (psnH)| = 3.J, gde
je psin matrica gustine osnovnog (singletnog) stanja hamiltonijana, te je o¢ito u pitanju
zamrseno stanje [48].

Na slici 17 prikazana je i magnetna susceptibilnost u ulozi svedoka zamrsenosti. U
pitanju je materijal Cu(NO32.5D50) prikazan na istoj slici.
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(cgs mol™)
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Slika 17. Magnetna susceptibilnost kao svedok zamrienosti u Cu(NO32.5D50). Iznad crvene linije
vrednosti susceptibilnosti su separabilne, a ispod zamrsene. Isprekidana linija ukazuje na granicu
izmedu separabilnosti i zamrsenosti. Slika je preuzeta iz [48].

Takode, pokazuje se da jos neke makroskopske termodinamicke veli¢ine poput magne-
tizacije 1 unutrasnje energije isto mogu biti svedoci zamrsenosti u termodinamickom limesu
[49]. Naime, u izotropnom XX ili XXX Hajzenbergovom modelu uslov za pojavu zamrsenog
stanja je |U;ﬁjlw > 1, gde je U unutrasnja energija, B spoljasnje magnetno polje, J konstanta
kuplovanja izmedu najblizih suseda i N broj spinova [49]. Naime, izotropni XX Hajzenbergov
model sa aproksimacijom najblizih suseda zasniva se na hamiltonijanu oblika:

H = JZ (o70F +ala?) (5.17)
4,3

odnosno, u pitanju je razmatranje dvodimenzione izotropne Hajzenbergove resetke u kojoj
su o7 i 0§ komponente spina na razlicitim ¢vorovima [50]. Analogno je XXX Hajzenbergov
model uopstenje XX modela na tri dimenzije, gde anizotropija u interakciji nije prisutna ni
u tre¢oj dimenziji, te su sve dimenzije ekvivalentne [50]:

H = JZ (070F +alo? + o707) (5.18)
1,

Na slici 18 nalazi se prikaz uslova zamrSenosti u XX Hajzenbergovom modelu.

B/J
12 U4 85 08 1
0.24
0,44
KT/J
D.Ej
0.8

1_'

Slika 18. Prikaz uslova zamrsenosti uw XX Hajzenbergovom modelu. Osencen segment predstavlja
interval polja i temperature u kom je prisutno zamrseno stanje. Slika je preuzeta iz [49].
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5.3 Zamrsenost formacije. Konkurentnost kao mera zamrsenosti

Kvantna zamrSenost veé je definisana kao pojava od presudnog znacaja u kvantnoj in-
formatici. Kako je u pitanju pojava, a ne veli¢ina, ona se ne moze neposredno meriti i
kvantifikovati, te je neophodno naci veli¢ine koje zadovoljavaju sve uslove da bi se nazvale
verodostojnim merama zamrsenosti. Ti uslovi su sledeéi [51]:

1. E(p) = 0 samo ako je p separabilno stanje,

2. lokalne unitarne operacije ostavljaju E(p) invarijantnim: E(p) = E(Us@UppU\QUY},),

3. > Tr(pi)E(Tr’E;i)> < E(p), gde je p; = VipV; sa uslovom 3, V'V, = I.
Prvi uslov osigurava da samo separabilna stanja imaju izostanak mere zamrSenosti, Sto
je i ocekivano, dok drugi svedoc¢i o tome da lokalna promena bazisa ne moze uticati na
meru zamrsenosti, a treé¢i otklanja moguénost da lokalna merenja sprovedena klasicnim
putem uticu na povecanje mere zamrsenosti [51]. Shodno ovim uslovima, postoji vise
mera zamrsenosti, od kojih se najcesée koriste sledece: zamrsenost formacije (entanglement
of formation), zamrSenost destilacije (entanglement of distillation), cena zamrsenosti
(entanglement cost) i relativna entropija zamrsenosti (relative entropy of entanglement)
[52]. Najceséa velicina koja se u literaturi koristi jeste zamrsenost formacije. Ako se definise
¢isto dvocesticno stanje p = | W) (|, zamrsenost formacije definise se pomoéu Fon Nojmanove
entropije redukovane matrice gustine [53]:

E¢(p) =S(Trpp) =S(Trap) = —Tr (palogy, pa) = — Tr (pplog, ps) (5.19)

gde je pa = Trpp, pp = Trap, a .S Fon Nojmanova entropija.

Naravno, zamrsenost formacije moze se definisati i za meSana stanja. Naime, meSana
stanja mogu se raspisati pomocu c¢istih stanja:

p=" pipi, pi= TNV (5.20)
Za ovakva stanja zamrsenost formacije definise se u obliku [52]:

Ey(p) = inf 3" piEy(p) (5.21)

Trazenje minimuma zamrsenosti vrsi se po svim mogué¢im dekompozicijama mesanog stanja
na ¢ista [52]. Veoma je mali broj sistema u kojima je ovo moguée, a jedan od njih je i
dvokubitni kvantni sistem [52]. Vuters et al. nasli su izraz za zamrsenost formacije u slucaju
proizvoljnog stanja p [52]:

E(p) =

B(C() = n(F ) (522

gde je h(z) = —zlogz — (1 — x) log(1 — x) binarna funkcija entropije, a C(p) konkurentnost.
Izraz (5.22) predstavlja monotono rastuéu funkciju sa porastom konkurentnosti [52]. Tako
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ne ¢udi ¢injenica da konkurentnost moze biti korisS¢ena kao verodostojna mera zamrsenosti
[52].

Konkurentnost C(p) definie se na sledeci nacin [52]:
C(p) = maX{O, )\1 - )\2 - )\3 — )\4} (523)

gde su \; (i = 1...4) kvadratni koreni svojstvenih vrednosti ermitske matrice R = pp u
opadaju¢em poretku, a matrica p:

p=(0?®0%)p" (0¥ @ 0Y) (5.24)
i p* je kompleksno konjugovana matrica u odnosu na matricu p.

Neka je |¥) proizvoljno dvokubitno stanje u standardnom bazisu prikazano u obliku:
’\I/> = 0600|00> +Oé(]1‘01> +0610’10> +()é11|11> (525)

gde je |ago|* + ao1]? + |aio|? + |a11|? = 1. Moze se pokazati da je |¥) separabilno u slucaju
o = apraqo [53]. Konkurentnost za stanje | W) dobija se u formi [53]:

C(|‘1’><‘D‘) = 2|11 — a1vo| (5.26)

Stoga se moze re¢i da minimalna konkurentost (5.26) govori o separabilnom stanju, a povec¢anje
konkurentnosti posledica je povecanja zamrSenosti, te je jasno da je C(p) validna mera
zamrsenosti.

5.4 Karakteristike kvantne koherentnosti

Kao jos jedna pojava, sustinski razli¢ita od definicije same zamrSenosti, a opet veoma
bliska, kako ¢e se pokazati, na ovom mestu bi¢e opisana kvantna koherentnost. Iako je pojam
obicno vezan za polje kvantne optike, gde se duboko utkao u samu srz oblasti, razvoj kvantne
informatike doveo je i do razmatranja njene vaznosti u okvirima ove, jos uvek mlade, naucne
oblasti.

Sama pojava potice od kvantne superpozicije i od esencijalne je vaznosti u oblasti
kvantne mehanike i kvantne informatike [54]. Danas je od interesa njena veza sa kvant-
nom zamrsenoscéu, ali i kvantnim diskordom, tipom kvantnih korelacija koje se javljaju i
u separabilnim stanjima [54]. Sama teorija koherentnosti je jos uvek u procesu razvoja.
Moze se reci da se veéi broj naucnika posvetio razmatranju ovog problema nakon znacajnog
Oberovog rada na kvantifikovanju superpozicije ortogonalnih kvantnih stanja [55]. Tada se
i javlja potreba za kvantifikovanjem mere koherentnosti. Ispostavlja se da, kao i u slucaju
zamrsenosti, postoji vise kriterijuma koje neka veli¢ina mora zadovoljavati da bi bila validna
mera koherentnosti.

Medutim, da bi ovi uslovi bili definisani, najpre se moraju definisati pojmovi nekoherent-
nih stanja i nekoherentnih operacija. Neka je dat konacni d-dimenzioni Hilbertov prostor sa
ortonormiranim bazisom {|i) };—o.4—1. Matrice gustine dijagonalne u datom bazisu nazivaju
se nekoherentnim, te su njihove forme [55]:

0= Zp,-|z'><z'| (5.27)
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sa verovatnoc¢om p;, a set ovakvih matrica oznacavace se ubuduce sa 7.

Nekoherentne operacije su one kvantne operacije koje predstavljaju set Krausovih oper-
atora {K,} sa osobinom > KK, = I, koji zadovoljavaju uslov K, ZK] C T za sve n, §to
garantuje da u ukupnoj operaciji p — Y. K, pK], ¢ak i ako se nema uvida u pojedinacne
n-te doprinose, nijedan posmatrac¢ ne bi zakljucio da je u pitanju iznicanje koherentnosti iz
nekoherentnih stanja [56]. Postoje dve klase ovih operacija [56]:

1. nekoherentne potpuno pozitivne kvantne operacije sa odrzivim tragom ®;cprp, koje
se ponasaju kao:

Qropre(p) = Z KupK] (5.28)

gde su Krausovi operatori istih dimenzija d,; X d;;,, te se ovakvom formulacijom ostavlja
mogucénost gubitka informacije o ishodima merenja i

2. kvantne operacije u kojima je dozvoljena podselekcija shodno ishodima merenja i nazi-
vaju se mernim, selektivnim ili stohastickim. Definisu se pomoc¢u Krausovih operatora
razlicitih izlaznih dimenzija n (d, x d;,) [56]. Stanje koje odgovara n-tom ishodu je

[56]:
K,pK!
pr = pp n (5.29)
gde je:
Pn = Tr (KupK)) (5.30)

Takode, znacajno je spomenuti i pojam d-dimenzionog maksimalno koherentnog stanja, koje
predstavlja stanje koje dozvoljava deterministicko kreiranje svih drugih d-dimenzionih kvant-
nih stanja posredstvom nekoherentnih operacija [56]. Ona su data relacijom [56]:

IS
—

(Wy) = i) (5.31)

Sl -
I

%

jer posredstvom nekoherentnih operacija ma koje d x d stanje moze se napraviti pomocu
njih.

Sada se moze pre¢i na definisanje uslova koje mora zadovoljavati validna mera koher-
entnosti. U pitanju su sledece stavke [56]:

1. C(p) > 0 za sva kvantna stanja sa vazenjem jednakosti samo u slucaju kada je p € Z,
2. monotonost pod ®;cprp mapiranjima: C(p) > C(fIDICpr(,o)),

3. monotonost srednje koherentnosti pod podselekcijom baziranom na rezultatima merenja:
C(p) > >, pnC(pn), gde su p, i p, definisani relacijama (5.29) i (5.30) i

4. osobina nerastuée funkcije pod meSanjem kvantnih stanja: >, p;C(p;) > C’( > pipi)
za ma koji set stanja {p;} i p; > 0 sa uslovom ) ., p; = 1.
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Prvi uslov je i oc¢ekivan. Koherentnost je jednaka nuli u slucaju nekoherentnih stanja, kao
Sto i sam naziv implicira. Sto se tice druga dva uslova, oni se prakti¢no mogu podvesti pod
jedan u slucaju razlic¢itih vrsta nekoherentnih operacija. U idealnim uslovima bilo bi dobro
proveriti oba uslova, ali je ¢esto provera treceg uslova prakti¢no veoma teska [56]. Ukoliko se
pogledaju uslovi, moze se ustanoviti da postoji neka veza izmedu mera zamrsenosti u svetu
zamrsenosti i mera koherentnosti u svetu koherentnosti, te i nije ¢udno sto se nauka krece u
pravcu nalazenja analogije izmedu dve pojave.

Takode, moze se pokazati da ispunjavanje uslova 3) i 4) sa sobom povlaéi i uslov 2) [56]:
C(@rcprr(p)) = C(ZPipi) < Zpic(pi) <C(p) (5.32)

Postoji nekoliko veli¢cina koje se uklapaju u date uslove i u literaturi se navode kao mere
koherentnosti. Bi¢e navedene neke od njih.

Rad [57] navodi da je [y norma koherentnosti (I; norm) jedna od verodostojnih mera

koherentnosti:

Ciu(p) = intllp — 6, = 3 I4ilels) (5.33)
i#]
koja je jednaka sumi apsolutnih vrednosti nedijagonalnih elemenata matrice gustine. Pored
nje, trag-norma (trace norm) koherentnosti takode predstavlja verodostojnu meru koherent-
nosti [57]:

(p) =inf||p =6 .34
Cme(p) = nfflp =4[l (5.34)

Medutim, u radu ¢e biti koriSéena treca, najceséa mera - relativna entropija koherentnosti
(relative entropy of coherence), definisana u formi [57]:

Cre(p) = infS(p|l9) (5.35)

gde je S (p||5) prethodno definisana kvantna relativna entropija. Korist ove metode je u tome
Sto ima veliki potencijal s obzirom na to da i klasi¢na relativna entropija ima velikog udela
u klasiénoj informacionoj teoriji [8]. Tako se kao mera koherentnosti uvodi veli¢ina (5.35).
S obzirom na to da je log, 1 = 0, prvi uslov je o¢ito ispunjen. Veli¢ina (5.35) zadovoljava i
preostala tri uslova, $to je pokazano u radovima [58, 59, 60].

Neka je sada dato nekoherentno stanje 6 = > . p;|i)(i| € Z i neka za datu matricu
gustine p = >, . pi;|7) (j| dijagonalna matrica paiag = D_; piilé) (i predstavlja matricu gustine
p u kojoj su anulirani svi nedijagonalni elementi [56]. Onda je:

S(p”&) = S(Pdiag) - S(ﬂ) + S(pdiagH(S) -

= W +Tr (p 10g2 p) + Tr ¢ 2 Pdiag) — Tr (pdiag 10g2 5) =

= Tr (plog, p) — Tr (plog, 6) = S(pl|d) (5.36)

usled osobine Tr p = Tr pgiqg. S obzirom na zatvorenost resenja, i bez minimiziranja dobija
se reltivna entropija koherentnosti kao [56]:

Cre(p) = S(pdiag) - S(p) (5.37)
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Odavde se nalazi i stanje maksimalne koherentnosti i ispostavlja se da vazi uslov:

Cre(ﬂ) < S(pdiag) < logy d (5'38)

gde je d dimenzija Hilbertovog prostora. Dakle, koherentnost je definisana kao pozitivna
veli¢ina prvim uslovom, ali se sada vidi da je i ogranic¢ena pride.

5.5 Veza kvantne zamrsSenosti 1 kvantne koherentnosti

Dosad je bilo naznake da je moguce povezati dve klju¢ne pojave u kvantnoj informatici
- kvantnu zamrsenost i kvantnu koherentnost, sto bi uvelo nove moguc¢nosti u svet kvantne
informatike. S obzirom na to da je kvantna koherentnost jos uvek mlada, gde najznacajniji
izvor o njenim merama datira iz 2014. godine, bilo koja analogija svakako predstavlja moéno
orude za dalji razvoj ideje o kvantnoj koherentnosti [56].

Naime, ova veza je donekle intuitivno ocita. Obe pojave vuku korene iz principa su-
perpozicije, razlicit je samo nacin interpretacije. Iz kvantne mehanike je poznato da je
koherentnost vezana za talasno svojstvo tvari. Ako se talas pridruzen cestici podeli na dva,
oni mogu koherentno interferirati jedan sa drugim i tako formirati jedinstveno stanje, koje
¢e predstavljati superpoziciju dva talasna stanja [61]. Naravno, analogna situacija prisutna
je 1 u kvantnoj informatici, gde se kubit nalazi u superpoziciji dva stanja.

Sa druge strane, kvantna zamrsenost je fenomen koji obuhvata superpoziciju deljenog
kvantnog stanja dve razlicite ¢estice [61]. Ono §to je posebno svojstvo zamrSenosti jeste
¢injenica iznikla prilikom razmatranja narusenja Belove nejednakosti, a to je da efekat
merenja jedne Cestice automatski utice na drugu, ma koliko ona bila udaljena. Znaci, dve
Cestice povezane su neraskidivim vezama zamrSenosti i mogu se razmatrati iskljucivo kao
jedinstveni entitet, nikako pojedinacno.

Medutim, kako se uspostavlja veza izmedu ove dve velicine? Za pocetak, na osnovu
relacija (5.37) 1 (5.38) moze se dobiti relacija neodredenosti za relativnu entropiju koherent-
nosti i entropiju u obliku [54]:

Cre(p) + S(p) <logyd (5.39)

Ovo prakticno moze da znaci da Sto je veca entropija, koherentnost je manja. Specificno,
za maksimalno mesSano stanje kvantni sistem ne poseduje koherentnost. Moze se reé¢i da,
ako je sistem u zamrSenoj vezi sa spoljasnjim sistemom, koherentnost sistema opada [54].
Naravno, u obzir treba uzeti da u relaciji (5.39) nema znaka jednakosti nego nejednakosti,
te ovi zakljucéci ne moraju uvek vaziti, ali je bitno da postoji odredena granica koja se ne
moze preci.

Takode, shodno [54] postoji teorema koja za dato dvokubitno stanje pap kaze da vazi:

Et(pap) + Cre(pa) < logy da (5.40)

sto ukazuje na to da, uslovno receno, povec¢anje koherentnosti u podsistemu A moze dovesti
do smanjenja zamrsSenosti izmedu dva podsistema. Dakle, sto su vise dva podsistema
zamrsena, vise koherentnost placa cenu. Znaci da bi za postizanje maksimalne koherentnosti
sistem morao biti potpuno izolovan, $to nije povoljno za koris¢enje moci kvantne zamrsenosti
u kvantno-informatickim sistemima [54].
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Osim toga, [10] ukazuje na to da ma koja nenulta koli¢ina koherentnosti u sistemu S
moze biti prevedena u zamrsenost izmedu S i prvobitno nekoherentnog sistema posredstvom
nekoherentnih operacija (slika 19). Dakle, u ovom slucaju veza izmedu dve pojave data je
pomocu operacije koju je potrebno izvrsiti, Sto bi znacilo da bi se koherentnost mogla meriti
indirektno, merenjem zamrsenosti.

incoherent incoherent coherent incoherent

@ S ’ @ Q S ’ @
incoherent incoherent
operation operation

J_ separable S:A ! i entangled S:A

Slika 19. Nekoherentne operacije ne mogu generisati zamrsenost iz nekoherentnih ulaznih stanja,
ali iz koherentnih mogu. Slika je preuzeta iz [10].

G
&

Dakle, veza izmedu kvantne zamrsSenosti i kvantne koherentnosti jos nije u potpunosti
razradena, ali je evidentna. U prakticnom delu rada bi¢e re¢i o konkurentnosti kao meri
zamrsenosti 1 relativnoj entropiji koherentnosti kao meri koherentnosti, te ¢e u specificnom
primeru (sistemu i veli¢inama) biti rasudeno kakva je korelacija izmedu ove dve pojave i da
li ona uopste postoji.

6 Osnove metode renormalizacione grupe. Kvantni
fazni prelazi

Ovaj segment bi¢e posveéen osvrtu na osnovne ideje procedure renormalizacione grupe
(nadalje RG), koja ¢e predstavljati i srediSnje sredstvo celokupne kompozicije prakticnog
dela rada. Stoga je neophodno oti¢i korak unazad i podsetiti se nekih istorijskih momenata
same metode.

Naime, ideja o invarijantnosti skale lezi u srzi ideje o primeni renormalizacione grupe,
ali osnovni koncept ove ideje seze u daleku proslost, svoje korene vukuéi iz vremena velikih
pitagorejaca, konacno kulminirajuéi u Euklidovim razmatranjima [62]. Medutim, proéi ée
jos mnogo vremena pre no $to ova osnova nade nacin da uplovi u okvire korisnog oruda kao
Sto je renormalizaciona grupa. U nekom prvom, jos nerazradenom obliku ova metoda iznikla
jeuradu E. C. G. Stukelberga i A. Pitermana 1953. godine i u narednim godinama dozivela
svoj razvitak u cilju eliminacije beskonac¢nosti u kvantnoj teoriji polja shodno renormalizaciji
fizickih parametara sistema [63].
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Medutim, prava teorija poc¢inje da se razvija tek 1967. godine u radu Lea Kadanova
[63]. Naime, on predlaze metod transformacije spinskih problema u probleme blok-spinova
za modele Izingovog tipa i dobija izvesne empirijske relacije izmedu skalirajuc¢ih ekspone-
nata, o cemu Ce takode biti re¢i. Doduse, iako je seme ideje zasejano u Kadanovljevom
pristupu, klijanje pocinje tek u radovima Keneta Vilsona, koji je za svoje doprinose u oblasti
faznih prelaza nagraden i Nobelovom nagradom 1982. godine [62]. Osnovna ideja njegovog
istrazivanja predstavlja jednostavno, a izuzetno svrsishodno sredstvo, kome je smisao po-
jednostavljenje prvobitnog problema. Osnovni cilj jeste redukovanje velikog broja stepeni
slobode kako bi se uslovio sto kompaktniji princip resavanja problema.

6.1 Vilsonova RG procedura

Osnovni koncepti RG procedure iznikli su u brojnim radovima Keneta Vilsona [65, 66,
67, 68, 69, 70, 71]. U opstem slucaju, RG metod sastoji se iz dva koraka. Prvi korak
podrazumeva eliminaciju moda odnosno desetkovanje. Neka polje & predstavlja relevantne
stepene slobode u sistemu. Desetkovanje u tom slucaju predstavlja proces u kom, ako se radi
u pogodnom, impulsnom prostoru, dolazi do eliminacije polja koja su svojstvena visokim
vrednostima impulsa. Recimo, ukoliko je za resavanje ciljanog problema neophodno naci
particionu funkciju [64]:

2(g) = [ D(@)e s (6.1)

gde je S(®;g) efektivno dejstvo zavisno od seta konstanti kuplovanja g = (g1, gs...), onda
eliminacija moda podrazumeva selektivnu integraciju [64]:

2= [ @) [ D@7y s@ e

= / D(®<)e 5K (@787 (6.2)

gde je e Sx(®%g%) — fD((I)>)e_S(‘D<+‘D>?g). U opstem slucaju, konstante kuplovanja g< =
(97,95 ...) razlicite su od polaznih g = (g1, go...) 1 predstavljaju neku funkciju polaznih
konstanti.

Dakle, najpre je neophodno izvrsiti separaciju polja ® u dva potpolja ®< i &=, gde
se deo @< odnosi na fluktuacije talasnih vektora manjih od izabrane granice skale A, a &~
predstavlja brze mode, koje uklju¢uju talasne vektore veée od A. Naravno, izbor skale je
proizvoljan i zavisi od prirode problema. Jednostavan nacin da se ova separacije implementira
u problem jeste koriséenje Hevisajdove step funkcije © [64]:

O(k) =06(A - |k|)P(k) + O(k| — A)P(k), 1 =060(A—|k|)+O(k|l—A) (6.3)

gde je:
(k) = O(A — [k)o(k), 7 (k) = O(k| — A)o(k) (6.4)

Drugi, ali ne i manje vazan korak predstavlja promena skale parametara. Cilj je dobiti
identican oblik jednacina obliku prisutnom pre eliminacije moda, samo §to on vise u sebi ne
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sadrzi iste, ve¢ reskalirane parametre. Novi talasni vektori povezani su sa prethodnim na
osnovu relacije [64]:

k' = bk (6.5)
gde je b velicina koraka RG transformacije. Reskalirano polje definisano je relacijom [64]:

/

@'(K) = &0 (6.6)

gde je parametar reskaliranja polja & = b”*+/Z,. Faktor bP* odreduje tzv. kanonska di-
menzija Dg polja ®(k), koja odreduje stepen inverzne duzine neophodan da nacini ®(k)
bezdimenzionalnim [64]. Drugi faktor, Z, usko je povezan sa kriticnim korelacionim ekspo-
nentom 7 [64], o kome ée biti reci kasnije.

Najjednostavniji skelet RG procedure pruza Migdal-Kadanovljeva RG procedura u real-
nom prostoru, o kojoj ¢e biti viSe reci kasnije. Naime, ukoliko se posmatra resetka, predasnji
integrali prelaze u sume, a korak b zapravo predstavlja umnozak koji povecava konstantu
reSetke u prvom koraku. Drugi korak potom se lako implementira u model vra¢anjem kon-
stante resetke na prvobitnu vrednost. Situacija nakon primenjena oba koraka prikazana je
na slici 20. Naravno, slika prikazuje korektan opis dva osnovna koraka date RG procedure.

£(z)
Original Chain: —@ £ x T o= )( Y o—

o

! !
Decimation: —@ L o L o—
i z ’:1:/’ /

<« £(z) =52 »

Rescaling:

Slika 20. Prikaz dva osnovna koraka RG procedure. Nakon desetkovanja konstanta resetke postaje
b puta veca od prvobitne, dok korelaciona duzina ostaje ista. Medutim, reskaliranje smanjuje
korelacionu duZinu b puta. Slika je preuzeta iz [64).

Kombinacija dva koraka dovodi do ultimativnog prelaska sa prostora kuplovanja g =
(91, g2...) modela sistema sa dejstvom S(P;g) na prostor modifikovanog seta kuplovanja
g = (g1, g»...) renormiranog modela sa dejstvom S'(®"; g'). Navedeno mapiranje predstavlja
stz RG transformacije i generalno se moze zapisati u obliku:

g =R(bg) (6.7)

R(b; g) generalno deluje na beskonacno dimenzioni prostor kuplovanja i moze predstavljati
komplikovanu nelinearnu funkciju prvobitnih kuplovanja g. Set ovakvih transformacija pred-
stavlja semigrupu, koju karakterise isti kompozicioni zakon kao grupu, ali se ne oc¢ekuje da
ovakva transformacije obavezno poseduje i sebi inverznu [64]. Dve sukcesivne transformacije
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okarakterisane faktorima b i b ekvivalentne su jednoj transformaciji sa faktorom b = b'b,
Sto potvrduje navedenu osobinu. Dakle, ako je:
g =R(bg), g =R(:g) (6.8)
onda je:
g =R(;R(b;g)) =R(bb;g) (6.9)

Kompletna RG procedura zasniva se na ponavljanju koraka pocevsi od parametra g = ¢
pomocu veze:

g" =R(b;g" V) =R(";g) (6.10)

Za n — oo konacni parametar reskaliranja divergira, sto znac¢i da su sad obuhvaceni svi
stepeni slobode. U praksi postoji veliki broj moguénosti za sprovodenje RG procesa. Rec-
imo, prvi korak moze se odvijati u realnom prostoru, prostoru talasnih vektora, pa cak
i u prostoru frekvencija [64]. Postoji i veliki broj opcija za izbor veli¢ine koraka b, pa i
granice A. Jedna od mogucnosti, o kojoj ¢e biti viSe reci u nastavku segmenta, jeste Migdal-
Kadanovljeva renormalizaciona grupa u realnom prostoru [72, 73|. Takode, cesta je i opcija
primene RG u impulsnom prostoru [70], metod funkcionalne RG [74], metod kontinualnih
unitarnih transformacija [75] i drugi.

6.2 Krucijalna svojstva RG procedure

Ukoliko je poznata RG transformacija oblika R(b; g), koja deluje na set kuplovanja g =
(91, g2--.), fiksna tacka RG procedure je posebna tacka g* = (g7, g3...) u prostoru kuplovanja
koja je invarijantna na transformacije tipa R(b;g) [64]:

g" =R(bg") (6.11)

Fiksne tacke predstavljaju osnovno svojstvo RG procedure, koje i omogucéava primenu iste
u razmatranju kriticnog ponaSanja sistema. Naime, bilo koja RG fiksna tacka opisuje ili
kriti¢ni sistem sa beskona¢nom korelacionom duzinom ili dekuplovan sistem nulte korelacione
duzine [64]. Korelaciona duzina se nakon prve RG iteracije, kao $to je uocljivo na slici 20,
transformise u:

£(g) = —£<bg) (6.12)
sa proizvoljnim b > 1. Ukoliko se sad iskoristi svojstvo g = g* = g, za fiksnu tacku oéito
vazi: £(e")

§(g7) = (6.13)

Sto vazi samo za £(g*) = oo ili {(g*) = 0. Fiksne tacke sa beskona¢nom korelacionom
duzinom, sto je i glavno svojstvo kriti¢ne tacke, nazivaju se kriticnim, odnosno nestabilnim
fiksnim tackama, a fiksne tacke sa nultom korelacionom duzinom su trivijalne, odnosno sta-
bilne fiksne tacke [76]. U opstem slucaju sistem ima vise fiksnih tacaka, pa i ¢itav kontinuum
fiksnih tacaka koje formiraju slozene strukture u prostoru kuplovanja. Svaka fiksna tacka
ima mrezu atrakcije, koja obuhvata sve tacke u prostoru kuplovanja koje u procesu RG it-
eracija uviru u fiksnu tacku. Mreza atrakcije kriticne fiksne tacke naziva se kriticna povrsina
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[64]. Ispostavlja se da kriti¢na duzina nije beskona¢na samo u kriti¢noj fiksnoj tacki, ve¢ duz
¢itave kriticne povrsine koja se mapira u spomenutu kriticnu tacku kako tece RG procedura.
Dakle, sva kuplovanja na kritiénim povrsinama opisuju sistem u kriticnoj tacki [64].

Na slici 21 nalazi se prikaz RG toka za kvadratnu resetku Izingovog modela opisanu
bezdimenzionim kuplovanjima ¢, = 8.J i g, = (J sa interakcijom najblizih suseda (.J) i
drugih najblizih suseda (J').

92 A
\>\—)——/ \’:5‘{1
'
(97, 95)
»5"__\{, _'rJ'Il

Slika 21. Prikaz RG toka u sluc¢aju kvadratne resetke Izingovog modela sa interakcijom izmedu
nagblizih i drugih najblizih suseda. Uoéljive su dve stabilne (Sy i S ) i jedna nestabilna (C) fiksna
tacka. Slika je preuzeta iz [64].

Pogodno je sve fiksne tacke nekako grupisati u zavisnosti od broja nezavisnih relevant-
nih kuplovanja (kuplovanja koja odvlace RG tok od fiksnih tacaka), vrednosti korelacione
duzine i oblika mreza atrakcije. Stoga postoje veé¢ opisane kriticne tacke sa beskona¢nom
korelacionom duzinom i razli¢itim brojem relevantnih kuplovanja (recimo, za tri kuplovanja
kriticne tacke se nazivaju trikriticnim i sliéno), slivovi, fiksne tacke sa jednim relevantnim
kuplovanjem, fiksne linije, pa i neki egzoticni oblici poput kruznih tokova, pa i potpunog
izostanka fiksnih tacaka [64]. Na slici 22 prikazani su neki oblici fiksnih tacaka, a na slici 23
nalazi se prikaz fiksne linije.
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S

g

Slika 22. Prikaz nekih vrsta fiksnih tacaka. Uocljiva je kriticna fiksna tacka C, a ST i S~ su
slivovi, koji imaju samo irelevantna kuplovanja, odnosno nema izlivajuéeg kuplovanja. P i F su

fiksne tacke sa jednim relevantnim kuplovanjem h, pri cemu je P kontinualna fiksna tacka sa
& =0, koja je nestabilna za nenulto polje, a F' je diskontinualna fiksna tacka sa £ =0 1
magnetizacijom koja dozZivljava diskontinualan skok nakon dostizanja ove tacke. Slika je preuzeta

iz [64].

i
N

Slika 23. Prikaz fiksne linije. Slika je preuzeta iz [64).
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6.3 Kadanovljevi blok-spinovi

Skaliraju¢a forma slobodne energije formulisana je kao hipoteza i pre formulisanja RG
procedure u radu Lea Kadanova iz 1967. godine, u kom se definisu i blok-spinovi. Za spinske
sisteme sa spinovima lokalizovanim u ¢vorovima moze se primeniti proces eliminacije moda
kroz nalazenje parcijalnog traga po Hilbertovim prostorima vezanim za odredene blokove
spinova [64]. Nakon eliminacije moda, proizvod ostaje efektivni hamiltonijan, gde blokove
spinova zamenjuju efektivni spinovi u konfiguraciji nesto razredenije resetke. U drugom
koraku su duzinske skale vra¢ene na originalnu veli¢inu. Za vise od jedne dimenzije, doduse,
Migdal-Kadanovljeva procedura (predlozena 1975. godine od strane Migdala i 1976. od
strane Kadanova) zahteva aproksimacije i nije egzaktno resiva [64].

Sr7 procedure zasniva se na prvoj ideji Kadanova o blok-spinovima. Sematski se situacija
moze predstaviti kao na slici 24. Osnovna postavka zasniva se na ve¢ predocenoj ¢injenici da
se blok-spin u odredenom smislu predstavlja kao izolovan spin. Jedina neophodna promena
tice se konstanti kuplovanja.

O O © oo oo O
O g e oI gljo o
o Q@ oo oo O
o g e oI go o
o Qe oo oo o
o g © glo oo O
o O 0 oo ¢ o O
o g e oI gl o

Slika 24. Prikaz formiranja blok-spinova u matrici prvobitno izolovanih spinova. Slika je preuzeta
iz [T7].

Prvi model na koji je primenjena Kadanovljeva metoda blok-spinova bio je Izingov
model. Citava d-dimenziona hiperkubna resetka ovom prilikom izdeljena je na blokove i
za njih je uzet poseban, kolektivni operator spina [63]. Ukoliko su parametri temperature

t = T;CTC i polja h, gde je Ty kriticna temperatura na kojoj dolazi do faznog prelaza, opisivali

polazni model, renormalizovani model opisivace faktori ¢ = tb¥ i h = hb®, gde je b dimenzija
bloka, a i y su pozitivni parametri usled toga Sto se na taj nacin sistem udaljava od kriti¢ne
tacke.

Singularan deo slobodne energije je, prema glavnoj postavci Kadanova, u sluc¢aju blok-
spina ista funkcija ¢ i h kao §to je prvobitno bila za parametre ¢ i h, te se za b? évorova po
bloku za singularan deo ove funkcije, dominantan u okolini kriti¢ne tacke, moze pisati [77]:

Gsing(ta h) = bidGsinga)yt’ bxh) (614>

gde je data generalna forma skalirajuce relacije slobodne energije sa jos uvek nedefinisanim
parametrima z i y. Kako je rastojanje izmedu blok-spinova b (odnosno konstanta resetke
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pomnozena parametrom b u duzinskim jedinicama), o¢ekuje se redukcija korelacione duzine
za isti parametar [77]:

£(t, h) = bE(BVE, bh) (6.15)

Medutim, kakvo fizicko znacenje ima korelaciona duzina? Naime, u blizini kriti¢ne
temperature kontinualnog faznog prelaza (faznog prelaza II reda) sve veéi broj mikroskopskih
stepeni slobode se kupluje i ponasa kao jedinstveni entitet. Korelaciona duzina predstavlja
tipi¢nu skalu duzine reona u kojima su ova kuplovanja jaka [64]. Takode, u skladu sa [77] u
blizini kriti¢ne tacke korelaciona duzina divergira pokoravajuci se zakonu skaliranja:

E(t,0) ~ |t|™ (6.16)

gde je razmatran sluc¢aj nultog polja. Na ovaj nacin, ocito se eksponent y moze povezati sa
kriticnim eksponentom korelacione duzine v. Ako jednacine (6.14) i (6.15) vaze za ma koje
b, vaze i za b = |t|~'/¥, te ako se uzme h = 0, dobijaju se izrazi:

Ging(t,0) = [t G ng(+1,0) (6.17)

E(t,0) = [t|7Yv¢(%1,0) (6.18)

Shodno kriticnom ponasanju specificne toplote pri nultom polju [64], pise se sledece:

_ a267152‘11 d_ —«
Cm Tt =5 o ~ [H " = It (6.19)
t
te je ocito:
d
2—a=-— (6.20)
Yy

Kako relacija (6.18) navodi na zakljucak da je v = i, prva hiperskalirajuca relacija dobijena
u Kadanovljevom radu postaje:
2—a=dv (6.21)

Takode, Kadanovljeva hipoteza ukljucuje i singularni oblik korelacione funkcije, koji
postaje dominantan u okolini kriti¢ne tacke. Na osnovu [77] singularni deo zadovoljava

relaciju:

Cying([r]; 8, h) = b2<d$>rsmg(|%|; bYt, b"h) (6.22)

Ukoliko se razmatra kriticna tacka, I'y;,, ima asimptotsko ponasanje oblika [77]:
oty ([e];0,0) ~ fr[ =427 (6.23)
Relacija (6.22) vazi za proizvoljno b, pa i za b = |r|, te je veza:
2 —d=2—1 (6.24)

Veza sa eksponentom v postize se na osnovu kriti¢nog ponasanja susceptibilnosti pri nultom
polju [64]:

a2Gsing

|t 5 = Je (6.25)
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te je oc¢ito druga hiperskalirajuca relacija:

7=02-nyv (6.26)

Preostale dve hiperskalirajuc¢e relacije dobijene su na osnovu kriticnog ponaSanja magne-
tizacije. U blizini kriticne tacke, pri nultom polju, spontana magnetizacija ima sledece
ponasanje [64]:
aCTYsz'ng d—z
— o~ (—t) v = (=t)° 6.27
N M (627)

Odavde je treca hiperskalirajuca relacija oblika:

m=

v

B = §(d —247) (6.28)
Za konac¢na polja, kako se temperatura priblizava kriti¢noj, pri kona¢nim vrednostima polja,
ponasanje magnetizacije je oblika [64]:

aGsing
oh

h
i)

mit,h) ~ — = |t ( (6.29)

gdeje Y, (z) = dzd;z(z). Da bi se dobila kona¢na vrednost magnetizacije u sluc¢aju priblizavanja
kritiénoj tacki (t — 0, z — oo), funkcija ¥ (z) mora biti oblika z%*1 te je kriti¢na
izoterma:

m(h) ~ hi™ = hi (6.30)

Na taj nacin, cetvrta Kadanovljeva hiperskalirajuca relacija za kriticne eksponente poprima

oblik:
5_d+2—n

d—2+n
Naravno, dobijene hiperskalirajuce relacije i skaliraju¢a ponasanja opisana su u svojstvu
termalnih fluktuacija. Ispostavlja se da je kriticno ponasanje i pojava faznog prelaza moguca
i u slucaju razmatranja neklasicnih fluktuacija, o cemu ¢e biti re¢i u narednom odeljku.

(6.31)

6.4 Kvantni fazni prelazi

Na konacnim temperaturama, shodno ve¢ opisanoj masineriji, u obzir se, kao dominantan
faktor, uzimaju klasi¢ne termalne fluktuacije i celokupno kriti¢no ponaSanje pripisuje se
njima. Zaista, na kona¢nim temperaturama ne moze se ni ocekivati da do izrazaja dodu
fluktuacije kvantne prirode. Medutim, moze li do njihovog ispoljavanja do¢i u sluc¢aju nulte
temperature? I kako bi njihovo registrovanje uopste izgledalo?

Za pocetak, sama pojava faznih prelaza kroz istoriju je naisSla na brojne definicije i
objasnjenja, od kojih je i danas najces¢e koris¢ena Erenfestova klasifikacija faznih prelaza.
Naime, za neki sistem se kaze da prolazi kroz fazni prelaz n-tog reda (n = 1,2...) za one
vrednosti parametara sistema za koje odgovarajuéi termodinamicki potencijal ima (n — 1)
neprekidan izvod, dok n-ti ima skok, a (n+1)-vi divergira [78]. U savremenoj teoriji, doduse,
dopusta se i moguénost da su svi izvodi do n-tog neprekidni, a da n-ti divergira. Takode,
danas su uglavnom svi fazni prelazi svrstani u dve velike grupe: medu fazne prelaze I ili II
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reda [78]. Medutim, Erenfest je govorio o klasi¢nim faznim prelazima, koje opisuju termalne
fluktuacije, a ovaj rad bi¢e baziran na pojavi kvantnih faznih prelaza.

Naime, tipicna energijska skala vezana za vremenske fluktuacije nestaje u blizini faznog
prelaza u skladu sa zakonom [64]:

Ec = 1 ~EE ~ T = Tel? (6.32)
Tc
gde je z tzv. dinamicki eksponent, a 7o tipicno vreme raspada vremenskih fluktuacija. U
blizini kritiéne tacke 7o divergira i dolazi do kriti¢nog usporenja sistema [64].

U skladu sa Hercovim nalazima, u kvantnim sistemima staticke i dinamicke fluktuacije
nisu nezavisne, jer hamiltonijan pored opisa particione funkcije predstavlja i sredstvo za
opisivanje vremenske evolucije opservabli u skladu sa Hajzenbergovim jednacinama kretanja
[64]. Stoga je u kvantnim sistemima energija Ec ujedno i tipiéna fluktuaciona energija
statickih fluktuacija. Dakle, za Eo < T kvantni efekti su zanemarljivi i termalne fluktuacije
pruzaju dobar opis sistema.

Medutim, na nultoj temperaturi ispostavlja se da ostaje mogucénost pojave faznih prelaza
definisanih parametrom r. Ovi prelazi predstavljaju siroku grupu kvantnih faznih prelaza i
ispoljavaju se kroz neanaliti¢nost svojstava osnovnog stanja na r = r¢. Tacka r = r¢ naziva
se kvantna kriticna tacka [64].

Postoje razne opcije prilikom biranja parametra r. Recimo, elektroni u neuredenim
sistemima prolaze kroz prelaz tipa metal-izolator u funkciji ja¢ine razuredenja [64]. Kvantni
fazni prelaz u okviru kvantnog opisa Holovog efekta bazira se na podesavanju spoljasnjeg
polja kao parametra r [64]. Za Mot-Habardov prelaz zaduzena je jacina interakcije kao
netermalni parametar [64].

U sluc¢aju kvantnih faznih prelaza, vreme deluje kroz dodatnu dimenziju koja efektivno
povecava dimenzionalnost sistema. Na osnovu ove ¢injenice, kada temperatura sistema tezi
nuli, skalirajuc¢a svojstva kvantnih sistema analogna su svojstvima efektivnog klasi¢nog sis-
tema sa d+ z dimenzija, te se kvantna skalirajuca relacija za singularni deo slobodne energije
moze zapisati u obliku [64]:

Gling(g,h) = b= DG 0 (b9, b7 h) (6.33)
gde je g = V;—ZF', a 1/w = v. Za konacne temperature relacija poprima oblik [64]:
Giing(9,h, T) = b DG, (0" g, b"h, b*T) (6.34)

Uskladenost klasi¢nih i kvantnih fluktuacija u blizini kvantne kriticne tacke prikazana je u
oba navedena slucaja na slikama 25 i 26. Uocljiv je kvantni kriti¢ni region u kom su od
presudnog znacaja kvantne fluktuacije, dok se oko njega nalaze termalno razureden region
i kvantno razureden region. Ako sistem ima konacnu kriti¢nu temperaturu, postoji dodatni
segment u kom se ispoljava klasi¢no kriticno ponasanje.
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A
T
thermally quantum
disordered disordered
ordered %
0 atT=0 T r

Slika 25. Regioni u blizini kvantne kriticne tacke u sistemu u kom je T = 0. Slika je preuzeta iz

[64].

A

T

thermally
disordered

classical

critical quantum

disordered

0 T T

Slika 26. Regioni u blizini kvantne kriticne tacke u sistemu u kom je T # 0. Slika je preuzeta iz

[64].
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7 Prakticni proracuni u XY modelu sa
Dalosinski-Morija interakcijom

Kao sto je veé¢ receno u teorijskom segmentu rada, problem kvantne zamrSenosti i
kvantne koherentnosti u realnim kvantno-mehanickim sistemima od velikog je znacaja za
razvijanje teorije kvantne informatike i razmatranje pojava koje one mogu omoguciti u datom
sistemu. Ispostavlja se da je koherentnost dosta opstija pojava od zamrsenosti [8], ali je i
dalje prilicno mlada i od iznimne je vaznosti nac¢i odgovarajuc¢u vezu izmedu dva vodeca
kvantno-mehanicka entiteta u cilju boljeg razumevanja same koherentnosti.

Takode, kao sto je u uvodu i navedeno, kvantni fazni prelazi su u prethodnih nekoliko
godina podrobno izuc¢avani u oblasti kvantne informatike. Ovaj konkretan pristup posred-
stvom sredstava kvantne informatike, Sto ¢e u ovom slucaju biti na osnovu razmatranja
koherentnosti i zamrsenosti, omogucava detekciju kvantnog faznog prelaza bez posedovanja
prethodnog znanja o samoj prirodi parametra netermalnog faznog prelaza [8]. U ovom
konkretnom slucaju bic¢e rec¢i o tome koji parametri su validni parametri prelaza, a koji ne
prilikom uzimanja u obzir XY anizotropnog modela frustriranog Palosinski-Morija (DM)
interakcijom.

Naime, izucavanje uticaja DM interakcije danas moze biti veoma znacajno, posto su
uoceni realni fizicki sistemi u kojima ona ne moze biti zanemarena. Recimo, jedan od takvih
sistema je i CsCuCly [79]. Sama interakcija uvedena je od strane Palosinskog 1958. godine
[80] i potom uobli¢ena od strane Morije 1960. godine [81]. Polazni fenomenoloski model
interakcije Dalosinskog je u Morijinom radu teorijski iznikao u vidu realnog efekta do kog
dolazi u materijalima usled spin-orbitalnog kuplovanja [81]. Antisimetri¢na razmena, ili DM
interakcija, potice od antisimetri¢nog dela interakcione matrice oblika [82]:

HDM = Dij . (Sz X S]) = (DU . n) sin Pij (71)

gde je vektor D;; vektor DPalosinskog, a S; i S; operatori spina na ¢vorovima i i j. Moze
se videti da je ovaj vid razmene maksimalan za ¢;; = 7 i stoga favorizuje teznju spinova
da se postave medusobno normalno [82]. Usled relacije Hpy(p) = —Hpu(—p) ukida se
degeneracija izmedu spiralnih vektora suprotnog smera i preferentan je odredeni rotacioni

pravac, koji zavisi od znaka D - n, te se ove strukture nazivaju hiralnim [82].

Slika 27. DM interakcija favorizuje normalno postavljanje spinova. Slika je preuzeta sa

/83].

Ukoliko se razmatraju dva spina na pozicijama r; i ro, gde je sredina njihove razdaljine
locirana na r = %, vektor DM interakcije postavlja se u skladu sa slede¢im pravilima
baziranim na simetrijskim prora¢unima [82]:
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1. ako je centar inverzije lociran na r, D = 0,

2. ako ogledalska ravan normalna na ry; — ry ukljucuje r, D je normalan na ry; — ro,

3. ako ogledalska ravan ukljucuje r; i ro, D je normalan na nju,

4. ako osa rotacije drugog reda normalna na r; — ro obuhvata r, D je normalan na nju i

5. ako osa rotacije n-tog reda obuhvata r; i ro, onda je D paralelan r; — rs.

U radu ¢e biti razmatran XY anizotropni model sa DM interakcijom, a specifican slucaj
bi¢e baziran na trokubitnom sistemu. Sam XY anizotropni model predstavlja Hajzenber-
gov dvodimenzioni model u kom je prisutan odredeni vid anizotropije, te ako se razmatra
aproksimacija najblizih suseda, on je predstavljen hamiltonijanom:

N
H=JY ((1+7)8:85, — (1—)S!St,) (7.2)
=1

gde je v parametar anizotropije, a S® matrice (o« = x,y, z) predstavljaju ve¢ spomenute
spinske operatore, ¢ija je veza sa Paulijevim matricama koris¢enim u daljem radu:
h

Sa == 50’0{ (73)

1
29

Cilj prakticnog dela rada bic¢e opisati ponasanje kvantne zamrsenosti i kvantne koher-
entnosti u okviru spomenutog modela pomoc¢u konkurentnosti i relativne entropije koher-
entnosti, te videti na koji na¢in iz njihovog ra¢una moze izni¢i mogucénost kvantnih faznih
prelaza. Medutim, pre svega je neophodno uvesti matricu gustine problema s obzirom na to
da sve naredne veli¢ine zavise upravo od nje.

za Cestice spina s = 5, a nadalje ¢e se uzimatii h = 1.

7.1 DMatrica gustine XY modela sa Palosinski-Morija interakcijom

Zmnacaj matrice gustine u problemima kvantne mehanike vec¢ je detaljno istrazen u prethod-
nim segmentima. Stoga ne ¢udi ¢injenica da i u konkretnim fizickim problemima ona pred-
stavlja polaznu tacku prilikom bavljenja bilo kakvim kvantno-informatickim velicinama.
Medutim, kako se matrica gustine (3.85) izra¢unava na osnovu nekog bazisa Hilbertovog
prostora, u ovom slucaju bic¢e razmatran specifican modelni hamiltonijan, ¢iji ¢e svojstveni
bazis biti iskoriS¢en prilikom izracunavanja konkretne matrice gustine. U ovom slucaju,
najpre ¢e se razmatrati model jednodimenzionog anizotropnog hamiltonijana XY spinskog

sistema sa DM interakcijom koji se sastoji od tri ¢vora [8]:

2

J
H = 1 Z ((1 + ’Y)Ufo+1 - (1 — V)U?Ufﬂ + D(af(ﬁ"+1 + Uf’afﬂ)) (7.4)

=1

gde je J konstanta izmene izmedu najblizih suseda, 7 parametar anizotropije, D jacina DM
interakcije u z-praveu, a o (o = z,y) Paulijeve matrice za i-ti ¢vor.
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Svojstvene vrednosti i svojstveni vektori dobijaju se egzaktnim resavanjem svojstvenog
problema hamiltonijana H. Najpre treba raspisati ovaj hamiltonijan u matri¢noj formi. Za
to je potrebno u vidu imati oblike jediniéne matrice i Paulijevih matrica:

O R R R A R

Sada se moze pre¢i na raspisivanje hamiltonijana H. Koristi se definicija Kronekerovog
proizvoda u matri¢noj formi (3.78) i racunaju tenzorski proizvodi pojedina¢nih Paulijevih
matrica i jedini¢nih matrica vezanih za svaki ¢vor:

H:%((1—1—7)(0%@0%@]3%—]1®U§®U§)
—(1=7)(c{@od @3+ ® 0y @0Y)

+D(gf®0—g®lg+h®a§®ag+ai’®a$®fs+h®“3®“§>):
s G I R R R R
S B 1 S R R
e e R R Y O S e

0
0 —i] [o 1] [t 0] [t o] _[o —i] [o 1
o[t ool ool Ao et olelt o))
000 1] 010 0
S [ O | G ) SO D L
B Mo 100 ®o1]Tlooo1]®1o
100 0 0010
0 00 —1] 0 i 0 0
0001 0| [to] [i 00 o0f_Jo —i
=00 10 o ®[0 1}+0 0 0—1®L 0})
100 0 0 0 i 0
0 0 0 —i 0100
YA I S S O S R
0 -io0 ol®o1Tlooo 1% o
i 0 0 0 0010
00 0 —i 0 —i 0 0
00 -1 0 10 1 0 0 0 01
o i o 0®{01}+000—1®{10}>)
P00 0 00 i 0
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Konac¢no je matricni oblik hamiltonijana:
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Svojstvene vrednosti i svojstvene funkcije hamiltonijana H bi¢e nadene u okviru programskog
paketa Wol fram Mathematica. ReSenje svojstvenog problema je dato u okviru Priloga I.

Moze se uociti da je, od skupa dobijenih stanja, dobijeno i dvostruko degenerisano osnovno

stanje energije:

(7.9)

J
Ey = _Eq
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gde je ¢ = /1 + D? 4+ +2, kojem odgovaraju svojstvene funkcije:

0
iq
V2(—i+D)
iy
—i+D

(7.10)

0
0
1
0 (7.11)

_V2y

q

1
0

Ove funkcije jos treba normirati, a kako ¢e biti predstavljene u standardnom bazisu, najpre
je neophodno napisati kako izgledaju funkcije ovog bazisa u slucaju tri spina. Kako je
ve¢ receno, opet se ocekuje tenzorski proizvod pojedinacénih stanja svakog kubita, koja su
predstavljena relacijom (3.68).

(7.12)
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.
0
Tmm®m®mé (7.14)
8
_0_

»

0
0
um=m®m®mz$ (7.15)
:

_0_

-

0
0
[ 1) = H ® m ® m — (1) (7.16)
;

_0_

-

0
0
uw=m®m®m:8 (7.17)
;

_0_

-

0
0
um=m®m®m—8 (7.18)
0
1
_0_
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(7.19)
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X
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I
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gde je | 1) = [(1)] i) = [[1)] . Prvo treba normirati dobijene svojstvene funkcije. Posto je:

(U|0) = (W'0') =1 (7.20)
u slucaju prve svojstvene funkcije:
ST SN
ig q(iD—1)
V2(=i+D) V2(D%+1)
_ 2(=iD+1)
—i+D D241
0 0
V) =a i =a| ip_1 (7.21)
V2(—i+D) V2(D2+1)
0 0
0 0
R L1
sa odgovaraju¢im adjungom:
ok q(=iD—-1)  y(iD+1) q(—iD—-1)
(U[=a [0 V2(D2+1) D241 0 V2(D2+1) 00 1] (7.22)

uslov postaje:

Wy = (o2 (2Lt DY) PO DY) Y (D2 D(@E £ DR+
— N\ T (D21 - @ (D2 1 1)?
2 2 2
¢+ +D"+1 _q
D2 +1

= |a’]

(7.23)

Iz prethodne relacije dobija se konstanta normiranja:

D% +1 1
al = = D?+1 7.24
ol =\ S5 = 72V (7.24)

Bira se realno resenje konstante a, te se prva svojstvena funkcija u standardnom bazisu moze
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zapisati kao:

0
iq
V2(=i+D)
_
. D
W= —VDEr1| D | =
V2g VA
0
0
- 1 —
-— D2+1(— ) L ) = | 1) + | m)
V2q V2(1+iD) 1+iD V2(1+iD)
(7.25)
Sada ¢e se isti postupak primeniti na drugu svojstvenu funkciju:
[ V2(1-iD)T
q
0
0
/ ].
W) =b 0 (7.26)
_V2y
q
1
L 0 -
¢iji je odgovarajuci bra vektor oblika:
(W] = b* [—@ 0010 Y210 (7.27)
te se kona¢no uslov svodi na:
2(D? +1 22 201+ D%+ ¢* +92
<\P/’\D,>=|b|2( ( - )+2+iz>:|b’2 ( 2(] 7)_
q q
2
= [b° (4" + ) = 4" =1 (7.28)
Iz prethodne relacije sledi i konacan oblik druge konstante normiranja:
1
bl = = 7.29
bl =3 (7.29)

Opet se bira realno resenje konstante b i druga svojstvena funkcija u standardnom bazisu
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ima oblik:

V)

[ V/2(1—iD)]

T g

N

0
0
1
0
vy
q

1
0

2

1 ( B ﬁ(lq— iD)

[T+ 1) —

V2y

q

1) + | m)

(7.30)

Ostalo je jos samo nac¢i matricu gustine. Najpre ¢e biti posmatran slucaj kada temperatura
ne utice na dati problem, odnosno slucaj nulte temperature. Tada se moze uzeti da se sistem
nalazi u prvom osnovnom stanju i stoga je njegova matrica gustine:

p=|V)(¥|

-0 T
q(iD-1)
V2(D2+1)
~y(—iD+1J
9 D241
_ D741 0 0 D=1 D+ o a=iD-D o g 4]
- 242 q(iD-1) V2(D2+1) D2+1 V2(D24+1) -
V2(D2+1)
0
0
L 1]
0 0 0 0 0 0 0 0 ]
o <D’ ¢0+D?) g ¢@(14D?) g _ _g¢(1-iD)
2(1+D2?)? V2(1+D2)2 2(14-D?)? V2(D241)
0 __a(+D?) 0+D%) g @Q+D?) 5 2D+
V2(1+D2?)? (1+D?)? V2(1+D2)? D241
0 0 0 0 0 0 0 0 -
0 £0+D?) _oQ+D?) 5 204Dy 4 g g(-iD) | T
2(1+D?)? V2(1+D2)2 2(1+D?)? V2(1+D?)
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 00 0
q(14iD) ~v(14+iD) q(1+iD)
0 ~ VD) yoLES 0 ~ V201 00 1 |
0 0 o 0 0 00 0 ]
1 1 —1+4iD
0 1 —2\2'/%(1 0 1 0 0 —(21\/2%)
Y —1
0 —ﬁ] 277 0 —ﬁ 00 o
0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 S B 1 0 g =D | =P (7.31)
4 2v/2q 4 2v/2q
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
1+iD  y(1+iD) 1+iD 1+D?
0 22 24 0 2V 00 Sz
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Kako je u pitanju ¢isto stanje, i p? mora biti jednako p shodno uslovima izloZenim u segmentu
o matrici gustine, Sto ¢e biti provereno u Wol fram Mathematici. gde se vidi da je u pitanju

ista matrica kao matrica p uz uzimanje u obzir izraza za q. Rezultat je prikazan u Prilogu
II.

Za drugu svojstvenu funkciju osnovnog stanja matrica gustine ¢e biti:

o= W) =
_ V2(1-iD)7]
q
0
0
— (1] _\/5(1q+iD) 0010 -2 1 9ol =
_V2Zy
q
1
L. 0 -
(D?+1) iD—1 ~(1—iD)  iD—1 .
242 0 0 9/2g 0 52 2v3q 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
_iD+1 1 7 1
— 2v/2q 00 4 0 2/2¢q 4 0 :p/ (7'32)
0 0 0 0 0 0 0 0
y(1+iD) 2
200 —n 00— 0
_iD+l g 1 0 ——2_ 1 0
2v/2q 4 2v/2q 4
|0 0 0 0 0 0 0 0

I za ovu matricu gustine p"? mora biti jednako p’, §to ée biti provereno u Wol fram Mathematici
i prikazano u okviru Priloga III.

Na ovaj nacin resen je problem nalazenja matrice gustine osnovnog stanja hamiltonijana
datog relacijom (7.4). Stoga se sada moze pristupiti resavanju problema od interesa, pocevsi
sa problemom koherentnosti u konkretnom sistemu.

7.2 Relativna entropija koherentnosti na 7' = 0 i na proizvoljnoj
temperaturi

Kao sto je ve¢ napomenuto, relativna entropija koherentnosti predstavlja validnu meru
kvantne koherentnosti i bi¢e racunata prema veé¢ navedenoj definiciji (5.37). U ovom slucaju,
kako je matrica gustine (7.31) matrica gustine Cistog stanja, Fon Nojmanova entropija je
S(p) = —Tr(plog, p) = —logy 1 = 0, te je relativna entropija koherentnosti jednaka:

Cre = — Tr(pdmg log, pdiag) =

O 7\ 1+D? 1+ D?
:—2—log21——log2 — | ————logy | —— | =

4 2q? 2q¢? 2q? 2q?
2 2 2 2
v ~y 1+ D 1+ D
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S obzirom na izgled matrica p (7.31) i p' (7.32), obe daju iste rezultate za relativnu entropiju
koherentnosti, te ¢e se nadalje koristiti notacija sa p. Na slici 28 nalazi se prikaz zavisnosti
relativne entropije koherentnosti od jac¢ine DM interakcije, gde je v uzeto kao parametar koji
ima tri vrednosti.

—_ e —

“
AN
D
3

Slika 28. Prikaz zavisnosti relativne entropije koherentnosti od parametra DM interakcije.

Moze se primetiti da za sve tri vrednosti parametra v relativna entropija koherentnosti
ima istu maksimalnu vrednost na C,. = 2, samo za razli¢ite vrednosti parametra D. Takode,
u slucaju niske anizotropije (parametar v jednak je jedinici na grafiku) C,. opada sa porastom
D, sto svedoci o vecoj vaznosti parametra v u odnosu na jacinu DM interakcije. Medutim,
kada je v veée (y = 2 ili ¥ = 3 na grafiku), vidi se da relativna entropija koherentnosti
raste sa porastom apsolutne vrednosti parametra DM interakcije za njegove male vrednosti.
Dakle, u ovom segmentu je uticaj ja¢ine DM interakcije od vecéeg znacaja. Ovakav zakljucak
implicira da anizotropija tezi da poravna spinove, Sto potiskuje koherentnost i tezi da uvede
nekoherentno stanje sistema u skladu sa navedenim opisom u prethodnim segmentima, dok
na njeno kreiranje utice DM interakcija putem kvantnih fluktuacija. To je donekle i o¢ekivano
s obzirom na to da je ve¢ utvrdeno da DM interakcija privileguje hiralna stanja tvari.

Medutim, prethodno razmatran slucaj bio je slucaj kada ne postoji uticaj temperature na
sistem koji se nalazi u osnovnom ¢istom stanju. Sada e se razmatrati i uticaj koherentnosti
u okviru razmatranog modela na niskim temperaturama. Dakle, bic¢e ispitan uticaj DM
interakcije na kvantnu koherentnost stanja u termodinamickoj ravnotezi. Matrica gustine
za hamiltonijan sistema u termodinamickoj ravnotezi H nalazi se na osnovu ve¢ navedene
definicije:

p(T) = (7.34)

gde je Z = Tr(e ") particiona funkcija, a 8 = kBLT Oblik matrice dobijen je u paketu

Wol fram Mathematica i bi¢e dat u okviru Priloga IV.
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7 Prakti¢ni proracuni u XY modelu sa Palosinski-Morija interakcijom

Kao sto se vidi iz dobijenog finalnog izraza za matricu gustine iz Priloga IV, ona se moze
zapisati u formi:

[(pi1 0 0 puu 0 pig pa O
0 P22 P23 0 P25 0 0 P14
O pa3 psz3 0 p3 0 0 pig

o(T) = pia 0 0 pa2 0 pag p2s O

7.35
O pas p3 0 p2 0 0 puy (7.35)
pig 0 0 pa3 0 p33 pa3 O
Pia 0 0 pas 0 pag p O
10 Py pie O piy O 0 pin]
gde se sami matri¢ni elementi mogu predstaviti na sledec¢i nacin:
2 q2 2 q2 @
1—|—ef\TF +D2(1—|—6L[)+2726ﬁT
Va2 9
42 (1 + ever)
2v/a% el V2 el el
_ (1+ D2)(6W + 2ever + 1) + 2y2%eVer — 2ever — 2D%ever _
N 2/q% N N
4q2(e Var 4+ 1 + QeﬂT)
Va2 o e
(14 D?)(eveT 4+ ¢ voT +2) +29% — 2 — 2D?
4q? (eﬁ +e VvaT + 2)
C 21+ D?) 4 (y* — 1 — D?)sech® (2\\/[;) a6
Va2 Ve /e
ii+D)(—1+evT) (1 —iD)(e2ver — e 2vor)
p14 g = — et
VZ NN
4\/5(1+€\/5T) q2 4\/51/q2(e2\/§T +e 2\/§T)
(1 —iD) tanh ( \/_)
= 2var (7.37)
W2/ '
el 2v/g2 el
C(1—iD)yy(—1+ever)” (1 —iD)y(eVar +1—2ever)
Pe = 2 Nz E
4g% (1 + evar) Ag*(e Ve 414 2eveT)
f v
(1—iD)y(ever + e var —2) (1 —iD)ytanh® (2\\/f_T)
= \F —= = 1 (7.38)
4q? ( VT 4+ e V2T + 2)
1
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7 Prakti¢ni proracuni u XY modelu sa Palosinski-Morija interakcijom

Va?® Va?®

”)/(—1+€ ) fy(QQﬁT _6_2\/§T)
P23 = — NE = 7z —
4f\/_(1+ef) 4\/5\/?(627‘2? +e‘z@)
e () )
4\/_\/_ '
Va2 9 il N VE P
_1(—1+efT) le"Var +1 —2eVeT  1eVal ¢ VoT —2
P =3 VZ 5 8 o VE 3 IE
(1+efT) e“Ver £ 1 + 2ever eVaT e VT 4 2

g tanh (2\/§T) (7.41)

2 N7
v +e 2[72+2(1+D2)ef7qT

P33 = =
Va2
4(1+e\/§T)2q2
2v/a% Va2
(e VAT 414 2eveT ) — 2ev2 ( —1-D?
N 2/¢% Ve? N
4¢? (efT + 1+ 2ever )
Va2 Va2
V2 (eVeT +e VT +2) —2(y2 — 1 — D?)

v v
4q? (e\/?T +e var + 2)

27 — (7? = 1 — D?)sech? (2\\/[;) (7.42)
- 57 ,

Naravno, u matrici gustine, kao sto ¢e to biti sluc¢aj i u narednim koracima, uzeto je u obzir
formalno rastere¢ivanje izraza pomocéu kg =11 J = 1.

Dobijena matrica gustine sada se moze iskoristiti za nalazenje relativne entropije ko-
herentnosti, ali je najpre neophodno drugacije zapisati matricu gustine, kako bi se pojavio
oblik: p = >".n;]7)(j|- Na osnovu ovog oblika lako je na¢i i Fon Nojmanovu entropiju kao:

=-> N log, n;. Dakle, na neki nacin se matrica gustine mora izraziti pomocu svo-
jstvenih stanja hamiltonijana, koja su dobijena u Prilogu I. S obzirom na svojstveni problem
hamiltonijana [18]:
H|;) = Ei|V;) (7.43)
i relaciju [2]:
FH) W) = f(E)[V3) (7.44)
gde su sa |¥;) oznacena svojstvena stanja hamiltonijana H, a sa E; svojstvene vrednosti
hamiltonijana, moguce je matricu gustine zapisati u sledec¢oj formi:

(T) = e~ 2o BHIW:) (W] B e—Zm&l%M%l ﬂHZ ‘\Ij Z
pPE)= 7 - 7 7

U,| (7.45)
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7 Prakti¢ni proracuni u XY modelu sa Palosinski-Morija interakcijom

Dobijeni oblik matrice gustine je sada itekako koristan, s obzirom na to da se moze iskoristiti
.. . . . -BE;
relacija za Fon Nojmanovu entropiju, gde je sada n; = <~

dobijenih svojstvenih energija polaznog hamiltonijana (Prilog I):

Ovde se treba prisetiti i

q

q
Bi=FB=-L B-B=-L B -FE-E-FE-0 7.46
1 2 NG 3 4 /2 5 6 7 8 (7.46)
i izraza za particionu funkciju (Prilog IV):
q q 2
Z =2e Vor (1 + e\/iT) (7.47)

na osnovu kojih se Fon Nojmanova entropija datog stanja u termodinamickoj ravnotezi moze
zapisati u obliku:

e T e e 7 e~ 7 1 1
S(p) = —2( ~ ) log, ( 7 ) - 2(7) log, ( 7 ) - 4210g2 (E) (7.48)

dok je Fon Nojmanova entropija dijagonalne matrice gustine polazne matrice (7.35) forme:

S(pdiag) = —2p1110gy p11 — 4pazlogy paa — 2ps3log, ps3 (749)

Sto je neophodno ubaciti u izraz za relativnu entropiju koherentnosti:

Cre(p) = S(pdiag) —S(p) (7.50)

Kako je u pitanju veoma rogobatan izraz, oblik funkcije (7.50) direktno je zapisan u Wol fram
Mathematici i nacrtan je grafik zavisnosti relativne entropije koherentnosti u funkciji tem-
perature za razlicite parametre DM interakcije uz uzimanje parametra anizotropije u obliku

v=+1+ D2

D=0

0.5 10 15 20

Slika 29. Temperaturna zavisnost relativne entropije koherentnosti.
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7 Prakti¢ni proracuni u XY modelu sa Palosinski-Morija interakcijom

Na slici 29 moze se uociti da povecanje jacine DM interakcije utice na sporije opadanje
relativne entropije koherentnosti sa porastom temperature. Dakle, kada DM interakcija
nije prisutna, i relativna entropija koherentnosti ima najnizu vrednost medu svim krivama
ukoliko se posmatra jednaka temperatura. Upravo ova ¢injenica navodi na zakljucak da je
DM interakcija ta koja ocuvava relativnu entropiju koherentnosti na kona¢nim temperatu-
rama. Jasniji prikaz moze se videti na slici 30, na kojoj je predstavljena relativna entropija
koherentnosti u prostoru parametara (7', D) u slucaju v = 1.

0o 05 10 15 2.0

Slika 30. Prikaz zavisnosti relativne entropije koherentnosti od parametara T i D.

Slika 30 ukazuje na to da relativna entropija koherentnosti raste sa porastom apso-
lutne vrednosti parametra D za istu vrednost temperature, kako je i naznac¢eno prethodnim
grafikom. Ovo je, zapravo, u skladu sa prethodnim razmatranjem. Veé je receno da na
povecanje koherentnosti u sistemu utice DM interakcija putem kvantnih fluktuacija. Stoga
je ilogi¢no da te kvantne fluktuacije na nizim temperaturama nadvladavaju efekte klasicnih,
temperaturnih fluktuacija. Medutim, za vise temperature one nisu dovoljne i koherentnost
naglo opada. Posebno je znacajno uociti da se ocekivani maksimum koherentnosti na nultoj
temperaturi na slici 29 poklapa sa maksimalnom vrednoséu koherentnosti na slici 28 i ova
vrednost iznosi C,. = 2. Na taj nac¢in mogu se uociti vrednosti ostalih parametara pri kojima
na koherentnost najvec¢i uticaj ima bas DM interakcija - specificno, T' = 0, $to je i o¢ekivano,
i razlicite vrednosti parametra D kada v uzima razlic¢ite vrednosti na slici 28, kako je ve¢ i
navedeno.
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7 Prakti¢ni proracuni u XY modelu sa Palosinski-Morija interakcijom

7.3 Registrovanje kvantnog faznog prelaza

Osnovne odlike metoda renormalizacione grupe veé¢ su opisane, a u ovom poglavlju ¢e
metod konkretno biti iskoriséen u cilju uocavanja kako kvantni fazni prelazi mogu biti regis-
tovani razmatranjem kvantno-informatickih veli¢ina.

7.3.1 Metod kvantne renormalizacione grupe

Cilj rada jeste proucavanje kvantnog faznog prelaza u slucaju razmatranog modela, a
ovom prilikom ¢e se u toj nameri koristiti metoda kvantne renormalizacione grupe u realnom
prostoru. Sama metoda predstavlja iznimno moc¢no sredstvo za spinske lanc¢ane sisteme usled
toga $to je njen osnovni cilj olaksavanje racuna prelaskom u kompaktniji prostor i eliminacija
manje bitnih stepeni slobode rekurzivnim postupcima dok se ne dobije hamiltonijan koji je
moguce egzaktno dijagonalizovati [8].

Shodno Kadanovljevom pristupu blokovskih spinova opisanom u prethodnom segmentu,
hamiltonijan spinskog lanca moze biti podeljen na blokovski hamiltonijan H? i medublokovski
hamiltonijan HBP [6]. U okviru metoda kvantne renormalizacione grupe svaki blok razma-
tra se nezavisno da bi se dobila osnovna stanja, koja ¢e predstavljati bazis renormalizovanog
Hilbertovog prostora [62]. Ponavljanjem procedure dolazi se do dugackog lanca efektivno
predstavljenog pomocu svega nekoliko ¢vorova u renormalizovanom Hilbertovom prostoru.

Model od interesa u ovom slucaju je XY spinski lanac sa DM interakcijom na peri-

odi¢nom lancu N évorova, ¢iji je hamiltonijan oblika [8]:

N

J T T ) T T
H = 1 Z ((1 +7)oioi + (1 —v)oioly + (=1)'D(ofoi; — UZ‘JUHl)) (7.51)
i=1
Za v = D = 0 prethodni izraz postaje hamiltonijan izotropnog lanca, aza vy =11 D =0
razmatrani model prelazi u Izingov model [8].
Kako bi se izbeglo kreiranje efektivnog hamiltonijana koji nije slican polaznom (odnosno,
u kom su znaci ¢lanova ofc?, | i 0/0},, promenjeni), najpre se u pricu infiltrira 7-rotacija
oko z-ose za parne ¢vorove, dok se neparni ne menjaju i hamiltonijan postaje [6]:
N
J T T Yy Y T Y Y T
H = 1 Z (L+7)ofoiy — (L =7)oioly + D(ojoy + 0i0iiy) (7.52)

i=1
Sada se prelazi na Kadanovljevo raspisivanje hamiltonijana:
H = H" + HPP (7.53)

gde je H® blokovski hamiltonijan, a H?? medublokovski hamiltonijan. Oni se mogu zapisati
na slededi nacin [6]:

hP (7.54)

Mw\z

HY =

N
I
—
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J
W=7 (<1 +79) (001015 + 015075) = (1 =) (011015 + 015073)

+ D(aflaly’2 + 0{?20}{3 + Uf{lafg + 0}’720&)) (7.55)

N/3
HPB =3 "np? (7.56)

=1

J

hBB — T ((1 +7)ots0fa, — (1 - 7)0}’7305’“71 + D(al‘fg,alyH,l + 05{302”“71)) (7.57)

Kako bi se izvrSilo mapiranje hamiltonijana na renormalizovan Hilbertov prostor, te
dobio efektivni hamiltonijan, koristi se sledec¢a transformacija [62]:

H.pp =TYHPPT (7.58)

gde je T = >, Ty saT; = [¥)(f | + |¥'), (I} |. Ovime se pretpostavlja da su samo na-
jniza stanja zauzeta i jedina moguca [62]. Dvostruko degenerisana osnovna stanja su data
relacijama (7.25) i (7.30) i odnose se na hamiltonijan h?, a | #); i | {}); nisu nista drugo do
preimenovani bazisni ketovi svakog bloka u efektivnom prostoru, koji se mogu predstaviti kao
svojstvena stanja z-komponente spina cestice sa s = % Cilj metode je da dobijeni efektivni
hamiltonijan ima formu sli¢cnu polaznom hamiltonijanu.

Najpre je neophodno konstruisati operatore koji prevode sistem iz Hilbertovog prostora
tri spina u prostor jednog spinskog bloka. Prakticno to znaci da se iz osmodimenzionog
prostora prelazi u dvodimenzioni prostor, kao sto ¢e i biti pokazano. Definisu se slededi
operatori [62]:

T/ . C® — C? (7.59)
T, : C* — C® (7.60)
koji su predstavljeni relacijama:
To= W)t |+ W) | (7.61)
T = [ ]+ | (V] (7.62)

Nadalje ¢e se indeks [ za stanja blok-spina izostavljati, ali podrazumevati. Prvi operator je
tzv. ”operator ugradivanja” s obzirom na to da blok-stanje prebacuje u realni prostor tri
spina [62]. Drugi operator projektuje ovaj prostor u prostor blok-spina, te se naziva ”operator

sazimanja” [62]. Kako su blok-stanja | f}) = [ﬂ i) [(1)] i s obzirom na ortogonalnost
osnovnih stanja (¥'|¥) = 0 i njihovu normiranost (¥|¥) = (¥'|T') = 1, ocito je:
T = (| (] L) (R [+ )W) = [+ 0| =

= H 1 0]+ m 0 1] = [(1) ﬂ =1 (7.63)
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Medutim, treba uociti da obrnuto ne vazi, tj. TlTlT # I. Dakle, nije u pitanju unitaran
operator, ve¢ operator koji projektuje na potprostor zadrzanih stepeni slobode i on ne moze
biti invertovan [62].

Sada jo§ ostaje otkriti kako transformacija tipa TTAT deluje na ¢lanove hamiltonijana
HPBB_ (Cilj je naéi o-matrice koje deluju na blok-spinove, te ¢e se utvrditi kako se svaka
zasebna o-matrica menja prilikom ove transformacije [6]. Najpre ¢e biti transformirana prva
Paulijeva matrica:

toa V1+D?
(Tl%Tl)l— e (ﬂ<1_lD)<ml+ SO+ ot Ut |+ |)
. (—V2(1—iD) \/_7 0 1]
ot (A= gy + a1 ) ) ] -
_ ¥ 1+iD (1+D2) 0 1
_(VHDQ V2 *ﬁqm) {0 0] (7.64)
—fv

(tor) =Y (_ﬁ“ D) b 4 g |+ L2

o~ e

0 0]
<—¢§<1+ 51T+ gy | 10+ —ﬂHiD)mH!w) [1 0} _

(v i) 3

Ocito se prva o-matrica transformise na sledec¢i nacin:

Tjof\ Ty = 10" + &0, (7.66)
gde su:
1+ D? —~D
£y = i’ £ =—— 12 (7.67)
2(1+ D%)q 2(1+ D?)q

Sada se moze preé¢i na drugu o-matricu:

(tioum) J;}? ( s T+ T+ ot )
oip (210 )|m>+|m> f”|m>+|m>) o o -
(s

(T*al ﬂ) Jﬁ(_ﬂ“ FID) b 4 1 |+ Y2 _f” (U |+ (L |)al2
(mrw i D)\TW ﬂl—muﬁww) ﬁ 8} -
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Dobijen je i oblik druge transformisane o-matrice:

Tiot, Ty = £00," + 207" (7.70)
gde su:
1 V14 D%y D
E9g = — — B , 52 = (771)
2V1+ D? q 2V1+ D?

Treéa matrica transformise se u skladu sa:

(ﬂ*azgn)lz“ﬁ(ﬂ(l_ 5T+ (TiTIerMTH(uH)
oy (221D )|m>+|m>+ﬂ|m>+|m>) o o -
VAR

(Tfoifst)Q J;}?(_ﬁ“ I iyt g 1+ ﬂw [+ (W \)olg
(o ™9+ iy T+ MIHTHHM) e

- (\/%1\;5? ! J%j%) ﬁ 8} (7.73)

Na ovaj nacin, tre¢a o-matrica transformise se kao:

ETle,37—'l = €30'l/x + 530'23/ (774)
gde su:
1+ D*+ —~D
o= el == (7.75)
2(1+ D?)q 2(1+ D?%)q

Za Cetvrtu o-matricu vazi:

) _VIEDR
(tie1) —s (g 1+ T M+ o it 1+ (e )
Uf{l(#|TTT>+|T¢¢> ‘m|m>+|m>) [8 (ﬂ =
[ (-i+ D)y i(1+ D?%) 0 1
(Ve i) b o 770
fv

M+l +—

(T*al 1Tz) _m(—\/éﬂ +1D)

N q N

0 0]
<—¢§<1+ 551 T+ gy | 10+ —ﬂHiD)mH!w) HHE

- (ﬂ(;;% " \/_5153%) [(1) 8] (7.77)
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Cetvrta o-matrica transformise se na osnovu izraza:
T _y _ 'z "y
1o}, Ti = moy" + o, (7.78)

gde su:
~vD v—1-—D?

= Y e N = ——————
i V2q\/1 + D? ' V2qV1 + D?

Potrebno je transformisati i petu matricu:

(7.79)

T, -
Ty _ _
(riatn) —5s( (| T e+ (s )
oty (221D )|W>+|m>+—_ﬂ|m+|m) o o -
_( i—D _1\/1+D27){ } (7.80)
iz T ¢ Jlo |
5/ :
(thori) =222 VALLID) it |y (gl |+ f”<m|+<m|)am
0 0
(—ﬂ(1+ S+ iD)\m>+—ﬁ(1+m)im>+im) HHE
o i ivV1+ D2\ [0 0
(T
Dakle, peta o-matrica transformise se shodno relaciji:
TlTaf/QTl = ugal/x + uga;y (7.82)
gde su:
B D \/1+D2'y 1 (7.83)
e i DY 7 W1+t D2 '
Na samom kraju pristupa se transformaciji Seste o-matrice:
1+ D?
i), 2 )
(riots) =S (o (1 + T2t 1+ s 1+ (4
a?,g(—_ﬁ(; ) m>+rm>+—ﬁ\ m>+\m>) {8 é} =
:( (—i+ D)y N i(1+ D?) ){0 1] (7.84)
Va/Tr Dt ag/iDE) [0 0 |

(P 4+ (T |+ = f”

(T*al 3Tz) _m(—\/éﬂ +1D)

s q W1+ Gt )ty

0 0]
<—¢§<1+ 551 T+ gy | 10+ —ﬂHiD)mH!w) [1 0} _

- (ﬂ(;;% " \/_5153%) [(1) 8] (7.85)
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Sesta o-matrica transformise se na osnovu izraza:
TT YT — 'z 'y
1013t = 130y + V30

gde su:
vD v—1-—D?

= :—7V:V =
BT iz T T VT D

U prethodnim izrazima o-matrice koje deluju na blok-stanja definisane su kao:

. 01 y [0 =i
=01 ol T T 10

Njihovo dejstvo na blok-stanja je oblika:

AN

Takode, iskoriséene su relacije:

= o] 1t o =g )
=)o u= Y
= o]0 1= g
it = [y 0o =7 o

(7.86)

(7.87)

(7.88)

(7.89)

(7.90)

(7.91)

(7.92)

(7.93)

(7.94)

(7.95)

(7.96)

S obzirom na to da je sada poznat nacin na koji su o-matrice transformisane u efektivnom
prostoru, moguce je izvrsiti zamenu renormalizovanih ¢lanova u medublokovskom hamiltoni-
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janu:
N/3
J 1+D*+~ D :
Hepp == ((1 + ) (0" — — 1))
Sl 2(1+ D?)q 2(1+ D?)q
1 —+ D2 + ’}/ ’J: ")/D /y
/—1—|—D2 0141 — /—1+D2 Uz+1))
S ( o L S
V2 1 T D?)q 1 T DY)q !
( o I o)
—O'
2(1+ D?)q 1t \/W 7r
((% o — D o)
2(1 + D?)q 21+ D%)g "
vD . v—1-D%
’ (—gl+1 + —Ulil))
2(1+ D?)q 2(1+ D?)q
D : —1-D? ,
(=0 + — o)
2(1+ D?%)q 2(1+ D?)q
1+D*+v ., ~vD /
- ( a11)) (7.97)

—O' e ——————————————————
20+ D%)q ' 21+ D¥)qg

Da bi se nasao samoslican oblik hamiltonijana u odnosu na polazni hamiltonijan, neophodno
je raspisati clanove uz svaki set o-matrica.

g .1((1 +D*+9)(1+9) (1-9)9°D*> D*(1+D*+7)
LUy 2(1 + D2)¢? 2(1 + D2)q? 2(1 + D2)q?
YD*(1+D*+7)\
2(1+ D?)¢? ) B
J (14+7+2D*+2D%* + 2y +29* 4+ D* + yD* 4 29D? + 272 D?
Z( 2(1 + D2)g?
N ’72+’73—72D2—|—’73D2+2’}/D2+2’}/D4+2’}/2D2) _
2(1+ D?)q?
~ J14+3y+2D* +6yD* + 39 + D' +3yD* +39°D* + 9% +4°D?
4 2(1 + D?)¢?
_J1+ D* 439 (1 37+3VD2+73) B
4 2q? 1+ D2+ 342

~

= +) (7.98)

gde su:

J,_1+D2—|—3fy2j » 3+ 3yD? + 47
N 2q> 7T 1+ D? + 3~2

(7.99)
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U slucaju prvog ¢lana samoslicnost polaznom ¢lanu je ocita, ali treba proveriti kako se ona
uklapa i sa preostalim clanovima.

e (72D2<1 +7) (1= -1-D% 29D*(y—1- D2)> _
UL 4\ 2(1 4 D2?)g? 2(1 + D?)¢? 2(1 4 D2?)¢?
J 72D2+73D2—72+27+27D2— 1—2D2—D4+'y3—2'y2
- Z( 2(1 + D2)g?
—2v2D? + v+ 2yD? + yD* — 242D? + 2yD? 4 2y D*
; o )-
_ J1I+D* 439 (1_ 3’y+3’yD2+’y3) B
4 2¢? 1+ D? 4 32
= —%(1 —7) (7.100)

Dakle, isti faktori uklapaju se i u samoslicnost drugog ¢lana. Potrebno je pronadci i renor-

malizovani faktor D’ i utvrditi da li se svi faktori uklapaju i razmatranjem preostala dva
¢lana hamiltonijana.

01 0141 "

2(1+ D?)¢? 2(1+ D?)q?
D(1+ D*+~)(y—1—D?) 2 D3 ) B

w1y _J<_(1+7)7D(1+DQ+7) (1-9)yD(y—1-D?

2(1+4 D?)q¢? 2(1+ D?)qg?
_J (=D - yD3 — 272D —42D3 — 43D — 42D + D + yD? + 43D
B Z( 2(1 + D?)¢?
_72D_/72D3 —D—2D3 —D5+’72D—’}/2D3
2(1+ D?)¢? )

=D (7.101)

Yy e ,J(_(1+7)7D(1+D2+7) (1—y)yD(y—1-D?

Tr% Ty 2(1 + D?)g? 21 + D?)g?

9P D(1+D*+7)(y—1-D?»\ _

2(1 + D?)g¢? 2(1+ D?)g¢? B

J
=D 7.102
1 (7.102)
gde je:

D'=-D (7.103)

Dakle, ovim putem dobijen je oblik samoslicnog efektivnog hamiltonijana:

. N/3
Hepp =) ((1 +9)0%0%, — (1=~ )oY, + D (o%0?,, + aj-’ofﬂ)) (7.104)

J=1
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gde su renormalizovani ¢lanovi prikazani relacijama (7.99) i (7.103). Daljim procesom
kvantne renormalizacione grupe situacija se prosiruje na vise blokova (samim tim i vise
spinova), a veza sa prethodnim RG stepenom je:

) 1+ (D(i))2 + 3(7(2'))2 7(i+1) _ 37(1') + 37(1')(D(i)>2 + (,y(i))g
2(1 4+ (D@)2  (y1)2)’ 1+ (D)2 + 3(7)2
(7.105)

D(i-‘rl) — —D(Z), J(i-i—l) — J(z
Dejstvo operatora kvantne renormalizacione grupe na hamiltonijan kP dace:

T hPT, = (\ ]+ [ 0 DR |+ |9 |) .

= (1100 (- 22) w1+ ) -

- (| M+ |) (— %) - _%7] (7.106)

sto svedoci o polaznom koraku, u kom su se za srz RG procesa u obzir uzela up i down stanja
razmatranog bloka od 3 spina, gde je energija koris¢enih stanja bas —%, te je i ocekivano

bilo da dejstvo RG na hP da dijagonalizovani hamiltonijan ispisanog oblika.

7.3.2 Relativna entropija koherentnosti i indikacija kvantnog faznog prelaza

Relativna entropija koherentnosti je u prethodnom segmentu bila racunata za sistem
od tri spina, a u ovom segmentu ¢e biti pokazano kako povec¢anje broja ¢vorova, i kasnije
produzetak u okviru termodinamickog limesa, moze da indukuje pojavu kvantnog faznog
prelaza i kako se ona manifestuje prilikom posmatranja ponasanja same veli¢ine relativne
entropije koherentnosti. Na slede¢im slikama nalazi se zavisnost relativne entropije koher-
entnosti od parametra anizotropije za razli¢it broj ¢vorova (pocevsi od 3 ¢vora, zatim 9,
27 1 81) i dva slucaja u kojima je D = 01 D = 1. Prilikom crtanja grafika koris¢ena je
formula (7.33) za relativnu entropiju koherentnosti i relacije (7.99) i (7.103) kao veza izmedu
razlicitih koraka RG transformacije.

Slika 31. Zavisnost relativne entropije koherentnosti od parametra v u sistemu od 3 ¢vora.
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2.0

o4

—0.10

P
o1

S D=0

D=1

e — D=0

D=1

Slika 34. Zavisnost relativne entropije koherentnosti od parametra v u sistemu od 81 cvora.

Na slikama se uocava da minimum C,. u funkciji od parametra + ima istu poziciju bez
obzira na jacinu DM interakcije, pa ¢ak i na broj razmatranih ¢vorova, Sto bi impliciralo
da u modelima gde nema anizotropije prakticno ne dolazi do kvantnog faznog prelaza [8].

87



7 Prakti¢ni proracuni u XY modelu sa Palosinski-Morija interakcijom

Razmatranje jednacine v = ~ daje fiksne tacke RG procedure, kao §to je predoceno u

prethodnom segmentu:

3y 4 3yD? + 3
_ 7.107
TT T D 3y (7.107)

te su stabilne fiksne tacke v = £+/1 4+ D?, a nestabilna v = 0.

Apsolutna vrednost prvog izvoda relativne entropije koherentnosti |[dC,./d~y| u prostoru
parametara v i D prikazana je na slici 35.

T T T T T T
sl 4

-3 -2 -1 ) 1 2 3
¥

Slika 35. Prikaz apsolutne vrednosti prvog izvoda relativne entropije koherentnosti u prostoru
parametara v 1 D u slu¢aju tri ¢vora.

Sredi$nji segment slike 35 odvojen je od ostatka prostora krivama v = ++/1 + D?, a ovaj
domen jeste domen Nelove faze, dok je za v = 0 prisutna faza spinskog fluida [8]. Naime, u pi-
tanju su dva tipa osnovnog stanja ma kog kvantnog magneta: jedno gde postoji dugodometno
magnetno uredenje sa osobinom (S) # 0, gde je S spinski operator (u ovom sluc¢aju predstavl-
jen Paulijevim matricama), i druga gde je u pitanju razuredeno stanje usled jakih kvantnih
fluktuacija, te je (S) = 0 (stanje Nelove faze i stanje spinskog fluida respektivno) [84].

Fundamentalno svojstvo kvantnog faznog prelaza jeste divergencija korelacione duzine i
konacno skalirajuée ponasanje renormalizovanih fizickih veli¢ina [8], te ¢e ovde biti navedena
veza izmedu ispoljavanja svojstava kvantnog faznog prelaza i relativne entropije koherent-
nosti. Tom prilikom ¢e se posmatrati skalirajuce ponasanje apsolutne vrednosti minimuma
prvog izvoda C,. po parametru anizotropije u zavisnosti od veli¢ine sistema, kao i same
pozicije minimuma u istoj zavisnosti. Naravno, analogno razmatranje i rezultati dobijaju
se posmatranjem pozitivnog dela grafika na slici 36, to jest uzimanjem u obzir maksimuma
funkcije umesto minimuma.

Na slici 36 nalazi se dC,../dvy u funkeiji od parametra anizotropije za razlicite RG korake
iD=1.
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@Cr=

ay

I\ x

N=81

Slika 36. Prikaz prvog izvoda relativne entropije koherentnosti po parametru anizotropije u
funkciji parametra anizotropije za fiksni parametar DM interakcije D = 1.

Neanaliticno ponasanje postaje sve ocitije sa povecanjem broja ¢vorova N, Sto znaci da je
prvi izvod singularan u kriti¢cnoj tacki yo = 0 kada velicina sistema tezi beskonacnosti, te
sistem prolazi kroz fazni prelaz I vrste u skladu sa ranije izlozenom Erenfestovom definicijom
faznih prelaza.

Slike 37 i 38 dokaz su skaliraju¢eg ponasanja pozicije i veli¢ine minimuma prethodno
razmatrane funkcije.

Equation y=a+bx
Weight No Weighting
49 |Residual 8.66032E-4
Sum of
Adj. R-Squar  0.99978
1 Value  Standard Err
Intercept -1.5624 0.02549
B P N
Slope 0.9825 0.00847
£ 24
£
=
o
&
O
5 ]
£
04
I T I T I T I T 1
1 2 3 4 5
InN

Slika 37. Skalirajuce ponasanje minimuma prvog izvoda relativne entropije koherentnosti.
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Equation y=a+b*
Weight No Weighting
Residual Sum ~ 8.20415E-29
of Squares

Adj. R-Square 1

Value Standard Error
Intercept 0.10741 2.77044E-16

24 Linear Fitof B g0 102871 9.52106E-17

In IYmin_yCI

4

Slika 38. Skalirajuée ponaSanje pozicije minimuma prvog izvoda relativne entropije koherentnosti.

Velicine i pozicije minimuma nadene su u okviru programskog paketa Wol fram Mathematica
pomocu funkcije FindMinimum. Minimalne pozicije, takode nazivane i pseudokriticnim
tackama, imaju ponasanje oblika |y, — vo| ~ N7¢ [8], $to predstavlja konac¢no skalirajuce
ponasanje, koje je i odlika kvantnog faznog prelaza. Dakle, desava se da pseudokriti¢na tacka
bas na ovaj nacin tezi realnoj kriticnoj tacki 7o = 0 kako se veli¢ina sistema povecava, te
se u termodinamickom limesu one poklapaju. Sa slike 38 se vidi da je § = 1.02871. Slican
oblik ponasanja ispoljava i veli¢ina apsolutne vrednosti minimuma relativne entropije koher-
entnosti, koja se pokorava slede¢oj zavisnosti: |dCpe/dY|mim ~ N3, §to se moze videti na
slici 37.

7.3.3 Konkurentnost kao mera zamrsSenosti

Jedna od mera tzv. parne zamrsenosti (posmatraju se dve Cestice) jeste i konkurentnost.
U ovom konkretnom primeru, racun ¢e se sprovesti pomoc¢u ve¢ nadenog osnovnog stanja
i odgovarajuée matrice gustine (7.31), a s obzirom na to da se radi o tro¢vornom sistemu,
dvokubitna konkurentnost moze se izracunati na dva nacina, Sto se poklapa sa predasnjim
saznanjem o redukovanoj matrici gustine [6]:

e Racun se sprovodi posmatrajuéi prvi i trec¢i ¢vor, dok se sumiranje vrsi po stepenima
slobode srednjeg ¢vora, odnosno, trazi se Trs p.

e Uzima se sloboda izbora prvog ili tre¢eg ¢vora (sumiranje, odnosno trag, vrsi se po
spomenutom ¢voru), dok se konkurentnost racuna izmedu drugog i preostalog ¢vora.

Ovde ¢e bez gubitka na generalnosti biti iskoriséena prva opcija [6], a najpre je potrebno
izracunati odgovarajuéu matricu gustine p'3, koja se, kao §to je opisano u okviru prve opcije,
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racuna na sledeéi naéin:

0 0 { 0 0] { 0 0} [o 0 1
Tr 2 Tr| 5 Tr| Tr (1-iD)
0 %] g g 0 S5
7 1 1 —1+iD
Tr [8 26/561} Tr [(‘_1) 8 Tr [(Z) 8] Tr {8 2\65‘1 ]
13 _ _
po=Trop= . P L 71\#[) (7.108)
2V2 1 1 2v2
Tr [0 0 q] Tr [0 O} Tr [O 0] Tr {O 0 q ]
0 0 0 0 0 0 0 0
Tr g 20+D) Tr | —1i-ip 0 Tr | —1-ip 0 Tr 0 LiD?
i 242 2v/2q 2v/2q 2¢2 1 |
2 i
;7 ? (1] 7(12q2D) pi 0 0 pus
13 0 1 1 0 0 pa2 p22 O
— = 7.109
o L1 0 0 pm pm O (7.109)
i 2 .
S N . ™

gde su pojedinacni ¢lanovi matrice p' oznaceni simbolima p;; zarad kasnijih olaksica u zapisu
drugih veli¢ina.

S obzirom na dobijeni oblik matrice p'3, sada je moguée izracunati konkurentnost izmedu
prvog i tre¢eg ¢vora. Naime, konkurentnost se oznacava, u ovom slucaju, simbolom Ci3, a
racuna se na osnovu sledece relacije:

013 = max()\l — )\2 — )\3 — )\4, 0) (7110)

gdesu \; (i = 1,2, 3, 4) koreni svojstvenih vrednosti matrice R = p'3p'3 poredani u opadajucem

poretku, a p*? je tzv. stanje obrnutog spina, koje se definise na sledeéi nacin:

pr = (o} ® 03) ()" (o} ® 0F) (7.111)
u skladu sa ve¢ izlozenim relacijama. Sada preostaje jos samo izmnoziti matrice:
2 (1-iD)
£ o0
0 —i 0 —i 0 7 0 0 —i 0 —i
~13 _ 4 1 =
e alelal)] o re o (B e]el o))
WD) g o B
_ 2 1-iD)
000 1] 2= 00 %2270 00 -1
|0 01 0 0o 11 0 0 01 0| _
|0 1.0 0 o 131 0 010 0}
_ (1+iD) D? _
-1 00 0 72_(12 0 0 142:12 100 O
D? (14iD)
e 00 T
| 0 345 0
= 0 i1 0 (7.112)
2d-1D) ol
L 2¢° q*
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Konaé¢no se dobija matrica R (Prilog V):

(1+2Z:)'YQ 0
0 1
R= 0 $
__i(=i+D)(i+D)%y (8)
2q4

¢ije su svojstvene vrednosti (Prilog V):

)\1217 Ay = 7

1 (1 + D?)y?

O o= O

7>\3

(1+iD)~3
2¢4

(1+D%)y*
2q¢4

=M=0

(7.113)

(7.114)

S obzirom na to da su svojstvene vrednosti zaista poredane u opadaju¢em poretku, konacni

1 (1 4+ D?)~?
Ciz = \/; “T

Oblik navedene funkcije u zavisnosti od parametra anizotropije v uz menjanje kao parametra

izraz za konkurentnost je:

velicine D prikazan je na slici 39.

€13

D=0.5

D-15

1000 2000 3000

4000

Ly
5000

(7.115)

Slika 39. Zavisnost konkurentnosti od parametra anizotropije za razli¢ite vrednosti parametra DM

interakcije i tri cvora.

92



7 Prakti¢ni proracuni u XY modelu sa Palosinski-Morija interakcijom

Kao sto se da uociti, konkurentnost je fiksna vrednost, nezavisna od D, za v =01 v — oo.
Takode, DM interakcija ima veéi uticaj na zamrsenost za veoma male vrednosti v u odnosu
na D, a za velike v preovladujuje uticaj anizotropije.

Na slici 40 nalazi se grafik zavisnosti konkurentnosti od parametra anizotropije za D = 1

u slucaju razlic¢itog broja ¢vorova (3, 9, 27 i 81). Rezultati su postignuti metodom kvantne
renormalizacione grupe na isti nacin kao sto su to bili u prethodnom segmentu.

/’ -

/ g 01 \\
/ / \

10000 20000

30000 40000 50000

Slika 40. Prikaz zavisnosti konkurentnosti od parametra anizotropije u slucaju D = 1 za razlicit
broj koraka.
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Moze se primetiti da je grafik prakticno podeljen na 3 segmenta, te iz faze maksimalne
konkurentnosti (v = 0) ona polako pada do v = V2, kada pocinje da raste (brze ili sporije) do
fiksne vrednosti za v — co. Takode, s obzirom na to da je re¢ o simetri¢nom grafiku u odnosu
na y-osu, analogni zakljucci vaze i za negativne vrednosti v. Posmatrajuc¢i uvecan segment,
uocljivo je da je za veliki broj koraka, odnosno beskonacno veliki sistem, konkurentnost
jednaka nuli, §to odgovara Nelovoj fazi, za v koje se kreé¢e izmedu —v/2 i v/2, dok je za v = 0
sistem u fazi spinskog fluida, sto odgovara maksimalnoj vrednosti konkurentnosti.

Ovde se moze izneti jos jedan zakljucak ukoliko se posmatraju slike 31, 32, 33, 34
i prva dva grafika sa slike 40. Vec je receno da pitanje postojanja veze izmedu koher-
entnosti i zamrsenosti nije upitno, pitanje je samo kakvog je ona oblika. Posmatranjem
spomenutih grafika koherentnosti i konkurentnosti moze se uociti da je ovde veza donekle u
skladu sa razmatranjima iznetim u teorijskom delu. Naime, moze se uociti da koherentnost
i konkurentnost u ovom konkretnom primeru imaju obrnuto ponasanje, odnosno da inter-
val koji podrazumeva opadanje jedne velicine podrazumeva rast druge i da se minimalne
vrednosti jedne poklapaju sa maksimalnim vrednostima druge. Medutim, o prirodi ove veze
jos uvek se ne moze govoriti uopsteno, ve¢ je bitno naglasiti da se ovde radi o konkretnom
primeru XY modela od tri ¢vora sa DM interakcijom i razmatranom intervalu parametra ~y
sa spomenutih grafika.

Kona¢ni cilj je uocavanje kvantnog faznog prelaza, te je neophodno dati prikaz prvog
izvoda konkurentnosti u zavisnosti od parametara D i-y. Slike 41 i 42 predstavljaju evoluciju
prvog izvoda konkurentnosti po parametru anizotropije u funkciji parametra anizotropije za

slucaj D = 1.

\ \ e

Slika 41. Evolucija prvog izvoda konkurentnosti po parametru anizotropije.
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N=3

N=51

Slika 42. Evolucija prvog izvoda konkurentnosti po parametru anizotropije.

Slike svedoce o neanaliticnom ponasanju prvog izvoda konkurentnosti u odnosu na parametar
anizotropije kako broj ¢vorova raste. Dakle, za beskonacno veliki sistem (N — 00) ocekuje se
singularnost u kvantnoj kriti¢noj tacki vo = 0, te u termodinamickom limesu sistem prolazi
kroz kvantni fazni prelaz II reda.

Na slici 43 nalazi se prikaz skalirajuceg ponasanja apsolutne vrednosti maksimuma prvog
izvoda konkurentnosti u odnosu na parametar anizotropije. Kao sto se vidi na slici, ponasanje
je oblika: |dCi3/dYl,,... ~ N'9¢. Pozicija maksimuma odabrana je usled lakseg uocavanja
priblizne pozicije istih na samom grafiku, Sto omogucava njihovo lakse nalazenje u programu
Wol fram Mathematica pomoc¢u funkcije FindMaximum. Naravno, moguce je posmatrati
i minimume prikazane na slici 42.

Equation y=a+b*x
Weight No Weighting
Residual Sum 0.00373
of Squares
6 - |Adj. R-Square 0.99914
Value  Standard Erro
Intercept 1.82077 0.05293
B Slope 1.03643 0.01759

max

InldC_/dy/
N
1

Slika 43. Skalirajuce ponasanje maksimuma prvog izvoda konkurentnosti po parametru
anizotropije.

Sada ¢e se posmatrati ponasanje konkurentnosti u odnosu na parametar DM interakcije
za razli¢it broj ¢vorova uz uzimanje v = /2.
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€13

D4l
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-~ J— N=3
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Slika 44. Zavisnost konkurentnosti od parametra DM interakcije.

Moze se uociti da konkurentnost jako brzo raste sa porastom D, ali i da taj rast postaje sve

sporiji kako se veli¢ina sistema povecava.
Na slici 45 prikazano je ponasanje prvog izvoda konkurentnosti u odnosu na parametar

DM interakcije.

a3

8

N=3

N=f

Slika 45. Zavisnost prvog izvoda konkurentnosti po parametru DM interakcije od parametra DM
interakcije.

Ocito je da prvi izvod tezi nuli kako se broj ¢vorova povetava, te menjanje jacine DM
interakcije ne moze da uslovi pojavu kvantnog faznog prelaza, sto je ve¢ izlozeno prilikom

razmatranja kvantne koherentnosti.
Slika 46 prikazuje opadanje vrednosti maksimuma na prethodnoj slici kako veli¢ina sis-

tema raste.
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-6.0 4 Equation y=a+bx
Weight No Weighting

Residual Sum of 4.31458E-4

Squares

5.5 Adj. R-Square 0.9999
. Value Standard Error

Intercept -1.41266 0.01799

Slope -1.01191 0.00598

B

-5.0 4

max

4.5

4.0 -

IndC, /dDI

-3.54

-3.0 1

-2.5 4

r r r . r . .
1 2 3 4 5
InN

Slika 46. Ponasanje vrednosti maksimuma prvog izvoda koherentnosti po parametru DM
interakcije prilikom povecanja broja ¢vorova.

Ponasanje je oblika |[dC}3/dD|mae ~ N7112. Pozicija maksimuma teZi beskonacnosti kako
se velicina sistema povecava, te se dostize stabilna fiksna tacka D — oc.

7.3.4 Narusenje Belove nejednakosti i naznake kvantnog faznog prelaza

Jos jedna veli¢ina koja ¢e u ovom radu predstavljati validnu naznaku faznog prelaza jeste
zapravo vezana za Belovu nejednakost, odnosno njeno narusenje. O Belovoj nejednakosti bilo
je ve¢ re¢i u prethodnim segmentima i ispostavlja se da, koris¢enjem CHSH oblika Belove
nejednakosti, detekcija ispoljavanja faznog prelaza postaje moguca. Sama nejednakost bice
koris¢ena u slede¢em obliku [6]:

B =[(Bensu)ol = Tr (pBC’HSH) <2 (7.116)
gde je Bogsy =a-0®(b+b')-c+a -0®(b—b')-o Belov operator za CHSH nejednakost,

aa, a,bib jedinicni vektori u R®i o = (6%,0Y,0%). Shodno kriterijumu Horodeckog,
maksimalno narusenje CHSH nejednakosti je [7]:

ng’%H = max 1r (pBCHSH> =2 m<ax(uz + Uj) (7117)
a,a/,b,b/ V i<y

gde su u; (i = 1,2,3) svojstvene vrednosti matrice U = TTT. Matrica T je korelaciona

matrica, Cije su komponente 7;; = Tr af;la{;p), gde su A i B dva podsistema dvocesti¢nog
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sistema [7]. Dakle, posto je re¢ o odredenoj vrsti korelacione funkcije dva ¢vora, koristice se
ve¢ dobijeni oblik matrice p'? (7.109) za dvokubitno stanje predstavljen komponentama p;;.

Ostaje neophodno pronac¢i oblik matrice T. U ovu svrhu bic¢e iskoris¢eno parcijalno
mnozenje podsistema matrica i svaka komponenta u matrici bi¢e zasebno nadena. Prva
komponenta je oblika:

0 p2 p22 O
0 0 p
T =Tr | %o 13 —Tr [ o* P11 14 _
11 ( AOBP ) ( A p>{4 0 0 P

0 pa2 p2 O

pia O 0 pu

0 pa2 p2 O «
= 0" 42000 + P14 =
0 pa p2 O P14 P22 T P14

pir 0 0 puy

+X (7.118)

=Tr 5

DO | —
<)

Za drugu komponentu dobijeno je:

0 —ipgg —ipgg 0
Ty =Tr (0?0%,013) =Tr (Jj o 0 : 1014 > —

—1p>{4 0 0 —ip44
0 ip22  ipao 0
—ipyy 0 0 —ipay
— 0 —ipa2 —ip2 0 e 0 2
Il iz ip22 0 | T TPuatims g (7.119)
ipn 0 0 iPl4

dok je treca oblika:

P11 0 0 P14
0 —pP22 —pP22 0
T . =Tr O_x O'Z 13 = Tr O_m _
b ( ATBP ) ( 410 P22 P22 0 )
—pia 0 0 —pu

0 P22 P22 0

P11 0 0 P14
=0 7.120
—pu 0 0 —paa ( )

0  —paa —p2 O

=Tr

Cetvrta komponenta matrice je:

0 pa p2 O
Ty = Tr (U%U%pm’) Ty (‘7% P11 8 0 pu > _

P14 0 paa
0 p22 p2o 0
—ipyy 0 0 —ipa
_ 0  dp ip O | _ ., . 9D
=Tr 0 —ipym —ipm 0 | ipl, +ip1a = 7 (7.121)
1p11 0 0 1014
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7 Prakti¢ni proracuni u XY modelu sa Palosinski-Morija interakcijom

dok je peta:
0 —ipy —ipyz 0
' 0 0 ipu
Ty =Tr [ %o p® ) = Tr ( 0¥, lf.)li . =
- ( ATBE Al —ipiy 0 0 —1P44
0 iPQQ i,OQQ 0
P 0 0 —pu

0 p2 p2 O *
= Tr —= 2 — — =
0 p2 p2 O P22 = Pra = P
—pii 0 0 —pus

5
- (7.122)

N | —

a Sesta:
P11 0 0 P14
Ths =Tt (a%agplg’) =Tr (a% 8 _0522 _pZEQ 8 ) =
—pia 0 0 —pas

0  —ipe —ipe O
ipll 0 0 ip14
R . =0 7.123
1014 0 0 ipu ( )

0  —lipea —lipa 0

=Tr

Na samom kraju, poslednja kolona se dobija u obliku:

0 p22 p2 O
0 0 pu

Ty = Tr (07050 ) = Tr (o [PV ! =
o ( . ) ( 4 pis 0 0 pas
pa2 p22 0

0 P22 P22 0
— P14 0 0 — P44
=T =0 7.124
' P11 0 0 P14 ( )
0  —pp —p O

sa
0  —ipp —ipa 0
_ sy 13\ _ 2 | 1p11 0 0 1014 -
T390 =Tr (aAon ) =Tr (O’A ipt, 0 0 ipas > =
0 ipe2  1p22 0
0 —1022 —iPQQ 0
ipyy 0 0 ipu
=Tr |. . =0 7.125
ipir 0 0 ipu ( )
0  —ipp —ipsn O
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7 Prakti¢ni proracuni u XY modelu sa Palosinski-Morija interakcijom

P11 0 P14
— — 0
The — Tr | 0% 02 13 P22 P22 _
% < A7BP P22 P22 0
—Pls 0 —pay
P11 P14 )
0 —p2 —p2 1 Yv+1+D
=T = -2 =0 (7.126
r —ng —ng = P11 — 2p22 + Pag = ) 21+ D%+ 77 ( )
Pla
Dakle, potrebne matrice su oblika:
3+ 120 3+ 120
T = VqD 53— 0|, T"=| 17 1-2% 0| =T (7.127)
0 0 0 0 0 0
Na taj nacin matrica U ima oblik:
2 272
1 D 1 D D
(ea) % (sva)ee(i-2)® o0
T'"T=U = 2 (7.128)
(ra)ee(-a)® (-a) e o
0 0 0

Njene svojstvene vrednosti su (Prilog VI):

1 =/ + D21+ D2 +12)8 + (1 + D* +9%)*(1 + D?)
up =0, uy = 1 + e

)

. V(1 + D221+ D? +~2)6 ++2(1+ D? +~?)*(1 + D?)
3= 7
4 q8

(7.129)

Dakle, kako je u; najmanja svojstvena vrednost, ona se u izrazu za maksimalno narusenje
Belove nejednakosti ne uzima u obzir, te ostaje:

L 1 292(1 + D?
Brar = 9\ /uy T uz = 2\/ % (7.130)

¢ime je dobijen izraz koji ¢e se nadalje koristiti.

Od interesa je u ovom slucaju prvi izvod date vrednosti u odnosu na parametar ani-
zotropije sa povecanjem veli¢ine sistema. On je kao funkcija parametra anizotropije prikazan
na slici 47, gde je za parametar DM interakcije uzeto D = 1.
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9BersH
oy

N=B81

Slika 47. Pruvi izvod maksimalnog narusenja Belove nejednakosti po parametru anizotropije u
sluc¢aju razli¢itog broja cvorova.

Ono §to se moze uociti na slici jeste ispoljavanje kriticnog ponasanja funkcije dBoysy/dy
(nadalje ¢e se oznaka maz izostavljati prilikom spominjanja ove veli¢ine) u blizini kriticne
tacke 7¢ = 0, a kako je singularnost prisutna u prvom izvodu funkcije, re¢ je o faznom
prelazu II reda.

Na slikama 48 i 49 prikazana su skalirajué¢a ponasanja minimuma izvoda |dBegsg /dY|min
i pseudokriti¢ne tacke |Vmin — Yel-

Equation y=a+bx
Weight No Weighting

Residual Sum of
Squares

Adj. R-Square

Linear Fit of B

1.61223E-29

1

Intercept
lope

Value
-1.39263
0.97291

Standard Error
1.22813E-16
4.22068E-17

Slika 48. Skalirajuce ponasanje minimuma maksimalnog narusSenja Belove

nejednakosti.



7 Prakti¢ni proracuni u XY modelu sa Palosinski-Morija interakcijom

Equation y=a+b
Weight No Weighting
Residual Sum of 0.00169
Squares

Adj. R-Square 09996

Value  Standard Error
s Intercept 0.3156 0.03556
Slope -1.0244 0.01182

4

Slika 49. Skalirajuée ponasanje pozicije minimuma maksimalnog naruSenja Belove nejednakosti.

Ono s§to je evidentno sa prethodnih slika jeste da su skaliraju¢a ponasanja oblika
|dBersm/dy|min ~ NP9V i |y — vc| ~ N7102 Takode, nije na odmet napomenuti da

su u ovom slucaju posmatrani minimumi i oblast v < 0, ali, usled simetri¢nosti slike, isti
zakljucci mogli su se dobiti i posmatranjem maksimuma i oblasti v > 0.
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8 Zakljucak

8 Zakljucak

Celokupna problematika kvantne informatike predstavlja jedan jos uvek nedovoljno is-
trazen koncept koji prosto mami za ispitivanjem. Oblast je danas izuzetno popularna, ne
samo zbog novih odgovora koje nudi, nego i zbog nacina njihove implementacije u savre-
menim tehnologijama, u kojima daje vise opcija nego sto to ¢ini klasiéna informatika.
Medutim, u pitanju je jos uvek relativno mlad plod kvantne mehanike i stoga cak ni ta
primena nije kompletno razvijena.

U radu su predstavljene osnovne ideje kvantne informatike. Doduse, to nije moglo biti
uradeno na ma koji na¢in. Najpre je neophodno bilo uvesti ¢itaoca u osnovna sredstva koja
kvantna informatika nudi, te je to u¢injeno u drugom poglavlju. Pre toga je ¢italac kratkim
osvrtom na razvoj kvantne informatike imao priliku da se upozna sa osnovnim detaljima i
ljudima koji su ostavili neizbrisiv trag u kvantnoj informatici, te je stoga i prelaz na cetvrto
poglavlje sproveden bez velikih skokova. Cilj je bio §to konkretnije i konciznije upoznati
¢itaoca sa pojedinostima nekih razmatranja u kvantnoj informatici, te je tako bilo reci o
danas veoma intrigantnim pojmovima kao Sto su kloniranje, teleportacija i kriptografija.

Od posebnog znacaja bilo je cetvrto poglavlje, posve¢eno merama iz prakti¢nog segmenta
rada. Sve ove veli¢ine povezane su sa matricom gustine uvedenom u drugom poglavlju, te je
tako rad prakticno i zaokruzen. Pojmovi koherentnosti i zamrsenosti bili su centralna tema
rada, te je u ovom segmentu napravljen i mali pregled moguénosti za povezivanje istih u
nekoj bliskoj buduénosti. Kao validne mere uvedene su relativna entropija koherentnosti i
konkurentnost, koje su dublje istrazene u prakticnom delu rada.

Poslednji deo je stoga posvecen istrazivanju prethodno uvedenih veli¢ina u konkretnom
primeru, na XY anizotropnom modelu sa Palosinski-Morija interakcijom. Ispitan je i sam
uticaj DM interakcije i iznicanje kvantnog faznog prelaza, pojave uvedene u prethodnom
segmentu, na osnovu jednostavnog razmatranja kvantno-informatickih veli¢ina. Za sam kraj
pokazano je i kako Belova nejednakost moze biti iskoriséena kao jos jedna od mera koje mogu
dovesti do pokazivanja kvantnog faznog prelaza.

Danas je samo razmatranje DM interakcije u problemima od znacaja za zamrSenost i
kvantnu informatiku veoma ucestalo. Pokazalo se da DM interakcija uti¢e na kreiranje ko-
herentnosti, dok sama anizotropija tezi da je smanji. Ve¢ su spominjane Paulijeve matrice
kao reprezenti kubita u samom uvodu, te su ove interakcije potencijalna buduca oruda za
manipulaciju sistemom. Stoga i ne cudi sto je danas rad na ovim modelima veoma popu-
laran. Ko zna, mozda jednom postanu i jedna od glavnih stavki u razvoju teorije kvantne
informatike.
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9 Prilozi

9 Prilozi

9.1 Prilog I - ReSavanje svojstvenog problema hamiltonijana

J J JxYy J
- B={{0, 0,0, — (1-i%D), 0,0, — (L-4+D), 0}, {0, 0, —, 0,0,0,0, — (1-2xD)},
2 2 2 2

)
JT*y J J*y J*y

'[Or o, —,0,0,0,0, — (1_i*D)}! {Of 0,0, —, 0,0, ’ 0},
2 2 2 2

JT*xy * Y

J*Yy J J
(0,0, ——, 0, 0, 0}1 {_ (1+i*D), o, 0,0, 0, —, 0, O}r
2 2 2

J J*y J J
{-(1+ixD),0,0,0, 0, —,0, 0}, {0, —(L+i*D), 0,0, — (1L+2+D), 0, 0, 0}}
2 2 2

2
1 1 JY 1
our- {{0, 0, 0, = (1-iD) 3, 0,0, = (1-iD) 3, 0}, {0, 0, —, 0,0, 0,0, = (1-iD) 7},
2 2 2 2
Jy Jy 1 Jr
fo. — 0, 00— 0, 0, 8}, {= (1eim) 30 0, 0, 0, 0, —, @, 0},
2 2 2 2
Jy 1 Jy JY
{o, 8, —, @,.9, 0, 0, = (1-#D) J}, {o, By e Tl ey o},
2 2 2 2
1 Jy i 1
{— PLa s o 0 0 O B — Ty o}, {o, s P T e U T 0 0 T o}}
2 2 2 2

nzl= Eigenvalues [H]

JAf1l+D?%+vy2 J\/1+D2+}(2 J\/1+D7+}{2 J\/1+D?+}(2}

Out[2] {O, 0, 0, 0, - i r 4

VT vz VT VT

3= Eigenvectors[H]

i (i+D) iy
oull3l- Ho 0, — ", 0,0,0,0, 1}, {0, 0, 0, -1, 0, 0, 1, 0}, {7 0, 0,0,0,1, 0, o},
Y -i+D
ia/1+D%+y? iy iaf1+D?+y?
{Or _la 0! Or 1r Or O, O}I {Or | . r OJ r OI OI l}r
V2 (-i+D) ~L%D V2 (-i+D)
V2 (1-iD) V2 oy
{‘..4 O! Ol ll OI - »r 1f O}’

r
A/ 1+D%++2 1+D%+vy?2
iaf1+D%+y? iy i4/1+D%+y?

{Or g = D.r = r Or Oi l}l

V2 (-i+D) -1+D 72 (-i+D)
iv2 (i+D) V2 y

{-—, B D ey My ——— 0 Ay o}}

A 1+D%+vy? A1 +D% +y?
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9.2 Prilog II - Dokaz ¢istog stanja za matricu p

1 - 1 -1+i%D
wi- p = {{0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0}, {0, =, ——, 0, =, 0, 0, ———1},
4 242 ¢g 4 22 g
-y ¥ - ¥ (1-i%D)
fo. —— —. 0, , 0,0, ——1}, 10, 0,0, 0,0, 0,0, 0,
2vV2 q 24 2vV2 q 29”2
1 -y I -1+d %D
fo.~, ———,0, =, 0,0, ———}, 10, 0,0,0,0,0, 0, 0},
4 242 q 4 22 q
1+i%*D y (1+34D) 1+1%D 1+D?
{0, 0,0,0,0,0,0, 0}, {o, - , /0, - . 0,0, H
242 q 24’ 242 q 2q
1 Y il -1+iD
oui]- {(o, 0,0, 0,0,0,0,0}, {o, - -———0 0, —, 0,0, —— 1},
4 242 ¢g 24/2 g
Y T ¥ (1-iD)y
{0, -—— —. 0 - , 0,0, —}. 10,0, 0,0, 0,0, 0, 03,
242 q 24 2v2 g 2q
1 Y 1 -1+1D
{o, = -———. 0, =, 0,0, ———}, {0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0},
4 242 ¢q 4 22 g
1+1iD (1+1iD) Yy 1+1iD 1 +D?
{0, 0,0, 0,0, 0,0, 0}, fo, - i —, 0, - 0,0, —1}
2v2 g 2q 22 g 2q
2= ©.p
oulzl- {(o, 0,0,0,0,0,0,0},
1 (-1+iD) (L+iD) ¥* (-1+iD) (1+iD)y ¥ ¥
fo, 2~ i . o P e By,
8qg 8q a2 ¢ 442 q 4vV2 ¢
1 (-1+1iD) (1+1iD) ¥? (-1+1iD) (1+D2) -1+iD (1-1iD)¥?
e , 0, 0, + B ’
8 8 g 8 q avz g av2 g 4Vz2 &
(1-iD) (1+1iD) ¥y Y ¥? (L-iD) (1+iD) ¥* ¥? i
fo. - = = ; - s— =, 0,
a2 ¢ avz2 g 42 ¢ 49 b G
(L-iD) (1+1iD) y ¥ ¥ (1-iD) (1+D?)y (-1+iD)y (L-iD)y
- = = , 0,0, - - +
N2 P iNZ q a2 @ 4q' 49 aq’
1 (-1+iD) (1+iD) 2
10, Uy 0y 0, B, By 0y O}y {0, —n——————— s —,
8 8 q° 8 g?
(-1+1iD) (1+1D) ¥y Y ¥?3 1 (-1+1iD) (1+1D) ¥?
. - y 0, -+ '
a2 ¢ 42 q a2 & 8 8q° 8q*
(-1+4D) (1+D?) _1+iD (1-iD) y?
0, 0, . - }, 0, 0, 0,0, 0, 0, 0, 0},
a2 g 442 q a2 ¢
(1+1D)(1+D2) 1+1iD (1+1D)y?
{0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0}, {o, - - - .
42 ¢ 42 g 42 o
(1+iD) (1+D%)y (1+iD)y (1+iD)y? (l+JiD)(1+D2) 1+iD  (L+iD)y?
+ +: ’ r - - ’
4q* 4q 4q* 142 & a2 9 a2
(1+0%)* (“1+44iD) (1+iD) (1-iD) (1+iD)+?
0,0, L2 + )
4q4 4q2 4q4

|
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3= Simplify[%]

oufal- {{o, 0, 0,0,0,0,0, 0},

1+D%+q®+Y? Y(1+D2+C{2+YZ) 1+D%+q? +¥? i (i+D) (1+D2+q2:—¥2)
{o. — - ' 0, —— 0, 0, }
8 q 4+/2 @ 8 q 4 Q $
Y(1+D2+q2+72> 73<1+D2+q2+7{2) 7(1+D2+q2+§{2>
{o,f . - . 0, - ]
42 ¢ 4q 4v2 ¢
(1-1D) y (1+D? +a? +¥?)
0, 0, }, 10,0, 0, 0, 0, 0, 0, 03,
4q*
1+D%+q?+vy? Y(1+D2+q2+y2) 1+D%+ g +¥? i (i +D) (1+D2+q2+y2)
{o. — - . 0, ——. 0, 0, }
8a* 42 o 8q 1v2 o
i (-i+D) (1+D2+q2+7{2)
{0, 0, 04 0, 0, 0, 0, 0}, {0, 0, 0, O; O, O, O, O}, {Or = ’
42 @
(1+iD)y(1+D2+q2+Y2> i (-1+D) (1+D2+q2+y2) (1+D2> (1+D2+q2+yz)
el oo " d Ty
4q 42 449

/

9.3 Prilog III - Dokaz cistog stanja za matricu p

1+D*2 1x*xD-1 ¥y (l-1%*D) fxD-1
nin= o = {{ , 0,0, , 0, : .0}, {0,0,0,0,0,0,0,0),
2q°2 27 2a°2 ;47 4
-ixD-1 1 ¥ 1
{0,0,0,0,0,0,0, 0}, {~——,0,0,=,0,- » = 0k,
242 q 4 242 q 4
¥ (L+1%D) e ¥ 2 ¥
{0, 0,0, 0,0, 0,0, 0}, { /0,0, - .0, .- . 0},
2q%2 22 q  29%°2 242 g
-i+%+D-1 al 1
———,0,0,~,0, - =0}, 10, 0,0, 0, 0,00, 0}}
242 q 4 22 g
1 +D? -1+iD (l-iD)y -1+1iD
oure {{—— 0, 0, ) 0, — » 0}, {0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 03},
24 2v2 q 2q 242 g
- iD 1 Y 1
{0, 0, 0, 0,0, 0, 0, 0}, { £ 0,0, =, 0, - r =0 0},
242 g 4 242 ¢ 4
(L+iD) vy ¥ ¥
{0, 0,0, 0, 0, 0, 0, 0}, {————, 0,0, - .0, s . 0}
2q° 242 g 2q 242 g
-1-1iD 1 Y
o B 0y — 0y = =, 0}, {0, 0,0, 0,0, 0,0, 0}
22 g 4 22 q 4
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2= p'.p"
(1+D2)®  (-1-iD) (-14iD) (1-iD) (L+iD) 2
outfzl= {{ + + 0,0,
4q4 4q2 4q4
(-1+iD) (1+D?) -1+iD (1-iD)y? (1-iD) (14D%)y (-1+iD)y (1-iD)y?
+ . » 0y - & 4
Nz @ a2 9 avzZ & 4q* s 4q'
(-1+1iD) (1+D?) _-1+iD (1-iD)y?
" = : 0}, {0, 0, 0,0, 0,0, 0, 0},
a2 ¢ a2 g a2 g
(-1-1iD) (1+D?) -1-iD (1+iD)y?
{0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0},{ - - , 0,0,
4vN2 & 42 g a2 g
1 (-1-1iD) (-1+1iD) ¥? (-1-4iD) (L-1iD) ¥ 0% ¥
T 2,0, - - ’
8 8g 8q 42 o 42 g 42 &
1 {=1-=1D) («1+iD) §
—4———————+—, 0}, {0, 0, 0, 0, 0, 0, O, O},
8 8 g? 8 g?
{(1”'113) (1+D?)y  (-1-iD)y (L+iD)y¥® (-1+1iD) (1+iD) vy ¥ ¥
- + , 0, 0, = = .
4q* 4q’ 4q* 142 a2 q a2 §
(L-iD) (1+iD)y? 2 y* (-1+iD) (L+iD) ¥y ¥ ¥’ }
) —— + + ’ = = ;s 0,
4qt 4q’ 4qt V2 P 442 ¢ 42 &
(-1-4iD) (1+D?) _-1-iD (1+iD)y? 1 (-1-iD) (-1+1iD) ¥?
{ i = , 0,0, —4—m i
4z o av2 g 4av2 & 8 8’ 8q’
(-1-1iD) (1-iD) ¥y % T
0, - - 2
4v2 o av2 g 4v2 g
1 (-1-iD) (-1+iD) ¥?
—+——————+—,0},{0,0,0,0,0,0,0, 0}
8 8 g? 8 o?
3= Simplify[%]
(1+D0%) (1+D%+? +¥?) i (i+D) (1+D?+q®+vy?) (1-1iD) v (1+D%+q? +¥?)
out[3= {{ ; , 0,0, . 0, p ’
4q a2 @ 4q
i (i+D) (l+D2+q2+]’2)
i 0}, {0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0}, {0, 0, O, O, O, O, O, O},
42 o
i(-i+D) (1+D%+q?+¥?) 1+D%+q?+y? Y (1+D?+q?+¥?)  14D24q?4y?
{- » 0 Da —— . 0, - ' ——. a}s
V2 ¢ 8q 12 3 &q
(l+]‘LD)Y(I+D2+qZ+YZ)
{0, 0,0,0,0,0,0, 0}, { ; ., 0,0,
4q
Y(1+D2+qz+yz) ¥ (1+D2+q2+y2) Y(1+Dz+q2+y2)
- , 0, - = .o}
42 4q av2 &
{ L (3 %D} (1+D2+q2+72) 1+D2+q?+¥? Y(1+D2+q2+72) 1+D?+q?+¥? }
= , 0, 0, , 0, - ’ , 0y
av2 o’ 8q a2 ¢ 8q

{0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 01}
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9.4 PrilogIV - Dobijanje matrice gustine sistema u termodinamickoj
ravnotezi

1 1 ¥ 1
- H = [{o, 0,0, — (1-4i%D), 0,0, — (1-4a%D), o}, {o, 0,—-,0,0,0,0, — (1-1*3)},
2 2 2 2
¥ ¥ 1 ¥
{o, -, 0,0, —,0,0 0}, {- (1+ixD), 0,0, 0, 0, —,0, 0},
2 2 2 2
¥ 1 Y ks
{o,0,-,0,0,00 - (-ixn)}, {o,0,0 =,0 0, =, 0},
2 2 2 2
1 1 1
{-@1+i+pD),0,0,0,0 —,0,0}, {0, —(1+i%D), 0,0, — (L+1%D), 0, 0, 0}}
2 2 2
1
oulft= { 0,0, 0, — (L-iD), 0, 0,
2

1
f 0.0, (1-in}, {o, 0, 0,

(1-iD), o}, {o, 0, —5 0;0;:0;0; % (1-1113)},

o
=]
o

r U Uy

[T N S O Y

¥ b

i (1+iD), 0, 0, 0, 0, —, O, 0}.
2 2

, 0

0,
0, 0, —,
2

{

{0,12{, 0
o0 500
E1‘D)OOOOIOO Oil'DOOE(l‘DOOO
{2(+1,,,,,2,,},{,2(+1),,,2 +1),,,}}

-H
In2}= a = Matrixl’-:xp[—]
T
3= Z = Trla]
4 4D? 4v? e

oul3l- + + +
1+D%+y? 1+D%+y? 14+D%+y? 14D2+y? 1+D%+y?

1 D?
+
2(1+D2+7(2) 2(1+D2+12>

1 D2 ¥2
+ +
4|

1+D2+y2) 4(1+D2+7{2> 4(1+D2+7{2)

Outfdl= 2 e

ns= a/a

In6}= Simplify[%]
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i (i+D)

Va2 ior?

2(1+D%) e V2T t+ylse = ¥?

2

1+D?+vy?

f [ g
-l+e Y271 -l+e V271 -l+e

<

109



9 Prilozi

Vi

i (i+D) |-1+e Ver

V12492

442 [1+e V2r | \J1+D2+y2 41+e Vo (1+D2+12)
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9.5 Prilog V - Problem konkurentnosti

ni- a={{o0, 0, 0, -1}, {0, 0, 1, 0}, {0, 1, 0, 0}, {-1, 0, 0, 0}}

owr {{0, 0, 0, -1}, {0, 0, 1, 0}, {0, 1, O, O}, {-1, O, O, O}}

1+D? ¥? ¥-i#y*D
Inf2]:= (p”)" =— {{—, 0,0, —},
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9 Prilozi
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