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1.UVOD

Pojave vezane za kretanje molekula u nekom molekulskom sistemu opisuju se
transportnim karakteristikama. Jedna od najvaznijih transportnih karakteristika sistema je
koeficijent difuzije.

Difuzija je pojava koja se najlakSe uo€ava kod gasova /1/, 1 koja ima za rezultat
prodiranje (difundovanje) jednog u drugi dva razliita gasa koji su u dodiru. Difuzija se ne
ogranidava samo na gasove, nego se deava i u tefnostima i Evrstim telima. Difuzija je
posledica haotinog molekularnog kretanja, i do nje dolazi uvek kada postoji gradijent
koncentracije odredene molekularne vrste, tj., kada se broj odredenih Cestica po jedinici
zapremine na jednoj strani neke povrine razlikuje od njihovog broja na drugoj
strani.Pojava se moZe opisati kao transport &estica materije (molekula) kroz datu povrsinu.
Do difuzije ée doéi i kada u nekom gasu postoji gradijent temperature, a prema tome 1
gradijent u termalnoj brzini. Treba naglasiti da masena i toplotna difuzija ne dovode do
prenosa mase i toplote, odvojeno, ve¢ istovremeno, mada su pojedini od ovih efekata
dominantni, usled &ega se oni drugi u razmatranjima obi¢no zanemaruju.

Predmet ovog rada je analiza koeficijenta difuzije u maseno heterogenim
strukturama. Pod maseno heterogenim strukturama podrazumevamo strukture sastavljene
od molekula nejednakih masa. Takve supstance su razli¢ite smege, a i Citav niz polimernih
materijala. Kao $to je poznato neravnomerna raspodela masa u strukturi dovodi do
narugavanja translatorne invarijantnosti. Na osnovu ovoga, jasno je da heterogene strukture
ne odrZavaju moment impulsa, pa se ne mogu analizirati poznatim metodama koji se
primenjuju kod translatorno invarijantnih struktura.Teorijska analiza fizi¢kih karakteristika
ovakvih struktura je iz tih razloga znatno oteZana. U tu svrhu Cinjen je niz poku$aja
/2,3,4,5/. Primena statistickih metoda analize omoguéila je pronalaZenje relativno
jednostavnih kriterijuma za procenu fizi¢kih karakteristika materijala sastavljenih od
razli¢itih masa.

Zbog &iroke lepeze moguéih struktura, pa samim tim i primene, polimerni
materijali (sintetitke plastiéne mase i izolacioni materijali, vlakna i prediva, veStatke gume,
smola i adhezivi) predstavljaju za primenu najzanimljivije maseno heterogene strukture.

Tehnika sinteze novih materijala je izuzetno napredovala poslednjih godina.
Kompozitni i polimerni materijali sve eS¢e bivaju sintetizovani od molekula razli¢itih
masa.

Po obimu proizvodnje polimernih materijala u USA su dostigli nivo industrije svih
metala zajedno sa tri puta veéom stopom rasta u poslednjih trideset godina /6/. Njihova
velika prednost je mala specifina teZina i relativno niska cena. U poslednjoj deceniji
ostvaren je spektakularni prodor u industriji polimera pronalascima, razvojem i masovnom
prizvodnjom veoma jakih, stabilnih i trajnih kompozitnih plastiénih masa, visoko elasti¢nih




elastomera i biokompatibilnih materijala, a ve¢ je na pomolu nova tehnologka revolucija u
elektrotehnici.

U prvom delu ovog rada bi¢e izraCunate mikroteorijske vrednosti koeficijenta
difuzije u strukturama sa neravnomernom raspodelom masa. Kori§¢enjem metoda Grinovih
funkcija i metoda translatornih operatora, bi¢e ispitani zakoni disperzije fononskih
pobudenja u jednodimenzionalnim maseno heterogenim strukturama.

Drugi deo rada bi¢e posveéen nalazenju makroskopskih vrednosti koeficijenta
difuzije u visokotemperaturskoj aproksimaciji, primenom statistickog metoda dinamicke
raspodele masa.U ovom delu rada biée traZene i vrednosti koeficijenta difuzije na niskim
temperaturama pri kontinualnoj i diskretnoj raspodeli masa.

U tre¢em delu nave$éemo eksperimentalne potvrde za koeficijent difuzije dobijen
u okviru navedene teorije. Bi¢e pokazano da se i eksperimentalno dobijene vrednosti za
koeficijent difuzije ponasaju na isti na¢in u zavisnosti od temperature kao i u teoriji.




2. MIKROTEORIJSKE VREDNOSTI KOEF ICIJENTA
DIFUZIJE

Teorijski metodi analize koji ée ovde biti primenjeni za ispitivanje koeficijenta
difuzije maseno heterogenih struktura, kao osnovne transportne karakteristike, sastoje se od
metoda Grinovih funkcija /7/, i metoda translatornih operatora.Bie razmatrana
mikroteorija koeficijenta difuzije fononskog gasa u posmatranoj strukturi.

Ako mase molekula zavise od njihovog poloZaja n, onda se Hamiltonijan
mehanickih oscilacija ovakve strukture zapisuje u obliku:

2 (2.1)

H=22’j& +Z§(un ~u,,)

U ovom izrazu M, su molekulske mase, u, su molekulski pomeraji, ¢-Hukova
konstanta elasti¢nosti i p,=M,ui, su molekulski impulsi.
Koeficijent difuzije posmatranog sistema biée odreden kao apsolutna vrednost
statisticke srednje vrednosti:
2.2.
D, = <u" 029 (°)> o
M

n

Da bi se odredila srednja vrednost koja figuride u (2.2.) biée analizirana
dvovremenska Grinova funkcija:

(2.3)
L.@)= B(t)<[%’;[ﬂ,un (O)D = << Ai" U >>

gde je &) - Hevisajdova step funkcija.
Jednacine kretanja za operatore p i u su:

2.4.
pn =—'];[pn’H]= c(un+l +un—1 —Zu”) ( )
l
2.5.
i, =—[u,, H]= £z -
ih M

Ako se (2.3.) diferencira po vremenu i iskoriste jednadine kretanja (2.4.) 1 (2.5.) posle
Furije transformacije vreme - frekvencija, dobija se slede¢a jednagina:



—ial, (w)=- Sy c [((unﬂlum))w . ((un-l um»w ] (2.6

M, M,

4a)), =2

gde je &,» - Kronekerov simbol.
Sada se mora ispitati Grinova funkcija:

G (6) = (1)1, (00,14, O)]) = ({21, 1)) @7)
Analognim postupkom kao i kod funkcije I" dobijamo:

-6, () = -io({u,

) =T, (@) (2:8)

Kombinovanjem (2.8.) i (2.6.) dobija se jednacina za odredivanje funkcije I":

2

(@)-2T, (@) +2-M T, (0)= ho 5
c 27 ¢

Lram(@)+T (22)

n—-l,m
Ovu diferencijalnu jednacinu reSavamo primenom translatornih operatora sa osobinom:

ASm) = f+l), (F) =00 8 =1 (2.10.)

Na osnovu ovoga diferencijalnu jednacinu (2.9.) piSemo kao:

n 2 2.11.
(F+2 11, T, @) =225, &1
c 27 ¢

gde je:

J=1+,7,-2 (2.12)

a promenljiva masa M, se tretira kao multiplikativni operator. Ako iskoristimo identitet:
2 > c .
T+—M, = —M”(1+—§-M;' ,,T)
c c @

onda je inverzni operator operatoru sa leve strane jednakosti dat slede¢im izrazom:



L w0t o) c o rq ) mgCc  C e Y (AN
(,,T*‘—C—M,.J =(1+;2-Mn ,.T) M, 52—=“5'Z(—1) (Zz_j (M,,l,.T)M,.l

Na osnovu ovoga reSenje jednacine (2.11.) je:

h 1 ~ ~ A 2 ~ A A A A 2-14.
r’""(a)) =———_(M"-l ——_C_E-Mn_l nTM;l +£7M;1 nTM;I nT ;1 _"'Janm ( )
@ ()

2r w

Prilikom izratunavanja funkcije I" bice uzeta samo prva tri ¢lana reda (2.14.). U
dobijenom rezultatu posmatramo samo lanove sa n = m, gde se dobija:

i w’ (2.15)
I (w)=—
(@) 27:Q"a)“—2aco2—,82
gde je:
2 (2.16.)
Qn=_h;a=L;ﬂ2=c 1+1
an Mn Mn Mn+l Mn-l

Dalje se funkcija (2.15.) rastavi na proste razlomke i na svaki ¢lan primeni
teorema o spektralnoj intenzivnosti Grinove funkcije (2.3.). Sumiranjem ¢lanova dobijenih
na opisani naéin nalazi se da je:

<un(0)p"(0)>=_gn_= h

M, 2 oM,
odakle sledi na osnovu (2.2.):
| 2.17.
D, = i (2.17.)
2M

n

Dobijeni izraz predstavlja mikroskopsku vrednost koeficijenta difuzije.

Kao $to se vidi koeficijent difuzije fononskog gasa, radunat u okviru izloZene
mikroteorije, ne zavisi od temperature, ali zavisi od raspodele masa M,, tj. koeficijent
difuzije se menja od tatke do tatke u strukturi.



3. MAKROSKOPSKE VREDNOSTI KOEFICIJENTA
DIFUZIJE

Dobijena mikroteorijska vrednost koeficijenta difuzije (2.17.) ne moZe biti
podvrgnuta direktnim eksperimentalnim merenjima, pa kao takva nema mnogo znadaja za
neposrednu primenu. Da bi dobili eksperimentalno merljivu vrednost koeficijenta difuzije
(makroskopska vrednost koeficijenta difuzije) iskoristiéemo statisticke metode analize, koji
daju verovatnoéu raspodela masa u heterogenim strukturama. Kombinacijom ovih
statistiCkih metoda 1 metoda mikroteorijske analize moZe se dobiti srednja vrednost
koeficijenta difuzije, odnosno njegova makroskopska vrednost /8/.

Novi metod analize maseno heterogenih struktura, bazira se na probabilisti¢ko-
statisti¢kim razmatranjima. Ovo je potrebno zbog toga 3to su heterogene strukture, koje se
mogu nazvati i strukture sa naruSenom simetrijom, translatorno neinvarijantne, pa ih nije
moguce analizirati poznatim metodama koje se koriste u uredenim strukturama (npr. kod
kristala). Ovde se analizira takva heterogena struktura koja se sastoji od molekula razli¢itih
masa, a koji se, po pretpostavci, nalaze na istim rastojanjima. Za to je potrebno naci
najverovatniju raspodelu masa, i tada se za fizicke karakteristike zavisne od mase mogu
na¢i njihove srednje (ogekivane) vrednosti.

Ovaj statistitki metod /2/ analize se sastoji iz dva dela. Prvi deo se odnosi na
stohasti¢ku raspodelu masa, koja je bazirana na uslovu odrZanja mase i ukupnog broja
molekula. Drugi deo metode je dinami€ka raspodela masa koja se bazira na uslovu odrzanja
ukupne energije i ukupnog broja molekula. Pri ovome se podrazumeva odrZanje ukupne
oscilatorne energije heterogene strukture.



3.1. METODI TEORIJSKE ANALIZE

Stohasti¢ka raspodela mase

Posmatra se sme$a sa N molekula. Ukupna masa smeSe je . Mase molekula su
medusobno razli¢ite, ali se svaka od njih moZe predstaviti kao celobrojni umnozak neke

elementarne mase mp. OCigledno je da je mgp blisko atomskoj jedinici mase
(m, =1.67x 107 kg) . Na osnovu ovoga molekulske mase M, se mogu predstaviti kao:

M,=vm,; v=123,.v .. (3.1.1)

Gornja granica indeksa v (Ve odreduje se na osnovu grani¢ne pretpostavke da
cela posmatrana struktura pretstavlja jedan jedini gigantski molekul sa masom /.

vy =ty (3.1.2)

max
m,

Broj molekula sa masom M, biée oznalen sa N,. S obzirom na ovo vazi slede¢a
relacija:

3.13.
2N M, =p G4

v=l

Takode vaZi relacija:

Vmax (3-1-4-)

Pre dalje analize pogodno je uvesti takvu masu M koja se N puta sadrzi u ukupnoj
masi strukture x. Znaci:

3.1.5.
M, = -]’\‘7 (3.1.5)

Iz dobijenog izraza se vidi da Mo, na izvestan nadin, predstavlja aritmeticku
sredinu molekulskih masa koje su zastupljene u heterogenoj smesi.

Stohastitka raspodela masa za opisani slucaj traZice se metodama statistiCke
fizike, a to znadi da treba formirati statistitku verovatnoéu sistema molekula, koja
predstavlja broj mikrostanja kojima se opisuje makrostanje. Koriste¢i Stirlingovu formulu
statisti¢ka verovatnocéa se moZe pisati kao :



N! N" (3.1.6.)

S obzirom na uslove odrZanja (3.1.3.) 1 (3.1.4.) treba formirati funkcional:

3.1.7.
O=InP-aN-fu=NN-) (N,InN, +aN, + SN, M,) G.1.7)

y=1

varirati ga po N, i varijaciju izjednaciti sa nulom. Tako se dobija najverovatnija rasprodela
mase. LagranZeovi mnoZitelji &1 f naknadno se odreduju iz (3.1.3.) 1 (3.1.4.).
Kada se varijacija @ izjednaci sa nulom dobijemo:

N, =g @ (3.1.8))

v

Kada (3.1.8.) uvrstimo u (3.1.4.) dobijemo:

N (3.1.9)

Da bi se odredio koeficijent £ vrednost N, iz (3.1.9.) uvrStavamo u (3.1.3.), tako da
se dobija:

d . tes (3.1.10.)

Na ovom mestu upotrebi¢emo kontinualnu aproksimaciju:

(3.1.11)

M, > M; fawde
0

v=l

Ovde je M kontinualna varijabla koja se menja u intervalu [0,:0). Na osnovu
(3.1.11.) relacija (3.1.10.) postaje:

4 fe™am =-m,
ap 3

odakle sledi vrednost LagranZeovog mnoZitelja f:



1 (3.1.12)

Ako se Buvrsti u (3.1.9.) i u dobijenom izrazu izvrsi kontinualna aproksimacija
(3.1.11.) dobija se verovatnoca raspodele masa u obliku:

| M e (3.1.13)
W)= e Mo [wyam =1
0 0

Najverovatniju masu posmatranog sistema dobijamo kao matematiCko ocekivanje
mase M po verovatnoéama W(M), tj. :

. 3.1.14.
Mg = [MW@M)dM =M, =% ( )
0

Kao §to se vidi ako se problem raspodele masa razmatra ¢isto stohasti¢ki, Sto znaci
bez uvodenja bilo kakvih karakteristika sistema u rafun, onda je najverovatnija masa Ms
upravo jednaka masi My, koja predstavlja koli¢nik ukupne mase sistema i broja molekula u
sistemu. Ovaj rezultat bi¢e dalje koris¢en da bi se odredila realna dinamicka raspodela masa
posmatranog heterogenog sistema.

Na kraju ovog dela korisno je prokomentarisati rezultat (3.1.14.). On je dobijen na
bazi &istog probabilisti€kog pristupa (bez ukljudivanja dinamickih parametara) pa zahteva
objasnjenja koja bi ga blize povezala sa realnod¢u. U tom cilju vr§imo slede¢i misaoni
eksperiment. Iz rezervoara molekula u kome su zastupljene sve mase u beskonacno
velikom broju, izvlaée se veoma veliki broj puta uzorci mase u sa brojem molekula N, pa se
prebrojava koliko kojih molekula ima u kom uzorku. Srednji rezultat ovog velikog broja
merenja (prema dobijenom rezultatu (3.1.14.)) bio bi slede¢i: najve¢i broj uzoraka
sastavljen je od molekula pribliZno jednakih masa veli¢ine /N. Ovaj stohasticki rezultat
odgovara onome $to sreCemo u prirodi, a to je da je najveéi broj prirodnih sistema
obrazovan od molekula jednakih masa (kristali, mnogi gasovi...).

Dinamicka raspodela masa

Pretpostavi¢emo da heterogena smesa koja je stohasticki analizirana u prethodnom
paragrafu predstavlja &vrstu supstancu koja ne poseduje osobinu translatorne
invarijantnosti, pa se ne mozZe tretirati metodama teorije kristala. Sa druge strane svaki od
molekula &vrste supstance ima svoj ravnoteZni poloZaj koji je dobio na osnovu neke
ulozene energije Ac = kp Tc, koja ga je udvrstila u tom polozaju. Molekul osciluje oko svog
ravnoteZnog poloZaja i kao takav predstavlja linearni oscilator. Posto se, kako je ve
naglageno, sistem ne moZe analizirati metodama teorije translatorno invarijantnih struktura
ovde ée biti analiziran statisticki.

Pre nego §to predemo na dalju analizu definisaemo modelnu energiju molekula.
Posto molekul osciluje njegova oscilatorna energija je:



a4, +u,’Q,’ (3.1.15.)

Eoscsz >

gde je u- molekulski pomeraj, a Q frekvencija oscilatora.

.2 2
: . . W +u,Q .
U okviru modela koji se predlaze veli¢ina —V—z—-"— zamenjuje se kvadratom

2

brzine stvaranja supstance, koja se statisticki posmatrano moZe predstaviti kao odnos
ukupne energije utroSene za stvaranje ¢vrste supstance Q¢ = N6 1 ukupne mase supstance
U, koja se stohasticki posmatrano, a prema rezultatima prethodnog paragrafa moZe
predstaviti kao x4 = NMs. Znaci:

a,’+u,'Q° Q. 6. (3.1.16.)

Smatrajué¢i da molekul mase M, moZe da zauzme na razli¢itim temperaturama
takve nivoe energije, koji predstavljaju celobrojni umnozak veli¢ine M,8-/M;s za modelnu
energiju oscilatora dalje koristimo izraz:

6 3.1.17.
Eosc > Ey =M, €k k=0123,.. ( )

N

Broj molekula koji poseduje energiju E, oznaCiemo sa n,. PoSto je broj
molekula mase M, jednak N, , vaZi:

> ng=N, (3.1.18.)
k

Ukupnu unutradnju energiju podsistema koji sadinjavaju molekuli mase M,,
oznaciéemo sa:

U, =Y E.n, ’ (3.1.19)
k

Statisti¢ka verovatnoda podsistema molekula mase M, data je sa:

p o N (3.1.20.)

|4
|4 ny
[T~ Tl
k- . k

Najverovatniju raspodelu molekula dobijamo variranjem funkcionala:

cDv =1an _ava —yUV =Nv lan —Z(nvk lnnvk +avnvk +yEvknvk) (3121)
k

10



gde su « 1 yLagranZeovi mnoZitelji. Tako nalazimo:

n, = o~ (@D g (3.1.22)
Ako se (3.1.22.) uvrsti u (3.1.18.) dobija se:
;’V_v': W, = e_,gc%;_)e_yac%_k (3.1.23)
Lagranzeov mnoZitelj ypredstavlja reciproénu vrednost temperature, tj. :
y=l= 1 (3.1.24.)
6 k,T

Kada izraz (3.1.24.) uvrstimo u (3.1.23.) dolazimo do sledeéeg izraza, koji
karakteriSe verovatno¢u da molekul mase M, na temperaturi €ima energiju £

bcM, oM (3.1.25.)

n e vy
_vIc:WVk =(1_e 9Ms)e g Mg

N

v

Kao i u prethodnom paragrafu pre¢i¢emo na kontinualne varijable: |

M. M
- ——=); 0,
M, M, ° yelo.)

k—>x, xe [O,oo)
Wi >W(y,x)

(3.1.26.)

pa formula (3.1.25.) postaje:

b, b (3.1.27))
W(y,x)=(1l-¢ ® )e °

Ako se uzme da je:

(3.1.28.)
H_C <<1
g

za verovatnoéu dobijamo pribliZan izraz:

o (3.1.29)

—=xy

me=%w9

11



Varijabla x odredice se iz uslova normiranja:

- (3.1.30.)
[ y)dy =1

a s obzirom na (3.1.29.):

2 T (3.1.31.)
X= |[— = [e—
Vo VT

Na osnovu ovoga kona¢ni oblik dinamicke raspodele masa je:

&, M (3.1.32)

T
W(y)=7cye T Y=o
A

Kao §to se vidi, verovatnoca zavisi od temperature. Kako je ova vrednost dobijena
. . ... 0 : . . ey
u visokotemperaturskoj aproksimaciji (—ec- <<1), jasno je da se odnosi na opseg visih 1

visokih temperatura.

12



3.2. VREDNOSTI KOEFICIJENTA DIFUZIJE
NA VISOKIM TEMPERATURAMA

Dobijeni izraz za verovatno¢u (3.1.32.) koji predstavlja raspodelu masa na visim i
visokim temperaturama bice iskori¢en da se nade srednja vrednost koeficijenta difuzije.
Trazi se makroskopska vrednost koeficijenta difuzije koja Ce o€igledno zavisiti od
temperature.

Da bi se naSao makroskopski koeficijent difuzije maseno heterogene strukture,
iskoristi¢emo izraz za koeficijent difuzije fononskog gasa (2.17.) koji treba usrednjiti po
verovatnotama (3.1.32.). Prethodno treba pre¢i na kontinuum u formuli (2.17.):

M,—>M; D, —>DM) (3.2.1)
tako da formula (2.17.) postaje:

A 1 Nl (3.2.2)

5]\7=2Msy 2uy

D(M) =

Makroskopski koeficijent difuzije je matemati¢ko ocekivanje veli¢ine D(M)
po verovatnoéama W(y), §to se, s obzirom na (1.32.) 1 (2.19.) svodi na:

_ ® NaT. ¢ -nj% (3.2.3)
D(T) = [DMW (y)dy ==—=% [e J:dy

; 2u T
odakle je konacdan rezultat za srednju vrednost koeficijenta difuzije:

Na [T, (3.2.4)

D(T) 2\ T
Vidi se da srednja vrednost koeficijenta difuzije zavisi od temperature. Ova
vrednost se odnosi na vise i visoke temperature. Sa porastom temperature opada
makroskopska vrednost koeficijenta difuzije, po zakonu n V2
Koristeéi izraz za verovatnoéu (3.1.32.) moguée je odrediti srednje vrednosti
gotovo svih dinamickih karakteristika sistema koje zavise od mase.
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3.3. VREDNOSTI KOEFICIJENTA DIFUZIJE
NA NISKIM TEMPERATURAMA

U delu 3.2. je na osnovu datog modela raspodele masa izralunat koeficijent
difuzije, koji je na zadovoljavajuéi nalin opisivao ponasanje difuzionih karakteristika u
heterogenim strukturama, na visokim temperaturama.Kako je od velikog prakti¢nog
znaCaja i pona$anje polimernih i kompozitnih materijala kao i drugih heterogenih struktura
na niskim temperaturama, ovde ée biti izneti relativno jednostavni kriterijumi za procenu
difuzionih karakteristika ovakvih struktura u kontinualnoj i diskretnoj slici.

Kontinualna raspodela masa

Model kontinualne raspodele masa koji ée biti izloZen, trebalo bi ne samo da pruzi
adekvatan opis na niskim temperaturama, ve¢ i da omoguéi procenu transportnih
karakteristika i na visokim temperaturama.

Opseg temperatura na kojima ¢e se vrditi analiza je od apsolutne nule do
Debajevskih temperatura (150 K).

Polefemo od energije vezanih oscilatora, da bi formulisali model. Ona je data sa:

E(k) = hvk (3.3.1)

gde je k- talasni vektor, v- brzina zvuka koja je data kao:vzaT/%, ¢y je Hukova

konstanta, a je konstanta reSetke i M masa molekula.

Ako se sistem sastoji od Cestica razli¢itih masa, onda energetski nivoi prakti¢no
zavise 1 od k£ i od M. Da bismo odredili zavisnost energije od mase, zanemari¢emo
disperziju, 1 kao modelnu energiju uzeCemo srednju vrednost energije (3.3.1.), po
Debajevskoj sferi:

oo (3.3.2)
E,, ., =hvk; E—Id;l;k—‘;[dkk ER
vor = ek —dekkz 4

V]

gde je kp -Debajevski talasni vektor.

o . 3
Ova aproksimacija odgovara niskim temperaturama, jer vrednost Zkb odgovara

temperaturama reda 100 K. )
Posto su u heterogenim strukturama mase razli€ite, nivoi energije po kojima se

redaju molekuli su:

14



E, = c_. czgh‘/g (333)

gde je priblizno uzeto da je kpa~1u .
Ako posmatramo skup od N molekula razli¢itih masa, od kojih »; molekula ima
masu M;, verovatnoéa njihovog nalaZenja moZe se napisati u obliku:

P N! NY (3.3.4)
T NJIN,LNLN, TN

Zakoni odrZanja broja Cestica i energije su:

N =Y N, =const. (3.3.5)

u=) N, =const. (3.3.6.)

Najverovatniju raspodelu dobi¢emo izjedna¢avajuéi sa nulom varijaciju funkcije:
O=InP-aN - fu (3.3.7)

gde su ai B LagranZeovi mnoZitelji, pa je rezultat:

N, =e @D P (3.3.8)

H

Na osnovu (3.3.5.) poslednja formula se moZe napisati kao:

1 (3.3.9)

Ne % c _1_
0 k,T

5i=\/ﬁi; B=

odakle je verovatnoa da u eksperimentu registrujemo molekul mase A; sa energijom &
data sa:

N. =

: Z e"ﬂfi >

i

~ps (3.3.10.)

Njena vrednost u kontinualnoj aproksimaciji, gde ¢emo smatrati da se mase menjaju od
minimalne vrednosti My do maksimalne M)y, iznosi:
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et (3.3.11)

Da bi se dobijeni izraz za verovatnoé¢u mogao koristiti za izratunavanje difuzionog
koeficijenta na niskim temperaturama, potrebno je izvrSiti aproksimaciju, jer osnovnu

const.

c 1
poteSkocu u proradunu ¢ini funkcija: e 6iM = ¢ YM  Potrebno je funkciju L u

N

(3.3.11.) aproksimirati linearnom funkcijom (trapezno pravilo):

3 3
L p—aM: a= M, =M, 1 b My =My 1
— E] - M ’ - M
M M, M, 74“ —1] ° ‘/MMMO(T/[M —1j °
0 0

Koristeéi krajnje tacke intervala My i M), dolazi se do aproksimacije:

3 3 1 1
L oot 1 Mi-Mi M (3.3.12)

B M M
M MMMO(—AA%"L—IJ ° ,/MMMO(A;[M —1j °

0 0

Zamenom (3.3.12.) u (3.3.11.) dobija se:

P (3.3.13.)

My

M,
Idxeﬂon
1

W =

ovde je uzeto:

E,=c

1 1 1 1
M,2:-M; 3 M,2-M,: ] _—A_l_; XE(].,MMJ

IY; ——S'h CH M N —-M
,/MMMO(MM —1j M, M, #—1] °
0

0

Formula (3.3.13.) predstavlja pribliZanu formulu za verovatnocu, na osnovu koje se

' . . . 1 . oy . :
moZe naéi srednja vrednost reciproCne mase, u koja figurie u formuli za srednju

- h
dnost koeficijenta difuzije, D = —.
vrednost koeficij j i

16



Srednju vrednost reciprocne mase u kontinualnoj aproksimaciji ratuna¢emo po
formuli:

y | (3.3.14)

Odavde se pri My<<M), dobija da reciprona masa raste sa temperaturom:

M, 6 (3.3.15.)

Moze se zaklju¢iti, da na niskim temperaturama u kontinualnoj aproksimaciji,
makroskopski koeficijent difuzije raste sa temperaturom. Ovo ponaSanje je obrnuto
pona$anju na visokim temperaturama.

Diskretna raspodela masa

Poito se posmatra difuzioni proces, odnosno koeficijent difuzije u heterogenim
strukturama u domenu niskih temperatura, u skladu s tim bi¢e formulisan teorijski model
diskretne raspodele masa.

Kao modelnu energiju koristiéemo energiju sistema vezanih oscilatora, usrednjenu

po Debajevskoj sferi. Kao §to je poznato, Debajevskom impulsu 7%k, odgovaraju
temperature reda 150 K. Ta energija je:

3.3.16.
E\op =%hka ( )

Ako se pretpostavi da su mase date kao celobrojni umnoZak mase protona mo,
odnosno:

(3.3.17)
M, =nmy; n=12,...,.N

17



tada je modelna energija:

]

L 3, [c (3.3.18))

Eyop > E,=Eqn? E,==h|-*%
8 \\m,

Znadi, opsta teorija se pravi na bazi sukcesivnog porasta masa.
Posmatra se sistem od S molekula. Broj molekula sa masom M, je S,, pa je
statisti¢ka verovatnoca sistema data sa:

1 s
p=_St . 3 | (3.3.19.)
HSII! HSnS"
n=1 n=1
Zakoni odrZanja broja estica 1 energije su:
N
>'S, =S = const. (3.3.20.)

n=l1

= 3.3.21.
ZE"S,, = U,y = CONSt. ( )

n=l

Kao §to je poznato, najverovatnija raspodela dobija se variranjem funkcionala:

N
O=InP-aS-fu=SnS-Y (S, nS, +aS, + fE,S,)

n=1
i izjednadavanjem njegove varijacije sa nulom, dobija se da je:

S =g @D (3.3.22)

Ako se (3.3.22.) zameni u (3.3.20.) dobija se:

S P 1 (3.3.23)

1
=W = ; =—
s - F=o=%r

n=1

Otezavajuéa okolnost u izradunavanju verovatnoce leZi u izrazu za E,, gde figuriSe

—j—: , §to jako oteZava proradun. Zbog toga ¢emo koristiti trapezno pravilo, tj., funkciju :/—_—
n n

aproksimirati linearnom funkcijom:
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 b—an (3.3.24)

L
7

Koeficijenti a 1 b se nalaze iz uslova:

b—aN =——; b-a=1
JN
odakle sledi:
Q= 1 b=1+a (3.3.25)

JIN{+JN

Ako se (3.3.25.) zameni u (3.3.23.) dobija se slededi izraz za verovatnocu:

" (3.3.26))
N ’ - 0
Zenz

n=1

W =

n

Izraz za energiju postaje:

1 (3.3.27)
E,=E;n 2 =E,(1+a)-E,an

Za odredivanje srednje vrednosti koeficijenta difuzije [5 =E%) u diskretnoj

aproksimaciji, potrebno je naéi srednju vrednost reciprone mase, %[— , pomocu
verovatnoce (3.3.26.).

Recipro¢na vrednost mase (M=nm) posmatranog sistema je:

3.3.28.

M mpn mg Nnn om,

Srednja reciproéna masa raduna se po formuli:

T N N N (3.3.29)

1. —1—|:Z(a +1)*W, —2a(l+a)y nW, + aZZnZW":l
M my | n=t n=i n=1

i dobija se vrednost:
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1 Nz z
.—.-——{1—a2—2a(a+l)( Ne” __e ]+ (3.3.30)
m,

1
M eNz_l e’ -1

+a2 NzeNz . ez . e(N+l)z _ (2N+1)€Nz
e™ —1 (ez _1)2 (ez —1)2(eNz _1) (ez _1Xe/vz _1)

Grafik zavisnosti recipro¢ne mase od temperature dat je na slici 1.

™ T

ot
kel N=2

410% |

310% b

210% |

1.10% |

1 L i n | Il i L I A L 1 [ L L L |

0 20 40 60 80 100 T[K]

Slika 1. (Zavisnost inverzne mase od temperature)

Za =0 imamo:

1 (3.3.31)
Nm,

1
—(6=0)=

Na osnovu (3.3.31.) srednja vrednost koeficijenta difuzije u diskretnoj aproksimaciji

je:
Nz z
D‘:—l=h=-fi—1-{l—a2—2a(a+1)( Ne ¢ J+ (33.32)
2M 2 m, e -1 e -1
+a2 NZeNz . e’ . e(N+l)z _ (2N+1)6Nz
e —1 (ez _1)2 (ez __1)2 (eN’ _1) (ez _IXeNz _1)
odnosno:
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2h

m,

(3.3.33.)

Kao $to se vidi iz formule (3.3.30.), recipro¢na masa, pa samim tim i koeficijent
difuzije (3.3.32.), rastu sa porastom temperature. Za veci broj razli¢itih masa koeficijent
difuzije ima niZu vrednost.
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4. EKSPERIMENTALNE POTVRDE DOBIJENIH TEORIJSKIH
REZULTATA ZA KOEFICIJENT DIFUZIJE

Dobijene teorijske vrednosti za koeficijent difuzije kod heterogenih struktura
odraZavaju njegovu zavisnost od temperature. Pokazano je da koeficijent difuzije na visim i
visokim temperaturama opada po zakonu "T¥2" dok na niskim temperaturama raste sa
porastom temperature. To je posebno znafajno ako se uzme u obzir Siroka primena
polimernih materijala.

U nizu eksperimentalnih radova je prikazana zavisnost koeficijenta difuzije od
temperature za razli¢ita agregatna stanja polimera. Kako je predmet nasih teorijskih analiza
bila maseno heterogena struktura, to ¢e za predmet poredenja biti najpogodnija polimerna
supstanca. ZapaZa se, u eksperimentalnim radovima, da na niskim temperaturama
koeficijent difuzije raste sa porastom temperature, dok na vidim i visokim opada.

U radu /9/ je pokazano kako se koeficijent difuzije ponaSa sa porastom
temperature, u temperaturnom intervalu 0 - 200°C, slika 2:

Matrix: PEP-PEE 2 ]
0 Tracer: PEP-PEE 2 2
10" -
w , s, -
S~ .
NE 10" L’ /
o 4
d 10"
10"k
— WLF i
14 2
L A Deep.pee X(M/M;)
0 T 50 — .100l 1150‘ B ‘200I B ‘250

T°C
Slika 2. (Zavisnost difuzije u PEP — PEE od temperature (puni kruZi¢i))
Ispitivanja su vrSena na poli-(etilenpropilen)-poli(etilenetilen)(PEP-PEE) blok

kopolimeru. Primeéen je rast koeficijenta difuzije do 150°C. Posle toga dolazi do
stagnacije, a moguce , i do opadanja koeficijenta difuzije sa porastom temperature.
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Kao 3to se vidi sa slike 3. u intervalu 56 — 90°C koeficijent difuzije opada sa
porastom temperature.

15

/

fa

N

//

D(cm®/s)x10™

~~ D,
N
O O\
v.
~
[ ]
- 0>
5 -
L | 1
- 50 70 90

Slika 3. (Koeficijent difuzije u zavisnosti od temperature anelacije Ta za razna
vremena snimanja)

U radu /11/ ispitano je ponasanje koeficijenta difuzije kod PET (polietilen
tereftalat) filma u veoma irokom temperaturnom opsegu (-200 — 200°C), slika 4.

1.6 T T T
[o]
R

1.4 M%%%
a
= M

A ?
1.0 ; % 1
[o]
0.8 Ac

-200 100 0 100 200

Temperature (°C)

Slika 4. (Temperaturna zavisnost difuzije kod PET filma)
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Ovde treba istaéi da je merenje vr§eno metodom fle§ radiometrije. Ova metoda
koristi nove i veoma precizne tehnike, posebno za analizu ¢vrstih polimernih supstanci.

Sa slike 4. se vidi ova preciznost merenja i posebno se ukazuje na viestruke
promene u ponasanju analiziranog polimera (PET film) u zavisnosti od temperature.
Koeficijent difuzije opada sa porastom temperature do 165°C, tako 3to u tom intervalu ima
pregibe na 82°C, 130°C i 165°C. Tatka A sa slike 4. odgovara temperaturi prelaza u
staklasto stanje. Tacka B bi mogla da predstavlja pocetak kristalizacije, koja se javlja usled
kretanja molekula. Porast difuzije podinje od tatke C i nastaje usled povecanja
kristalizacije.

Primer opadanja koeficijenta difuzije sa temperaturom po zakonu "1/T" dat je u
radu /12/ i odnosi se na tripletne eksitone u antracenu. Temperatura se menja od 100 -
400°C.

Ovi primeri predstavljaju najznadajnije eksperimentalne rezultate o ponaSanju
koeficijenta difuzije. Navedeni eksperimentalni rezultati su u gotovo idealnom slaganju sa
rezultatima dobijenim primenom statisti€kih metoda, gde je pokazano kako se koeficijent
difuzije menja sa temperaturom.

Veliki interes za teorijske i eksperimentalne vrednosti koeficijenta difuzije leZi u
neophodnosti njegovog poznavanja, u prvom redu radi lak$eg objasnjenja razli€itih
tehnologkih operacija, potom u nuklearnoj tehnici, gde se koriste razlike u brzini difuzije za
izdvajanje izotopa. Posebno je zna¢ajno poznavanje koeficijenta difuzije u hemodijalizi kod
polupropustljivih membrana.
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5. ZAKLJUCAK

Teorijska analiza transportnih karakteristika, tj. koeficijenta difuzije u maseno
heterogenim strukturama, izvrSena je kombinovanom metodom (mikroteorijska analiza
metodom Grinovih funkcija i statisti€ko usrednjavanje po dinamickoj raspodeli masa).

Pokazano je da vrednost koeficijenta difuzije na visokim i vidim temperaturama
opada sa porastom temperature po zakonu »T12v 'S obzirom na &injenicu da se dobijeni
rezultati dobro slaZu sa empirijskim podacima, moZe se smatrati da predloZeni metod moze
naéi $iru primenu u teorijskim ispitivanjima i drugih fizickih karakteristika maseno
heterogenih struktura.

Dobijeni rezultati za koeficijent difuzije na niskim temperaturama pokazali su da
vrednost koeficijenta difuzije raste sa porastom temperature. Kontinualna aproksimacija je
dovela do rezultata koji su kompatibilni sa nizom eksperimentalnih podataka. Ovde treba
posebno ista¢i ¢injenicu da srednja masa zavisi od temperature, mada to na prvi pogled
zvui paradoksalno. Zavisnost srednje mase od temperature treba shvatiti kao posledicu
&injenice da na razliitim temperaturama u fizi¢kim procesima dominiraju razliite mase.
Tako na primer na T=0 K je dominantna najveéa masa, jer njoj odgovara najnizi nivo
energije koji je najbolje popunjen. Sa porastom temperature postaju aktuelni visi energetski
nivoi koji odgovaraju ne$to manjim masama. Diskretna analiza sistema sa heterogenim
masama pruzila je adekvatan opis koeficijenta difuzije na niskim temperaturama. Ova
analiza moZe se koristiti za procenu teorijskih vrednosti koeficijenta difuzije i na visokim
temperaturama. Kori§éena je statisti¢ka analiza sistema u oblasti temeratura od T=0 K do
Debajevskih temperatura T~150 K. Ispostavilo se, poredenjem sa eksperimentom, da se
interval temperature moZe povedati i do 400 K. Opsta teorija pravljena je na bazi
sukcesivnog porasta masa (My=nmy) i dala je dobre rezultate za koeficijent difuzije, koji
raste sa porastom temperature.
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