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1.0VOD

Opsti cilj ovog rada je istrazivanje fononskih spektara u idealnim, ali konaénim
strukturama, dakle u strukturama bez narusenja translacione simetrije ali uz pri-
sustvo grani¢nih povrsina tog sistema.

A zasto se ispituju bas fononi?

Analogno fotonu koji je kvant energije elektromagnetnog talasa uvodi se fonon
kao kvant energije vibracija kristalne resetke ili elasti¢nog talasa. Zvuéni talasi u
kristalima su "sastavljeni” od fonona. Toplotne vibracije u kristalima su toplotno
pobudjeni (kreirani) fononi - analogno toplotno pobudjenim fotonima elektro-
magnetnog zracenja crnog tela. Nikakav eksperiment, direktno analogan foto-
elektri¢nom, nije do sada izveden sa fononima. Fotoelektriéni efekat ne potvrduje
da je foton cestica, ve¢ pokazuje da elektromagnetno polje visi razmenu energije
sa drugim sistemima u nedeljivim elementarnim iznosima hw. Ovo pokazuje da
se energija elektromagnetnog polja kvantuje. Ovakvo isto razmatranje vazi i za
elasti¢ne talase - fonone, tj. 1 oni su kvantovani. .

Fononi su osnovna pobudenja u kristalu, oni su uvek prisutni podsistem bez
obzira da li se radi o elektronima, eksitonima, feroelektri¢nim pobudenjima ili
nekom drugom tipu elementarne eksitacije kao glavnom nosiocu mehanizama koji
"proizvode” odredene fizicke osobine, pojave i efekte u kristalu. Takode, fononi kao
podsistem se lako termalno pobuduju, pa su ve¢ sa malim porastom tempe-rature
iznad OIS oni prisutni.

Pojam fonona se uvodi prilikom kvantnomehani¢kih analiza linearnog oscila-
tora. Energija linearnog oscilatora ima oblik:

1
En=(n+§)hw; n=20,1,2, ...

a priraStaj energije pri prelasku iz stanja n u stanje n 4 1 iznosi:
En+l - En = hw
Ovaj kvant pobudenja linearnog oscilatora, ¢ija energija iznosi hw, naziva se -

fononom. Energija fonona zavisi od'mase M oscilatora i konstante C' koja karak-
terie elasti¢nu silu oscilatora tj.

hw = hy/— .




Oblast istraZivanja je ograniéena na analizu fonona tj. fononskih spektara u
tankim strukturama ili filmovima. Filmovi predstavljaju beskonaéne strukture u
jednoj ravni sa dve paralelne grani¢ne povrsine duz pravea normalnog na tu ravan.

Posle upoznavanja osnovnih elemenata teorije fonona u kristalima, te elemenata
teorije Grinovih funkcija, prvi deo rada bice posveéen analizi i pregledu najvaznijih
fizickih veli¢ina i njihovog ponasanja za idealne (»bulk”) strukture. To pre svega sa
ciljem da bi dobijeni rezultati i koriséeni metodi nasli kasnije primenu i omoguéili
lak3u analizu struktura u kojima je translaciona simetrija narusena.

U drugom delu rada ée biti analizirane kolektivne mehanicke oscilacije u film —
strukturi i rezultati ¢e biti poredeni sa odgovarajuéim u idealnim, kako bi se uocile
razlike i pozitivne osobine istakle.

Bice najpre ispitan uticaj dveju paralelnih grani¢nih povrsina duz odredenog
pravca na fononske spektre. Polazeéi od standardnog hamiltonijana za fonon-
ski podsistem, te koriséenjem metoda Grinovih funkcija, dolazi se do sistema
jednatina, &ijim se reSavanjem (u ovom sluéaju se ispostavilo da je to moguce
egzaktno resiti koriséenjem Cebisevljevih polinoma) dobija izraz za zakon disperz-
ije fonona u posmatranom filmu.

Fononski spektri poseduju gep (oni su optickog tipa) koji is€ezava sa poveca-
njem debljine filma.
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2. ELEMENTI TEORIJE FONONA
U KRISTALIMA

U teorijskoj fizici évrstog stanja najcesce se analiziraju idealne strukture koje su
prostorno homogene ili poseduju osobinu translacione invarijantnosti. Poznato je
da &istih izotropnih kristala nema, niti se oni mogu na danasnjem nivou tehnologije
proizvesti, pa proucavanje idealnih struktura ne predstavlja prakti¢an problem. U
tom smislu izuéavanje neidealnih struktura dobija sve veéi znacaj. Rezultati tih
istraZivanja primereniji su potrebama i razvoju savremene tehnike i tehnologije.

Medutim, izu¢avanje idealnih (beskonagnih) struktura korisno je zbog toga sto
se za osnovne fizicke fenomene mogu izracunati njihove globalne karakteristike i
dobiti ono §to se obi¢no naziva kvalitativna slika. Zatim, zakljuéci dobijeni na
taj nacin kao i metodologija istrazivanja mogu se u principu prenositi na neide-
alne strukture, a pre svega na kristalne strukture sa narusenom translacionom
simetrijom.

. Jednodimenzioni niz atoma iste mase m na jednakim medusobnim rastojan-
jima a (u polozaju ravnoteie) koji vrde male oscilacije oko svojih ravnoteznih
polozaja duz linije po kojoj su rasporedjeni (sl.1) predstavlja jednodimenzioni
model kristala. Iako takvih kristala u prirodi nema, razmatranje ovog modela
omogucava da se shvati priroda kretanja u realnim kristalima. Posmatranjem

kretanja atoma moZe se pokazati da je taj sistem ekvivalentan jednom skupu
medusobno zavisnih oscilatora.

g?-' &n R fn;l
O O———O—=O—0
n-2 h-1{ : n h+4 n+2
_. _iSlika 1
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Fizicki procesi u kristalu povezani su sa toplotnim kretanjem atoma blizu svojih
idealizovanih poloZaja ravnoteze. Da bi se napisao hamiltonijan fononskog sistema
posmatra se najjednostavniji monoatomni kristal (s1.2).

Hamiltonijan opisanog monoatomnog kristalnog lanca je:

II:ZH;H»%ZV(fi—m) , (2.1)

gde je Hz hamiltonijan izolovanog atoma na mestu i@ u kristalu, V(i — m)—
potencijal interakcije izmedu dva atoma na mestima 7 i 17t to Je parna funkcija
tj. V(ii — m) = V(m — 7i). Isti oblik ima i hamiltonijan trodimenzionog kristala
proste kubne strukture (a, = a, = a, = a).

Atomi ovakve kristalne resetke osciluju oko svojih ravnoteinih polozaja zbog
elastiénih sila kojima na svaki atom (molekul) deluju ostali iz kristalne resetke, pa
se kristal mozZe tretirati kao sistem povezanih oscilatora. Oscilovanje jednog atoma
pomocu elastiénih meduatomskih veza se prenosi na susedne i tako se formira
mehanicki talas. Energija tog elastiénog talasa moze imati samo diskretne vred-
nosti hw,(n+1); n=0,1,2,-...

Svakom pojedinaénom kvantu energije talasa €, = hw, moze se pripisati impuls
Pq = hk,. Uveden na taj naéin, kvant energije kojim se prenosi mehani¢ki talas
naziva se fonon. Zbog medusobne povezanosti, jedan atom trpi uticaj svih ostalih
atoma koji ga okruzuju, pa zbog kvantovanosti toga oscilovanja onda svaki kvant
tog oscilovanja nosi pecat celokupnog kolektiva atoma, te se u kristalu ne mosze
govoriti o fononima kao pobudenjima individualnih atoma veé o fononima koji
predstavljaju kvante oscilovanja celog kristala.

Ispitivanje oscilatornih karakteristika kristala, u matemati¢kom smislu, svodi
se na trazenje takve unitarne transformacije koja bi hamiltonijan sistema vezanih
oscilatora prevela u ekvivalentni hamiltonijan sistema nezavisnih oscilatora.



Izraz za interakcioni ¢lan u (2.1), koji predstavlja potencijalnu energiju kristala:

Z V(i — m) (22)

i

ispravan je samo na apsolutnoj nuli tj. za ”"zamrznuti” kristal. Ako se temperatura
povisi atomi poéinju da osciluju tako da

o i+ (), - i dm) (2.3)

gde je (i) pomeranje atoma iz ravnoteznog polozaja 7. Tada se mora izvrsiti
i prelaz:

V(A —m) — V{(@t —m)+ [@(@) — d(mn)]} . (2.4)
S obzirom da su na niskim temperaturama pomeraji @(77) mali, koristeéi stan-

dardnu teoriju malih oscilacija, razvije se funkcija V' u stepeni red po Dekartovim
komponentama u,(77) vektora i(7) oko polozaja ravnoteze:

V{( — i) + [(#(R) — ()]} = V(i — )+

+ 2 | mE e

it ,o

1 V(i —m
*3 ﬁn‘%ﬁ [a(ﬁ - ,ﬁgaa(;g _) ﬁ'%)ﬁ]O [va(i?) — ualrit)] [up(ii) — up(ri)] +- -
a, B oznacavaju moguce projekcije vektora na ose Dekartovog sistema.

Svaki atom lezi u nekoj potencijalnoj jami (kao na sl.2), pa iz uslova stabilnosti
kristala sledi da je drugi sabirak s desne strane znaka jednakosti u izrazu (2.5)
jednak nuli. Dakle, oscilovanje karakterise samo treéi sabirak u izrazu (2.5), tzv.
harmonijski ¢lan.  Ako se ovaj ¢lan sumira po svim évorovima i doda mu se
kineti¢ka energija ¥z, Mu2/2, dobija se oscilatorni hamiltonijan sistema:

H=Y" ——u2(n) + - Z Cop(it — 1) [ua(R) — wa()] [us(7) — up(m)] (2 6)

o iim a3

gde su Cop(i —m) = [;ﬁg—(?) 'ﬁ)ﬂ]o — Hukove konstante elasti¢nosti.

Posto sile koje deluju izmedu atoma najéesée brzo opadaju sa porastom rasto-

janja | — | izmedu atoma, to se izraz za potencijalnu energiju moze napisati

na sledeéi naéin: 1

— 1.
m—mp 77
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(Lenard-Dzonsov potencijal koji je proporcionalan Ar~® — Br~'?, najbolje ,pali”
kod fonona u sluéaju kovalentnih i molekulskili kristala). Tada se izraz za po-
tencijalnu energiju u (2.6) moze napisati u aproksnna(:l_]l najblizih suseda, koja se
sastoji u zameni sumiranja 7,m — 7,7 £ X, gde X _povezuje atom na mestu il
sa njegovim najblizim suscdxma Kako je intenzitet /\ za sve najblize susede isti

(idealan kristal!), koeficijent ag(/\) ne zavisi od A . Tada hamiltonijan (2.6)
postaje:
M,
H=Y" —2—ua(n) + - Z Cop [u(,(n) —uo(ft £ )\)] [uﬁ(n) - ug(7 + \)] (2.7)

o
no n\,aﬂ

Koristeéi se obiénim formalizmom kvantne mehanike (npr. Hajzenbergovim
jednaginama kretanja), dobija se diferencijalna jednacina koja opisuje male pomer-
aje bilo kog od atoma kristala oko njegovog ravnoteznog polozZaja:

Miiy(77) = Z Cap [uﬁ(n + N) + gt — X) — 2Uﬁ(7l)] (2.8)
\ﬁ
Resenje sistema jednacina (2.8) trazi se u obliku ravnih talasa
a(R) = Ag(k)eiFi=et) (2.9)

Smena (2.9) u (2.8) vodi na sistem od 3N homogenih algebarskih jednacina za
nepoznate amplitude A,(k):

> [w26as — f(F)Cap] 4p(F) =0; @, BE (v,4,2); (2.10)
B
gde je: L
L2 k-
k)= — in? —=
f(k) i }:X:sm 5

Zhog uslova netrivijalnosti ovih resenja, determinanta sistema (2.10) mora biti
jednaka nuli, tj.

det||w8op — f(F)Capl = 0 (2:11)

Ovaj uslov daje za svaku vrednost k tri pozitivna resenja za dozvoljene frekvencje
w koje zavise od mase atoma M i Hukovih konstanti elasticnosti Cup , kaoikod
izolovanog oscilatora, ali se razlikuju po tome 3to zavise od talasnog vektora k
pa se moZe reéi da u I\rlstalu postoji utav spektar frekvencija w = w(k) i VIednost
ovih frekvencija zavisi od talasnih duzina mehani¢kih talasa koji se prostiru kroz
kristal. Pod pretpostavkom da su‘torzione konstante C, (o # ) zanemarive u
odnosu na konstante istezanja C, 4, iz uslova netrivijalnosti reenja:

det || w605 — f(R)Cao =0,

9



dobija se zakon disperzije fonona:

5 ak,

2 2

w,—(E) = 26\/sin2 fgf— + sin? —% (2.12)

gdejee =1 % ~ %”, v - Je usrednjena brzina zvuka, C - usrednjena Hukova

konstanta, tj.
1 1
U=§Zl’a; C=§§:Ca‘a.

Kod niza sa tri stepena slobode postoje tri na¢ina oscilovanja: jedno duz pravca
niza i dva uzajamno normalna u ravnima, normalnim na osu niza. U ovakvim
sistemima se javlja mogucnost rasprostiranja dva vida talasa: longitudinalni i
transverzalni. To sledi iz uslova normiranja. Kod longitudinalnih talasa vektor
pomneraja atoma u(k) usmeren je duz lanca i podudara se sa pravcem prostiranja.
talasa € || k.

Kod transverzalnih talasa, vektor polarizacije €, usmeren je normalno osi lanca
i normalan je na talasni vektor k, & L k. Za male vrednosti k zakoni disperzije
longitudinalnih i transverzalnih talasa imaju isti oblik:

wi=yk; wy=uvk

S obzirom da su oscilacije lanca n ravni normalnoj na osu lanca izotropne, v,
ne zavisi od pravca vektora polarizacije u transverzalnom talasu. Zbog toga se
zakon disperzije u trodimenzionalnom sluéaju podudara sa zakonom disperzije u
dvodimenzionalnom sluéaju, tj. grana w, (k) je dvostruko degenerisana.

U kristalima sa prostom elementarnom éelijom sve tri komponente frekven-
cija mehanickih talasa w,(k) teze ka nuli kada k& — 0. Takvi kvanti mehaniékih
pobudjenja sa linearnim zakonom disperzije zovu se - akustickim fononima.

Ako se na sli¢an nalin analizira kristal slozene strukture sa ¢ podresetki po
elementarnoj Celiji, onda se za dozvoljene frekvencije dobija 3o resenja, od kojih tri
frekvencije uvek teze nuli kada k — 0 i odgovaraju akusti¢kim fononskim granama,
dok za ostale (30 — 3) grane vazi lim;_ow(k) # 0 a mehanicke oscilacije sa ovom
osobinom zovu se - opti¢kim fononima (sl.3).

Ova razmatranja se odnose na fononske spektre u okviru jedne elementarne
Celije. Trodimenzioni kristal sa N elementarnih ¢elija i ¢ podres etki ima 3N¢o
stepeni slobode kretanja. Fononski spektar onda uvek &ine 3 akusti¢ke grane i
3No — 3 optickih grana.

A
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Slika 3

~ Hamiltonijan (2.7) konstruisan na ve¢ izlozen naéin tretira ponasanje sistema.
Kako je on kvadratni, moze se dijagonalizovati Furijeovom transformacijom (2.9),
tj. nalazenjem resenja u obliku ravnih talasa.

Prelazak u reprezentaciju druge kvantizacije koristi isti oblik hamiltonijana, samo
. . . : R R N ) 7 . .
se u izrazu (2.9) za pomeraje prelazi na boze-operatori b} (k) i bj(k) koji kreiraju,

odnosno anihiliraju fonone sa energijom hw;(k) . Novi operatori zadovoljavaju
sledeée komutacione relacije:

[b(E), b} (D] = 65855

[B:(F), b;(D] = [ (F), b2 (D] = 0.

Na taj natin se kvantnomehanicki hamiltonijan, oblika (2.7), moZe unitarnom
transformacijom svesti na hamiltonijan sistema nezavisanih oscilatora tj. dijago-
nalizovati i naéi energija fonona u idealnoj beskonaénoj strukturi. Ona se sastoji
u razvoju pomeraja () po ravnim talasima tipa:

h (R s
#(7) = —————— [bF(k)e w0 L op e | (), € (a,y, 2.13
=3 TR ve] k), J€(ap2) (213)

11



gde je N = N,N,N, - broj atoma (molekula) u elementarnoj éeliji kristala, I;(k)
polarizacioni fononski vektori koji su normirani na sledeéi naéin:

-

(k) - i(k) = 8;, i,j € (2,y,2) (2.14)

i bf(i:) operatori kreacije fonona sa impulsom k. Uvodenjem Boze-amplituda
kao koeficijenata u razvoju (2.13), prelazi se na kvantnomehanicki tretman osc-
ilatornih pojava u kristalu. Klasi¢an tretman doveo bi do sli¢nog rezultata, s
razlikom §to se u klasitnom rezultatu ne bi pojavio élan %ZE,- h.wj(l;) , koji
definise energiju nultih oscilacija.

Zamenom (2.13) u (2.7) ina osnovu &njenice da su komponente vektora 7
i k date sa:

2mv, N,

- e o NG
| n |a= Nalq l k |a= Noa. ' "'—2" < (Vm"'a) < ’"2_" o€ (.1?, yaz) (2'15)

gde su n, iwv, celi brojevi, N, - brojevi atoma i a, konstante resetke duz
odgovarajudih osa, hamiltonijan (2.7) postaje:

.1 o
1 =3 [b () by () + 5] hes(F) (2.16)
k.
Vidi se da je hamiltonijan dat kao suma hamiltonijana nezavisnih oscilatora:
- 1 -
Hy = [n,.(k) + 5] Ey(F) (2.17)

pri ¢emu su energije fonona Ej(g) = hwj(l—r,‘) i broj fonona: nj(k_r‘) = b;"(l?) b,-(l:f‘) .

12



3. GRINOVE FUNKCIJE U
FIZICI CVRSTOG STANJA

Jedan od osnovnih zadataka statisticke fizike je nalaienje srednjih vrednosti
dinamickih veli¢ina. Tako se za veli¢cinu A(z,t) definise srednja vrednost:

(/i(:l:,t)), = (5."(t,t0)/i(.1;,t)S’(t,tO))o ) (3.1)

A(z,t) = exp (—i)i) A(x,t) exp (@)
th th

Sredingerov operator napisan u reprezentaciji interakcije, a (- - -)o oznagava rav-
noteznu srednju vrednost odgovarajuée veli¢ine. S(t,t()) je unitarni operator -
matrica rasejanja. Treba napomenuti da se za nalaZenje ovih srednjih vrednosti
mora koristiti statisticki ravnotezni operator velikog kanonskog ansambla: pg =
exp (M‘!—L{-) jer je velika kanonska raspodela najopsitija (ona ukljuéuje zakone
odrzama i srednje energije i srednjeg broja Cestica).

-Ako se S-matrica razvije u red i zadri na prva dva ¢lana, sto odgovara linearnoj
aproksimaciji po interakciji W’(f)

gde je

A~

A t A
SE(t,t0) =1+ -T? dt'Ww ("
th Jig
tada je -
(A(a, ) = (A, o + — / At (A, )TW () — TW() A, 1))e  (3.2)
h Ji
Hronoloski operator T deluje samo na W (t') pa se on ne mora ni pisati jer ovaj

_izraz ima smisla samo za t > t'. Zato se uvodi Hevxsajdova step funkcija O(t — t')
pa izraz (3.2) prelazi u:

(A(x’t))t = (A(Tv o + L(t, to) (33)
pri éemu se veli¢ina Lo ‘ 3
L(tto) = — /t dtO(t — ') A(z, )W (') — W(t')A(z, 1)) (3.4)

naziva linearni odziv sistema.
Ako se operator interakcije predstavi u obliku:

W(t') = /(l.’c'é(m',t')e(m',t')

13



gde je I{()f

B(r t') = exp (—-7—) B(x ') exp (H;] )

Sredingerov operator napisan u reprezentaciji interakcije, a funkcije e(z’,t’) ne-
maju operatorsku strukturu i nazivaju se C-brojevima, onda se linearni odziv
mozZe napisati kao:

1 ’ t ' gt ’, ’
L(t, 1) = zTﬁ/dx /t dt'e(«',t') G(z, a'31, ") (3.5)
Velicina
G(z,z';t,t') = Ot — t')(A(z, )B(a', 1) - B(z', ") A(z,1))o (3.6)

se naziva dvovremenska temperaturska retardovana funkcija Grina. Ona zavisi od
6N + 2 promenljive (dva puta po tri prostorne i dve vremenske). Ako je prostor
homogen (bez defekata, primesa itd) onda Grinova funkcija, kao njegova fizicka
karakteristika ne zavisi od konfiguracionih koordinata z i 2’ ponaosob, ve¢ od
njihove razlike x — ' pa se broj promenljivih svodi na 3N + 2. Ako originalni
operatori ne zavise eksplicitno od vremena, tj. A(z,t) = A(’I’) i B(x,t) = B(z‘)
tada Grinova funkcija ne zavisi od vremenskih koordinata ¢ i ¢’ ponaosob, veé od

njihove razlike ¢t —t' i ukupan broj ])lOIIlGIllJlVlll se svodi na 3N + 1. U tom sluéaju
Grinova funkcija (3.6) prelazi u:

G(:v,m';t,t ) — G(z - 't — t') =
=0(t —t) [Tas(x — '\t = t') — Tpalz — 2’ t = t')] (3.7)

Ovde su uvedene korelacione funkcije:

Tas(z —a',t =) = (A(x,)B(2", t)o ;  Tealz —a',t —1') = (B(z', 1) A(z,1))o
(3.8)
koje u sebi sadrze svu neophodnu informaciju o svojstvima posmatranog sistema.

Upravo iz ovog razloga metod Grinovih funkcija ima izuzetan znacaj u teorijskoj
fizici kondenzovane materije.

Ako se izvrdi simbolicka smena: « — 71 &’ — m izraz za Grinovu funkciju
moZe da se napise u sledeem obliku:

Gaalt — ) = ((Aa(t) | Ba®))) =0t - )([As(), Ba(t)])o  (39)

Za najrasprostranjeniji na¢in izra¢unavanja korelacionih funkcija, pa préma
tome i svih relevantnih karakteristika sistema, smatra se metod jednagina kretanja
za funkcije Grina. Za dvovremenske temepraturski zavisne Grinove funkcije njega
su razvili Bogoljubov i Tjablikov joé 1959. godine:

dAx(t)

%Gm(t—t G)(t—t) [A (t), Bm(t )] o+ O(t —t)([ Bm(t )])

(3.10)
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Koriséenjein jednacina kretanja za operatore fizickih veli¢ina, ovaj izraz se svodi
na

ihditG,-,,ﬁ(t——t')=iTL6(t—t')Cﬁ,;,+(([/i,;(t), Ht)| | Ba(t))) (3.11)

Primenom Furieove transformacije

4o . ,
Gan(t — 1) = / dwe™ G a(w) (3.12)
jednacina (3.11) prelazi u
" ) -
hw Gaa(w) = 5—Caa + ({[Aa(t) , HO] | Ba(t))s (3.13)

Vidi se da se Grinova funkcija Gaa(w) = ((As(?) | Ba(t))). izraiava preko nove
- vise Grinove funkcije (([/i,—.(t) , H(t)] | Ba(t)))o. Vise Grinove funkcije se
raéunaju na isti nacin kao i obi¢ne (pomocu jednadina kretanja) te se tako do-
bija beskonain niz, tzv. hijerarhiju vezanih jednadina za odredivanje Grinove
funkcije. Da bi se i izracunala trazena jednocesti¢na, a rede dvocesti¢cna Grinova
funkcija mora se ovaj beskonatan red negde prekinuti koris¢enjem neke dovoljno
opravdane aproksimacije. U konkretnom sluéaju, u sledeoj glavi, ¢emo pokazati
kako se ovo sprovodi.

Interesantno je jos podvuéi da Grinove funkcije imaju i dublji fizicki smisao.
Naime, realui deo njenog pola predstavlja energije elementarnili pobudenja dok

recipro¢na vrednost imaginarnog dela njenog pola odreduje vreme Zivota tih eksci-
tacija.

Pored toga, neophodno je dati vezu izmedu ovih Grinovih funkecija i korela-
cionih funkcija koje, kao sto je napred veé reéeno, definisu i sve ostale fizicke

karakteristike posmatranog sistema. Ova veza se izrazava preko spektralne teo-
reme:

Jim [Gra(w +i6) = Gan(w —i8)] = (e"w/" — 1) Ta (w) (3.14)

gde je Ji7(w) Furieov transform korelacione funiccije TJit 1), Zat =1t =0
corelacione funkcije (3.8) zapravo predstavljaju srednje vrednosti proizvoda odgo-
varajucih operatora.

Znaci, poznavanje Grinovih funkcija omogucéava nalazenje energije osnovnog
stanja sistema, spektar i vrste elementarnih pobudenja, te termodinamicka svoj-
stva u ravnoteZnim i neravnotezZnim stanjima posmatranog sistema.



4. SPEKTRI FONONA U FILMOVIMA

Ovo poglavlje bice posveceno istrazivanju zakona disperzije fonona u filin-struktu-
rama pomocu Grinovih funkcija. Da bi se uoéile razlike i uticaji postojanja dveju
grani¢nih povriina na moguce fononske energije u odnosu energije fonona u struk-
turama u kojima nije narusena translaciona simetrija, pomenuti metod istrazivanja
primeni¢emo prvo na idealne kubne kristale.

4.1 Fononski spektri u idealnim kristalima

Idealne beskonaéne strukture su kristali sa osobinom translacione invarijantnosti
u tri uzajamno nekomplanarna pravca. Ovi, pravci koji se uvode u kristalografiji
ne moraju biti uzajamno ortogonalni, pa se zato obiéno u teorijskoj fizici kon-
denzovane materije uvodi dodatni, Dekartov sistem. Mi éemo posmatrati samo
kubni kristal kada su kristalografski uvedeni pravci uzajamno ortogonalni i ovih
problema nema.

Hamiltonijan sistema u aproksimaciji najblizih suseda moze da se napise u
obliku:

2
pa,r'i
H=3 53+ Vers (4.1)

gde je p impuls atoma kristala, M masa atoma dok je efektivni meduatomski
potencijal interakcije zadat izrazom :

Caa 2 l 2
Verr = Z 4 (uot;nz+l,ny.nz - ”a;n:.ny.nz) + ("a;nz—l,ny,nz - “n;nx,ny,nz) +

aingNy,N;
L4

2 2
+ (“a;n«.nyﬂ.nz - “'a;nz,ny.nz) + (“’a:nz.ny—l,nz - "'C';"«.r,ny'nz) + (4.2)
/

. Y] 2
+ (ua;n,,ny,n,-{-l - “a;n,,viy;h,) "' (ua;n,,ny.n,—l - “a;n,,ny,n,) ]
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Zakon disperzije fonona ispitacemo metodom Grinovih funkcija opisanim u
prethodnom poglavlju. U tu svrhu potrazi¢emo dvovremensku temperatursku Gri-
novu funkeiju:

it = 1) = ((uain(t) | van(t))) = O — t')([uaa(t) , wawn(t))o  (4.3)
Dvostrukim diferenciranjem ovog izraza po vremenu (t) dobija se:

9()

MGzt = ) = =ittnat(t = )+ X (pa(t) , HO T tosn® o

d nm
Ovde se javlja problem vremenskog izvoda delta-funkcije, koji zaista ne daje
doprinos ovoj jednacini, ali se to moze dokazati tek mnogo kasnije, pa to na ovom
mestu treba primiti bez dokaza.
Furije t — w transformacijom poslednji izraz prelazi u:

ih

- szGnrﬂ( ) -—27‘,

6ﬁr’r‘1 + (([pan ) H ] I Uq; 7n)) (44)

Dalji postupak odredivanja Grinove funkcije zahteva izracunavanje komutatora
koji figurise u visoj Grinovoj funkciji iz gornje jednacine.

[pﬁ;m,,my,m, ) H] =v [pﬁ;':lx»myv’nz ’ ‘/eff] = E Coa X

Oing,ny Ny 4

bt {2 [pﬁ.m,.my,m,a (ucv;n,,ny,n, . ua;n,+l,ny,n,)] (”a;n,,ny,n, - "'cy;n1+1,ny,n,) +
+2 pﬁ,m,,my,m,’ "o;n,,ny,n, - ua;n,—l,ny,n,) u’a;n,,ny,nz - “’a;n,—l,ny,n,) -+

—"_2 Lpﬁyr’lzvmyvmz’ (uc';"zv"yvnz - "’a;":vny"’ly“z

) (uﬂ'?nx;nyv"z - "0’§"1v"y+]'"z)
+2 bpﬁy"‘.t,ﬂ'ly"mz’ uﬁ':"zvnyy": - u’“;":."y"lv"z) (ua;nzynyvnz - u“;"mny“l,"’z) +
+2 I)ﬂ'mzymyvml7 (tla;nzynyvnl - ua;"xvnypnz"‘l) (ua;n_t,ny,nz - 11’0;"::.71y,nz+‘)

+2 [Pﬁ;mx.my,mn (“a;nz.ng.nz - “a;nz.ny.nz—l)] (“a;nz.ny,nz - “a;nz.ny,nz—l)} =

) Coa ,
= —ih Z 5 ap [(67'1'7?1 - 6n:+1.m16ny,my6nz,mz) (“'a;n::,ny,nz - "a.n,+1,ny,n,)7+
Oy Ny Ng

+ (611171 - 6n¢—l,m,6ny,my5n',,m,) (ua;n,,ny,n, - ua;n.,—l,ny,n,) +-
+ (67*771 - 6n,,m,6nv+l,my6n,,m,) (ua;n,,ny,n, - Ufa;n,,ny+l,n,) -'-

+ (677771 - 6n,,m,6ny—l,my6n,,m,) (lla;n,,ny,n, - “'or;n,,ny-l,n,) +-
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+ (‘Sr‘n'ﬁ - 6n:.mz‘5ny,my6nz+1.mz) ("‘a;nz.ny,nz - ua;nz.ny.nzﬂ) +
-+ (671151 - 6n,,m,6ny,my6n,-—i,m,) (ua;n,,ny,n, - ua;n,,ny,n,-—])] =

- —'zh—gﬁ (uﬁ,m,,my,m, h uﬁ,m,-}-l,my,m, - uﬁ,m,-—l,my,m, + “'ﬂ,m,,my.m,"}'
+uﬁ,m,,my,m, s uﬂ,m,-—l,my,m, . t"[’l,m,+1,my,m. + “’ﬂ,tn,,m,,,fn, + "ﬁ,m,,m",m,—
'—uﬂ,mx,my-i-l,m, - uﬁ,m,,my-—l,m. + uﬂ,m,,my,m, + uﬁ,m,,my,m, - uﬁ,m,,my+1,m,_
—'uﬁ,m,,my—l.m, + uﬁ,m,,my,m, + uﬁ,m,,my,m, —UBm,mm +1 u’ﬂ.vn,,my.mz—l"*‘

-*—uﬁnmxvmyym: + uﬁ,m,,m,,m, - uﬁ,m,,m,m,+l - uﬁ'mz-'myvmz"l + “ﬁvmxomyvmz) =

- —thﬂﬂ (Guﬁvmxvmyvml - uﬁ’mz"‘l'my,mz - ll’ﬁ'ml'lvmyvml-—

"uﬁ,m,,my—l-l,m, - uﬁ'm.nmy“l;mz - "’ﬁ,m,,m,,,m,%—l - uﬁ.m,,my.mz—l) ;

Ovde smo koristili komutacione relacije za koordinatu i impuls:
s . ] B _ By _
[uz Pl = ik bambasn s [ug,um] = [PF, Pl =0,

Zamenom nadenog komutatora u jednaéinu (4.4) dobijamo:

MuGee L S Coa (6G2°
Nz,Ny NyiMg,My,my o NgyMz Ny, My “NgyMe oo Nz My NaiMg,My,My
"1+1vnyv"x3mzo'my.'"z "-.t“lyﬂyvnz;mzvmy'mz ﬂ:tpny"“v"ﬁmx,myvmz :
_ oy _ [s]s 4 — JCYO
nzs"y—lont;m::myvmz nzv"yynz‘*‘l;mzvmyymz "zvny'nz"l;mrvmyvmz

Primenom nove Furije transformacije (7, m — k):

1 (VK
Gia(w) = 7 L e Gy (w)

-

na jednacinu (4.5), te nakon neznatnih algebarskih transformacija, ona prelazi u:

Muw? i} ih
c. 2(cosazk; + cosayk, + cosa,k,) + 6| GF(w) = e

(46)

Otigledno, polovi Grinove funkcije su nalaze kada se izraz u uglastoj zagradi iz-
. we . . - ‘e e o - .
jednati sa nulom . Njenim resavanjem po w = w,(k) dobijamo trazeni zakon
disperzije fonona:

azk, W . o ak,
+ sin? 2L 4 sin? 22

Eo(k) = hwa(k) = 28, {/sin? S 2 >

(4.7)
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gde je Q= y/Caa/M . U aproksimaciji malih talasnih vektora, relacija (4.7) se
svodi na:

E(E)=hQ ak (4.8)

‘s — g =g = .= [k 2 1 J2
pri éemusu a=a, =ay,=a,, k= k2+k2+k%.

Ovo je tipican zakon disperzije akustickih fonona.

4.2 TFononski spektri u film-strukturama

Realni kristali, za razliku od idealnih struktura, imaju grani¢ne povriine. Naruse-
nje simetrije je posledica postojanja izvesnih graniénih uslova. Sistemi koji imaju
dve paralelne grani¢ne povrsine nazivaju se filmovima.

——-——_——_———-——”—"——_'-"'”Z"—_-’—'—_—" s —""*“'-‘ni=l,$17
——————————————————————— e e e e Ty f
Q
: =0
0
Ead B e kR e A Eetii et e e eae mers J | ]'2=_1

Slika 4.1: n, - indeks resetke duz z-pravcain, € (0,1,2,...,N,)
Posmatra se tanki film "istrgnut” iz idealne kubne kristalne strukture, takav da

je u XY - ravnima beskonaéan, a u z - pravcima ima kona¢nu debljinu. Znaci da
ovaj film poseduje dve beskonaéne grani¢ne povriine paralelne XY - ravnimai to
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za 2 = 01 z = L. Pretpostavlja se da je u ovom modelu duz z-ose locirano N, + 1
atoma i da su torzione konstante C,4 zanemarljive u odnosu na konstante istezanja
Coa. Parametri elementarne Celije posmatranog filma su onda: a, = ay, = a, = a

(slika 4.1).

Hamiltonijan fononskog podsistema opisanog idealnog filma u aproksimaciji
najblizih suseda ima isti oblik kao i kod neogranicenih kristala (4.1), ali se zbog
postojanja graniénih slojeva mora napisati u razdvojenom vidu:

H=Hp+H;z. (4.9)

Uzimajuéi u obzir uslove Chpi=Coa, t=-1,0,1,N,—1, N, N,+1 iéinjenicu
da su slojevi za n, < -1 iza n, > N,+1 odsutni, moramo obracunati sledeée:

U’O’-"‘x-"'yvj=0; —]‘Zj; j..>.NZ+1; (]g[Osz])y
ali i:
Caa,—l = Caa,N,-H = Caa # 0.

Kad bi Cya,—-1 = Cuan,+1 = 0, tada bi graniéni atomi za n, = 0i n, = N, bili
?zamrznuti”, tj. imali bismo efekat ” kristalnih zidova ”.
Na taj nadin se izraz za " povrsinski” hamiltonijan moZe napisati u sledeé¢em obliku:

1 -
= 57 52 (s )

o ngny

1
+Z za: CCVOI Z [zui;n,,n,,,o + zug;n,,n,,,N,—'—

ng,ny

2 2
+2 (ua;"zyny’Nz—l - uﬂ?"xv"nyz) + 2 (u“;nzynyyl - ua;n,,ny'O) +'
2 2
+ (ua;nz,ny.o - “or;anrl,n,,.O) + (”a;nzyny.ﬂ - ua;nz—l,ny.ﬂ) + (4'10)
2 2
+ (ua;n,,ny,o - ua;n,,ny—t-l.o) + (ua;n,,ny,o - ua;n,,ny-—l,o) +
2 2
+ (ua;nz,ny,N, - ua;"z"‘ly"lnyz) + (ua;n,,n;,N, - u‘f!;":t—l,"y'Nz) +
2 2
+ (uai"z'ny.Nz - ua;n,,ny«l—l,N,) + (ua;n,,ny,N, - ua;n:,ny—l,N,)

a izraz za "zapreminski” hamiltonijan kao:

1 Cﬂo
I{Z = mz Z pgx;n,,ny,n; + Z 4 X

o nang o

N;-1 2

: 2
x Z Z [("a;nzﬂ,nwn. - ua:nz.ny,nz) + ("a;nz-l.ny.nz - “a;nx,ny.nz) +

ﬂzyny n,:l
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2 2
+ (ua;n:v"y"”l;"z - ua;nrv"yv"z) + (uoﬂnzﬂ"y_lv"z - uainz»"'yvnz) ] -I— (4'1]‘)

N,-2 2 2
+ Z [(ua;n,,ny,n,+l - U'a;n,,nv,n,) + ("'a;n,,ny,n,-»l - “'cv;n,,ny,nz) ] +

ny=2

2 2
+ (“’a;n,,ny.N,«—l - ua;n,,ny,N,-—'Z) + (ua;n,,ny,l - uﬂ;n,,nyﬂ) }

Zakon disperzije fonona i u ovom sluéaju potrazi¢emo, kao i u prethodnom
paragrafu, metodom Grinovih funkecija trazeéi Grinovu funkcijn istog oblika kao
i (4.3) pomoéu jednagine (4.4). Za razliku od (jednostavnije) situacije za idealne
strukture, ovde moramo posebno odrediti Grinove funkcije i izra¢unati komutatore
za atome graniénih slojeva, a posebno za unutrasnjost filma. Koristeéi ve¢ nave-
dene standardne komutacione relacije izra¢una¢emo odgovarajuée komtatore.

Za donju grani¢nu povrsinu (n, = 0):

[I’ﬁ;mz.my,o ) H] = [pﬁ;m,.m,,.o , HP] -

= —thCpg (611,5;,,,,',%0 — UBymz,myd — Ufimy—1,my 0~
._u'ﬁ§mz+1»my-0 - uﬁszvmy'*"vo - "'ﬁzmz.my—l,ﬂ)

Za 1 < n, < N, —1 na isti na¢in dobijamo:

[poim.mym » H] = [poimcimm. » Hz] =

- —7hCﬁﬂ (Guﬂ,m,.my,m, - uﬁﬂn.‘r‘{’lﬂnyﬂnz - “’ﬁ'"lx—lv'm'yymz—

_uﬁvmlymy""lvm! - upvmzymy"loml - l"ﬁvmzvmyy""l+1 - uﬁvm.‘hmyvmz"‘) ;

Konaéno za n, = N, potpuno istim postupkom sledi:

[pﬁ;m,,my,N, ’ II] = [pﬁ:m:,my,NnIIp] =

= —iliCap (BUpimamy Ny = Upims=tangNe = Uit 1y N, =

- uﬁ;m,.my——l,N, - uﬁ;m,,myi—l,N, - uﬁ;"‘:,'nysz"l)

Zamenom nadenih komutatora u jednac¢inu (4.4) dobijamo:

-zan, =0
1
—~Mw?Gee = —--l;—rf-' ) 6 — Coa |6GS” -
ngnyOimemy,my o ng,mzYny,my¥0m, aa Ny ny,0iMe,my,ms
oo oo oo
- Gn,-}-l,ny,o;m,,my,m. - Gn,-l,ny,ﬂ;m,,my,m, - Gn,,ny+l,0;m,,1n”,m,— (412)
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—Goo
-zal<n,<N,-1

ngny—1,0;mge,mym,

__MwZGaa

TNy My MMy Ny, My -

[a{ad

b 4
n:+1v"yvnz;mzymy'm:

ao
ngng—1n,imgmym,

-zan, =N,

__MwZGaa

NgNy,

oo

ﬂ:+1,nnyz;m:cmyymz

_GO(X

ngny

N,;m,,my,m, -

—lyNz;mzymy.mz

oo

ih

— GGO

"x‘lv"yvnz;mzpmyvmz

v (Y
Ne Nyt lim, WMy My

ih

{afe ]

o

2r """‘I(S”v'”‘y‘snumz - C‘"" (GG' .

e aa
2 n,,m,‘sny,my6N,,m, - Caa (6G

nl"'lv"yle;mlymyo"ll

h )
n:»nyy+l;mzvmyymz)

Ny vnyvnl;mly"nyvmz

[a e

¥ —
ngz,ny+ In;my Wy, my

(4.13)

oo ‘
nrv"»y"nz"‘l;mzv"ly-mz

Ny Ny WN2 Mag,My,m,

oo
ngny41,Neymyemym,

(4.14)

'nx,"y,Nz"l;m:’my,mz)

Primenom delimiéne Furije transforinacije (zbog narusenja translacione sime-

trije samo duZz z-pravaca):

ao

1
Nz, Ny, MMy, My,Mm; (w) - _N-

ky ky

Z e—ia[(n,—m,)k,+(ny—my)ky] G

nam, (Kzs Ry )

na sistem jednacina (4.12 - 14), te nakon neznatnih algebarskih transformacija, on

prelazi u:

Ok Ggm, + G(I)m, =K 607"; )

Ggm, + Ok G?m, + C:"'Clvmz = K: 61 mg 9

Gz,—lm,(kl) + QkG::,m, + o

G?Vz "37713 + gk G%;

n+1m,

.

=K bu,m.

~tm, T GRotm, =K 8

,=K;62mza

(4.15)

.

Ne=2m; »

@ v
N;—=2m, + ng?V,—lm, + GaN,ml =K 6N,——1m, )

gde je:
2

w
Ok

o

= -Q—2—4$in

?V,—lm, + QkG?V,m; = K: 6sz:

g ak,

2

k
—2— -— 4sin2 (l__y_

—-2.

(4.16)



Ovaj sistem od N, + 1 nehomogenih jednadina ima netrivijalna resenja, data u

obliku razlomka &iji je imenilac determinanta tog sistema. Prema tome, energije
nalazimo iz polova, tj. iz tacaka u kojima je ona identicki jednaka nuli:

6100 ..0000
1010..0000
01 o1 ... 0000

Dy,31(0) = y 0= 0.f-
0000..1010
0000 ..01p]1
0000 ... 00109

Ako ovu determinante trazimo uz oblik

0= o =2c0s(,; k= \k24+k2; v.=123,. .,N,+1. (4.17)

koji daje tzv. zapreminska stanja u obliku stojeéih talasa, onda determinanta
uzima jedan od oblika Cebisevljevih polinoma druge vrste i moze se pisati u obliku:

sin[(N, +2)(..]

Sin CV:

DN,+1(9) =

i G #0, (4.18)

Izjednacavajudéi oblik determinante (4.18) sa nulom, dobijamo:

TV,

Cvy = N.132 (4.19)

Zamenom izraza (4.18) i (4.19) u (4.16), te resavanjem te jednadine po w dobija
se:

ke . ,ak -
wo(kzy by, v;) = 2Qa\/5in2 GT + sin? 95}1 + cos? .2(_]\’%5 :

Nakon izmene indeksa 1, = N, -+ 2 — v, ova formula dobija simetri¢an oblik:

(4.20)

1k, ., ak . k,
Woi) = 2SL,,\/sin2 %—- + sin? ﬂ_-z_y + sin? 02 , (4.21)
pri ¢emu je: ,
T, :
Z=EN+2; =123, ...,N,+1 (4.22)
Uocava se da, za razliku od k, i k, &ja je minimalna vrednost jednaka nuli,
- 1 =
klnln — —_ > 0
* N.,4+2a

jer je N, € (N, N,).
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Konaé&no, zakon disperzije za fonone u tankom nedeformisanom filinut na osnovu

(4.21) i (4.22) je:

k, k, k,
E,(k) = hw,(k) = 2E, \/sm 9—5— + sin® 9—2— + sin "2 , (4.23)

gde je E, = hS},.

Uporedujuéi dobijene rezultate sa odgovarajuéim idealnim beskonaénim struk-
turama moze se zakljuciti da sve tri akusticke frekvencije u masivnim strukturama

teze nuli kada k tezi nuli, dok su, sa druge strane, minimalne frekvencije u tankom
filmu date kao:

s
(4.24)
To znati da fononi u tankim filmovima poseduju fononski gep hw™™. Na osnovu
cega se moZze odrediti aktivaciona temperatura fonona u filmu:

wf,','i"(kx, ky’ﬂz) = wa(kz = ky =0,k, = k;nin) = 2§, sin

hw™n 2k ™
bt - S— —— 4.25
Toe T LBQ sin V. 13)| (4.25)

tj. temperatura neophodna za eksitaciju fonona data gornjim izrazom ima konaénu
pozitivnu vrednost,

Vidi se da aktivaciona temperatura opada sa povecanjem debljine filma, tj.
sa porastom [NV,. Za izuzetno tanke filmove aktivaciona temperatura je relativno
visoka. Na osnovu ove &injenice visa superprovodna kritiéna temperatura u fil-
movima mogla bi biti objasnjena npr. time da se do T, film ponasa kao apsolutno
"zamrznuta” struktura i sve dok se ne postigne ta temperatura u sistemu nisu
prisutni realni fononi. Jasno je da bi se elektroni, sve do ovih temperatura, u
tankoj strukturi mogli kretati bez trenja, tj. bezotporno.

Prema tome, prisustvo fononskog gepa i odgovarajuée aktivacione tempera-
ture za pobudivanje fonona predstavlja moida moguée objasnjenje éinjenice da
tanki filmovi imaju visu kritiénu temperaturu nego masivne idealne beskonacne
strukture.
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5. ZAKLIJIUCAK

Ispitujuéi i-uporedujuéi fononske spektre u idealnim i filin-strukturama dosli smo
do sledeéih zakljucaka. A

1. Sve tri akusticke frekvencije u masivnim strukturama teze nuli kad k —
0, dok u tankom filmu teze nekoj minimalnoj vrednosti koja zavisi od debljine
filma. To znaci da fononi u tankim strukturama poseduju energetski gep. Za
njihovo pobudivanje treba uloZiti energiju ili ih zagrevati do odredene aktivacione
temperature T,,, §to znaéi da se sistem do T,, ponasa kao "zamrznut”, tj. fononi
nisu prisutni.

2. Nesumnjivo se moZe zakljuéiti da su ove analize pokazale da su filmovi bolji
superprovodnici od odgovarajuéih masivnih uzoraka, koji su napravljeni od istog
materijala i iste kristalne strukture. Ova opitna €injenica je potkrepljena sledeéim
rezultatima.

Pojava energetskog gepa u fononskom spektru film - struktura znaéi da se sve do
aktivacione temperature T,. ovi sistemi ponasaju kao zamrznuti, bez mehani¢kih
vibracija koji bi stvarali otpor provodenju elektri¢ne struje.

Svi ovi zakljuéci su kvalitativne prirode i odnose se na promenu fononskih
stanja i spektra pod uticajem prisustva granica strukture, kao i moguéi uticaj
tih promena na fizicke karakteristike sistema. Zbog toga sto su ura¢unati samo
fononski uticaji, ne mogu se smatrati konaénim.

Nastavak istrazivanja treba da ispita uticaj granica na spektre i stanja drugih
elementarnih pobudenja i nosilaca naclektrisanja i na njihovu interakciju u pris-
ustvu izmenjenog fononskog polja. Na osnovu takvih rezultata moéi ée nesto

konkretnije da se kaZe o veli¢inama superprovodnih karakteristika film - struk-
tura.
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