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Solitone je prvi opisao John Scott Russel posmat-

rajuci prostiranje talasa na vodi u kanalu. Sain termin

"soliton" uveden je tek 1965. godine, dok je ranije ko-

riscen termin "usamljeni talas", koji i odgovara sarnoj

pojavi. Voda nije jedina sredina kroz koju se prostiru

solitoni. Mnoge pojave u poluprovodnicima, bioloskim

strnkturama, plazmi, feromagneticima itd., mogu se objas-

niti uz pretpostavku da su u tim sredinama prisutni soli-

toni.

Solitoni su talasni paketi koj'i su trajno prostor-

no lokalizovani, ne rasejavaju se i imaju prakticno bes-

konacan zivot. Ove osobine su posledica suprotnog dej-

stva disperzije i nelinearnosti sredine kroz koju se

prostiru, Jer promena oblika nastala usled disperzije u

potpunosti se kompenzuje promenom oblika usled nelinear-

nosti.

Postojanje solitona dokazano je i u dvo- i trodi-

menzionalnim sredinama ali su uglavnom zbog jednostavnos-

ti, najbolje prouceni za jednodimenzionalne sisteme.
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Jednodimenzionalna analiza predstavlja opravdanu aproksi-

maciju kod raaterijala koji pokazuju izrazena svojstva u

jednom pravcu, mada apsolutno jednodimenzionalni slucaj'

ne postoji.

Matematicku obradu Russel-ovih sapazanja izvrsili

su J.D. Korteweg i G. de Vries krajem XIX veka. Resava-

juci jednacinu talasnog kretanja u pravougaonom kanalu

sa vodom, oni su primetlii da se izrnedu ostalih resenja

dobija takvo resenje (tav. solitonsko resenje), koje

opisuje talase koji pri prostiranju kroz nelinearnu sre-

dinu sa disperzijom ne menjaju oblik, tj. solitone. Za

sluca.j male dubine kanala, jednacina talasnog kretanja

ima oblik:

u = 0 (1.1)

gde je ft =\6 parametar koji karakterise disperziju,

a u je srednja brzina tecnosti u datom preseku. Jednaci-

na (1.1) poanata Je kao Korteweg - de Vries-ova ill skra-

ceno KdV Jednacina. Nelinearnost sredine izrazena je ne-

linearnoscu diferencijalnih jednacina koje opisuju kre-

tanje talasa kroz tu sredinu. Solitoni mogu nastati u

raznim sredinama, meclutim, jednacine koje opisuju pros-

tiranje solitona kroz ove sredine su slione pa i identi-

cne. Ono sto je razlicito su parametri koji ulaze u ove



jednacine. Sa svaki poseban slucaj imaju posebni fizicki

smisao. Primeri za ovo su:

a) Nelinearna jednacina Schrt5dinger-a koja opisuje

samofokusiranje u nelinearnoj optici za jednodimenzio-

nalni slucaj

*L
2m*

(1.2)

w

gde parametar G karakterise nelinearnost, a -n/2m disper-

ziju.

b) Sine-Gordon-ova jednacina koja se koristi u te-

oriji feromagnetizina i superprovodnosti za jednodimen-

zionalni slueaj

'̂o .2 (1.3)

gde papametar G karakterise disperziju a tU nelinear

nost. Sine-Gordon-ova jednacina je specijalan slucaj

Klein-Gordon-ove jednacine koja glasi:

-

gde je V = V (Y) tjednocesticni potencijal. Za Sine-

-Gordon-ovu jednacinu ,je V = 1 - cosY- ( Opsirnije o

odgovarajucim fizickim problemima i resengima jednacina

videti u /!/ i /2/ i tamo navedenim referencama. )



2. HAMILTONIJAN JEDNODIMENZIONALNOG FEROMAGNETIKA

SA SPIN-PONON INTERAKCIJOM

Jak magnetizam: feri, antiferi i feromagnetizam

objasnila je kvantna mehanika poraocu interakcije izmene

Feromagnetik je sistem uredenih spinova. Spinovi obrasu

ju magnetnu kristalnu resetku i povezani su medusobno

silama ismene.

Heisenberg-ov model opisuje dielektricne feromag-

netike uaimajuci u obzir samo interakci.ju iamene. Opsti

oblik ovog modela je anizotropni Heisenberg-ov feromag-

netik,

H = - 1

n m

gde su Ŝ  komponente operatora spina a 1-̂  integral!

mene. Za. Heisenberg-ov izotropni model je

nm

pa gore navedeni Hamiltonijan dobija oblik

nm
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gde su Sfl i Ŝ j spinovi u cvorovima H i nu Feromagnetik

se moze postaviti u spoljasnje magnetno polje (obicno u

pravcu z-ose) i tada Hamilton!;)anu treba dodati clan

*/* S 8?? • Spinovi se orijentigu duz polja. Kod rano-
n

gin realnih feromagnetika potrebno je u Hamiltonioan

ukljuciti i clanove koji uziraaju u obzir I neke druge

interakcije, koje se ̂ avljaju kod realnih kristala. Na

primer Bpin-^spin interakciju, spin-orbitalnu i druge,

Jednodimenaionalni model kristala Je jednodimen-

zionalni niz atoma iste mase m, n'a jednakim medusobnim

rastojan^ima a, ko,ji vrse male oscilaoi^e oko svojih

ravnoteznih polosaja du^ linije po kojoj su rasporedeni.

Mada ovakvih kristala u prirodi nemo., razruatranje ovog

modela omogudava da shvatimo prirodu kretan^a i u real-

nim kristalima. Oxnacicemo atome u ovom nizu rednim

brojevima od n = 0 do n = N - 1, gde je N vrlo veliki

broj. Î eka se n-ti atom koji se pomerio iz ravnoteznoig

polozaja nalasi na rastojanju un od njega. Posto sile

uza^amnog dejstva brzo opadaju sa rastojanjem uzeceino

u obzir samo uzajamno dejstvo uooenog n-tog atosia sa

susednim tj. (n - 1) i (n + 1) -vim to ae ̂ zv- aprok-

simacija najblizih suseda. U realnosti se istovremeno

pomeraju i ostali atomi, tako da se (n -t- 1) atom po-

merio za u a (n - 1) £a un_^ pa tje rastojanje

ismedu susednih atoma



un-u ~~ un )* ^v^ atQ3ii ^e sa svoje strane izazvati os-

cilovanje i ostalih, tako da ce ceo ovaj niz atoraa po~

ceti da vrsi oscilatorno kretanje.

Kristal se moze predstaviti kao sistera povezanih

oscilatora. Svaiki kvant oscilovanja u kristalu nosi pe-

cat celokupnog kolektiva atona i sila koje izraedu njih

deluju. Kvant pobudenja linearnog oscilatora naziva se

fonon. U kristalima ne mozemo govoriti o fononima kao

pobudenjima individualnih atoma vec o fononima koji pred-

stavljaju kvante oscilovanja celog kristala i oni su je-

dan tip kolektivnih ekscitacija.

Ako u aproksimaci^i najblizih suseda posnatramo

spin-fonon interakciju, onda ce Hainiltonijan interakci-

je za anizotropni model ̂ l

Q
? z
"

izotropni model je o ̂ 6= 1 pa se dobija da j

u

Uticaj fonona je dat prvim redom razvoja inte^rala iz

mene po fononskom porner'anju.
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Mi cemo proucavati klasicni kompresibilni izotrop-

ni Heisenberg-ov lanac sa spinom G koji Je opisan Hamil-

tonijanom

H=
p

-/ ̂
(2.1)

gde Je u; pomak magnetnog jcna is ravnotez-nog polozaja,

"3d -konstanta elasticnosti, "X konstanta spiri-fonon inter-

akcije i m-nasa jona.

3. HAMILTONOVA I LAGHANZEVA PUNKCIJA STACIONARNOG STANJA

Pocetni hamiltoni.jan izabrali

opisan fornuloir. (2.1;

_M - N-! N-t

11

U lancu cemo posmatrati ekscitacije sa talasnim duzinama

mnogo vecim od konstante resetke, tako da cemo Hamilton:.-

,jan (2.1) izraziti u kontinualnoj aproksimaciji

H = H0

gde je H konstantni "clan HQ = - N I S , a prelaz t je



isvrsen na sledeci nacin;

n a-O

Koristeci razvoj g(i±l) => g(x)±

granicne uslove
(± co) = 0 ,

+ + . . . i

'i \•*• r^o 1 — f ) —• — v TT <7>-°^ / - u? c*~ - x )y> z

za gustinu Hamiltonove funlccije dobija se

,

la'

4«5) + 0(a") (3.1)

Clan XaS ne utice na jednacine kretanna za u(x,t)
£?X

all daje doprinos energiji sistema u slucaju kada je

u(-oo) / u(+«5, (kao na primer kod kinka) i utice na jed-

nacine kretanja za spinske varijable, kao sto cemo kas-

ni(je videti, Usled sporih promena S i u duz" lanca

smatracemo da je a — mala velicina, r.de je f = f (S.u).ox
o

U gornjem Hamilton! janu smo sadrzali sve clanove do ̂  a ,

da bi u najnizoj aproksimaciji izracunali efekte spin-

-i?onon inter akcije.

Da bi lakse resili Jednacine kretan.ja, uvodirao

sferne koordinate -9̂  i 0 za spinove :
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sx S sin -©- cos 0, = S sin <©> sin /, Sz = S cos -G-,

u torn slucaju imamo:

+ sin2 (£.2)

Polaseci od p;ustine Hamilton!jana (3.1) mozemo na
•-

ci gustinu ukupnog LagranSijana:

agranleva jednacina kretanja sa u(x,t) glasi

(3-3)

-,

uu-

Jednacinu (3*̂ ) resavamo pod predpostavkois 'la se cistern

nalaai u stacionarnom stanju, odnosnc la je u(x,t) - u(x-vt)—-̂  —»
Ji O ^ C»

i Sri = §rr (x-vt), tj. da je doslo do formiranja solitona.
QX tfX

(Uslovi pod kojima dolazi do .formiranja stacionarnog

stanja bice analisirani kasnije,)

'Dada je
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u
xx

.2-
m ax 3x

2

Ovu jednacinu cerao integraliti uz granicne uslove u = 0,
x

(3S/3x) = O i x - ± c o , sto dag e:

ux - -
%

O

Koristeci relaciju: mv =
TJ

i s= — dobija se
v

u =x
Z a (3.5)

u = - X a

U = (3.6)

Zaraenom (3*5) i (3.6) u (3*3) dobijamo Lagranzijan koji

2 ,T(zavisi samo od S i Jo, a KOJI as

ef
= S(cosO--l)0- la

r2§r
V -iv/
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- 5(0030-1)0"- Ia

Clan proporcionalan a* odbacujeiao u skladu sa polaznom

aproksimacijom, tako da za gustinu efektivnog Lagranzi-

jana konacno dobijamo:

la" f•»(.3

Jednacine kretanja za S = Scos - 0 - 1 0 " inozemo

naci iz gustine efektivnog Lagranzlrjana, ili efektivnog

Hamilton!Jana koji sledi iz (3.7):

la' 1 + %
2 2

^

J
(3.8)

Moze se pokazati, da do efektivnog Hamiltonijana (3«S)

mozemo doci polazeci od Hamiltonijsuaa (3.1), poiaocu

adekvatne kanonske transformacine (u.nl ~>^yipl Sde su^ J (. J

{ 7»P^ nove kanonske promenl.jive. U torn cilju koristi-

cemo funkciju generatrise kanonske transformacije (vide-

ti /3/) sa gustinoin

x

- -p y - Xa dx (3.9)



sto daje

u = - (3.10)

-i p = - ̂ e = p - tako da je transformacijom impuls
<7<7

ostao nepromenjen,

Gustina novog Hamiltonigana je:

(3.11)

p
U stacionarnom stanju je C "3S/ 3x) = f (x - vt) i u

torn slucaju

tako da je gustina novog Hamiltonijana

T zla % a v
P +

29€(l-a2)J

- 1

(3.12)

(3.13)



Jednacine kretanja sa y i p ^l

"D "~* 2.- X av / 9 S \. - ™ r- t KY ;
- A

Is (3.15) sledi:

p = my + % a v ( ) (5.17)
4- ^ _,., r -, /. v x)X

°

P, - «

Zamenom (3.IS) u (3.16) dobijaso

tt

Kako se clanovi u za^radi potiru sledi da ne

y - v v = 0.
Jt-f o "xx

Sada mor.emo detal.jnije arialisirati uslove pri

ko.jima dolazi do formiranja stacionarnog stan.ja, t,j.

kada mozemo stiaviti da ,je u = u ( x - vt ). Iz r^ornjeg

izvodenja jasno je da u stacionarnom stanju mora bit!

7 = 0.

U opstem slucaju resenje Jednacine za j Je oblika



y = y (x - v0t) + y (x+v0t), odnosno

u = ŷ  (x-v0t) + y2(x+v0t) + us(x -vt),

tako da \i lancu pored solitona koji se krecu brzinom v

postoje jos dve ekscitacige koje se krecu brzinora + v

odnosno - v . Ako 1e v y> v, Dosle dovolino kratkogo o "

vremena ( u porertenju sa vrerr.enom zivota spinske eks-

citacije ) te dve ekscitaci.je ce se dovoljno udaljiti

od solitona, tako da mor.emo sniatrati da sisten prela-

zi u stacionarno stanje, i u tor: snislu cemo i tretira-

ti ovo stanje.

S dru^e strane posebnin izborom pocetnih uslova

mozeao dobiti y = 0 I tada se sistern od pocetnog

trenutka nalazi u stacionarnom stanju, sto da.je:

u (x,t) = - dx (3.19)

P (x,t) = X amv (3.20)
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*. JEDNACINE KRETANJA I SOLITONSKO RESENJE

Pomocu gustine Hamilton!jana (3*23) dobi.jaju se

sledece Jednacine za & i 0:

cos -0- S sin20- 0X

sin -G- ,
~t

~ 7 .?-
I S a ( -9- - sin -8- cos & 0 )xx ,x s n

(4.2)

Resena trasimo u obliku:

0 = n0t + 0 ( x - vt )

cos-©-- cos-G-( x- vt )

sto daje:

0t =n 0 - v 0x

( cos -6- ), = - v ( cos O- )

Smenom u = cos •G' i u = -vu u (z!-.l) sledi

i nakon integracije dobijamo

- vu = I 3 â  ( 1 - u. ) 0 + G
A
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Koristeci ova resenja u sledeeem paragrafu odredicemo

energiju, impuls i raagnetizaciju lanca u prisustvu soli-

tona.

5. ENERGIJA, MAGNETISACIJA I IMPULS SISTEMA

Magnetizacija i impuls sistema de.finisani su:

+ 00

r
M _ M - C / ( 1 ^oc, £L > 22Ei, - ii2 - b / (, J. - .os t* ; a

+ 00

r dx
a

(5.1)

(5.2)

dok ,je energija E data preko Hamiltonove funkcije

(videti /V).

Smenoin cos -9- iz (̂ .7) u (5*1) 2s. magnetiza-

ciju sisteraa dobijamo

1

M, = —a dx , gde je

, dimenzija solitona, a y= sin/0 .

Integraci,jom dobijamo

Kz = f a n
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Zamenivsi ovaj izraz u (?.23) za energiju sistema do-

bijaino:

•oc

E =

+ co

,2q2 C
\~ 2n(l-cosO-)dx

odnosno

E =

_O.=Kako je

deci nacin

*A*z (5.6)

#
I S az

energiju mo::emo napisati na sle-

iii

(5.7)

U slucaju kada je ̂  = 0 dobijamo jednostavnu relaciju

za ugaonu brzinu rotacije vekt'ora magnetizacije :

no= £ / MZ (oko z - ose ).

Sada mozemo sve velicine koje karakterisu soliton

izraziti u funkciji raagnetizacije ( M ) i impulsa

( P ) solitona, koji se mogu eksperimentalno odrediti.

iM -, —
2

Iz ove relacije vidimo da je:



_ pp

4-Ssin f|
odnosno I"l =

PC a2

Zamenom u (>•£) za energiju cemo ciobiti

a) E »

odnosno

b) E *

M, + I6IS. sin2 Pa

313
l - CO

Pa

(5.8)

IK relacije (3.22), koju snio uzeli u aproksimativnom

obliku, tj. za v«v , i iz relacije (5.8) za energi

ju sistema konacno dabijamo:

a

Ovaj izraz aa energi.ju sistema je takode usaglasen sa

predpostavkom postojan.ja stacionarnog stanja za v«v .

Da -bi dobili izraz za brzinu solitona l:oristicemo

relacije (4.5) i (5-5) sto daje

V . Pa1 - ̂  p = sin odnosno

/in= 4-ilcO 2 Pa77̂ -
. ̂  Pa

Sin Tpr COS
T"O

Korenovanjem gornje relacije dobijamo:



8S a. Pa Pa 4S - Pa ., .- sin cos = sin

v . sn

U okviru date aproksimacije brzina je:

Pa
M2

Ovaj izraz za \ ,je .jednak grupnoj brzini "d S / ^P,

sto potvrduje valjanost nase aproksimacije.

Koristeci relacije (^-7) i (5*5) zs dimenziju

solitona dobijamo:

= V A - r-^r- = *>i TTE ' a anpmiida j
sin

- P a- sin

Sada kada smo izracunali sve velicine, koje kara-

kterisu soliton i kada smo ih izrazili preko eksperimen-

talno merljivih velicina P i M_ , mozemo zakljuciti

sledece:

Za datu magnetizaciju i impuls solitonska amplituda i

dimenzija su nepronienjene u prisustvn spin-fonon inter-

akcije. Energi.ja sistema se menja i ( za U<ji= 0)



2

kao i brzina koja je data relacijom:

v . Pa) sin

Poveoanje energije solitona u prisustvu spin-fonon

interakcije mo^erno objasniti na sledeci nacin: pri malim

brzinasia ( v <3r* v ) spin--onon interakcija dovodi do

privlacne efektivne spin-spin interakci.je (renormali-
i—'

zu.je integral izmene: I > I), sto dovodi do povecanja

energije ekscitacije (soiitona) u stacionarnoin stanju,

posto je ona proporcionalna integrals izmene.
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