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1. U V O D

Predmet ovog rada je ispitivanje elektronskih stanja i spektara u kristalnim film-
strukturama i njihovo poredjenje sa istim u idealnim. beskonacnim strukturama. U
teoriji kondenzovane materije se najcesce analiziraju strukture koje su prostorno
homogene i poseduju osobinu translacione invarijantnosti. Mediutim. u praksi ide-
aliic ciste strukture ne postoje. Pored toga, kristali poseduju granicne povrsine na
kojima doiaz; do specificnih efekata i fizickih fenomena. a oni se ne mogu objasniti
metodama teorije idealnih struktura. Postojanje granicnih povrsina. pored uticaja
necistoca (primesa. defekata, vakancija i si.), kod ovih struktura dovodi do narusenja
translacione simetrije. Upravo zbog toga je znacajna analiza elektronskih stanja u
realnijim kristalnim strukturama. kao sto su npr. filmovi.

Filmovi predstavljaju beskonacne strukture u svim ravnima paralelnim dvema
granicnim povrsima. koje su normalne na jedan prioritetan pravac, duz koga je
posmatrani sistem ogranicen.

U vecem broju diplomskih radova, novijeg datuma, ispitan je uticaj fononskog
podsistema na fizicke karakteristike kristalne strukture, medjutim od velikog znacaja
je i ispitivanje sledeceg fundamentalnog podsistema - elektrona, jer su upravo oni no-
sioci svih transportnih fizickih procesa. U ovom radu istrazeni su energetski spektri
i moguca stanja elektrona (zakon disperzije).

Prilikom gore pomenute analize koriscen je metod Grinovih funkcija, koji pred-
stavlja jedan u nizu metoda pomocu kojih se ovaj problem moze tretirati. Pored
tog metoda postoje i mnogi drugi kao sto su: metod Hajzenbergovih jednacina kre-
tanja, metod malih perturbacija, metod talasnih funkcija i si. Primenjeni metod je
odabran zbog pogodnosti koje nam nudi definicija polova Grinovih funkcija, i to:

- realni delovi polova, proporcionalni su energijama elementarnih eksicitacija
(pobudjenja) koje se javljaju u sistemu, odakle dobijamo zakon disperzije elektrona,

- imaginarni delovi polova proporcionalni su reciprocnim vrednostima vremena
zivota tih ekscitacija.
Odabranom metodom najpre su vrsena istrazivanja na idealnim beskonacnim struk-
turama, a zatim na kristalnim filmovima i to iz dva razloga:

- provere metoda na poznatim rezultatima,
- da bi se na osnovu tih rezultata uocile razlike za film strukturu.
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2. ELEKTRONI U KRISTALIMA

Veliki broj vaznih fizickih osobina mozemo razumeti polazeci od modela slo-
bodnih elektrona po kome se najslabije vezani elektroni atoma krecu slobodno po
zapremini metala. Valentni elektroni postaju provodnici elektriciteta i nazivaju se
provodni elektroni. Sile izmedju provodnih elektrona i jona se zanemaruju. tj. sma-
tra se da se provodni elektroni mogu kretati svuda u unurrasnjosti uzorka. Totalna
energija je jednaka kinetickoj. sto znaci da se potencijalna ne uzima u obzir.

Poznato je da je stvarna raspodela provodnih elektrona rezultat uticaja jakog
eiektricnog potencijala jona. Lpotrebljivost ovog modela zavisi od kinetickih svo-
jstava provodnih elektrona. Postavke ovog modela bile su date mnogo pre otkrica
kvantne mehanike. Klasicna teorija je imala nekoliko uspeha ali i nedostataka. U
uspehe spadaju izvodjenje Omovog zakona (j = oE) i izvodjenje veze izmedju elek-
tricne i toplotne provodnosti. Medjutim, totalni neuspeh je dozivela u objasnjenju
toplotnog kapaciteta i paramagnetne susceptibilnosti provodnih elektrona. Zatim,
pomocu klasicne teorije ne moze se objasniti postojanje dugog slobodnog puta elek-
trona. Provodni elektron moze da se krece u metalu po pravoj putanji duzine veceg
broja medjuatomskih rastojanja a da se ne sudari sa drugim elektronima ili atom-
skim ostacima. Odnosno, provodni elektroni se u torn smislu ponasaju kao gas
neintereagujucih cestica. Razlozi za to su:

Slobodan elektron ne skrece pod uticajem jona uredjenih u periodicnu resetku.
jer se taJasi materije prostiru slobodno u periodicnim strukturama. Provodni elek-
troni se retko sudare sa drugim elektronima sto je posledica Paulijevog principa
iskljucenja.

Elektrone u metalima mozemo uz grublje aproksimacije posmatrati kao i elek-
trone u Fermijevom gasu slobodnih elektrona (gas slobodnih neinteragujucih elek-
trona podvrgnutih Paulijevom principu).

Posmatramo fermionski gas, kod koga su energije zadate kinetickom energijom
translacije. Energija cestice je:

2m
— * _ -*

gde je k = | , k - talasni vektor.



S.Stojkovic: Elektroni u filmovima , dipl.rad

Razmatramo slucaj:

„ j __ A*

// - hemijski potencijal.
Kvantni efekti postaju dominantniji ako je toplotna energija znatno niza od

hemijskog potencijala: // ^> kT.
Cestice se pokoravaju Paulijevom principu. Na apsolutnoj nuli one popunjavaju re-
dom najniza kvantna stanja. Takav gas nazivamo potpuno degenerisanim fermion-
skim gasom. Znacaj Paulijevog principa se znatno manifestuje u izgledu funkcije
raspodele osnovnog stanja fermiona. Specijalizirajuci Fermi-Dirakovu funkciju:

-i

T D r _ o7 = U. — < n „0 E > fj.Q

Slika 2.1: Fermijeva funkcija na apsolutnoj nuli

//o - je vrednost hemijskog potencijala na apsolutnoj nuli.
Na T = 0 sva stanja sa energijama manjim od //0 su popunjena, a visa energetska
stanja su prazna, pa je //0 jednak granicnoj energiji degenerisanog gasa.

Zauzeta stanja na T = 0 mozemo prikazati sferom u prostoru talasnog vek-
tora, koja se zove Fermijeva sfera. Njen radijus je Fermijev talasni vektor &/r, koji
odredjuje granicnu - Fermijevu energiju:

— 2m
Temperatura pridruzena ovoj energiji je temperatura degeneracije: TF = Ho/k.

Fermionski gas degenerisan je u podrucju gde vazi T <C TF- Brzinu cestice obra-
cunatu od vrha Fermijeve raspodele mozemo izraziti pomocu kp : vp- = Jikp/m -
granicna brzina fermiona na apsolutnoj nuli.
Kako je ukupna energija osnovnog stanja fermionskog gasa:

srednja energija bice: E0 — (Uo/N) = (3/5)//0 gde je N — ̂ ,- TV,- ukupan broj cestica
gasa.
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2.1 Provodni elektroni u metalima

Kako smo vec ranije razmotrili ponasanje idealnog Fermi- Dirakovog degene-
risanog gasa, mozemo te rezultate primeniti na realne fermionske sisteme. U toj
aproksimaciji, koja je veoma gruba, razmatracemo kretanje valentnih elektrona u
metalima. Metal se moze shvatiti kao ^materija7' sastavljena od pozitivnih jona i
valentnih elektrona, pri cemu joni osciluju oko ravnoteznih polozaja, a elektroni se
krecu kroz ceo metal. Elektroni su nosioci elektricne struje pa ih nazivamo provodni
elektroni.

Prva teorija metalnog stanja, koju je razradio Drude (1900) i usavrsio Lorenc
(1904-1905). se oslanjala na rezultate klasicne fizike. Ova teorija je. kao sto smo
pomenuli. pretrpela najveci neuspeh u objasnjenju toplotnog kapaciteta (specificne
toplotei metala. Neka je Z broj valentnih elektrona u atomu. Primenom klasicne
statistike. nalazi se iz zakona jednake raspodele energije da Z.Y - elektrona daju
doprinos toplotnom kapacitetu 3ZNkg/'2. sto je istog reda velicine kao i doprinos
kristalne resetke. Izgledalo je da elektroni ne ucestvuju u prijemu toplote koja
se dovodi metalu. Nepojavljivanje tog clana bilo je zagonetno za klasicnu fiziku.
Takvo ponasanje elektrona je objasnio Zomerfeld (1928) koji je prvi primenio Fermi-
Dirakovu kvantnu statistiku uz vazenje Paulijevog principa i tako zasnovao kvantnu
teoriju metalnog stanja.

Prosecna energija toliko je velika da su termicka pobudjenja ogranicena na nez-
natan deo elektrona iz okoline Fermijeve energije. U aproksimaciji slobodnih elek-
trona, toplotni kapacitet ie:

CJ = ̂ I (2.1,
Z/X0

Prerna Dilon-Ptijevom zakonu toplotni kapacitet jona nezavisan je od tempera-
ture:

Clv = 3NkB (2.2)

Deljenjem (2.1) i (2.2) dobija se:

Temperatura degeneracije (Tp) je u metalima toliko visoka da je elektronski do-
prinos toplotnom kapacitetu zanemarljivo mali. Izraz (2.2) vazi u podrucju dovoljno
visokih temperatura. Na niskim temperaturama, toplotni kapacitet kristalne resetke
proporcionalan je trecem stepenu temperature:

, _
C -

0 - je Debajeva temperatura (u energetskim jedinicama).
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Na niskim temperaturama, odnos kapaciteta je:

Cfr 5ZQ

Clv 247r2T27>

U neposrednoj blizini apsolutne nule u toplotnom kapacitetu metala dominantniji
je elektronski doprinos.

2.2 Elektroni u periodicnom potencijalu

U strogom smislu. elektroni i joni u kristalu cine jedan kvantni sistem. cije
resenje treba naci. Ovakvo postavljanje problema je suvise komplikovano. pa treba
potraziti jednostavnije prilaze. Xajpre, mozemo elektrone zamisliti kao nezavisne
cestice koje se krecu pod ukupnim uticajem svih sila. Ako zanemarimo nepravilnosti
u gradji kristalne resetke i oscilovanja atoma oko ravnoteznih polozaja u resetki, tada
se svaki elektron krece u potencijalu koji je periodican sa periodom kristalne celije.
Neka su ivice elementarne celije definisane vektorima a l5 a2, a3, onda su osnovne
tacke resetke date tripletom ceh'h brojeva:

n — n^i + n2a2 + n3a3 _ (2.3)

S obzirom na takve pomake potencijal je periodican, sto mozemo izraziti uslovom:

U(r + mai + n202 + n3a3) = U(r) (2.4)

U takvom periodicnom potencijalu talasne funkcije elektrona imaju neka opsta svoj-
stva koja proizilaze neposredno iz Sredingerove jednacine:

Hu = Eu (2.5)

pri cemu je Hamiltonov operator:

(2.6)

Uvedimo operator translacije T% definisan relacijom:

F(r + n) (2.7)

Kod dve uzastopne translacije vektora n i n ' rezultanta ne zavisi od redosleda
translacija, pa operatori T% i TH> medjusobno komutiraju:
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Harrultonov operator elektrona u periodicnom potencijalu ne menja se translacijom
za vektor n:

H(r + n) = H(r)

iz cega sledi:

T*H(r)F(r) = H(r + n)F(r + n) = H(r)Tfi(?)F(r)

U stvari, zbog periodicnosti kristalne resetke operator translacije komutira sa Hamil-
tonovim operatorom:

T* H = H T,

zbog cega su sopstvene funkcije hamiltonijana ujedno i sopstvene funkcije operatora
translacije. Oznacimo li sa r, sopstvenu vrednost operatora T% sledi:

T? u ( r ) = TZ u(r] (2.8)

Pnmenjujnci na levoj strani ove relacije svojstvo operatora TK iz jednacine (2.7).
dolazimo do:

u(r + n) = Tft u(r) (2.9)

Svaki vektor translacije 7? moze se izraziti kao zbir druga dva vektora translacije:

n = n' + n" (2.10)

pa iz jednacine (2.8) i (2.10) sledi:

Tn = T n ' T n " (2.11)

U skladu sa prethodne dve jednacine, sopstvenu vrednost operatora translacije
pisemo u obliku:

ra = e'*a (2.12)

Uvrstimo li ovo u jednacinu (2.9) dobijamo:

«r(r + n) = cife«f(f) (2.13)

Kako talasne funkcije zavise od talasnog vektora k oznacili smo ih tim indeksom.
Uslov (2.13) ce biti ispunjen ako je talasna funkcija elektrona jednaka proizvodu
ravnog talasa i neke druge funkcije:
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za koju vazi:

Vj;(r + n) = vi;(r) (2.15)

To je Blohova teorema iz 1928. godine. Prvi faktor u jednacini (2.14) proizilazi iz
konstantnog potencijala i u mnogome opisuje ^slobodno kretanje elektrona"; drugi
faktor je periodicna funkcija resetke i odredjuje vezivanje elektrona za kristalnu
reset ku.

Reuk(

Slika 2.2: Realni deo Blohove funkcije uzduz cvornih veza u kristalnoj resetki

Prema relaciji (2.13), prostornim pomeranjem za n talasna funkcija menja samo
svoju fazu, pa gustina verovatnoce ostaje kostantna:

pri cemu smo pretpostavili da je talasni vektor k realan. Uvrstavanjem Blohove
funkcije u Sredingerovu jednacinu, dobijamo novu jednacinu za periodicni faktor:

+ ik)2v-k + U Ujf = E(k) vt (2.16)

Funkcija v% mora biti ista na suprotnim stranicama celije, sto su granicni uslovi
jednacine. Za neke energije talasni vektor k postaje kompleksan. Takve vrednosti
iskljucujemo iz energetskog spektra jer, u protivnom, gustina verovatnoce ne bi
imala svojstvo translacione invarijantnosti. Suprotno energiji slobodnog elektrona,
energija elektrona u periodicnom potencijalu ne moze se kontinualno menjati. Pot-
puni spektar prethodne jednacine, dakle, zavisi od celog broja / i parametra A;, sto
se moze predstaviti kao niz energetskih zona E[(k). Za svaki broj / postoji kontinum
energija odredjene sirine, cije zone mogu biti razmaknute ili se prekrivaju.
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2.3 Redukovani talasni vektor

Razmotrimo sada sta se dogadja sa talasnom funkcijom kada radijus-vektoru
elektrona damo prirastaj <?i . Tada je prema Blohovoj teoremi:

— * —+

Zamenimo talasni vektor k nekim drugim talasnim vektorom k' koji zadovoljava
relaciju

k' 3i = k a] + 27T77?!

gde je rnj - ceo broj. Ova zamena ne uzrokuje promenu faznog faktora u talasnoj
funkciji. Invarijantnost kvantnog sistema prema prostornim pomerajirna za aj , a2 i
<73 ima za posledicu viseznacnost talasnog vektora.

Definisimo osnovne vektore reciprocnog prostora:

- fl2 x a 3 -. G3 x a , r a i x a2
& i = 2 7 T — - - ; &2 = 27r — - : 63 = ITT— - - (2.1 1)

"0 "0 S '0

fi0 - je zapremina elementarne celije:

fi0 = Si • (a2 x a3)

Iz relacije (2.17) neposredno nalazimo:

a{ • bj = 2-irSij ; i,j = 1,2,3

Pomocu vektora 6 l7 625 ^3 formiramo vektor reciprocne resetke:

9 = gibi + gibt + g3b3 ; g^ g2, g3 = 0,±1,±2, . . .

Proizvod vektora translacije n i vektora g jednak je umnosku od 2?r:

n-g-

To znaci da talasni vektori koji se dobijaju translacijom za vektor reciprocne resetke:

k -> k' - k + g

odredjuju isto stanje elektrona. Radi uklanjanja te viseznacnosti, na talasni vektor
postavljamo uslove:

— 7T < k • <?! < 7T ; — 7T < k • O2 < 7T J — 7T < & • O3 < 7T (2.18)

cime smo ga ogranicili na redukovano podrucje. Redukovani talasni vektor ima
svojstvo da su iznosi njegovih projekcija na kristalne ose minimalni.
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2.4 Prebrojavanje stanja

Umesto kontinualnog talasnog vektora mozemo pri racunanju preci na diskretna
stanja. Ako se u smerovima a\ a2, 03 pomaknemo respektivno za duzine L\, LI, L%
moramo zahtevati da se talasne funkcije periodicno ponove, pa je pri tome promena
talasne funkcije izrazena i faznim faktorom:

at
- Z*. |* -.
i — f-Ara,u£(r + L~) = e»>ka'u-k(r) ; i = 1,2,3.

fl,'

Talasne funkcije se redukuju na u%(r) samo ako se talasni vektor moze predstaviti
u obliku:

f fll A i Q 2 A , °3kK = ni—bi + n2—b2 + n3 — 63
LI L-2 LI

(2.19)

Oznacimo broj elementarnih celija koje se nalaze na duzini LI sa G\ kako je
udaljenost susednih celija a\. mozemo pisati:

LI =

Analogno vazi za smerove a2 i 03:

Ukupan broj elementarnih celija u kristalu je:

f~i /~i /-i /~i
LT — (j\ Lr2 ' C?3

Pogledajmo koliko talasnih vektora lezi u redukovanom podrucju. Mnozeci ta-
lasni vektor vektorima a1? a2, a3, dobijamo:

T?i2 J* _

k • 0,3 =k • Si — ——— ; k • a2 —
CTJ CJ2

Ako ovo uvrstimo u relaciju (2.18) dobija se:

G3
-

pa sledi da je (7, broj razlicitih mogucnosti izbora z-te komponente talasnog vektora.
Ukupan broj talasnih vektora redukovanog podrucja je GI • (72 • G^. Tako dolazimo
do zakljucka da je broj mogucih talasnih vektora jednak broju elementarnih celija.

Broj stanja u diferencijalnom elementu &-prostora oznacicemo sa dB, a izracu-
navamo ga iz ralacije:
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dB _ d3k
~G~~Sh

fib ' je zapremina elementarne celije u &-prostoru

^6 - &i (62 X 4)

Izrazavanjem 6j, 62, &3 pomocu aj, a2, a3 , sledi:

Zapremina kristala je V — Gf)0, gde je G - broj elementarnih celija. a 00 -
zapremina elementarne celije. Odavde sledi da je broj stanja u elementu zapremine
cPk:

odakle se dobija pravilo transformacije:

2.5 Primitivna kubna resetka

Ova resetka ima medjusobno normalne ose. Jedinicni vektori u smeru osa x, ?/,
redom, oznaceni su kao:

gj, e2, 63 —> a\ CjCt; a2 = e2fl; 03 =

gde je a - duzina ivice elementarne kocke. Iz relacije (2.17) mogu se naci osnovrii
vektori reciprocnog prostora:

bi = —e*i ; 62 = —e*2 ; 63 = —e3
a a a

koji su u ovakvoj strukturi proporcionalni vektorima direktne resetke.
Uvrstimo li 61, 62, 63 u relaciju (2.19) dobijamo izraz za talasni vektor:

k = 27T[ -^-ti + -^e2 + -^-e3) .
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o o o

Slika 2.3: Cvorovi u dvodimenzionoj primitivnoj kubnoj resetki

Uslov da vektor k pripada redukovanom podrucju je da njegove komponente
budu odabrane tako da vazi:

7T

a
7T

a
7T

a
7T

a
""

a
""

a

Slika 2.4: Redukovano podrucje talasnog vektora za primitivnu dvodimenzionu
kubnu resetku



S.Stojkovic: Elektroni u filmovima , dipl.rad 15

2.6 Brzina i ubrzanje elektrona

Kako je stanje elektrona u kristalu opisano kompleksnom funkcijom, javljaju se
i srednje brzine elektrona. Struje mozemo izracunati iz opsteg talasno-mehanickog
izraza. Umesto da posmatramo stacionarno stanje, vise nas zanima sirenje talasnog
paketa koji predstavlja elektron u kristalu. Grupna brzina elektrona je data kao:

dv du>

V = = ~dk'

Kako je v = E/h, gde je v - frekvencija

(2.20)
n

Delovanjem spoljasnjeg elektricnog polja. odnosno spoljasnje sile, menja se energija
elektrona u jedinici vremena, za iznos:

eFv = eF—^7E.n
S druge strane, promena energije kao funkcije od k ce biti:

• * dE dk
- = \ E -
dt dt

Izjednacavanjem prethodna dva izraza dobijamo:

Talasni vektor se u elektricnom polju menja kao za slobodni elektron za koji je impuls
p = hk, pa jednacina (2.21) daje Njutnov zakon kretanja: p~ eF. Jednacina (2.20)
strogo proizilazi iz razmtranja kretanja talasnog paketa pod delovanjem elektricne
sile.

2.7 Tenzor reciprocne efektivne mase

Ako zelimo da izracunamo ubrzanje elektrona u periodicnom potencijalu nastalo
delovanjem elektricnog polja, polazimo od diferencijalne jednacine (2.20):

x dkxdky y dkxdkz
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Kako su vremenske promene talasnog vektora odredjene izrazom (2.21), za x kom-
ponentu ubrzanja nalazimo:

|
I

y + dkxdkz
* * 2 I O J 9 X ' O 7 -̂  7A> X sllc* rile fix"

IV \ **T ^ lv*£\J «Vj»

Slicne relacije vaze i za ostale dve komponente. Analogno izrazu za ubrzanje van
delovanja periodicnog potencijala kristalne resetke pisemo:

a = —F
m*

(2.22)

gde je ^~ tenzor reciprocne efektivne mase. Element! ovog tenzora odredjeni su
odgovarajucim izvodima po komponentama talasnog vektora:

(2.23)
1

m*

1

K1

Bk\y dkxdk-

d*E d*E 2

Iz svojstva:

dkadkp dkpdka

proizilazi da je ovaj tenzor simetrican. Primenimo li ovo razmatranje na model
jednodimenzione resetke, dobicemo sledeci izraz za efektivnu masu elektrona:

m =

Zavisno od zakrivljenosti energetske povrsine, efektivna masa moze biti nega-
tivna ili pozitivna (sto odgovara elektronima ili supljinama, respektivno). Ubrzanje
nosioca naelektrisanja u kristalnoj resetki odredjeno je, ne slobodnom elektronskom
masom, vec skupom velicina (2.23) koje se menjaju pomeranjem elektronskog stanja
u prostoru talasnog vektora.
Ovo mozemo prikazati crtezom. Efektivna masa elementarnih nosioca naelektrisanja
je pozitivna oko sredine, a negativna pri kraju redukovanog podrucja.

Ako je energija kvadratna funkcija talasnog vektora, efektivna masa postaje
skalarna velicina - nezavisna od talasnog vektora. Iz E(k) = Ck2 sledi:

1 1C

m*,

pa mozemo pisati:
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E(k)
2J.2

tfk

2m*
(2.24)

Slika 2.5: Energija kao funkcija
talasnog vektora u redukovanom
talasnom podrucju

2.8 Elektroni i supljine

Razmotrimo provodnu zonu kristala sa malim brojem elektrona koji se nalaze u
najnizim energetskim stanjima. Ako je km talasni vektor koji je pridruzen najnizoj
energiji zone, razvijanjem energije u red po stepenima vektora: K = k — km, i
iz uslova ekstrema (V^E)m = 0, za energiju elektrona u kvadratnoj aproksimaciji
nalazimo:

. (2.25)

U drugom clanu na desnoj strani pojavljuju se komponente tenzora reciprocne efek-
tivne mase:

1

a0 "*<x0

Ako predjemo u sistem glavnih osa, proizvodi razlicitih komponenata postaju
jednaki nuli i u tenzoru ostaju samo dijagonalni elementi:

i (* ? ° ^— = 0 - ^ 0

- U » * j
m*, m^i m^ - predstavljaju efektivne mase elektrona u smeru glavnih osa kristala.

1 1 d2E
m* dkl ' a-1,2,3.

Tada izraz za energiju postaje:
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(2.26)
v '

Ubrzanje elektrona u pojedinim smerovima zavisi od velicine efektivnih masa
m*, m^, m^; sto je veca efektivna masa, to je manje ubrzanje elektrona, odnosno,
teze ih je ubrzavati u torn smeru.

Za kubne sisteme sva tri smera su podjednaka, pa nestaju razlike medju efek-
tivnim masama: m\ m*2 — m* = m* i m* - postaje efektivna masa elektrona pri
dnu provodne zone.
Zavisnost energije kubnih kristala od talasnog vektora u okolini &-prostora ista je
kao i za slobodne elektrone do aditivnog konstantnog clana, tj.

(2.27)
2m*

Ova relacija se odnosi na okolinu energetskog minimuma. drugi izvod energije i
efektivna masa su veci od nule: m" > 0.
Razvijanjem energije u red po stepenima. razmotrimo energetska stanja pri vrhu
provodne zone: K = k — k\j , k^ - je talasni vektor pridruzen energetskom
maksimumu zone. U aproksimaciji malih talasnih vektora nalazimo:

0,0

Za slucaj ,,cistih" kubnih kristala gornji izraz prelazi u:

E(K) - E(kM)
2m*

(2.28)

Da bi za K = 0 energija bila maksimalna, mora drugi izvod energije po talasnom
vektoru biti negativan, tj. efektivna masa postaje manja od nule: m* < 0. U
mnogim slucajevima valentna zona ce biti skoro potpuno popunjena, a samo mali
broj stanja najvisih energija ce biti prazan.

Pretpostavimo, prvo da su sva stanja u valentnoj zoni zauzeta, tada se isti broj
elektrona krece u dva suprotna smera i rezultantna struja iscezava:

(2.29)
s,k

Ako nuklonimo" elektron iz stanja sa talasnim vektorom k' pri vrhu zone, prethodni
izraz prelazi u:
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Prema tome, vidimo da se stanje u zoni moze opisati prisustvom kvazicestice koja
poseduje isti iznos naelektrisanja kao i elektron, samo suprotnog predznaka. Tim
kvazicesticama pripisani su talasni vektori nezauzetih kvantnih stanja, pa ih nazi-
vamo supljinama. Njihov smer kretanja u spoljasnjem polju je suprotan smeru kre-
tanja elektrona. Promena predznaka naelektrisanja ne utice na izraz za ubrzanje ako
istovremeno promenimo predznak efektivne mase. Kako je masa elektrona pri vrhu
zone negativna, efektivna masa supljina je pozitivna. Znaci, supljine su kvazicestice
pozitivnog naelektrisanja i pozitivne mase.

2.9 Elektronski hamiltonijan

Sada cemo razmotriti neka svojstva elektronskog podsistema idealnog beskonac-
nog kristala polazeci od hamiltonijana slobodnih elektrona koji u konfiguracionom
prostoru ima oblik:

4«n - 53
rf.rn

(2.30)

gde su at i a^j - kreacioni i anihilacioni operatori elektrona na cvoru n restke.
Velicina A^ - predstavlja energiju elektrona lokalizovanog na cvoru n, a velicine
Wn,™ - su matricni elementi elektronskog transfera sa cvora n na cvor m. Ovde
je pretpostavljeno da je broj elektrona po atomu relativno mali (jedan elektron po
atomu) tako da se Kulonova interakcija elektrona moze zanemariti. U torn slucaju,
lako se pokazuje da je hamiltonijan (2.30) ekvivalentan hamiltonijanu elektronskog
gasa u aproksimaciji efektivne mase:

2m*
(2.31)

Iz translacione invarijantnosti posmatranog idealnog kristala sledi periodicnost ha-
miltonijana (2.30) koja ima za posledicu da su:

A* = A , W*,A = W^rt = W; V (n, m) (2.32)

Na osnovu toga, u aproksimaciji najblizih suseda, elektronski hamiltonijan postaje:

= A anxnynz(anI+l,nynz+anx-l,nynz

\ anxnynz-l) (2.33)
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2.10 Elektronske Grinove funkcije

Svojstva posmatranog elektronskog sistema analiziracemo pomocu antikomuta-
torske Grinove funkcije

(2.34)

(2'35)

G*,*(t) = 0(<) ({a*® , 4(0)}}

koja zadovoljava jednacinu kretanja:

ih Tt "' H] ' a*
Za izracunavanje komutatora [ajj, H] koristicemo standardne fermionske ko-

mutatorske relacije:

(2.36)

(2.37)

°n-a^} = ̂ , {a*, a*} = {at, at j = 0

Hamiltonijan iz relacije (2.33) moze se napisati kao zbir:

"2 " 2^mx

gde su:

•"••I ^ 2-*tmxm.ymz •mImymz ™"

HS = W 2^mxmyrnz amImym,za"mI-\,mym.t i "4 = " 2-jmxmymz amxmymza"mT

•"5 — " ^rmxmymz amImymzamImy-l,m:c j -"6 == " Z^mim^niz amim!;tnza"ii

"7 ~ ^ / ^ amxmymzamxmym2-l

Ako u jednacini kretanja (2.35) drugi deo izraza na desnoj strani napisemo kao:

0(<) ({[««, tf], 4}) = F (2.38)

a komutator:

t/=2

tada je:

(2.39)

(2.40)
i/=2

Zatim se moze preci na racunanje komutatora Cv:
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C\ [Off, Hi] = A

= ^ / > [amxmymz \nxnynzt amxmym, a"mxmymzanxnynzj "f
Tnxmymz

i \nxnynzamxm.ym,z ~ amxmymzanxnynzj amxmymz^

Na osnovu relacije (2.36) sledi: anxnynzamxmymz = -aninynzamimj/mz,

— nzmz ~ anxnj/nzamxmvmz^ Pa je:

— A _rf
TnjmyTn^

anInynz

/ ^

~T ^^ninynz^Tn^rn^Tn^. ^nxmx^nym.y^nzmz J J

— ^ / ,̂ ^mxmymz^nxTnx^nymy^nzmz

Poznato je da Sara ,,skida" sumu po m = (mx,mv, mz) i svako m7 — * n,-,
a;, j^, z te se konacno dobija:

Analognim racunanjem kao za C\e vrednosti komutatora Cu ce biti:

C-i = Wani+linyni • C3 = Wanx-i,nynz

C4 = Wanxny+itnz ; C5 — Wanxny_i,nz

C6 = Wantnynz+i ; C7 = Wanxnynz-i

Pomocu izracunatih komutatora mogu se napisati izrazi za svako F^ iz jednacine
(2.40):

Fl = Q(t) {{C-x, at}) = A B(t) ({afi, a+}) = A G**(t)

gde izraz: Q(t) {{a ,̂ a^l) predstavlja Grinovu funkciju G^^(t), pa na osnovu
toga dalje sledi:

F4 = WGnxny+itnz.A | ^5 =

F? = WGnxnynz-l;tH
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Ako se izracunate vrednosti za F,, zamene u jednacinu kretanja (2.35) dobija se:

ih Tt G*'™^ = ih 8

- W Gn,+i,«,»,pn(0 + GB,_1,B,n,pa(<) + Gn,n,+1>n,;in(<) + (2.42)

Posto se radi o beskonacnoj strukturi, moguce je izvrsiti potpuni Furije transform
Grinovih funkcija:

= Jj E d" G'M -^'^ (2.43)
- — oc

gde je N = NxNyNz; ax = ay = az — a, pa sledi:

k(n — m) = a [kx (nx — mx] + ky (ny — my) + kz (nz — mz)]

Na osnovu toga bice:

^/7 , , ^//1 _ _ Y^ /
(^rnI±l,nynz;m\<') — > r / ^ /

J V „ J—

1 f+

= — Y, \V _ J —

k

Na slican nacin dobija se da je:

+°° (2.45)
„ —oo
fc

(2.46)
JV - J — oo

Ako se jos izvrse Furije transformacije Kronekerovih simbola i delta funkcije:

k
i izraz (2.43) diferencira po t:

a zatim jednacine (2.44-48) zamene u jednacinu (2.42) dobija se:
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du e«*<a-*)-*"« f-ih + 27T [fcw - A + W (e+iak* + e~tak*)
L L v '

+ W (e+tak» + e-tafc» + e+tafcz + e~lak')\£(w)j = 0 (2.49)

Koristeci izraze:
e+'°^ + e~iak> = 2 cosaJk,- ; j = x,y,z

izraz (2.49) postaje:

ift
— A + 2VK (cosakx + cos aA;y + cos akz)} GAu} = —

2ir

deljenjem prethodne jednacine sa ft se dobija:

2?r w — uj£

Sde Je: A - 1W (cos aA;r + cos aky + cos

(2-50)

i predstavlja realni deo pola Grinove funkcije.

2.11 Elektronski spektri i efektivna masa

Poslednji izraz, kao sto smo u Dodatku I pomenuli, definise energije elementarnih
pobudjenja:

E£ — h uj£ — A — 2W (cosakx + cosaky + cosakz) (2.51)

koji predstavlja zakon disperzije jako vezanih elektrona. U slucaju slabo vezanih
elektrona (degenerisan elektronski gas), A = 6W pa je:

E^ = 2W (3 — cos akx — cos aky — cos akz)

gde je: 1 — cos akj = 2 sin2 ̂ , pa se dobija:

£j = W (sin2 ̂  + sin2 ̂  + sin2 ̂ } (2.52)
\ 2 2 )

Ako se uzme u obzir da je za male talasne vektore: ^ <C 1 =>• sin ̂  ~ ^,
tada izraz (2.52) dobija oblik:
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Es w Wa2 (kl + k2y + kf) = Wa2k2

Na osnovu (2.24) sledi: Wa?k2 = |̂ - odnosno:

m =

Poslednji izraz predstavlja efektivnu masu u dugotalasnoj aproksimaciji. Re-
ciprocna vrednost bice: ^7 = 2a^, sto zbog tenzorskog karaktera efektivne mase
mozemo pisati:

1 0 0
0 1 0 | (2.54)
0 0 1
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3. ELEKTRONI U TANKIM FILMOVIMA

Hamiltonijan jako vezanih elektrona u tankim kristalnim filmovima mozemo
formirati polazeci od ,,balkovskog" hamiltonijana koji u aproksimaciji najblizih su-
seda ima oblik:

TT X — * A i V — > 1

•" ~~ / -. t-^nxnynzanxnynz anxnynz ~ / ^ anxnynz X

nxnynz nxnynz

* \^nxnynz;nx+l,nynz anx+l,nynz T " nxnynz; nx — l,nvnz anx-l,nynzi

~T~ vv nxnynz;nIn!l + l,n!: Q"nxny+l,nz T" " nxnynz;nxny — l,nz ^-nxny — l,nz ~T

i " nxnynz;nxnynz+l anxnvnz+l i " nxnynz;nxnynz-l anxnynz — lj

Fermionski operator! at i a^, kreiraju i anihiliraju elektrone na atomu ciji je
-? ~? ~*

polozaj odredjen vektorom resetke n = nxi + nyj + nzk. Posto su granicne povrsine
filma uzete normalno na z - pravac, indeks sloja nz u (3.1) - uzima vrednosti

nz = 0,l,2, . . . , Nz (3.2)

gde je Nz € [2, 20] kod ultratankih filmova. Indeksi nx i ny, koji odredjuju
polozaj atoma u svakom sloju mogu imati proizvoljne celobrojne vrednosti (od — oo,
do +00).

Realni kristali za razliku od idealnih beskonacnih struktura, ne poseduju osobinu
translacijske invarijantnosti. Postojanje izvesnih granicnih uslova, jedan je od uzroka
narusenja simetrije. Sistemi koji imaju dve paralelne granicne povrsine nazivaju se
filmovima.

Posmatra se idealni tanki film kubne kristalne strukture, nacinjen na substratu
nekim tehnicko-tehnoloskim postupkom (naparavanjem, spaterovanjem i si.). Po-
jam idealni film koristi se u smislu nenarusenja kristalne strukture (bez prisustva
defekata, primesa i si.), a ne u smislu prostorne neogranicenosti. Dimenzije filma
su takve da je on u XY ravnima beskonacan, a u z pravcima ima konacnu debljinu
(L). Znaci da ovaj film poseduje dve beskonacne granicne povrsine paralelne XY
ravnima i to za: z = 0 i z = L.
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0

AQ*£) TT.-&

w

W

W

Slika 4.1: Presek kristalnog uzorka u X(Y}Z - ravni

Zbog izmenjenih uslova na granicama filma, promena periodicnog potencijala
kristalne resetke, uzecemo da je energija elektrona oblika:

AniTV) = AniVVr = A (1 + e) (3.3)

gde je A - energija elektrona na cvoru kod beskonacnog kristala. Povrsinski para-
metar e (koji moze biti i > 0 i < 0 ) izrazava relativnu promenu ove energije na
granicama filma.

Matricne elemente elektronskog preskoka sa sloja na sloj, mozemo izraziti:

'' — 1 — " n

pri cemu je za svaki sloj,
= ** n

"

,nz = "

gde je W - konstanta elektronskog transvera idealnog kristala. Drugi povrsinski
parametar w; (w > 0 i/ili w < 0) - opisuje relativnu promenu matricnog elementa
elektronskog transvera (W) izmedju granicnih i njima susednih slojeva filma.
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Elektronski hamiltonijan tankih kristalnih filmova mozemo napisati u obliku:

H = HZ + HP (3.4)

gde je:
Nz-l

mxmymz [ & amxmymz ~ W (flm^+l.m,,™* + ami-i>mvmz + (3.5)

i amxmv+l,mz ~T °"mxm.y—\,m.z I amxmvmz+\ Q>mxmvmz—\\

HP = E R^o [(1 + e) A amjm!/0 -W( l+ ^)amimyl] +
TTix^y

+ "m.m.N, [(1 + e) ̂  am^m,^ - W^(l + u;)amimyNi_1] - (3.6)

~~ " ̂

x+l.mjJVj: + amI-l,myNz + amxmv+l,Nz + amxmy-l,Nz

Pomocu tako definisanog hamiltonijana, najpre cemo izracunati jednocesticne
antikomutatorske Grinove funkcije:

t} = Q(t) ( aninynz(t), a+ imsmz(0) ) (3.7)

koje odredjuju ravnotezna svojstva elektrona u tankim kristalnim filmovima.
Elektronske Grinove funkcije se mogu izracunati mikroteorijskom procedurom na

slican nacin kao sto je uradjeno u glavi 2. Potrebno je pre svega formirati jednacine
kretanja diferenciranjem prethodnog izraza po vremenu:

"77 tfnInynz;mImym.:s(t ) = £"• "(*J OnjTiynzjmxmytnz "T

(3.8)

6(0

Najpre cemo racunati komutatore:

Hz pisemo kao sumu:

H z = H i — 7J H,,
v=1
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gde su: //, = A T yNz-i +
1 i—/TOimy A^mz=l mxmyTOz">mIm!,mz

-"2 — " Z^m^mj, Z^mz=l amxmymza"mx+l,mym.z

^*3 = " Z^mxmj, Z^mz = l amImvmza"»I-l,mvmz

//4 = H^Em.mj, Emz = l amim m^m.m.+l.m,

//5 = V^Emlm] EmZ]=l am[mSmzam[my-l!mz

Za komutatore pisemo:

Cn = Ci - ]T

gde je:

Na osnovu komutacionih relacija (2.36) i istog racunskog postupka primenjenog u
prethodnoj glavi, dobija se:

C\ Aaninyni

C-2 = [as, //2] = Wani+^nynz ; C3 = [as,jtf3]

iHy+^nz ; (75 = [a«, //5]

invnz+1 ; C7 = [an, H7]

Predstavimo sada velicinu F kao:

/i = 0m{([asm, //I, at}) =\ / \ ^ l "• \ i J 7 771 I /

Primenjujuci racun za F^ iz prethodne glave, dobija se:

r1

nynz + l;m ', F-j = WGnxnynz-l;m

Ako ovako dobijene vrednosti za F,, zamenimo u jednacinu kretanja (3.8), uzimajuci
u obzir samo Hz (uz uslov 1 < nz < Nz — 1), dobijamo:
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^h ~G^(t] = ih 8^ 8(t]
at

- W GB,+i,n,n,i«(<) + Grni_1,nyn2;7n(t) + GB,n,+1,n,;rt(t)+ (3.9)

Uvodjenjem Furije-transformacija za Grinovu funkciju, u opstem slucaju dobijamo:

G ~(t\— V^ /°° du pt'[fc*a*(n*-"i*)+*:i/<'i/(«i/-"»»)] e~iwtG (k k -LJ}
*-JnIns,nI;mVtJ — »r ,r / ^ / "*•" e c ^rnI;mzVK3;' N' WJ

^^^v fcx^ •/~°°
(3.10)

gde je: n- = 0, L2,...jV. i ax = ay — a. / / Furije-transformacije delta funkcija su:

8(t] = - fae- (3.11)

Jnzmz

Zamenom gornjih transformacija u jednacinu (3.9) dobija se:

- A

W

ih fi \~
2ir z Z J

odnosno:

(3.12)

' ' 2?r

Jednacina (3.12) data je za slucaj 1 < nz < Nz — 1.
Povrsinski hamiltonijan (3.6) vazi za: 0 < nz < Nz i mozemo ga pisati kao:

19

— / ^
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gde su:

H8 = ( l + e ) A
mxmy

#9 = (1+W)W ^ amxmyOamxmyl
mxniy

Hw = ( l + e ) A

i s
/1 2 = W^mimy amxmvOamI+l,myO ] #13 = W J2mxmy am

imv «mim!/oam:tms( + l,0 5 #15 = W^ Zmxmv am

^m,, amxmyNzamx+I,myNz ', ^17 = VF ^2mxmy am

'

U ovorn slucaju komutatori su:

a njima odgovarajuce funkcije F su:

F8 = (1 +
Fn =

FIG — WGni+iinsyvz;m i Fn — WGni-l,nyNz;m

Sada cemo ove vrednosti za Fv zameniti u jednacinu kretanja (3.8), ali ovoga puta,
uzimajuci u obzir samo vrednosti hamiltonijana Hp (za slucaj 0 < nz < Nz). Najpre
razmatramo granicni slucaj nz = 0, za koji jednacina kretanja glasi:

d
dt x y

+ (1 + e)AGniny0.A(t) - (1 + w}WGnxnyl,A - (3.13)
T/TA \f~< _ (•!•} I f~<

Racunanje ove jednacine pojednostavljuje se uvodjenjem Furije-transformacija (3.10
i 3.11), uz uslov nz = 0.
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r°° du e~iwt e«lMn,-m,)+Mnir-»i,)] {27T [ftw - (1 + e) A
J-0000

iakW e'ak* + e~tak* + eiak» + e~iak» G0,mz(kxky- w)

odnosno:

[hu-

(3.14)

Za slucaj n- = 1, jednacina kretanja bice:

*h - Gnxnyl.^(t] = ih 8nimi8nymy8lmz 6(t)

(3.15)

Analognim postupkom kao u prethodnom slucaju preko Furije-transformacija dobija
se:

[Hu - A + 2W (cosakx + cosaky)] Gi.mz(kxky]u) +

(3.16)

+ W[Gi.,m,(ktky;u) + (1 + w)G0,mt(kxkv;u)] = ^-Slimt
ZTT

Za slucaj nz = Nz — 1, istim racunom dobija se:

[hu — A + 2W (cos akx -f cosaA;y)] G^z-i-mz(kxky] w) +

(3.17)
ih

+ W [GNz^;mz(kxky]U!) + (1 + w)GNz.mi(kxky;u)] = — 5jv,-i,mi

Za slucaj nz = Nz, jednacina kretanja je:
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-J. GnxnyNz.A(t) = IK 8nim

nN-i.*t - W

Zamenom Furije-transformacija u prethodnu jednacinu, dobija se:

[hu-(l+ e)A + 2W (cosakx

(3.18)

.-i.m.(kxky\u) = —f>Nzm2
ZTT

Sada mozemo formirati sistem od jednacina (3.12), (3.14) i (3.16-18). Svaku od ovih
jednacina delimo sa li', pri cemu uvodimo oznake:

07 A
g = h— — - -- [• 2 (cosakx + cosakv) '- (3.19)

w W

n z ; m z x , y i n,,m. , n yy

Pomenuti sistem jednacina ima oblik:

(0 -e) G^mz + (1 +w) Glim2 = /C 60,m2

(1 + w) Go.m^ + 9 G\jnz + G2,mz = K. <*)1)TO,

Gl,mz + £> Gi^mz + G3;TO2 = /C 02)TO..

(3.20)

GNz-2,m2 + ^ GNz_ltmz + (I+W) GNztmz = 1C t>Nz-l,

(1 + tu) GNz-i,mz + (0-e) GNz,mz = fC $Nz,mz
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Sistem sadrzi Nz + 1 nepoznatih: G0;mz , Gi;mz , G2;mz , . . . , GNz.mz, gde je:

U cilju osnovnog zadatka ovog istrazivanja, a to je odredjivanje elektronskih
energija, potrebni su nam polovi Grinovih funkcija koji se dobijaju kada iste teze
beskonacnosti, sto znaci da mora biti:

DNz+l = 0 (3.21)

8-e
1 4- w

0

0
0
0

1 -f to
Q
1

0
0
0

0
1
Q

0
0
0

0
0
1

0
0
0

• • • 0 0
0 0

•• • 0 0

• • • 1 g
0 1
0 0

0
0
0

1
Q

1 + w

0
0
0

0
l + w

e-e
(3.22)

DNZ+I(&) predstavlja determinantu sistema i moze se izra'ziti pomocu karaktristicnih
Cebisevljevih polinoma (o njima ce biti vise reci u Dodatku II), visestrukim razvi-
janjem po prvim i zadnjim vrstama i kolonama:

(3.23)

- 2 (e -

Uvodjenjem relacija:

izraz (3.23) prelazi u:

2(1

(3.24)
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Uslov (3.21), u opstem slucaju, moze se resiti numericki za zadate parametre
e, w i Nz, ali i analiticki kada je: e = w — 0. Drugi slucaj odgovara film-strukturi
koja je ,,isecena" iz beskonacne. Tada (kao sto je u Dodatku II pokazano) je:

DNz+l(g) = CW,+i(C) = ; ; e =

Iz uslova CNZ+I = 0, dobija se:

Na osnovu ovoga i jednacine (3.19) nalazimo:

h Up = A — 2W (cos akx + cos aky — cos C/J (3.25)

gde je . cos ̂  — — cos akz(i>) . is = N- + 2 — [i, a

M") = - ; v = 1,2,3, . . . ,7VZ + 1 (3.26)

Zamenom ovih relacija u (3.25) i uzimajuci u obzir da je E^(f) = hu^ i A = 6W .
sledi:

•, , [ o o,kx 0 ak,, . 0 a k z ( f } \K(u) = 4 W sin2 — - + sin2 — ̂  + sin2 — (3.27)x
-

2 2

Izraz (3.27) predstavlja zakon disperzije slabo vezanih elektrona u filmu i ima
istu formu kao izraz (2.52) dobijen za idealne neogranicene strukture, s razlikom sto
je tamo kz prakticno kontinualno promenljivo (u intervalu [0,7r/a]) kao sto su kx i
ky, a ovde je diskretno - dato izrazom (3.26).

Pored toga, uocava se da je:

posto je u pitanju tanak film, odnosno: Nz <C (Nx,Ny} i:

77- /y _L i
rmax z '_ imax _-ky -

Izmedju minimalne i maksimalne vrednosti za kz, pa prema tome i za E ( k ) , postoji
jos Nz — 1-a diskretna vrednost.

U skladu sa gore pomenutim, dolazimo do zakljucka da elektronski spektar u
tankom filmu poseduje dva energetska gepa, donji g i gornji /:

7T 2"*iTimin ijimin TT/ / ^ " * ^ 1 — j^max T?max _ r /o oo^g = Lf - Lb - W \^N +2J = Lb - Lf - J (6.28)

(indeks / oznacava film, a 6 beskonacnu strukturu).
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Slika 4.2 : Zakon disperzije elektrona (elektronskog gasa) u filmu

Izmedju isprekidanih linija prikazana je zona kontinualnih dozvoljenih energija elek-
trona u idealnim (neogranicenim) strukturama, dok su punim linijama oznacene
diskretne vrednosti elektronskih energija u filmu.

Uzimajuci u obzir jednacinu (3.28) mozemo odrediti aktivacionu temperaturu
elektrona u filmu:

g W ( TT

kg kB \Nz+2
(3.29)
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Slika 4.3: Ponasanje aktivacione
temperature u zavisnosti od broja
slojeva duz z pravca (debljine filma)

Sa slike se vidi da aktivaciona temperatura veoma brzo (parabolicki) opada sa
porastom broja slojeva Nz.
Za izuzetno tanke filmove Tac je relativno visoka, dok za Nz —> oo ona tezi nuli.

U skladu sa jednacinom (3.29) i energetski gepovi se ponasaju na isti nacin kao
i sama aktivaciona temperatura. Sada mozemo izvrsiti procenu velicine aktivacione
temperature za zadatu vrednost fenomenoloskog parametra W ~ 1 eV i stotinak
kristalnih ravni u z pravcu: Tac ~ 10 K.

Na osnovu izraza za tenzor efektivne mase elektrona (2.23) i izraza (3.27) sledi
da se za efektivnu masu elektrona u film strukturama dobija ista zavisnost kao i
za beskonacne strukture (2.54). Ta cinjenica dovodi do zakljucka da je efektivna
masa elektrona ista u oba posmatrana sistema i da karakter elementarnih nosilaca
naelektrisanja, prisustvom granica, nije izmenjen.
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4 . Z A K L J U C A K

U radu su istrazeni i analizirani energetski spektri i moguca stanja elektrona
u kristalnim, idealnim beskonacnim i film strukturama, sa primitivnom kubnom
resetkom, na osnovu cega se doslo do vaznih cinjenica:

1. Rezultati ovih analiza pokazuju bitne razlike u zakonu disperzije elektrona u
pomenuta dva sistema, kao iskljucive posledice postojanja granica film struktura, u
kojima elektronski spektri poseduju energetski gep.

U odnosu na zonu dozvoljenih energija idealnih struktura sa prakticno kontinu-
alnim rasporedom, zona elektronskih dozvoljenih energija u filmu je uza za iznos 2g
i diskretna. Velicina gepa zavisi od debljine filma i veoma brzo opada sa njenim
povecanjem. Na isti nacin zavisi i povecava se broj diskretnih stanja unutar zone
dozvoljenih energija filma.

2. Efektivna masa elektrona u filmu i beskonacnim strukturama ostaje ne-
promenjena, sto znaci da se karakter i stanja nosioca naelektrisanja ne menjaju.

3. Posledica postojanja donjeg energetskog gepa je pojava elektronske aktiva-
cione temperature. Ovo moze da se tumaci na sledeci nacin: aktivaciona tem-
peratura odgovara energiji osnovnog stanja elektronskog sistema, a ona, u stvari,
predstavlja najmanju energiju koju treba uloziti da bi u filmu egzistirao elektronski
gas. Sve do aktivacione temperature elektroni se mogu nalaziti u nekim od vezanih
stanja. S druge strane, to mozemo tumaciti i tako da se u film-strukturama, za
velicinu minimalnog energetskog gepa, npodize" Fermijev nivo. Samo elektroni sa
energijama vecim od ove minimalne, mogu da ucestvuju u transportnim i ostalim
fizicki interesantnim procesima.

Sve razlike izmedju posmatranih sistema su izrazenije, sto je film tanji, a izceza-
vaju kada debljina filma tezi beskonacnosti.
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5 . D O D A T A K I

GRINOVE FUNKCIJE U FIZICI CVRSTOG STANJA

Poznavanje Grinovih funkcija omogucava nalazenje energije osnovnog stanja sis-
tema, spektra i vrste elementarnih pobudjenja, zatim, termodinamicka svojstva u
ravnoteznim i neravnoteznim stanjima posmatranog sistema.

Veoma bitan zadatak statisticke fizike je nalazenje srednjih vrednosti dinamickih
velicina. Za velicinu A(x, t) srednja vrednost se definise kao:

(A(x,t))t= Sp(A(x,t)et) (5.1)

gde je: ^ H.
0)e"- (5.2)

Qt - neravnotezni statisticki operator, QO - ravnotezni statisticki operator. Za izracu-
navanje neravnoteznih srednjih vrednosti najpogodnije je koristiti ravnotezni ope-
rator velikog kanonickog ansambl^,:

jer je velika kanonicka raspodela najopstija (ona ukljucuje zakone odrzanja srednje
energije i srednjeg broja cestica). Ako se (5.1) zameni u (5.2) i izvrse dve ciklicne
permutacije operatora, dobija se:

Sp (A(x,t)0t) = Sp

tj.:

gde je

(A(x,t))t = (S-l(t,t0A(x,t)S(t,t0)}0 (5.3)

Sredingerov operator A(x,t), napisan u reprezentaciji interakcije. Pisanjem ( • • • )t
oznacene su neravnotezne srednje vrednosti, a ( • • • }o ravnotezne srednje vrednosti.
S(t,t0) je unitarni operator, matrica rasejanja.

I*dt'W(t'}
Jto
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Ako se 5-matrica razvije u red i zadrzi na prva dva clana, sto odgovara linearnoj
aproksimaciji po interakciji W(t):

v ' "' ih Jto
tada je

( (x, t))t = (A(x, t))0 + dt'(A(x, t)TW(t') - TW(t')A(x, t)}0 (5.4)
in Jt0

Kako hronoloski operator T deluje samo na W(t'), ne mora se pisati u gornjem
izrazu. Izraz ima smisla samo za t > t' pa ispred proizvoda operatora A i W uvodi
se Hevisajdova step funkcija Q(t — i'), definisana na sledeci nacin:

Q(t-t')-tl t>1'
U(t * j - \ t < t'

Zbog toga izraz (5.4) prelazi u:

0 ) (5.5)
gde je:

Mo) = 4 rdt'e(t-t')(A(x,t)W(1?)-W(1?)A(x,t)}0 (5.6)
in Jt0t0

i naziva se linearni odziv sistema ili linearna reakcija sistema na spoljasnju pertur-
baciju W(t).

Radi dalje analize linearnog odziva potrebno je izvrsiti konkretizaciju W(t).
Jedna od opstijih formi hamiltonijana spoljasnje perturbacije je:

Hint(t) = Jdx'B(x',t')£(x',t') (5.7)

B(x',t') - operator! neke dinamicke varijable fi, e(x',t') - funkcije koje nemaju
operatorsku strukturu i ponekad se nazivaju C - brojevima.

Kako je:

W(t) = exp - tf,-nt(0exp (5.8)
\ / \ /

na osnovu (5.7) i (5.8) operator W(t'} bice:

W(t') = f dx'B(x', t') e(x', t'} (5.9)

Sredingerov operator B napisan u reprezentaciji interakcije.
Zamenom (5.9) u (5.6) dobija se:
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t, to) = 4r / dx' /' d«'e(x', 0 G(x, x'; «, f) (5.10)
in, 7 Jt0

gde je velicina:

G(x,x';M') = Q(t - OM(*, *)£(*',*') -#(*', *'MOM))o (5-11)
i naziva se dvovremenska temperaturska retardovana funkcija Grina. Ona zavisi od
QN + 2 promenljive (dva puta po tri prostorne i dve vremenske). Ako je prostor
homogen (bez defekata, primesa itd) onda Grinova funkcija, kao njegova fizicka
karakteristika ne zavisi od konfiguracionih koordinata x i x' ponaosob, vec od njihove
razlike x — x', pa se broj promenljivih svodi na 3N + 2. Ako originalni operatori
ne zavise eksplicitno od vremena, tj. A(x,t) = A(x) i B(x,t) = B(x) tada Grinova
funkcija ne zavisi od vremenskih koordinata t i t' ponaosob, vec od njihove razlike
t — t' i ukupan broj promenljivih se svodi na 3./V + 1. U torn slucaju Grinova funkcija
(5.11) prelazi u:

G(x.x':M') — > G(x-x',t-t') =

= 0(* - t1) [JAB(x -x',t- t') - JBA(X - x', t - t')} (5.12)

Ovde su uvedene korelacione funkcije:

JAB(X -x',t- t') = (A(x, t)B(x', t'))0 ; JBA(x -x',t- t') = (B(x', t')A(x, t))0

(5-13)
koje u sebi sadrze svu neophodnu informaciju o svojstvima posmatranog sistema.
Upravo iz ovog razloga metod Grinovih funkcija ima izuzetan znacaj u teorijskoj
fizici kondenzovane materije.

Ako se izvrsi simbolicka smena: x — > n i x' — > m i postavi uslov t' = 0, izraz za
Grinovu funkciju moze da se napise u sledecem obliku:

(5.14)

Za najrasprostranjeniji nacin izracunavanja korelacionih funkcija, pa prema tome
i svih relevantnih karakteristika sistema, smatra se metod jednacina kretanja za
Grinove funkcije:

Koriscenjem Hajzenbergovih jednacina kretanja ih-^A(t} = [Art(t), H(t)] za opera-
. ** f. A A A A

tore fizickih velicina i osnovnih definicija ^@(i) = &(t), [A,B] ~ AB — BA, ovaj
izraz se svodi na:
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, H(t)] (5.16)

gde je Cfuji korelaciona funkcija, €%& -
Primenom Furieove transformacije:

/

+oo
J —tU/t/^Y / \ C 1 r~T\e GrtA(u) (5-17)

-oo

jednacina (5.16) prelazi u

(5.18)

Vidi se da se Grinova funkcija Gjj^u;) = ((^(O | ^m(0)))w izrazava preko nove -
vise Grinove funkcije {{L/4.n(0 , H(t)\. Vise Grinove funkcije se racunaju

na isti nacin kao i obicne (pomocu jednacina kretanja) te se tako dobija beskonaan
niz, tzv. hijerarhija vezanih jednacina za odredjivanje Grinove funkcije. Da bi se i
izracunala trazena jednocesticna, a redje dvocesticna Grinova funkcija mora se ovaj
beskonacan red negde prekinuti koriscenjem neke dovoljno opravdane aproksimacije.

Interesantno je jos podvuci da Grinove funkcije imaju i dublji fizicki smisao.
Naime, realni delovi njihovih polova predstavljaju energije elementarnih pobudje-
nja dok reciprocne vrednosti imaginarnih delova njihovih polova odredjuju vremena
zivota tih ekscitacija.

Pored toga, neophodno je dati vezu izmedju ovih Grinovih funkcija i korelacionih
funkcija koje, kao sto je napped vec receno, definisu i sve ostale fizicke karakteristike
posmatranog sistema. Ova veza se izrazava preko spektralne teoreme:

o
lim (Gn^u + iS) - GHA(u - z8}} = e^6 - l J**(u) (5.19)

gde je JBA(U} Furieov transform korelacione funkcije jj^(t}. Za t = 0 korelacione
funkcije (5.13) zapravo predstavljaju srednje vrednosti proizvoda odgovarajucih ope-
ratora.
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6 . D O D A T A K I I

P O L I N O M I C E B I S E V A

Karakteristicne determinante oblika:

a: 1 0 0
1 x 1 0
O l x l

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

koje odgovaraju razlicitim vrednostima, n
pocetne uslove:

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

1 x 1 0
0 1 x 1
0 0 1 x

(6.1)

— 0,1,2, . . . . N uz pretpostavljene

zadovoljavaju sledecu rekurentnu relaciju:

Cn+1(x) = xCn(x) - Cn^(x) (6.2)

i nazivaju se Cebisevljevim polinomima J.
Uvodeci smenu: x = 2 cosy determinanta (6.1) moze se analiticki izraziti

sin[(n. + 1) (f\)

Nule Cebisevljevih polinoma, koje slede iz uslova:

Cn(v) = 0

0

date su relacijom
7T

v ; v — 1, 2,3, . . . , n .

(6.3)

(6.4)

(6.5)

xkoja predstavlja homogenu diferencnu jednacinu drugog reda sa konstantnim koeficijentima
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