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U v o d

Niskodimenzioni sistemi (tanki filmovi, superresetke, kvantne zice i kvantne tacke) nalaze se
danas (a i tokom poslednje dve decenije) na samom frontu istraziva,nja u oblasti fizike i fizicke
elektronike [1,2]. Razvoj specijalnih tehnoloskih postupaka (epitaksija molekulskim snopom i
naparavanje iz metal-organskih jedinjenja) omogucio je izradu tankih slojeva, cije su dimenzije
manje od srednje duzine slobodnog puta nosilaca naelektrisanja i iznose od nekoliko do nekoliko
desetina nanometara. Stoga su u ovim slojevima izrazeni kvantni efekti u smislu da je kvantome-
hanicki postupak neophodan za opis kretanja elektrona na nivou cele strukture, a ne samo u
okviru elementarne celije kristala, sto dovodi do bitno razlicitih flzickih osobina ovih struktura u
odnosu na masivne uzorke. Ove osobine se mogu kontinualno menjati, na vrlo jednostavan nacin
(npr. promenom debljine slojeva ili sastava materijala) u dosta sirokom opsegu. Mnoge od ovih
osobina pozeljne su u razlicitim primenama, sto je dalo podstrek proucavanju ovih struktura,
kako teorijski tako i eksperimentalno [1-3].

Od velikog znacaja za teoriju cvrstog stanja je ispitivanje udela i uticaja elektronskog pod-
sistema na fizicke karakteristike materijala, jer su upravo elektroni nosioci svih transportnih i
drugih fizicki interesantnih procesa [4-7]. U ovom radu je, na osnovu modela kristalne film-
strukture1 sa primitivnom kubnom resetkom (sacinjena od iste vrste atoma) [8-11], analizirana
kristalna film-struktura sa dve podresetke - tipa NaCl (sacinjena od dve vrste naizmenicno
ponavljajucih atoma). Ispitan je uticaj prisustva gra.nica i debljine film-strukture na energetski
spektar i moguca stanja elektrona (elektronski zakon disperzije). Dobijeni rezultati poredjeni
su sa odgovarajucim za idealne beskonacne kristale, da bi se na osnovu toga uocile najbitnije
razlike koje se javljaju usled ogranicenosti kristalnih sistema.

Pomenuta analiza vrsena je metodom dvovremenskih temperaturskih Grinovih funkcija2 koji
se danas veoma cesto koristi u kvantnoj teoriji cvrstog stanja. Zahvaljujuci ugradjenoj statistic!,
ta.j metod se uspesno primenjuje kod izracunavanja kako mikroskopskih tako i makroskopskih,
ravnoteznih i neravnoteznih svojstava kristala [7,12]. Primenjeni metod je odabran zbog pogod-
nosti koje nudi definicija polova Grinovih funkcija3.

Ovde je najpre vrsena analiza idealnih beskonacnih kristalnih struktura (sa primitivnom
kubnom resetkom i sa dve podresetke), a zatim je isti metod primenjen na odgovarjuce film-
strukture.

1 Filmovi predstavljaju beskonacne strukture u svim kristalnim ravnima paralelnim dvema granicnim povrsima,
koje su normalne na jedan prioritetan pravac, duz koga je posmatrani sistem ogranicen.

2Postoje i drugi metodi pomocu kojih se ovaj problem moze tretirati: metod Hajzenbergovih jednacina kre-
tanja, metod malih perturbacija, metod jednocesticnih talasnih funkcija i si. [5-7].

3Realni delovi polova Grinovih funkcija definisu energije elementarnih ekscitacija (pobudjenja) koje
Ijaju u sistemu (odakle se dobija njihov z.akon disperzije), dok su imaginarni delovi proporcionalni
vrednostima vremena zivota tih ekscitacija.
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2 Elektroni u neogranicenim kristalima

Translaciona invarijantnost idealnih kristalnih struktura [1-7] namece periodical! (sa peri-
odom kristalne resetke) oblik mnogim fizickim velicinama koje ih opisuju (na primer, periodicna
raspodela polja i potencijalna energija elektrona).

Jedan od glavnih zadataka teorije cvrstog stanja je proucavanje promena diskretnog energet-
skog spektra elektrona izolovanog atoma - pri priblizavanju atoma i obrazovanju kristalne struk-
ture. U ovom procesu periodicno polje kristala i interakcija medju atomima dovodi do cepanja
energetskih nivoa elektrona slobodnih atoma. Posto se kristal moze tretirati kao gigantski
molekul, to kvantna stanja elektrona u torn molekulu, zbog Paulijevog principa iskljucenja,
moraju biti okarakterisana razlicitim kvantnim brojevima sto ima za posledicu formiranje citavog
spektra energetskih nivoa na mestu jednog nivoa u izolovanom atomti [1,4-7]. Umesto jednog
energetskog nivoa, jednakog za svih TV izolovanih atoma, u cvrstom telu se pojavljuje TV blisko
ra,sporedjenih nivoa, koji obrazuju energetsku zonu. Cepanje energetskih nivoa je najizrazitije
za spoljasnje (valentne) nivoe, jer se talasne funkcije spoljasnjih valentnih elektrona susednih
atoma medjusobno veoma preklapaju, dovodeci do kolektiviziranosti ovih stanja, kojima se na
taj nacin atomi povezuju u kristal - gigantski molekul.

Ovi kolektivizirani elektroni, kojima se mace opisuju najkarakteristicnija svojstva metala,
nisu vezani sa atomima kristalne resetke i mogu da se premestaju po celoj zapremini meta-
la. Medjutim, cak i kada elektron napusti atom u kristalu, on se pod dejstvom primenjenog
elektricnog polja ne krece slobodno vec je podvrgnut uticaju kristalnog polja. Ovaj uticaj se
moze usrednjeno uzeti u obzir uvodjenjem efektivne mase kvazislobodnih nosilaca naelektrisanja
[1,4-7]. Takodje, zbog specificnosti kretanja elektrona u kristalnom polju, anomalnog ponasanja
kvazislobodnih elektrona na krajevima valentne zone, uvodi se pojam kvazislobodnih nosilaca
naelektrisanja - supljina.

2.1 Model kvazislobodnih elektrona

Veliki broj vaznih fizickih osobina mogu se razumeti polazeci od klasicnog modela slobodnih
elektrona, po kome se najslabije vezani elektroni atoma krecu slobodno po zapremini metala.
Valentni elektroni postaju provodnici elektriciteta i nazivaju se provodni elektroni. Sile izmedju
provodnih elektrona i jona se zanemaruju, tj. smatra se da se provodni elektroni mogu kretati
svuda u unutrasnjosti uzorka. Ukupna energija je jednaka kinetickoj, sto znaci da se poten-
cijalna ne uzima u obzir [1,4-6]. Klasicna teorija je imala nekoliko uspeha, ali i nedostataka.
U uspehe spadaju izvodjenje Omovog zakona (j = crE) i izvodjenje veze izmedju elektricne i
toplotne provodnosti. Medjutim, totalni neuspeh je dozivela u objasnjenju toplotnog kapaciteta
i paramagnetne susceptibilnosti provodnih elektrona. Zatim, pomocu klasicne teorije ne moze
da se objasni postojanje dugog slobodnog puta elektrona. Pomenute pojave uspesno se opisuju
pomocu modela kvazislobodnih elektrona.

2.1.1 Energetske zone

Nalazenje egzaktne kvantitativne teorije predstavlja vazan, ali do sada neresen problem
teorije cvrstog stanja. Zato se pribegava odredjenim aproksimacijama, od kojih je jedna aproksi-
macija kvazislobodnih elektrona u kristalu. Tu se u nultoj aproksimaciji elektron posmatra kao
Slobodan, dok se periodicno kristalno polje tretira kao perturbacija (odnosno kao malo narusenje
nulte energije).

Dozvoljene vrednosti energije slobodnog elektrona se protezu neprekidno od nula do besko-



Renata Feher: Elektroni u filmu sa dve podresetke, diplomski rad

nacno:
P2 7i2/C2 27T

gde je k intezitet talasnog vektora slobodnog elektrona. Izraz pokazuje parabolicnu zavisnost
izmedju energije i talasnog vektora slobodnog elektrona.

Elektroni ne mogu posedovati sve vrednosti energije u kristalu, tako da iz parabolicne krive
E(k) moraju biti iskljuceni delovi koji odgovaraju zabranjenim zonama. Granice dozvoljenih
zona moguce je formalno odrediti posmatranjem difrakcije elektronskih talasa na kristalnim
ravnima, koja se ostvaruje shodno Bragovom zakonu: n\ 2dsin9. Posmatranjem upadnog
elektronskog talasa sa. pravcem prostiranja normalnim na pomenute kristalne ravni, za slucaj

kubne resetke (d = a, gdc je a - parametar resetke) rlobija se iz Bragovog zakona A = — . Ovo

je talasna duzina elektronskih talasa koji bivaju reflektovani od kristalnih ravni, odnosno koji
se ne mogu prostirati kroz kristal. Ona odredjuje i vrednosti talasnog vektora koje elektron ne
moze imati u kristalu:

K — - — , Tl — it 1 , it Z , . . . \Lj,L\ d

U okolini zabranjenih vrednosti k = ± — , ib — , . . . zavisnost energije od talasnog vektora
a a

E(k] odstupa od parabolicnog oblika i dolazi do formiranja zabranjenih zona A£i , A.^2 i • • •
Oblasti vrednosti talasnog vektora k pri kojima se energija elektrona E menja neprekidno,

a na granicama dozivljava prekid, na,zivaju se Briluenovim zonama.
Oblast u fc-prostoru izmedju — i +— se naziva prvom Briluenovom zonom. Zbog peri-

a a
oclicnosti kristala fizicki su neekvivalentne samo tacke reciprocnog fc-prostora koje pripadaju
prvoj Briluenovoj zoni, dok su fizicki ekvivalentne sve vrednosti talasnog vektora k' i k koje se
razlikuju za vektor translacije reciprocne resetke K: k' = k + K , gde k pripada prvoj Brilue-
novoj zoni. U jednodimenzionom slucaju intenzitet vektora K je celobrojni umnozak intenziteta
primitivnog vektora reciprocne resetke [1,4-6], pa se stanja elektrona, sa vrednostima talasnog

vektora inteziteta k i talasnih vektora inteziteta k' (k' = k + n — , n = 0, ±1, ±2, ...) fizicki ne
a

razlikuju. To daje mogucnost da se sve Briluenove zone svedu na prvu zonu.
Za kristal konacnih dimenzija Born-Karmanovi ciklicni uslovi [1,4-7] daju diskretne4 vred-

nosti kvazitalasnog vektora unutar prve Briluenove zone:

K{ = — , I = 1 , / , o , (^"JJ
a,- Ni

gde je n,- ceo broj. U svakoj dozvoljenoj zoni postoji N energetskih nivoa (A^-broj atoma u
kristalu) koji odgovaraju vrednostima kvazitalasnog vektora u prvoj Briluenovoj zoni:

k = -^ ,n,- = 0, ±1, ±2, . . . ± f , (2.4)
a; Ni 2

rasporedjenih ravnomerno sa medjusobnim razmakom Ak = — — . Na svakom od N nivoa mogu
J V Cfc

se nalaziti po 2 elektrona sa suprotno orijentisanim spinovima - u zoni kristala moze biti najvise
27V elektrona.

Sirina dozvoljene zone se moze proceniti pomocu Hajzenbergove relacije neodredjenosti:

Ti . (2.5)

'U slucaju kristala dovoljno velikih razmera moze se smatrati da je k, kvazineprekidno [1].



Renata, Feher: Elektroni u iilmu sa dve podresetke, diplomski rad

U izolovanom atomu srednje vreme zivota elektrona u pobudjenom stanju je r ~ 10~8s sto za
sirinu energetskih nivoa daje AE ~ 10~7 eV.

U toku obrazovanja cvrstog tela elektroni se kolektiviziraju prolazeci kroz potencijalne bar-
ijere tunel efektom. Prozracnost pravougaone barijere5 se procenjuje kao [1]:

(2.6)

gde su: UQ — E - visina barijere koja je za valentne elektrone reda velicine energije jonizacije
atoma (~ 10 eV), d - sirina barijere koja je srazmerna periodu kristalne resetke (~ 10~10 m).
Ako se brzina elektrona u atomu proceni kao

1)
to za jednu sekundu elektron udari - puta u barijeru (/ ~ 10~10 m - sirina potencijalne jame),

pa je ucestanost prolaska kroz barijeru:

. (2.8)

Srednje vreme pripadanja elektrona datom atomu je

T = - = 1 exp —J2me(U0 - E) w lQ-15s , (2.9)
/ v \ v /

tako da se za sirinu dozvoljenih zona dobija

A£ ~ - ~ leV . (2.10)

Sirina unutrasnjih dozvoljenih zona je manja od sirine spoljasnjih dozvoljenih zona zbog
naglog skoka visine potencijalne barijere. Na osnovu sirine dozvoljene zone moze se proceniti
rastojanje izmedju susednih energetskih nivoa u njoj. U svakoj zoni postoji N nivoa (N w
1022cm~3) tako da je rastojanje izmedju susednih energetskih nivoa u dozvoljenoj zoni reda
velicine 10~22 eV po cm3 materijala.

Sirina zabranjenih zona je reda velicine dozvoljenih zona. Posto vise energetske zone imaju
vecu sirinu od nizih, rastojanje izmedju njih je manje, dok je za nize zone situacija obrnuta.
Energija koju elektroni sticu pod dejstvom spoljasnjeg izvora struje je reda velicine 10~19 eV
tako da oni veoma lako mogu ostvariti unutarzonske prelaze. Potrebne energije za medjuzonske
prelaze su reda velicine nekoliko eV, koje se mogu ostvariti tek pri izuzetno velikoj razlici po-
tencijala (U ~ 10 kV). Dakle, pri dejstvu spoljasnjih cinilaca prcmestaju se elektroni unutar
dozvoljene zone ili oni koji steknu dovoljno energije za medjuzonske prelaze iz valentne u dozvo-
Ijenu provodnu zonu.

Prema velicini energetskog procepa, materijali se dele na provodne i na neprovodne [1,6].
Provodni materijali imaju nezauzete energetske nivoe koji leze neposredno iznad zauzetih

valentnih nivoa. Postoje dve vrste provodnika:
• Provodnici prve vrste - kod kojih je valentna zona do pola popunjena.
• Provodnici druge vrste - kod kojih dolazi do prekrivanja valentne i provodne zone.

Neprovodni materijali su oni kod kojih je valentna zona u potpunosti popunjena. Prema
velicini energetskog procepa oni se dele na:

• Dielektrike - kod kojih je sirina energetskog procepa veca od 3.5 eV.

• Poluprovodnike - kod kojih je sirina energetskog procepa manja od 3.5 eV.

5Relativni odnos propustenog i upadnog elektronskog fluksa.
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2.1.2 Brzina, ubrzanje i efektivna masa

Kako kvazislobodni elektroni u metalu cine degenerisan gas, odnosno, podvrgavaju se kvant-
noj Fermi-Dirakovoj statistic}, potrebno je napustiti klasicnu predstavu elektrona ka,o cestice i
posmatrati njegovu dualnu (cesticno-talasnu) kvantnomehanicku prirodu [1,3-7].

Pogodan nacin prikazivanja elektrona je u vidu talasnog paketa gde je cesticni aspekt elek-
trona izrazen njegovom lokalizacijom u intervalu gde je rezultujuca amplituda talasnog paketa
razlicita od nule. Srednja brzina elektrona je odredjena grupnom brzinom talasnog paketa:

Sa druge strane, brzina prirastaja energije elektrona, pod dejstvom neke spoljasnje sile F, u
kristalu je jednaka:

= / - i f , (2.12)

pa se na osnovu toga dobija izraz za ubrzanje elektrona:

- = _

* '~ dt ~ dt dk ~ V dkdk m*

gde velicina — predstavlja tenzor reciprocne efektivne mase:

a,0 = x,y,z. (2.14)

Posebno je interesantna primitivna kubna resetka kod koje se uslov da vektor k pripada
redukovanom podrucju svodi na

7T , 7T , .
< ka < - a = x,y,z. (2.15)

a a

Za ovakvu resetku tenzor reciprocne efektivne mase je simetrican i ima medjusobno jednake
dijagonalne komponente. Ukoliko se ta osobina tenzora primeni na izraz (2.13), odnosno (2.1),
dobija se zakon disperzije istog oblika kao i kod slobodnog elektrona, ali sa efektivnom masom

Smisao uvodjenja efektivne mase sastoji se u tome da se slozeni zakoni kretanja u kristalu mogu
formalno svesti na zakone klasicne fizike. Znaci, posredstvom efektivne mase je uracunato rezul-
tujuce dejstvo periodicnog elektricnog polja kristalne resetke na jedan kvazislobodan elektron.

Zavisno od zakrivljenosti energetske povrsine, efektivna masa moze da bude negativna ili po-
zitivna (sto odgovara elektronima ili supljinama, respektivno). Ubrzanje nosioca naelektrisanja
u kristalnoj resetki odredjeno je, ne slobodnom elektronskom masom, vec skupom velicina (2.14)
koje se menjaju pomeranjem elektronskog stanja u prostoru talasnog vektora. Efektivna masa
elementarnih nosioca naelektrisanja je pozitivna oko sredine, a negativna pri kraju redukovanog
podrucja.

Ove anomalne oblasti (m* < 0) mogu da se objasne posmatrajuci kretanje elektrona pod dej-
stvom konstantnog spoljasnjeg elektricnog polja E. Ako je pre ukljucenja polja E njegova ener-
gija bila jednaka nuli (tj. nalazi se u centru Briluenove zone), posle prikljucenja E, na elektron
pocinje da deluje konstantna sila — eE, pa kvaziimpuls elektrona linearno raste sa vremenom.
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Svaki put kada elektron dostigne granicu Briluenove zone k = +?r/a njegov kvaziimpuls se
skokovito menja u suprotni (k = —IT/a). Takvu skokovitu promenu dozivljavai brzinaelektrona:
pozitivnim vrednostima brzine odgovara kretanje elektrona u pravcu delovanja sile, a negativnim
nasuprot delovanju te sile. Dakle, kretanje elektrona u kristalu ima oscilatorni karakter. Oblasti
negativne mase odgovaraju situaciji da se elektron usporava iako na njega cleluje spoljasnja sila
sa teznjom da mu poveca brzinu (k' < k < TT/O), odnosno ubrzava iako spoljasnja sila tezi da
mu smanji brzinu (—n/a < k < —k'}. Medjutim, u toj oblasti faznog &-prostora negativno
naelektrisani elektron negativne mase, moze da se tretira kao pozitivno naelektrisana cestica
pozitivne mase - supljina koja se krece u skladu sa delovanjem polja -\-eE. Prema tome, vidi se da
se stanje u zoni moze opisati prisustvom kvazicestice koja poseduje istu kolicinu naelektrisanja
kao i elektron, samo suprotnog predznaka. Tim kvazicesticama pripisani su talasni vektori
nezauzetih kvantnih stanja, pa se nazivaju supljinama. Njihov smer kretanja u spoljasnjem
polju je suprotan od smera kretanja elektrona. Promena predznaka naelektrisanja ne utice na
izraz za ubrzanje ako se istovremeno promeni i predznak efektivne mase. Kako je masa elektrona
pri vrhu zone negativna, efektivna masa supljina je pozitivna. Znaci, supljine su kvazicestice
pozitivnog naelektrisanja i pozitivne mase. Dakle, kretanje elektrona na krajevima zona moze
da se posmatra i kao kretanje pozitivno naelektrisanih supljina [1,6].

2.1.3 Statistika kvazislobodnih nosilaca

Raspodela elektrona u kristalu po energijama, pri nekoj temperaturi T1, pokorava se Fermi-
Dirakovoj statistic! [1,6]:

fe(E) = -ETE , (2.17)
eT^ + 1

gde fe(E}- predstavlja verovatnocu da je energetski nivo sa energijom E zauzet. Popunjavanje
nivoa vrsi se prema Paulijevom principu. Kao posledica toga pri nultoj temeperaturi svi nivoi do
nekog odredjenog su popunjeni sa po 2 elektrona, a svi nivoi iznad pomenutog su prazni. Najvisi
popunjen nivo pri T = 0 se naziva Fermijev nivo, a energija koja odgovara torn nivou naziva
se Fermijeva energija Ep. Svi nivoi visi od Fermijevog su prazni, tako da funkcija raspodele na
apsolutnoj nuli, ima vrednost:

fe(E) =
E
E

EF

EF

fe(E)

r=OK

TV OK

Slika 2.1: Fermijeva fnnkcija
pri T = 0 i T ^ 0 ^ fi

Temperatura pridruzena Fermijevoj energiji naziva se temperatura degeneracije. Elektronski
gas je degenerisan u podrucju gde vazi : T < Tp. Sa porastom temperature jedan deo elektrona
se pobudi i prelazi na vise energetske nivoe. Verovatnoca nalazenja elektrona na nizim nivoima
E < Ep se smanji, all se za isto toliko poveca verovatnoca nalazenja elektrona na visim nivoima
E > Ep. Granica popunjenosti se rasplinjava za velicinu kBT (slika 2.1). Za sve temperature

iznad apsolutne nule uvek vazi f ( E p } = -•

Verovatnoca nalazenja supljina na nekom energetskom nivou jednaka je verovatnoci ne-
nalazenja elektrona na torn nivou: fp = 1 — fe.

Pri vrlo visokoj temperaturi Fermi-Dirakova statistika prelazi u Bolcmanovu, i elektronski
(supljinski) gas se ponasa kao klasican gas.
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2.2 Spektri i stanja elektroiia u neogranicenim kristalima

Ovde su razmotrena neka svojstva elektronskog podsistema idealnog beskonacnog kristala
sa primitivnom kubnom resetkom, kao i kristala koji se sastoji ocl dve podresetke (kristal tipa
Nad}. Polazi se od hamiltonijana kvazislobodnih elektrona [5,7] koji u konfiguracionom pros-
toru i harmonijskoj aproksimaciji ima oblik:

H = A"4«n - E W^a+a^x , (2.18)
n n,A

gde su at i a% operator! kreacije i anihilacije elektrona na cvoru kristalne resetke n. Velicina A^
predstavlja energiju elektrona lokalizovanog na cvoru resetke n, a, W- ~ , ^ su matricni element!
elektronskog transfera izmedju susednih cvorova resetke. Ovde je pretpostavljeno da je broj
elektrona po atomu relativno mali (jedan elektron po atomu) tako da se Kulonova interak-
cija elektrona moze zanemariti. U torn slucaju, lako se pokazuje da je hamiltonijan (2.18)
ekvivalentan hamiltonijanu elektronskog gasa u aproksimaciji efektivne mase [1,4,5]:

t a+ar , Et = — . (2.19)k k k ' k 2 m*
k

Hamiltonijan (2.18) napisan u harmonijskoj i aproksimaciji najblizih suseda ima oblik:

-" = / j ^«i"</"2anIn, /nzanInyn2 — / _, anx

+ WV (anxny+l,n2 + aniny-l,nz) + Wz (aninyn, + l + a^n^.-l)] • (2.20)

Svojstva posmatranog elektronskog sistema analiziraju se pomocu antikomutatorske Grinove
funkcije [7-12]

G^(t] = 0(0 {{aa(0 , a+(0)}> , (2.21)

koja zadovoljava jednacinu kretanja (videti Dodatak 5.1):

Q(t) {[a*, H] , a+ ) . (2.22)

Za izracunavanje komutatora [a^, H] koriste se standardise fermionske komutatorske relacije:

*nm , {fln, «m} = {^, Ct^} = 0 , (2.23)

tako da jednacina kretanja dobija sledeci oblik:

ih di G*'*W = iH ̂  SW + A»G'».-(t) ~

(Gnx+l,nynz,A(t) + Gnt-l<nyn,.,*(t)) + Wy (Gntny+l,n,.A(t) + (2.24)

+ Gnzny-l.n^TfiW) + Wz (Gnxnynz + i.^(t) + Gnxnyn2-l;m(t))\

Posto se radi o beskonacnoj translaciono inva,rija,ntnoj strukturi, moguce je izvrsiti potpuni
vremensko-prostorni Furije-transform Grinovih funkcija, Kronekerovih simbola i delta funkcije:

*"
_. ./-oo
k

(2.25)

+ 00

I du e-iu" , (2.26)
k —oo

gde je TV = NxNyNz - ukupan broj elektrona u kristalu.
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2.2.1 Kristal sa primitivnom kubnom resetkom

U ovom slucaju uzimamo da je A^ = A i Wx = Wy = Wz = W pa se nakon zamene
Furije-transformacija (2.25) i (2.26) u jednacinu kretanja (2.24) dobija:

[Hu — A + 2W (cos akx + cos aky -f cos akz)] GAu} — — ,
juTi

odakle dalje sledi:
i 1 _ ih 1

gde
E£ = H cj£ = A - 2W (cos akx + cos aky + cos akz] (2.27)

predstavlja zakon disperzije vezanih elektrona [5,8-11]. Zakon disperzije slabo vezanih elektrona
(degenerisan elektronski gas), kada je A = 6W, ima oblik:

_ / 9 CJ/KT *) CLK-fi o Ci/C 7 \ = 4W[ sin2 -~ + sin2 —* + sin2 —^ . (2.28)
\ 2 2 J

odnosno:

E
(2.29)

o Uin/T' . 9 '-*''*'I/ ,-. . O

1 "•" • Ct. = sinJ Kxky — oiil „ T "Jil _ )
2 2

2.2.2 Kristalna struktura sa dve podresetke

U kristalnoj strukturi sa dve podresetke uvode se sledece smene: A^ —>• Aa i A^ ^ —> A;,
(a i 6 su dve razlicite vrste atoma od kojih je izgradjena kristalna resetka). Jednacina kretanja
za Grinove funkcije (2.24) se deli na dve jednacine kretanja za dve Grinove funkcije, koje posle
Furije-transformacija (2.25) i (2.26) dobijaju oblik (videti Dodatak 5.2, za kristalni lanac -
jednodimenzioni slucaj):

, „„»,, , , ,„ .COSaxkx + Wycosayky + Wz cosazkz) (2.30)

iH
a;) = h &bGr(u) — 2G'f((jj)(Wx cos axkx + Wy cos ayky + Wz cos azkz) (2.31)

Zakon disperzije elektrona za beskonacni kristal sa dve podresetke dobija se nalazenjem
polova Grinovih funkcija u (w, fc) prostoru [12]. Kako se resenja gornjeg sistema jednacina mogu

napisati kao , gde su DG determinanta promenljive, a D determinanta sistema, uslov za

nalazenje polova Grinovih funkcija se svodi na izracunavanje nula determinante gornjeg sistema
jednacina:

D =

. "\-' x cos axKx-\-. /\-
""" a -\~Wy COS ttyfey + WZ COS tt2

2(Ty;ccosa:c^+ ftw-A
+ Wy COSdyky + W^ COS «2 fcz )

= 0 (2.32)

Razvijeni oblik determinante (uz smenu E = hu>) je:

+ A6) + A0A6 - 4 ( V Wi cos a^ I = 0 (2.33)
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Resavanjem kvadratne jednacine, se dobija:

Aa + />

2
. 6 1

H
A6

/ 3 N 2

('A Ai "I2 -4- 1 fi 1 N^ 1/17- rnc «•£••V^o ^6j + J-0 1 / „ ̂ t COSa tK; 1

\i=l /

Uvodjenjem novog parametra 6 = ——, zakon disperzije postaje:

(2.34)

10

<8>gm
6

;\2A2
Wt- cos a,-*,- (2.35)

Slika 2.2: Z&kon disperzije elektrona, kristala, tipa, NaCl

Na slid 2.2 predstavljen je zakon disperzije elektrona u beskonacnom kristalu sa dve pod-
resetke za kx = ky = 0, Aa = 6W i 9 = 0.5, pri cemu je uzeto da je Wx = Wy = Wz -
W. Energetska zona kristalne strukture sa dve podresetke je kontinualna, kao kod kristala
sa primitivnom kubnom resetkom, all se cepa na dve podzone dozvoljenih elektronskih stanja,

medjusobno razdvojene zabranjenom zonom. Karakteristicne redukovane energije (£ = —) za

ovaj sistem izracunate su iz jednacine (2.35) uzimajuci kx = ky — 0 i kz = 0 za £<im i ZgM, kao i
kz = TT za SdM i £gm- Na taj nacin se dobija:

£dm - -1.68 ; £dM - 2.00 ; €gn = 7.00 ; CgM = 10.68 , (2.36)

gde su £(d/g)m minimalne i £(d/g)M maksimalne redukovane energije donje d i gornje g dozvoljene
energetske zone. Stoga je sirina zabranjene energetske zone:

— 5.00 . (2.37)
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Elektroni u tankim filmovima

Primenjujuci isti metod i postupak izracunavanja kao kod neogranicenih kristalnih sistema
ovde ce biti izracunat zakon disperzije u kristalnim film-strukturama. Za razliku od idealnih
beskonacnih struktura, realni kristali ne poseduju osobinu translacione invarijantnosti. Posto-
janje izvesnih granicnih uslova, jedan je od uzroka narusenja simetrije [2,3]. Sistemi koji imaju
dve paralelne granicne povrsine nazivaju se filmovima. Posma,tra se idealni tanki film kubne
kristalne strukture, nacinjen na substratu nekim tehnicko-tehnoloskim postupkom (naparava-
njem, spaterovanjem i si.). Pojam idealni film koristi se u smislu nenarusenja kristalne strukture
(bez prisustva defekata, primesa i si.), a ne u smislu prostorne neogranicenosti.

3.1 Kristalna film-struktura sa primitivnom kubnom resetkom

Hamiltonijan vezanih elektrona u tankim kristalnim filmovima mozemo formirati polazeci od
,,balkovskog" hamiltonijana (2.18), odnosno (2.20), koji u aproksimaciji najblizih suseda ima
razvijeni oblik [8-11]:

•" = / j ^nxnynzdnxnynz anxnynz — / . anxnyn2 X

nxiiynz nxHynz

x \"' nxnynz; nx + l,nynz ^nx + Ti,nynz T" ^nxnynz; nx — I,nynz Q"nx — l,nynz~r \d.i)

+ Wnin nz-nxn +1 nz 0-nxn +1 nz + Wnxn nz-nxn -l,nz anxn -l,nz +

T vVnxnynz;nxnynz-{-l Q"nxnynz-\-\ Vvnxnynz\nxnynz — 1 ^nxnynz — l) •

Posto su granicne povrsine filma uzete normalno na z - pravac, indeks sloja nz u (3.1) - uzima
vrednosti nz = 0,1,2, . . . , Nz , gde je Nz £ [2, 20] kod ultratankih filmova. Indeksi nx i
ny, koji odredjuju polozaj atoma u svakom sloju, mogu imati proizvoljne celobrojne vrednosti
(prakticno, od —oo, do +00).

Razmatracemo analiticki resiv slucaj koji odgovara film-strukturi koja je ,,isecena" iz besko-
nacne. Zbog postojanja granica filma uzecemo da je energija elektrona oblika [8]:

A = 0 za nz < 0 i nz > Nz , . .
= A za 0 < nz < Nz , ^ ' '

a matricni element! elektronskog preskoka sa sloja na sloj su:

Wniny0.nxnyTlz = 0 za nz < 0 ,
WnxnyNz,nxnynz = 0 Za Uz > Nz , , }

Wninynz.nxny,nz + l = W Za 0 < Uz < Nz - I , ( ^

Wnxnlnz;nxny,nz-l = W Za 1 < Uz < Nz ,

pri cemu je za svaki sloj,

VVnxnynz;nx±l,nynz Wnxnynz;nxny±l,nz = ^^ i \"-^/

gde je W - konstanta elektronskog transfera idealnog kristala. Elektronski hamiltonijan tankih
kristalnih filmova mozemo sada napisati u obliku:

H = Hz + Hp ,
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gde se Hz odnosi na imutrasnjost filma i ima isti oblik kao hamiltonijan beskonacnog kristala,
dok Hp izrazava uticaj prisustva granica film-strukture:

N,-i
-**z = / j / j amxmymz I amxmymz ~ " \tnx-\-\,mymz + Q"tnx-l,mymz +

mxmy rnz—~l

T Q"mxmy+l,mz T 0-mxmy — l,mz T 0-mxmymz-\-\ Q"mxmymz — l) j i

HP = E {cm,mB0 [A am.m.O - W Clmxmyl] + (3.5)
mxmy

3.1.1 Jednacine kretanja

Pomocu tako prethodno definisanog hamiltonijana, najpre cemo izracunati jednocesticne an-
tikomutatorske Grinove funkcije:

, (3.6)

koje odredjuju ravnotezna svojstva elektrona u tankim kristalnim filmovima (videti Dodatak
5.1).

Elektronske Grinove funkcije se mogu izracunati mikroteorijskorn procedurom na slican nacin
kao sto je uradjeno u prethodnoj glavi, s tim sto se ovde zbog ogranicenosti strukture uvodi
delimicna prostorna Furije transformacija6:

oo

A,. pi[A: Ia I(n I-m I)+fcyay(nj,-my)] p->'^</7 (I, ^ . u} fl 7\JnmK'X': K U 6.1
r Ar
x y

/
/

J

K fj fi — \~^ Jlkx<ix(nx-mx)+kyay(ny-my)] c
<Jnxmxvnymyvnzmz — ,r ,,. / j >= unzmz i

WxWy , ,KxKy

(gde je: nz — 0,1,2,...7VZ i ax = ay = a), te zamenom gornjih transformacija u jednacinu
kretanja (2.24) dobija se sistem jednacina [8-11]:

Q GO + GI = /Co

GO + 8 GI + GI = /Ci

GI + Q G-2 + GS = K,-}

Gnz-\ Q Gnz + GHz+l = K-nz (3.8)

GNZ-I + e

6Prostorna Furije-transformacija mora biti delimicna (nxnynz) -+ ( k x , k y , n z ) jer je posmatrani sistem
ogranicen duz z-pravca.
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gde su uvedene oznake:

u A
0 = h— - — + 2 (cos akx + cos aky) ; (3.9)

$nz,mz

(indeks m^ je ,,pa.razitski" - videti Dodata,k 5.1, pa je ovde izbacen).
Ovaj sistem diferencnih algebarskih jednacina sadrzi Nz + 1 nepoznatih Grinovih funkcija:

GO, GI, GI, . . . , GNZ. Na osnovu opstih algebarskih stavova, jasno je da se nepoznate mogu
izraziti kao:

, (3.10)

gde DHz predstavlja odgovarajucu ,,zamensku" determinantu, a DNZ+I - determinantu sistema.
U cilju osnovnog zadatka ovog istrazivanja, a to je odredjivanje elektronskih energija, pot-

rebni su nam polovi Grinovih funkcija (videti Dodatak 5.1), koji se dobijaju kada iste teze
beskonacnosti, sto znaci da mora biti:

VNz+l = 0 . (3.11)

'E>Nz+i(0) predstavlja determinantu sistema i moze da se napise u razvijenom obliku:

VN,+I(Q) = Q2 CAr2_i - IQ CArz_2 + Cw,_3 , (3.12)

gde je C/v2 karakteristicni Cebisevljev polinom druge vrste (videti Dodatak 5.3).

3.1.2 Zakon disperzije

Uporedjujuci gornju determinantu sa Cebisevljevim polinomima vidi se da je:

. (3.13)

Iz uslova (3.11), tj. za Cyv2+i = 0, dobija se:

^ = A/ 4- 9 ' M = 1) 2, 3, . . . ,/v^ + 1 . (3-14)

Na osnovu ovoga i jednacine (3.9) nalazimo:

H u!^ — A — 2W(cosakx + cosafcy — cos^J , (3.15)

gde je cos (M = - cos akz(v] , v = Nz + 2 - /t, a

k,(v) = -— V—; !/ = 1,2,3, . . . , 7 V Z + 1. (3.16)
o 7VZ + /

Zamenom ovih relacija u (3.14) i uzimajuci u obzir da je E%(v} = Tiuv i A = 6W , sledi:

S^ = ̂ kiky+Qkz(^, (3.17)

EAv} , , akx . o aky . . 2 akz(v]
£^}=^/-; Tklkv = sin2 -f + sm2 -f ; Gkz(v] = sm2 -^ ,

Izraz (3.17) predstavlja zakon disperzije slabo vezanih elektrona u filrau (graficki je prikazan na
slici 3.1) i ima istu formu kao izraz (2.29) dobijen za idealne neogranicene strukture, s razlikpjn

*

1 *

•V
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sto je tamo kz prakticno kontinualno promenljivo (u intervalu [0,7r/a])7 kao sto su kx i ky, a
ovde je diskretno - dato izrazom (3.16).

Pored toga, uocava se da je:

(3.18)_ ^min _ g . j^min _ _ • • . Q
y z a Nz + 2

posto je u pitanju tanak film, odnosno: Nz <C (Nx,Ny) i:

l,max r.max . r,max _ z ' ~ _
x ~ y ~ a ' z ~ a Nz + 2 < a

(3.19)

Izmedju minimalne i maksimalne vrednosti za kz, pa prema tome i za £^, postoji jos Nz — 1-a
diskretna vrednost.

h

A<

Slika 3.1: Zakon disperzije elektrona u filmu sa, ptimitivnom kubnom resetkom

Na slici je predstavljen energetski spektar elektrona u petoslojnom kristalnom filmu sa pri-
mitivnom kubnom resetkom. Vidi se da je energetska zona u kristalnom filmu izrazito diskretna
(broj diskretnih energetskih stanja je jednak broju slojeva filma) i uza od energetske zone
beskonacnog kristala (koja je predstavljena isprekidanim linijama). U skladu sa tim, dolaz-
imo do zakljucka da elektronski spektar u tankom filmu poseduje clva energetska gepa, donji / i
gornji h:

1 f * \ grnax _ £max = h (32g)_ cmm emm _
-

(indeks / oznacava film, a b beskonacnu strukturu). Vidi se da velicine gepova naglo opadaju
sa debljinom filma (kvadratna zavisnost). To znaci da je njihova prakticna egzistencija vezana
samo za ultratanke (nano) strukture.

7Posmatramo samo ,,desnu" polovinu spektra (kj > 0, j = x , y , z ) znajuci da je on ogledalski simetrican.
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3.2 Kristalna film-struktura sa dve podresetke

Na osnovu prethodnog modela filma formiran je model kristalne film-strukture sa dve podre-
setke - tipa NaCl. Slicnim postupkom izracunavanja kao za odgovarajucu beskonacnu kristalnu
strukturu, ali uz primenu granicnih uslova iz prethodnog poglavlja dobijen je zakon disperzije
elektrona u filmu sa dve podresetke.

3.2.1 Model filma sa dve podresetke

Kao i u prethodnom slucaju, narusenje translacione simetrije duz jednog privilegovanog
pravca se uvodi preko indeksa nz, koji moze poprimati vrednosti nz = 0,1,2, ... 7VZ, gde
Nz 6 [2,20]. Dimenzije filma su takve da je on u XY ravnima beskonacan, a u z pravcima ima
konacnu debljinu (L). Znaci da ovaj film poseduje dve beskonacne granicne povrsine paralelne
XY ravnima i to za: z = 0 i z — L (slika 3.2).

Z t

L

0

W

w
w
w

n:=N:

n=N:-\:-2

n=Nz-3

w
w
w

n=3

n=2

n=\

X/Y
Slika 3.2: Presek modela kristalne film-strukture tipa NaCl

Na ovoj slici je sematski prikazan model kristalne film-strukture sa dve podresetke. Velicina
Aa predstavlja energiju elektrona lokalizovanog na cvoru vrste a - beli krugovi, dok je At ener-
gija elektrona na cvoru vrste b - crni krugovi. U skladu sa ovim modelom mozemo napisati
hamiltonijan posmatrane strukture:

-" =
]T a+xmymz [

(3.21)
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3.2.2 Jednacine kretanja

Za dobijanje jednacina kretanja filma sa dve podresetke primenjuje se ista procedura izra-
cunavanja kao kod beskonacnog kristala sa dve podresetke, ali se uvode granicni uslovi koji su
dati za prethodno posmatrani film, kao i delimicna prostorna Furije-transformacija (3.7). Nakon
delimicne prostorne Furije-transformacije dobijaju se dva sistema jednacina za 1(NZ + 1) nepoz-
natih Grinovih funkcija. Prvi set nepoznatih Grinovih funkcija (G^G^G^G^ ...,G'faz_l,GbN )
odgovara nizu atoma kod kojeg je atom mase Ma na mestu nz = 0, dok drugi set nepoznatih
Grinovih funkcija (G^G",^,^, ••••>GbNz_l,GaNz) odgovara nizu atoma sa atomom mase Mb na
mestu nz = 0.

Prvi set jednacina se dobija u sledecem obliku:

xG0.mM cos axkx + WyG0.mt cos ayky)

ih

axkx + WyGl.mz cos ayky)

~^3,mz + A0C?5,,m, - W,(<4_lim

2Gyj.mz(Wx cos axkx + Wy cos ayky)

cos axkx + Wy cos ayky) (3.22)

- 2GaNz.mz(Wx cos a^^ + Wy cos ayfcy)

Drugi set jednacina je ekvivalentan prvom. Pri tome se moraju uvesti smene a ̂  b. Opsti
oblik im je onda:

- 2G>2./;mz(H7x cos aj;^ + Wy cos ayky)

,)- (3-23)

cos ax.^ + Wy cos avfcy)

Uvodeci sledece skracene oznake:

hu Aa WE cos a A + Wv cos ayky

-
. .

(3-24)
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sistemi jednacina (3.22) i (3.23) se mogu napisati u znatno konciznijoj formi.
Tako da se dobija sledeci sistem jednacina za prvi set nepoznatih Grinovih funkcija:

SGl.mz

RGb0.mz
If a

~ /V0;mz

G-2j-l;;mz (3.25)

GNz;mz

Drugi set jednacina ekvivalentan je prvom, a u opstoj formi izgleda ovako:

+ Gb • + RG^ • — K,a • . (326)

U cilju resavanja osnovnog zadatka ovog rada - odredjivanja energija elektrona, potrebno je
naci polove Grinovih funkcija, ciji realni delovi predstavljaju energije elementarnih ekscitacija
sistema. Kako se resenja sistema jednacina mogu predstaviti u obliku G = Do/D (gde je
odgovarajuca zamenska determinanta), uslov polova se svodi na D = 0.

Determinanta sistema jednacina (3.25) i (3.26):

D =

e 1 0 . . 0 0 # 0
1 5 1 . . 0 0 0 R
Q I g . . 0 0 0 0

0 0 0 . . Q 1 0 0
0 0 0 . . 1 5 0 0
R 0 0 . . 0 0 5 1
0 R 0 . . Q Q 1 Q

0 0 0 . . 0 0 0 0
0 0 0 . . .R 0 0 0
0 0 0 . . 0 R 0 0

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 R 0
0 0 R
0 0 0
0 0 0

Q 1 0
1 5 1
0 1 Q

(3.27)

uvodjenjem sledecih blok-matrica: 7£|

Q I 0 . . . 0
1 5 1 . . . 0
0 1 Q . . . 0

T>(

0 0 0

= R ' I(NZ+I)I gde je I(N,+\) jedinicna matrica, i

S
1

0

0
I

5

0 0 0

(3.28)
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se moze napisati u sledecem obliku:

D = n(JV.+l)
(3.29)

Preuredjivanjem sistema jednacina za nepoznate Grinove funkcije, tako da se navedu prvo
jednacine za Ga funkcije, a zatim za Gb funkcije, determinanta sistema napisana preko blok-
matrica poprima sledeci oblik:

D-

gde su pomocne matrice: .4(;vz+i) = Q • I(NZ+I) i #(Wz+i) = ^ ' fyvz+i)> a <V
reprezentacija Cebisevljevog polinoma druge vrste reda Nz + 1 (videti Dodatak 5.3):

(3.30)

Je mat"cna

R
I
0

0
0
0

1
R
I

0
0
0

0
1
R

0
0
0

0
0
1

0
0
0

0
0
0

R
1
0

0
0
0

1
R
1

0
0
0

0
1
R

(3.31)

3.2.3 Zakon disperzije

Uslov da je determinanta sistema jednaka null moze se u opstem slucaju resiti samo numericki.
Kao primer, navesce se slucaj 9 = 0.5 (A;, = 0.5Aa) za razne vrednosti debljine (broja slojeva)
filma Nz + 1 6 [3,10], pri cemu je uzeto Aa = 6W i Wx = Wy = Wz = W.

Analiza pokazuje da se, kao i u slucaju kristalnog filma sa primitivnom kubnom resetkom,
javlja konacan broj mogucih frekvencija, tj. energetski spektar elektrona je diskretan. Kao i
kod beskonacne strukture, ceo spektar se cepa na dve dozvoljene energetske zone razdvojene
zabranjenom zonom, pa je ukupan broj diskretnih stanja 2(NZ + 1). Sirine dozvoljenih energet-
skih zona su uze u odnosu na odgovarajuci masivan uzorak, odnosno u spektru se pojavljuju
energetski gepovi.

Posto energetski gepovi i sirina zabranjene zone imaju znatan uticaj na fizicke osobine pos-
matranog sistema [6, 8-11], ovde ce biti posebno analizirani. U tabeli 3.1 data je ova zavisnost
za 0 = 0.5 i kx — ky = 0, pri cemu je uzeto da je A0 = QW. Date su redom najniza i najvisa
redukovana energija donje dozvoljene energetske zone (E^m i £<IM} ' najniza i najvisa redukovana
energija gornje zone (£gm i £gM~), kao i sirina zabranjene zone (£p), pri cemu je £ — hu/W.

\ N Z + 1
3
4
5
6
7
8
9
10
00

£dm

-1.12
-1.31
-1.43
-1.49
-1.54
-1.57
-1.59
-1.61
-1.68

£<LM

1.51
1.69
1.78
1.84
1.88
1.90
1.92
1.93
2.00

t-9m

7.49
7.31
7.22
7.16
7.12
7.10
7.08
7.07
7.00

^9M

10.12
10.31
10.43
10.49
10.54
10.57
10.59
10.61
10.68

eF \8

5.62
5.44
5.32
5.24
5.20
5.16
5.14
5.00

Tabela 3.1: Knrakteristicne energije u filmu sa. dve podreselke



Rena-ta. Feher: Elektroni u filmu sa dve podresetke, diplomski rad 21

Koriscenjem podataka iz tabele 3.1, kao i podataka iz izraza (2.36) i (2.37) na slid 3.3 je pred-
stavljena zavisnost velicine energetskih gepova i sirine zabranjene zone od debljine posmatranog
filma.

10

10

Slika 3.3: Zavisnost energetskih gepova i sirine zabranjene zone od dehljine filma,

Uocava se, kao i kod filma sa primitivnom kubnom resetkom, opadanje vrednosti donjeg i
gornjeg energetskog gepa, pri povecanju debljine filma. Fizicki znacaj postojanja donjeg energet-
skog gepa je u definisanju energije osnovnog stanja posmatranog sistema. Naime, za velicinu tog
gepa se energija osnovnog stanja sistema kvazislobodnih naelektrisanja (degenerisan fermion-
ski gas) u film-strukturama izdize iznad energije osnovnog stanja istih naelektrisanja, ali u
neogranicenim kristalima. Za razliku od toga, pojava gornjeg energetskog gepa redefinise polozaj
Fermijevog nivoa (spusta ga za vrednost h) ovih naelektrisanja u odnosu na njegovu vrednost
kod masivnih uzoraka. Sve to ima za posledicu podizanja kriticne temperature superprovodnog
prelaza u film-strukturama u odnosu na odgovarajuce masivne uzorke [11]. S obzirom, da se u
kristalnoj film-strukturi sa dve podresetke javljaju po dva donja i dva gornja energetska gepa,
moze se zakljuciti da oni predstavljaju bolje superprovodne materijale od filmova sa primitivnom
kubnom resetkom. Ovo ipak treba da bude predmet posebnih analiza.

Povecanjem debljine filma povecavaju se sirine dozvoljenih energetskih zona, dok se sirina
zabranjene energetske zone smanjuje. Na taj nacin promenom debljine filma moze se menjati
sirina zabranjene zone, a samim tim uticati na njegove fizicke osobine (sto je veoma interesantno
sa stanovista optickih osobina [6]).
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4 Zakljucak

U radu su, metodom Grinovih funkcija, analizirani energetski spektri elektrona u idealnim
beskonacnim kristalnim strukturama sa primitivnom kubnom resetkom i strukturama sa dve
podresetke, kao i odgovarajucim (iste kristalne strukture) kristalnim film-strukturama. Na os-
novu ovih analiza doslo se do sledecih vaznijih rezultata.

1. Energetski spektar elektrona beskonacne kristalne strukture sa dve podresetke je kon-
tinualan, kao i u slucaju kristala sa primitivnom kubnom resetkom, ali se cepa na dve
dozvoljene energetske zone razdvojene zabranjenom zonom.

2. Usled postojanja granica, energetske zone kod film-struktura su izrazito diskretne i uze
nego kod masivnih uzoraka. Broj diskretnih energetskih stanja je kod filma sa primitivnom
kubnom resetkom jednak broju slojeva. Kod film strukture sa dve podresetke taj broj je
dvostruko veci, posto se energetski spektar cepa na dve podzone razdvojene zabranjenom
zonom.

3. Najbitnija razlika izmedju beskonacnih i film-struktura, koja se javlja kao iskljuciva posle-
dica ogranicenosti filmova, je postojanje energetskih gepova u elektronskom spektru filmova
(elektronski spektri neogranicenih kristala ne poseduju gepove). Velicine gepova opadaju
sa povecanjem debljine filma, pa je njihova egzistencija vezana samo za ultratanke kristalne
strukture.

4. Prisustvo gepova dovodi do povecanja kriticne temperature superprovodnog prelaza u
odnosu na odgovarajuce masivne uzorke. Kako se u filmu sa. dve podresetke javljaju cetiri
energetska gepa (dva donja i dva gornja), zabranjena zona je veca, a Fermijev nivo nizi,
pa oni predstavljaju bolje superprovodne materijale od odgovarajucih masovnih uzoraka.

5. Povecanjem debljine filma smanjuje se sirina zabranjene energetske zone u kristalnom filmu
sa dve podresetke. Dakle, promenom broja slojeva moze se menjati sirina zabranjene zone,
a samim tim opticke i druge fizicke osobine ovih sistema.
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5 Dodatak

U ovom delu bice date grube osnove teorije linearnog odziva i Grinovih funkcija u fizici
kondenzovane materije i kljucni elementi Cebisevljevih polinoma koji se, kao analiticko resenje,
javljaju u problemu primene metoda Grinovih funkcija. Pored toga bice dat prikaz dobijanja
jednacina kretanja za slucaj jednodimenzionog beskonacnog kristala sa dve podresetke.

5.1 Metod Grinovih funkcija

Poznavanje Grinovih funkcija omogucava nalazenje energije osnovnog stanja sistema, spektra
i vrste elementarnih pobudjenja, zatim, termodinamicka svojstva u ravnoteznim i neravnoteznim
stanjima posmatranog sistema [7,12].

Veoma bitan zadatak statisticke fizike je nalazenje srednjih vrednosti dinamickih velicina.
Za velicinu A(x , f ) srednja vrednost se definise kao:

,t)}t = Sp ( A ( x , t ) Q t ) , (5.1)

gde je:
H0t * H0t

Qt= e-i-5(Mo)e-*- (5.2)

neravnotezni statisticki operator, a g0 - ravnotezni statisticki operator8. Ako se (5.1) zameni u
(5.2) i izvrse dve ciklicne permutacije operatora, dobija se:

Sp ( A ( x , t ) g t ) = Sp

tj.:
(A(x,t))t = (S-\t,t0)A(x,t)S(t,t0))0 , (5.3)

gde je
Af * A( *A(x,t) = exp [---) A(x,t)expV in J

Sredingerov operator A(x,t), napisan u reprezentaciji interakcije. Pisanjem ( • • • ) < oznacene su
neravnotezne, a ( • • • } „ ravnotezne srednje vrednosti. S(t,t0) je unitarni operator, tzv. matrica
rasejanja:

t

(5.4)

Ako se 5-matrica razvije u red i zadrzi na prva dva clana, sto odgovara linearnoj aproksimaciji
po interakciji W(t): - t

5±X(M0) = 1 ± — / dt'W(t') ,
iTi JiQ

tada je

( A ( x , t ) ) t = (A(x,f))0 + i / dt'(A(x,t)fW(t') - TW(t')A(x,t))0 . (5.5)
ifi' Jtn

8Za izracunavanje neravnoteznih srednjih vrednosti najpogodnije je koristiti ravnotezni operator velikog
kanonickog ansambla: ga = s(fl+>'f'o-ff°')/e, jer je velika kanonicka raspodela najopstija (ona ukljucuje zakone
odtzanja srednje energije i srednjeg broja cestica).
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Kako hronoloski operator T deluje samo na W(t'), ne mora se pisati u gornjem izrazu. Izraz ima
smisla samo za t > /', pa se ispred proizvoda operatora A i W uvodi Hevisajdova step funkcija
Q(t - t'), definisana na sledeci nacin:

- =v ! | 0 i < t'

zbog cega izraz (5.5) prelazi u:

(A(x,t))t = MOM))o + L(t,t0) , (5.6)

gde je:
t

,l))Q (5.7)

i naziva se linearni odziv ill reakcija sistema na spoljasnju perturbaciju W(t).
Radi dalje analize linearnog odziva potrebno je izvrsiti konkretizaciju W(i). Jedna od opstijih

formi hamiltonijana spoljasnje perturbacije je [7,12]:

Hint(t'} = I dx'B(x',t'} e(x',t') , (5.8)

pri cemu su B(x',t') - operator! neke dinamicke varijable B, a e(x',t') - funkcije koje nemaju
operatorsku strukturu i ponekad se nazivaju C - brojevima. Kako je:

W(t) = exp - Hint(t) exp , (5.9)

na osnovu (5.8) i (5.9) operator W(i') ce biti:

W(t') = I dx'B(x', t') e(x', t') , (5.10)

gde je

B(x',t'} = exp (-^) 5(x',0exp (^) (5.11)

Sredingerov operator napisan u reprezentaciji interakcije. Zamenom (5.10) u (5.7) dobija se:

/XMo)= jfjdx' J\ti'e(x',l')G(x,x'-l,l') , (5.12)

gde je velicina:

G(i,z';t,i') = 0(t - 0(-4(M)£(z'/) - -S(x',^)^(^,0)o (5-13)

i naziva se dvovremenska, temperaturska, retardovana. funkcija Grina. Ona zavisi od 6./V + 2-e
promenljive (dva puta po tri prostorne i dve vremenske). Ako je prostor homogen (bez defekata,
primesa ltd.) onda Grinova funkcija, kao njegova fizicka karakteristika, ne zavisi od konfigura-
cionih koordinata x i x' ponaosob, vec od njihove razlike x — x' , pa se broj promenljivih svodi
na 3./V + 2. Ako originalni operator! ne zavise eksplicitno od vremena, tj. A(x,t) = A ( x ) i
B(x,t) = B(x) tada Grinova funkcija ne zavisi od vremenskih koordinata t i t' ponaosob, vec
od njihove razlike t — t' i ukupan broj promenljivih se svodi na 3JV + 1. U torn slucaju Grinova
funkcija (5.13) prelazi u:

G(x,x';t,t') — > G(x-x',t-t') = Q(t-t'){jAB(x-x',t-t'}-J,3A(x-x',t-t')} . (5.14)
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Ovde su uvedene korelacione funkcije:

JAB(x -x',t- i') = ( A ( x t t ) B ( x ' , t ' ) ) 0 ; JBA(x - x',t- t') = (B(x',t')A(x,t}}0 (5.15)

koje u sebi sadrze svu neophodnu informaciju o svojstvima posmatranog sistema. Upravo iz ovog
razloga metod Grinovih funkcija ima izuzetan znacaj u teorijskoj fizici kondenzovane materije.

Ako se izvrsi simbolicka smena: x —>• n i re' —> m \i uslov t' = 0, izraz za Grinovu
funkciju moze da se napise u sledecem obliku:

Gn*(t) = ({An(t} [ £*(()))) = 0(*){[4j(*) , 4n(0)])0 . (5.16)

Za najrasprostranjeniji nacin izracunavanja korelacionih funkcija, pa prema tome i svih re-
levantnih karakteristika sistema, smatra se metod jednacina kretanja za Grinove funkcije [12]:

dt dt

Koriscenjem Hajzenbergovih jednacina kretanja ih—A(i] — [Aa(t\ (t)] za operatore fizickih
CLt>

d
velicina i osnovnih dennicija — 0(i) = S(t), [A,B] - AB - BA, ovaj izraz se svodi na:

at

, H(t)} | ^(0))> , (5.18)

gde je Cfttf, korelaciona funkcija, C^ = ([Aa(t),B^(
Primenom Furijeove transformacije vreme - frekvencija:

/

4-oo
du e~tu:tGnA(u) (5.19)

-oo

jednacina (5.18) prelazi u

ih r - i
hu GftA((jj) = —Cxrn + (([Afi(t) , H(t)\ Bri(Q)))w . (5.20)

Vidi se da se Grinova funkcija (7j^(w) = ((Aa(t) \w izrazava preko nove - vise Grinove
funkcije {(L^fi(i) , H(t]\w. Vise Grinove funkcije se racunaju na isti nacin kao i
obicne (pomocu jednacina kretanja), te se tako dobija beskonacan niz, tzv. hijerarhija vezanih
jednacina za odredjivanje Grinove funkcije [12]. Da bi se i izractmala trazena jednocesticna, a
redje dvocesticna Grinova funkcija mora se ovaj beskonacan red negde prekinuti koriscenjem
neke dovoljno opravdane aproksimacije [7].

Interesantno je jos podvuci da Grinove funkcije imaju i dublji fizicki smisao. Naime, realni
delovi njihovih polova predstavljaju energije elementarnih pobudjenja dok reciprocne vrednosti
imaginarnih delova njihovih polova odredjuju vremena zivota tih ekscitacija [12].

Pored toga, neophodno je dati vezu izmedju ovih Grinovih funkcija i korelacionih funkcija
koje, kao sto je nap red vec receno, definisu i sve ostale fizicke karakteristike posmatranog sistema.
Ova veza se izrazava preko spektralne teoreme [7]:

5
lim (G^(u + iS) - G^(u - 16)} = e 6 - l j|^(u) , (5.21)

gde je JBA(U) Furijeov transform korelacione funkcije J^(t}- Za t - 0 korelacione funkcije
(5.15) predstavljaju srednje vrednosti proizvoda odgovarajucih operatora.
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5.2 Jednodimenzioni beskonacni kristal sa dve podresetke

U ovom delu, radi lakseg razumevanja dobijanja jednacina kretanja za Grinove funkcije
kristala sa dve podresetke, bice analiziran beskonacni Jednodimenzioni kristal (kristalni lanac)
sa dve podresetke (slika 5.1).

Aa A6 Af l Aa
W W W W W

n= 0 1 2 N-\

Slika 5.1: Kristalni lanac sa dve podresetke

Analizu ovog kristalnog sistema zapocinjemo od standardnog elektronskog hamiltonijana [8]:

H = Y^ A"a^a" - X] Ww+wt ai>+* ' (5-22)

gde su a+ i a,, operatori kreacije i anihilacije elektrona na cvoru kristalne resetke v. Velicina
Aj, predstavlja energiju elektrona lokalizovanog na cvoru v, a Wv<v+\e energija elektronskog
transfera izmedju susednih cvorova resetke: v i v + A (gde je A = ±1).

Svojstva posmatranog elektronskog sistema analiziraju se pomocu antikomutatorske Grinove
funkcije [7-12]:

Gn,m(«) - Q(0 <{an(0 , 4(0)}) , (5.23)

koja zadovoljava jednacinu kretanja:

tft ^r Gn,m(t) = ih 8nm 6(t) + 0(t) {{[an, //] , a+ }) . (5.24)
at

Ubacivanjem hamiltonijana (5.22) komutator iz prethodne jednacine postaje:

Cn = [an, H] = ^2 Ay [an, a+av] - ^WVtl/+x [an, a+a^+AJ . (5.25)

Koriscenjem antikomutatorskih relacija (2.23) prelazimo na izracunavanje sabirakaiz prethodnog
zraza:

,, [a+ (a,,^ - a^an) + (ana+ - a+an) a^] = (5.26)

^ (a+an + ana+) a^ =
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Poznato je da 6ni/ ,,skida" sumu po v i svako v prevodi u n [7], tako da se konacno dobija da je
GI = Anan. Dalje uzimarno da je:

G2 = ]T Wvil/+x [an, a+dv+x} = ̂ W^+\n, a^+\] + [an,
i/, A v, A

^-f A [a+ (an<Vt-A - a!X+Aari) + (ana+ - a+an) ay+A]

(5.27)

i/, A

Na osnovu izracunatih komutatora mozemo pisati

= AnGn,m ;

tako da jednacina kretanja (5.24) postaje:

^ ̂  Gn,n(t) - ih 6nm 6(t) + &nGn,m - Y, ^,n+AGn+A,m • (5.28)

A

Ukoliko je n parno tj. n = 2j, j = 0, 1, 2, . . . TV tada su Gn,m = G°, Gn+A,m = Gbn+x,
An = Aa i Wn,n+A = W- U torn slucaju jednacina kretanja je:

ift G»(i) = ih 6nm 6(t) + A0G£ - 53 ̂ G;+A • (5-29)

Ukoliko je n neparno tj. n = 2j + 1, j = 0, 1, 2, . . . N tada su Gn,m = Gbn, Gn+x,m = G^+x,
An = At i Wn,n+A = W- U torn slucaju jednacina kretanja je:

ih G6n(i) = ih 6nm 6(t) + A6G^ - ̂  WG^+A . (5.30)
A

Posto se radi o translaciono invarijantnoj kristalnoj strukturi prilikom nalazenja zakona
disperzije u pogla,vlju 2.2.2 uzecemo da su Grinove funkcije G£ = Ga i Gbn = Gb. Na taj nacin
se nalazenje zakona disperzije svodi na resavanje sistema jednacina sa dve nepoznate Grinove
funkcije Ga i Gb, ciji polovi dennisu energije elementarnih ekscitacija u posmatranom sistemu.
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5.3 Karakteristicni polinomi Cebiseva

Karakteristicne determinante oblika:

x 1 0 0
1 x 1 0
O l x l

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

1 x 1 0
O l x l
0 0 1 x

(5.31)

koje odgovaraju razlicitim vrednostima, n = 2,3,4, . . . , TV uz pretpostavljene pocetne uslove:

C0(x) = 1 ; d(x) = x , (5.32)

zadovoljavaju sledecu rekurentnu relaciju9:

) = xCn(a;)-Cn_1(x) (5.33)

i nazivaju se Cebisevljevim polinomima druge vrste [8].
Uvodeci smenu: x = 2cos<£>, determinanta (5.31) moze se analiticki transformisati u:

Nule Cebisevljevih polinoma, koje slede iz uslova:

CM = 0 ,

definisane su relacijom:
; i /= 1,2,3, . . . , n

(5.34)

(5.35)

(5.36)

i imaju posebnog fizickog znacaja jer definisu polove (singularitete) Grinovih funkcija, a oni, sa
svoje strane, energije elementarnih ekscitacija i vreme njihovog zivota [7,8,12].

3Ona predstavlja homogenu diferencnu jednacinu drugog reda sa konstantnim koeficijentima.
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