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Pojava superprovodnosti je podjedneko aktuelna danas,
kao i u vreme kada je eksperimentalno ogkrivena. Za ovo postoje
i teorijski i prektiéni razlozi. Praktiéne potirebe se zasnivaju
na teZnji da se iskoriste povoljne osobine superprovodnika/nulta
elektridna otpornost/ i da se poboljS3aju uslovi za dobijanje
superstruja. Danas postoje uredjaji, koji se koriste mahom za
labaratorijske potrebe, i1 koji daju superstruje velike jaline i
dugog trajanja. To se za sada postiZe na veoma niskim temperatu-
rama, bliskim apsolutnoj nuli, 3to zahteva sloZene uredjaje za
hladjenje. Zato bi bilo pogodno naéi nadin da se povisi tempera-
tura prelaza u superprovodno stanje. Sa teorijske strane, problem
superprovodnosti je utoliko zanimljiviji, 3to moZda nije re3en na
zadovoljavajuéi nadéin.

Ovde ée biti izloZeni neki elementi teorije superprovo-
dnosti onako kako su dati u radovima FRELIXA iu teoriji BARDINA,
KUPERA i SRIFERA. U prvom delu rada biée poklonjena posebna paZnja
elektron-fonon interakeciji kso uzroku pojave superprovodnosti i
BCS modelu. Drugi deo rada predstavlja teorijsko razmatranje nove
/elektron-foton/ interakecije u teoriji superprovodnosti. Medjutim,

sema teorija superprovodnosti ovim nije pretrpela nikakve izmene.
Radunski postupci primenjeni u Glavi I potpuno su ekvivalentni sa
onime iz Glave II. Pojavidée se jedino razlike koje se odnose na
jadinu ove dve pomenute interakcije i enmergiju veze elektrona u
paru.

Svrha ovog rada nije u traZenju novih metoda izulavanja
superprovodnosti, veé u razmatranju nove interakcije u ovoj teo-
riji, sa ciljem da se nadju povoljniji uslovi za prakti&no reali-
zovanje fenomena superprovodnosti. Istovremeno, gde god to bude
moguée, poredide se ekvivelentni ralunski izrazi i postupci za
elektron-fonon i elektron-foton interakeiju.

Ne kraju ovog uvoda, izraZavem svoju zahvelnost profesoru
Prirodno-matematidkog fakulteta u Novom Sadu, Dr. Bratislavu To3iéu,
5to mi je podstakao interes za nauku i 3to mi je pruZio veliku
pomoé prilikom pisanja ovog rada.




I. ELEKTRON-FONON INTERAKCIJA I SUPERPROVODNOST

1. Opste napomene o superprovodnosti

Interval promene elektricéne otpornosti je toliko &i-
rok, da verovatno spada u najveée intervale promena uobicaje-
nih lelelh osobina &vrstih tela. Pri tome Jje narocito intere-
santna pojava superprovodnostii elektriéna otpornost mnogih me-
tala i legura naglo pada na nulu pri smanjenju temperature do
nekoliko Kelvinavih stepeni iznad apsolutne nule. Ovu pojavu Jje
otkrio holandskl fiziclar Kamerllng Ones 1911 godlne. Njegova me-
renga na zivi pobazuau da ae elektriéni otpor Zive na temperatu-
ri 3°K oko 3.lo°n , Sto iznosi desetomilioniti deo otpora na
0°. Eksperimenti su pokazali da je elektriéni otpor u super-
provodnom stanju toliko mali, da stalna jednosmerna struja tecde
bez slabljenja kroz superprovodne prstenove vise od godinu dana.

Superprovodnost se javlja kod veleg broja metala ile-
gura, a takodje i kod intermetalnih jedinjenja i poluprovodnika,
Do sada poznate temperature prelaza u superprovodno stanje kreéu
se u granicama od 1-10 °K za metale, a za legure i do 20 °K. Kod
poluprovodnika, kriticne temperature se nalaze u intervalu od
0,1 - 1 °K. Medautlm u mnoglm metalima superprovodnost nlae kon~-
statovana ni na najniZim moguéim temperaturama. Uolena Je cinje-
nica da su loSiji provodnici elektricne struae /na sobnim tem-
peraturama/ bolji superprovodnici nego Sto je sludaj sa dobrim
provodnicima,

Elektric¢ni otpor se javlja usled sudara elektrona sa
elementima gradje kristalne strukture /Jonlma reSetke/. Provod-
ni elektroni deo svoge kineticke energlae, steCene ubrzanjem u
elektricnom polju izvora, predaju jonima procesom sudara. Pri
tome se provodnlk zagreva, Cime se otpor povelava. Oligledno, ako
ae elektriéni otpor jednak null, ne postoji trenje elektrona sa
jonima refetke, Prema klasic¢noj fizieci, elektridéni otpor ne bi
postojao tek na apsolutnoj nuli. Medjutim, pojava superprovod-
nosti je konstatovana na temperaturama koje su veée od O °K. Ove
eksperimentalne ¢injenice kihasicéna fizika nije mogla objasniti.
Sa razvojem kvantne mehanike stvoreni su uslovi za reSavanje
ovog problema. Temelje za reSavanje pojave superprovodnosti po-
stavio je Freliks. Opsta kvantna teorija superprovodnosti data
je 1957 godine od strane Bardina, Kupera i Srifera.

Teorija superprovodnosti pocela se razvijati tek ot-
kriéem fenomena superfluidnosti kod telnog helijuma /pojava kre~
tanja telnosti bez trenja sa zidovima suda/. Prve teorije su-
perprovodnosti zasnivale su se na svodjenju superprovodnosti na
problem superfluidnosti elektronskog gasa. Ovakav tretman se pri-
hvatao iz razloga Sto odsustvo elektrilnog otpora znali da se
fluks slobodnih elektrona kreée kroz provodnik bez trenja /su—
dara/ sa jonima kristalne resetke., Ideja superfluldnostl prlme—
njena na medel superprovodnlka se pokazala dobra i donela Jje ne-
koliko sustinskih resenga. Medjutim, svi prateéi probleml ovim
nisu mogli biti reseni.

/‘Q“'AH' \

; pawyAteid S .\

AonH BAR a}

*we- &/

Ny Y/

P/

I

’I
=

\

ry

(2} F
e»““



Db

Pokazaéemo sada analogiju izmedju superfluidnosti i
superprovodnosti na taj nadin Sto éemo izvesti kriterijum su-
perfluidnosti za jedan superprovodnik,

Posmatrajmo superprovodnik sa kristalnom refetkom
mase M  koja sadrZi provodne elektrone i fonone. Neka se re-
Setka kreée relativnom brzinom Vv, u odnosu na elektronski
gas. Stalna elektridna struja ima brzinu -v, u odnosu na re-
setku. Kinetilka energija sistema /refetka, elektronski gas/
je v mMwt o Predpostavimo joS da ovo relativno kretanje
moze izazvati elementarne eksitacije u elektronskom gasu. U
tom slucaju, brzina Ve ée se smanjiti, tako da je kinetiéka
energija sistema sada jednaka ¥%a MY?2 e Ako se prilikom suda-
ra elektrona i fonona javlja eksitacija energije &¢ i impul-
Si dﬁk s onda na osnovu zakona o odrZanju energije i impulsa
sledi

- 2 =
iMV,’ = éMv“* & » MV = MV * bk

Kombinovanjem ove dve jednaline dobija se

Y
. " —— —3 6
RK-V 3 ”

Minimalna vrednost brzine, koja se dobija iz gornjeg
izraza ako Je N
i X0

/S8to moZemo zanemariti, jer je impuls mali/ jednaka je

. &
% = Mmin r
K

1.1

Jednalina /l.1l/ je potpuno identidna sa jednadinom
koja izraZava kriterijum superfluidnosti tednog helijuma. Uko-
liko Jje éw>0 tako da je Ve>O superprovodna struja mo-
ze da tele brzinom manjom od ¥e bez rasipanja energije na
prebacivanje elektrona iz superprovodnog stanja u normalno sta-
nje. Ovo je ujedno i objasnjenje za stabilnost struje u super-
provodniku.

Analogija izmedJju gasa slobodnih elektrona i tecCnog
helijuma u pogledu kretanja bez trenja donela Jje jedan novi pa-
radoks. Superfluidnost tecnog helijuma je posledica bozonskih
svojstava helijumovih atoma; sposobnost kondenzovanja na najni-
zim elektronskim nivoima. Elektroni su fermi Jdestice /podlezu

aulijevom principu iskljulivosti/ te im nedostaje navedena oso-
bina koje omoguéuje superfluidnost. O ¢emu se onda radi?
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Predpostavilo se da u elektronskom gasu moZe pod
odredjenim uslovima do¢i do sparivanja parnog broja elektrona
sa suprotno orijentisanim spinovima, u elektronske komplekse
sa uvkupnim spinom jednakim nuli, Ovi kompleksi, obzirom da po-
seduju bozonska svojstva, mogu da zadovolje uslov superfluid-
nosti. Kasnije je ustanovljeno /kvantovanjem magnetnog polja
kroz superprovodne prstenove/ da se ovi kompleksi sastoje od
parova elektrona ¢ije je efektivno naelektrisanje /2e/. Poz-
nato je da medju elektronima vlada Kulonova odbojna sila., Za-
to je pitanje prirode i porekla nepoznate interakecije, koja do-
vodi do sparivanja elektrona u par, dugo ostalo nerazjasnjeno
sve do pojave radova Freliksa,

On je pokazao da interakecija izmedju elektrona i
fonona kristalne resetke /sudari elektrona sa jonima reSetke/
moze izazvati medju elektronima privladnu silu koja preovladju-
Je nad Kulonovom odbojnom silom. Dakle, elektron-fonon interak-
cija je odgovorna za sparivanje elektrona u superprovodne parove.
Medjutim, ne treba zabaraviti da je ova ista interakcija uzrok
.postojanja elektriénog otpora u provodniku na visim tepgpera-
turama. Na niskim temperaturama, elektron-fonon interakecija
deluje u obrnutom smeruj stvara uslove za obrazovanje superkon-
duktivnih parova.

Predhodno razmatranje moZemo uopStiti na sledeéi nadin:

Superprovodnost je posledica obrazovanja elektronskih
parova sa bozonskim svdjstvima /nulti spin/. Ovi parovi su spo-
sobni da obrtazuju kondenzovano stanje, Elementarne eksitacije
u ovakvim sistemima imaju pozitivan minimum fazne brzine, i elek-
troni mogu da se kreéu bez trenja.

Nastanak superprovodne struje moZe se objasniti ovako:
Na niskim temperaturama u provodniku se obrazujea elektronski
parovi kao posledica elektron-fonon interakecije. Pri ukljude-
nju spoljasnjeg elektricnog polja, par se razgradjuje na dva
elektrona, Svaki elektron nosi pored kinetidke i deo vezivne
energije koja je odprilike jednaka polovini energije veze elek-
tronskog para. Elektroni sa ovakvim zakonom disperzije /kine
energija + energija veze/ imaju pozitivan minimum fazne brzine
i mogu biti superprovodni., Superprovodno stanje se naruSava na
vigim temperaturamay broj fonona raste i energija veze u &lek-
tronskom paru se smanjuje. Na nekoj kriticnoj temperaturi ona
postaje Jjednaka nuli, i superprovodnost prestaje.

5 Razmatranje smo zapoceli paradoksom koji je postavio
osnovne teorije superprovodnosti. Zavr$avamo ga sa jednim slicC-
nim paradoksom koji je suStinski resio problem superprovodnosti.
Elektron-fonon interakcija stvara uslove za superprovodnost, a
istovremeno ih narugava /na visim temperaturama/. Iako Jje ova]
problem resSen, nisu prebrodjene sve suprotnosti vezane za feno-
men superprovodnosti,



I. 2. TFreliksova analiza Hamiltonijana Elektron-fonom interakecije

Elektron-fonon interakcija, kao Sto je veé napomenu-
to, uclov je za postizanje superprovodnog s anjas. U ovom ode-
1jku ¢ée biti Dokavano kvantno-mehanickim proracunom da je ova
1nterakc1gm Derl aéna., Celokupno razmatranje vr3iée se preko
izraza za energiju elektrona u kristalnom polju. Smatraéemo da
se elektronl kreéu u potencijalu koji stvaraju svi joni smedZte-
nl u cvorove kristalne regetke, i svi elekbtroni izuzev Jjednog

¢ije se kretanje posmatra. damlltﬁnljan sistem elektrona koji
se nalaal u kpistalnom polju dat je u obliku

2el1

2 -+ .
gde je Eg-:-i;—:—'- kinetidka energija elektrona, a Qg 1 Qi

fermi operatori. Crtica iznad indeksa oznacava da se radi o
vektoru. Vam Je matricéni elemenat operatora kristalnog polja.
Operatori a;,aa vrse kreiranje, odnosno anihilaciju elektrona
ng mestima u kristalu odredjenim sa vektorima nim o: Gornji
izraz za Hamiltonijan je napisan pod predpostavkom da joni mi-
ruju u ravnoteZnim poloZajima. Na temperaturama vigim od OQK,
joni pocinju da osciluju oko ravnoteznih poloZaja, Sto se izra-
Zava matematidkim prelazom: fy-» h+U, , m—= maq+ Us. Ur i U.';
predstavljaju pomeranje iz ravnobeZnog poloZaja i to su funkeije
koordinata i vremena. PoSto operator kristalnog polja zavisi
samo od vektora Ai m , mozemo pisati da je Vgm = V(A-m) ©
VItR-m+(Us-Ua)], 72 niske temperature, poremeéaji su mali, Sto
posle razvoja u red i Bamene u jednalinu /2.1/ daje

) + (Ui -0 _— - = oV(Am)
Vam = VI(A-™) +(Us-0zY) = V(A-m)+ (Vs - Us) = )
H=Ho + H:
Heo = Z E,Qi Qs + 3 ). VIA-m) Qi
o " 2.2

H;

s V(i-m) Qi Qi (s - Us)
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U jednadini 2.2 Hamiltonijan H;karakteriSe interakeciju
elektrona sa jonima redetke (elektron-fonon interakciju).
Prvo demo razmotriti elektronski deo Hamiltonijena Hg 3
Izvr$idemo transformaciju Ho iz formule 2.2 stavljajudi
da Je

. i€'n e/’iﬁi
* — -1— = e = 'i‘ a—
Qs = w z'_;, Qz e a"’ N iz .
Posle zamene dobija se
$ ¥ KM -1K'n
Ho= J° E¢QeQi + 2—';,2 Qe ). € V (7-)
[3 14 Am

Ako u gornju jednalinu uvedemo smenu
a-m =1
dobija se da je drugi ¢len ove jednacline
(R - iR'A ~iRT - im(i- K’)

2 ViE-m) € = vae

o o

_ -i1eT
Uvedimo oznaku ;V(‘)Q = Vi | Sada mo¥emo pisati da je

Vo (K-R')

n
Z Vir-m) € = ng. e = NV;z'cS’:Z:IZ
m
Hamiltonijan Hgysada dobija obkik

He = %: Ee QiQi + 3 EZ' Qi Qe NVerS e
K
Mo = X E2QeQz + § L Ad Qi Vi
K

Konadno se elektronski deo Hamiltonijana moZe pisati u
obliku

2.3
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Vidimo da kristalno polje menja energiju slobodnih
elektronaj oni pored kineticlke energije sadrfe i deo energije
koja potice od dejstva kristalnog polja. Pogledajmo kako ovaj
dodatni ¢lan Yo Vi iz jednadine 2.3, utide na zakon dis-

perzije elektrona. Ako se radi o prostoj kubnoj strukturi moZe-
mo pisati da jJe

Vi = 2V [ CosK.Q + Cos kyQ +C0s K2Q ]

Losk,a= 41— %K:a’, CoskyQ=-3 K;Q"ﬂ_ , Coska = 4 L

gde je V interakcija najbli¥ih suseda /apréksimacija najbli¥ih
suseda/ a @ konstanta reSetke. Za male talasne vetkore, v;
posle naznacCenih zamena dobija oblik

Vo= 27 [3- 18K e )]
V= 2v(3- $£2)

Ve = 67~ va'k*

Zakon disperzije za elektrone u kristalu ée onda biti

BHe 2Kt 1 28 ‘ 2
By = —— =E-’-+l = SV-"VQK= Lkz ’—"_‘:4.
T,
K
Ex = 3V + *:
IR
~ -1 ity *
Clan (-'}'-‘— ‘—’3’) u zadnjoj Jjednalini igra ulogu mase, i
mozemo pisati da je m* = .
4. yor
m R*
m*= M —
- va*m
.L _‘5' 2.4

gde je m"efektivna masa elektrona u kristalu. Kris-—
talno polje menja i hemijski potencijal i stvarnu masu slobod-
nih elektrona. Efektivna masa elektrona u kristalu moZe biti i
manja @ 1 vea od mase slobodnog elektrona. Efektivna masa elék-
trona moZe biti Cak negativna., Ona je u blizini dna dozvoljene
zone pozitivma, a na vrhu je negativna.
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Iz kompletnog izraza za Hamiltonijan

H=Ho + Hi
+ +
W= X 6080 +§ 32 UniIQ505 + 4 2 G Vw23 s (0a-Gs) 2+

1zdvoalcemo onaj deo koji potide od elektro-fonon interakecije,
i naplsatl ga u prlkladnlaem obliku., IzvrsSié¢emo Furije transfor-
maciju stavljajuéi da je

-iE,n iim

¥ . L Ya, S ,
Qs W;ag'e O m;ag

K (R-m)
V-l = STV @
£, N

Pomeranae U;,- i Um ¢emo predstaviti fononskim ope™
ratorima (g i 6q

. ccq) 7- (a bga + 67.:‘ i
Un—;ﬁ ( )

0; ZC@)W(& +517:)63

iq

gde Je C@)= ’2 M * Ovde je M masa jona, N broj atoma
u kristalu a indeks oznacCava tri vrednosti vektora polari-

zacije Egn . Wt = C'-LM|=C44 oznalava frekvence za odgovarajuée
polarizacije, a (¢« su komponente brzine prostiranja fonona,
Talasni fektor fonona dat Jje oznakom & « Na niskim tempe-
raturama, elektron interaguje samo sa longitudinalnim fononima,
i moZemo u gornjim izrazima izostaviti sumu po . Obzirom

: _ . - i (7-m) s . .
da Je Vﬁ’i V(ﬁ—m)=ﬁ’- vaz,e ‘ mozemo pisati

: 7) 7l
H; =l§}c—(;ﬁ7 ‘,-;Z gV Qx,a» (Gq + 6—q)

i (- K-3) + T () {(R-%y T )+ 1A Hr)
2 [e - e ]

am
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Uzimajuéi da je

YRR, &) + I (E-Ki-F) '
> e =N S el i =N Feri Sap 27

. im(E-R) + iR (6-5-T) ,
Z e = Nzé,i;lz 8Eu'zi'§ = ”d,f"x i"'i"q

dobijamo konadan izraz za

H; = 44;-' ' Fled) Qeg 0z (65 + 67 )
Flrg)= 1 %—Q [EGVE - (@Dl VE-cT]

Kompletan izraz za Hamiltonijan elektron-fonon inter-
akcije sada se moZe priakazati u obliku

Ht:z;_:iaza; .,.th;ﬁ&i +fﬁ Z’F‘(Eﬁ)a:qa,z(&wéﬂ 2.6
3 3 Z]

Drugi Clan gornjeg izraza predstavlja energiju
fononskog polja.

Freliksove transformacije

Vrednost izraza /2.6/ nede se promeniti ako izvr&imo
trgnsformaciju pomoéu operatora

o I8
A =18

U= € a7,

gde je S neki operator dije su svojstvene vrednosti mnogo
manje od kineticke energije elektrona, kao i od energije fono-
na. To znaci da je Hy 1 Heq dato jednadinom /2.8/ fizilki pot-
puno ekvivalentno,

A a -y
Heq = UHs U 2.8,

Ako gornji izraz razvijemo u red, i zadrZimo se na
prva tri Clana, mozemo pisati da je

Heq = (1-13- £ §") H, (L+ 13- §)

]

11l



e
Hqu H* + leg-l éH.' + gHQS—égth_ - %Htg‘
Obzirom da je
1HeS - i SHy = -1 [§,He]
e ] AT A ~ N
SHtS"%_ SH, - i{H S = —55. [5'[5'”4]

moZemo pisati

Heqz H¢ -1 [é,Ht] = % [S‘.[S‘.HQ]]

Odabraéemo operator § u obliku

2.9

§ = 3 X(@4) iy Qe (64 + 67) 2.10

K9
gde je_XﬁE?)proizvoljna funkecija koju éemo kasnije odrediti.
Sada se gore navedeni komutatori mogu predstaviti u obliku

\/ [§- H’*} = Zx(’zﬁ)( €:-€ig +qu) a;-iaia-é &
k9
* Y X(e7) (€ €og - hwg) Q2g b
Ef

(SIS 0] = 5" XG0X %) (€ - o3 +noow) Qs Qe Uig Qe -
k€9

'%X(fﬁ))((fﬁ)(& - &7 - 507 )Aiq0z05es Qe
Zamenom ovih komutatora u jednadinu (2.9) dobija se
Heo = 2 630z + Y kwe 67 b +2+ 37 F(5.3) Q55 Gz (64 +67) -
L 3 Rq
13 X(k3)(€e- ag+ hu) Qe Oebsg +3 Y X(eA) (Ee-Eeq-kt) Qg5 0p 67
&q [}

+3 ) X&T)XEA) (€2 Gex - hovg) Qe Qs Qes Qe —

T

-3 ) XEAX(:7) (€2 - &4 +hevp) Ay Ay Qs A e
ex’q
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Ako se ogranidimo na proces spontane emisije fonona,
mozemo umesto izraza za Heq koristiti operator

h= Hequd;)

gde je |0y fononski vakum.

Za ovo postoji opravdanje sa fizicke strane; na 0°K evi
¢lanovi jednadine /2.11/ koji ne sadrZe sa desne strane krea—
cioni fononski operator, jednaki su nuli. Zato mo¥emo pisati
da Je

h= Z €0 Ue + {"‘ﬁ Y F(za) Qs Oz +1 > X(Ed) (Ee-Ees -m)a;l; Qi +
K P 7
3 ) X(63)X(6:9)(€c-Ees - hoy) Qs Qe Aty Q- -
1717
-3 Z X(24)X(25)( €z - €z5 + kws) Qzs Oz Azsg Qi

17

Funkeiju Xl&ﬁ) odrediéemo tako da se eliminiSe onaj
deo Hamiltonijana koji dolazi usled ekektron-fonon interakcije.
To znaci da je

X@®i)=- £ LFRA__ ogg) L
N & - &5 -hws YN &-Gs - s 2.12.
gde je P(E3) =-‘£vz_3_a;‘_‘[l-('eivi— (E—q)zivi_q ] . Posle ovoga

dobija se za

Ke

== 70, - = = + +
_1 v PEF)DE;G)  Ex- Ced + ﬁ“ie Q pe Qe a”?_ Qi
IN o Ce-Crir-huy Cr- Eag-rwy

Ako se iz poslednjeg izraza izvrSi zamena sumarnog
indeksa K'=K'+q i iz sume izdvoji deo §H kada je R"=k , dobija
se’
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S e 0t L Y REDSEID qf o007 Aps
8H ;6,;05 az +2N‘Z;EE-§_6¢—-71609' -q Yk (27

| S~ DD DRAD) | g -Ez-3 +hws a*_ a_a"’ -
-- X &7 & Qe
WG GG RN G-ty —huy

Kako je P(R-9,-9)=- P(xa)

3V i [0 Veq- (e340) F Vegua]
moZzemo pisati da je

2
=S 2 atn; 1 _PEA) Y n-ata. -
SH —ZE' &iazalc _2-%/ Eq &i-q _ i_mqam-q a.,,ax. Q,,.q +

P (&-3;3)

Izvr§iéemo u poslednjem izrazu komutiranje operatora
+ + + + 4
qnz-«T OEQE O.—.,q = Qz.q az.q - ai-a az aza.z.a'

+
i zanemariti doprinos od ¢lana koji sadryi operatore Q.z.q az-i .
Hamiltonijan §H sada glasi

3H = Zezagai +
3

2
{ ' D(EA) Eag- G +RWTY 4+ i
T - Q75055 Qs

+2“>i; Ceq ~C "“"7[1 Eeq ~Ex -tw«rla“ gilaiy

Ako u interakeciji sa elektronom, fonon preda svu
svoju energiju elektronu, onda je MRNwi= &-6fksg , Odavde sledi
da je @=28 , gde smo sa %3 oznacili impuls fonona a sa KK
impuls elektrona. Obzirom da Jje g(k)=€¢E)moZemo pisati Hamilto-
nijan elektron-fonon interakcije, dat gornjom jednadinom, u ob-

liku

2
- to Y DEE). s Q% Qe0z
SH = ; 8,; CI; an N = AWk ax * ’ ColBy
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Drugi ¢lan jednaline /2.13/ predstavlja privladnu
elektron-elektron interakciju zbog znaka minus. Takodje se
vidi da ova privladna interakcija postoji izmedju elektrona
sa suprotnim impulsima. MoZe se pokazati radunski da Jje ovaj
C¢lan veéi od svih do sada zanemarenih &lanova Hamiltonijana,
kao i od Kulonovog odbijanja koje postoji medju elektronima
u jednom uskom sloju impulsa fermi sfere.

Na taj nacin smo matematidki dokazali postojanje
privlaéne interakecije izmedju elektrona u superprovodnom kris-
talu, na temperaturama bliskim apsolutnoj nuli.
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I. 3. Model Bardina, Kupera i Srifera. Kanonske transformacije
Bogol jubova

U ovom odeljku &e biti govora o modelu superprovodnika
koji su na osnovu radova Freliksa formulisali Bardin, Kuper i
Srifer., Prema njihovom modelu, izmedju elektrona sa suprotnim
impulsima u oblasti granice fermi sfere, postoje privladne sile
koje iz vezuju u parove. Ti parovi se nazivaju Kuperovi parovi,
prema Kuperu koji je dao proradun za energiju veze elektrona
u paru.

U ovoj teoriii su uzeti u obzir efekti spin-spin inter-
akcije izmedju elektrona. Po¥to elektroni imaju spintl/2, to
izmedju elektrona sa antiparalelnim spinovima deluju privlacéne
sile izmene, dok izmedju elektrona sa paralelnim spinovima delu-
ju odbojne sile. U tom smislu su u teoriji Bardina, Kupera i
Srifera korigovani proraduni Freliksa. Na osnovu ovakvih uopSta-
vanja, dobijen Jje Hamiltonijan koji ima oblik

" + +
He= Z, Ez [Qz (%) Qi) + Qeiex) a-m)]-ﬁ ; W(E4) Azapn Q: ) e 1
R q
Q4640 Qan)
gde je W(RJ) pozitivna i parna funkcija u intervalu

Pe-Ps ¢ NR& R +Fs 5 R-RgRGS F+Ps 3.2

Interval impulsa elektrona &K 1Hq odredjen je gra-
nic¢nim impulsom fermi sfere P , 1 impulsom®koji predstavlja
polovinu debljine sloja oko granidnog impulsa, tako da vaZi
uslov da je Pe << Pe , Prema ovom modelu, van intervala /3.2/
funkcija w(kg) Jjednaka je nuli, a u intervalu se uzima da se
sporo menja i moze se zamenitl konstantome.

Analizu Hamiltonijana /3.1/ izvrdiéemo metodom koju
je predloZio Bogoljubov. Umesto operatamaa&”, i Q#e%) uvode se
novi operatori Aam’AiG,i.AE@bAa»sledeéim kanonskim relacijama:

Qzcy) = Uz Ave + Ve Az () s Qzey) = VeAem-Ve A{(a) 3.3

a:-:(y;) = U'-‘ AE(O) t VE Ai(l) [ a:::'(—y,_) = Ug' AE(.\ "VEAI?(O)

gde su Ug i W realne i parne funkcije. Da bi
navedene transformacije bile kanonicéne, tj. da bi operatori A
bili takodje fermi operatori, funkecije Ug i vg moraju da
zadovoljavaju uslove koje éemo sada izvesti. Operatori Qg(y,)
i Q}C'Iz) , kao fermi operatori, moraju zadovoljiti uslov

+ +
Qi) Aecny + Doy Aeyy =1
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Obzirom na ovaj uslov, moZemo pisati da je

[ UiA:co) + Ve Aia)] [U.z Azco) + ViA;M_] +
[ Uz Acp) +Ve Acey ] [ UgAZm) + Vi Ai(i)] = Ug A;(.) Az) + Uk Vi A A +
+ Uz Ve Aggy Aoy + V;Aum Ai(; + Ug Ai(o)A;(o) + Uz Vi Aeeoy Arpy +

+ Uz Vi Aiti) Au':(o) T V;A;m Ay =1

Ako operatori treba da budu fermi operatori, moraju
zadovoljavati uslove

.'-
Azco) Ag{o) gl - Aﬁco) Aﬁ(o) ’ Am) Al’((c) = —-AimA[(o)

# + + + +
Aoy Azy =1 - Aim Akr) » Ary Az) =- Ave Agpo) Selte

Kombinovanjem jednadina /3.4/ sa gornjim izrazom,
dobija se da Jje uslov kanonicénosti ispunjen, ako funkcije wvg
i vg zadovoljavaju Jjednadinu

U #Vz =1 3.5,

Ako se formule /%.3/ zamene u izraz za Hamiltonijan
/3.1/, dobija se da Je

He = Ho + Hp+ Hup 3, G

gde Je

Ho = 37 [2E:Ve - UgVk
K©

1 :_2 wiea) Uy Vg |

Ho= 2" [ €a(Ve-& )= (Ve -V&') 2 37 W) Us ¥ { Adtoy Ay + Ay )
F3 9

Hupz- Z [2Ei UE Vz = (UE’V{)‘:I Z W(E,‘i) Uiv‘i ] (A;(O) A;c‘) + Aﬁ(q) Aip))
£ 3
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Punkcije Ur i V&
deo Hamiltonijana Hup

odrediéemo tako da nedlaagonalnl
bude jednak nuli. Ovo je moguée ako je

28z U Ve - (Ue-Vie) & 27 wikd) Us Vg = 0
g
Ako uvedemo oznaku

Ny =3 g: Wika) Us Vg

L 3
onda se prema uslovu /3.5/ i gornjim jednadinama dobija da je
2 E— 2 -
Ug = & (1 == V=4 4—-—52——)
c=rlommgy) - Vrtlogig
U.—: “Vg;= Ex ’ Uﬁ VE -4 K
Zamenom ovih vrednosti u izraz za He i Hp dobijamo

— : e EE‘ Ex,An 2E +An
e Z,z'(E" Vecsde VErion ) ZE“ V"i XYY )
Hp= Z(

K

VE?—:—A.‘-, + ﬁgz\ [_AECO)AE(O) + AR Aic«\]

Konalno se za Hamlltonlaan Bagrdin-Kupedp Srlferovog
/BCS/ modela dobija izraz koji je dijagonalizovan, i ima
oblik

Hp=HotHo= Zfﬁ(i" L"—"E,_—:%;)"'

: 3.8.
*; Ve A2 [ A% Ak + A A |
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Sada ¢emo ispitati velidinu Az koja figurife u izra-
zu za energiju elementarnih eksitacija, i koja je data jedna-
Cinom /3.7/. Energija elektrona koji ulestvuju u provodjenju
struje jednaka je RK?

FERT S

m
, gde je M hemijski potencijal, i izraZava

2.2
se !“:%{ .

Energiju elektrona sada moZemo u obliku razlike talas-
nih vektora predstaviti na sledeéi nadin

_RK' Bk o N (R-R.)(R+K
Ex=2X _ DX 7 (RoRe) (Rt ¢)

PoSto ceo ovaj prorafun ima smisla samo za uzan sloj
impulsa fermi sfere, to u gornjoj jednadini vektore moZ%emo za-
meniti njihovim intenzitetima. Tada je

Ee = DoKe(koKp), (kei) 111 Eg & Hog (R-Ke)

Prema modelu Bardina, Kupera i Srifera, funkeija
Jjednaka je

_— w -4¢ Q<
W(K.q)={ e 3.9.
14 qp"qe >q ,qp"'qG(q

Obzirom da funkeciju W(R4) u datom sloju moZemo zame-
niti konstantom w y 1 da Jje
L5

UqV:i
IR

mozemo pisati

AR::’::I ; 1A\.q- 2 A2
\’p(q"q"'l'Ai 5.100

Ako jo¥ predpostavimo da Ak i AF slabo zavise od
impulsa, moZemo priblizZno uzeti da je Ag=As= - Tada se for-
mula /3.lo/ svodi na

W i

>l =1

W & aan 3.11.
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Dobijena Jednadina ima smisla samo ako je W»>O
jer je gornja suma sigurno pozitivna. Uzimajuéi u obzir ob-
lik Hemiltonijana /3.1/, to nam govori da se radi o privladnoj
1nterak0131 1zmedgu elektrona. Ovo predstavlaa matematicko
objadnjenje za ranije navedenu Cinjenicu da pri obrazovanau
superprovodnlh parova, na elektrone deluje privlacna sila, ko-
aa preovladguge nad odbojnom Kulonovom silom. Sa sume /3.11/,
mozemo preéi na integral po zapremini prema pravilu

) é /3 9547¢
wad - _q® 9%
.,t.;_.ht(m,/dﬁ —(a,!dwﬁznado 7ty = & 2 [q'
. qF'qc ‘7‘:-76

gde Je a’ zapremina elementarne ¢elije kristala; integracija
po uglovima je odmah izvrsSena Jer izraz pod sumom ne zavisi
od uglova veé od intenziteta impulsa Iwd|l . Granice integra-
cije odredjene su oblikom funkecije w(gq) koji je dat jedna-
inom /3%.9/. Sada se moZe pisati da Je

9=+9¢ 2
wa? qd9

-——T/ —————
AR % Veu: (a-g)'+8

Posto se talasni vektor 5 menja u uzanom intervalu,
moZemo pribliZno uzeti da je ¢*x=q; . Ako se uvede smena 9-9,-k »
integral /3%.12/ dobija oblik

= 1

.12

9= +Q¢
waqr d K wa’ QF f

4at I RnK T 4aRYE

V% (w\ 3.13.

Posle izvrsSene integracije i zamene granica, dobfja se

(n Qs +V9% +(8/nvs)* — 4&2&1;‘5
%+ Vo (bpy VO 3.14.

Ako u prvoj aproksimaciji napiSemo izraz

2

2 -\
Vac+(a |'= ABV1+(5a.) = (t+2 {t’o"")
('w“‘ w"%\ Fle, dobijamo da je

46UE s | — 44 Ue
5n(1+——5—§A, ) —wa,q:
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. ) o
.| Predpostavimo da je 96 z5. ; na osnovu ove aprok-
simacije, sledi da je 4A'W%.54 , i Jedinica se moZe zanema-
riti u gornjem izrazu. A%

Sada se moZe pisati

_ 4a’hUe
A = 2KV, € VB
2.15.

Velidina A karakteriSe efekat superprovodnosti.
Iz formule /3.15/ se vidi da Jje ova velicdina proporcionalna
sa vredno8éu granicnog impulsa fermi sfere hQe , i debljini
sloja impulsa hae u kome izmedju elektrona deluju privlacne
sile, Ova velidina je takodje direktno srazmerna sa konstan-
tom w efektivne elekbtron-elektron interakcije. A 1ima dimen-
zije energije i moZe se smatrati kao energija veze dva elektro-

na_u paru. Energija veze opada sa temperaturom, i kada na ne-
‘§§3:%§E§§53turi Tc postane jednaka nuli, efekat superprovodno-
sti prestaje.

Na osnovu do sada izloZenog, mozZe se zakljuciti
da dobri superprovodnici moraju da ispunjavaju sledeée uslove:

1. da imaju fermi sferu velikog radijusa

2. da interakcija w bude jaka

3, da imaju visoku Debajevu frekvencijuy Jjer Je Qg
proporcionalno sa frekvencijom fonoma

Sada éemo pokazati da je i u ovom sludaju zadovoljen
kriterijum superfluidnosti. Spektar elementarnih eksitacija
dobija se iz Jjednaline /3.8/ diferenciranjem po fermi opera-

torima - SH
IA%0)Ax(o) * DAsm Azo)

Na ovaj nac¢in se dobija da Je

&) =VEX +Ar , &) =VEL + AL

Ovo znadi da obe vrste fermiona imaju isti zakon
disperzije. MoZemo pisati da Je

EK-_—' VE:‘PA: 3.16.

Ako se u gornju formulu zameni Ax=8 i h(k-Kg)=P-f

Exl0) =

dobijamo



sledi

P
Uzimajuéi da je p=g' m

Uslov za minimum J

el

Ee = VA + ViP5

Kriterijum superkonduktivnosti zahteva da minimum fazne
brzine bude pozitivna velid¢ina. Prema gornjoj jednadini

FY [ 2
Le=1/ 4+ L (pn)

oZemo pisati

Konaéno mozZemo pisati da je

&p

& =BT {Z ol
€ min %’-- :llP
min —épﬁ

@ ispunjen je za P=R .

Iz gornje jednadine se vidi da je minimum fazne brzine
pozitivan i razlidit od nule.

BCS teorija daje objasnjenje za pojavu superprovod-
nosti. Ova teorija objasnjavae postojanje energijskog pro-
cepa kod superprovodnika. Sirina tog energijskog procepa

jednaka Je

i zato se velidina A &esto naziva parametar energijskog
procepa. Ako ovu velidinu podelimo Bolcmanovom konstantom
dobijamo brojnu vrednost temperature transformacije

Ec= 24

u superprovodno stanje.

Tc

Prema formuli (3.15) mogu se izradunati vrednosti

Tc ako se poznaju velidine koje karakterisu svaki super-

provodnik: @ , Vg s W 4 @ «

Konstanta W elektron-fonon interskcije za vedéinu super+
provodnih metala je velidina reda
Tec koje se dobijaju rafunskim putem uglavnom se dobro

sla?u sa izmerenim eksperimentalnim vrednostima ako se

8
uzme da je brzina elektrona na Fermi sferi oko 10 cm/sec,

5 -4
a za talasni vektor Q¢ 10 cm. Medjutim, vedina poznatih
superprovodnih metala ima i 100-puta veéu brzinu elektrona

10 erga. Vrednosti za

na grenici fermi sfere, a ipak im kritiéne temperature
nisu znatno vise.

TABLICA 1l.Kritiéne temperature za neke superprovodnike

metal

v

b

Zn

Pb

g

In

Sn

Ta

Mo

Ga

W

LK

5.03

91

0.85

7.2

415

2.4

3.72

4.5

092

1.1

0.01

3.17
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II., ELEKTRON-FOTCN INTERAKCIJA I SUPERPROVODNGST

U Glgvi I razmatrane je teorija superprovednosti i elektron-
fonon interakeija koja uslovljava pojavu superprovodnosti. U ovo]
Glavi ée na slidan nadin biti pokazano da i elektron-foton inter-
akcija moZe izazvati sparivanje elektrona u superprovodne parove,
tj. pojavu superprovodnosti. Ovde demo se koristiti istim postupkom
kao 5to je to udinjeno u odeljcima (2)i(3) predhodne Glave. To se
prvenstveno odnosi na primenu Frelikovih transformacija i kanonskih
transformacija Bogoljubova na problem elektron-foton interakcije u
superprovodnom kristalu.

II.1. Interakcija elektrona u_elektromagnetnom polju

Prilikom proucdavanja uticaja elektromagnetnog polja na poja—
vu superprovodnosti, posmatrademo slobodne elektrone koji se nala-
ze u elektromagnetnom polju odredjenom vektorskim potencijalomA .
Prvo demo poéi od klasidnog izraza za Hamiltonijan elektrona u
elektromagnetnom polju, a potom preéi na kvantnomehaniéki oblik.
0d celokupnog izraza za energiju elektrona, nas ¢e u prvom redu

interesovati energija interakcije izmedju elektrona i fotona.
Impuls elektrona koji se krede u elektromagnetnom polju &iji
je vektorski potencijal A jednak je

- ) e x
41=P"TA

gde je P generalisani impuls |3=-33-L‘.-;- o
Klasi¢ni izraz za Hamiltonijan glasi

'y -2
=3m (- EA) +ev

Prelaz na kvantnomehanidki Hamiltonijan izvrsidemo tako sto éemo
generalisani impuls P izraziti pomoéu operatora impulsa-ikv , i
razviti gornji izraz u komponente impulsa. Tako se dobija

_P_e i, & AL ike gwk reV
H’Iﬁ nmRA+2mdA+2mc‘

Ako su u pitanju polja &iji je skalarni potencijal ¥ jednak nuli,
i poljs koja nemaju izvora tj. kod kojih je diva jednaka nuli,
onda moZemo gornji izraz prepisati u obliku

pri demu je zanemaren &lan sa A' keo mela velidina. MoZe se uzeti
da 61an—£%ﬁ§ potife od interakecije elektromagnetnog polja i ele-

ktrona., Hamiltonijan elektron-foton interakcije dobijamo sumira-
juéi po svim impulsima elektrona ovaj ¢lan

S e e " 66t N 1.1
}4t-"ﬁﬁr 4 F%“- n
n
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Hamiltonijan interakcije izrazidemo u drugom obliku na taj naéin
8to éemo impuls elektrona predstaviti pomodu fermi operatora a
vektorski potencijal pomodéu bozonskih operatora.

- N . + -

R = ('l*_/\oic Vi e df)aﬁc Qs = Peer Qe Q- ead
gde je = . .
Puc-=-it [y, Va YisdT -srednja vrednost operatora impulsa.

Indeksi 6 i 6" oznafavaju vrednosti spina, a Yas su svojstvene funk-

cije elektrona. Vektorski potencijal u kvantnomehani&koj reprezen-
taciji glasi .
-‘qn

o i3h
A — -1,‘2 : t,,_
Aﬁ—; %ﬁ:ﬁ—'(“‘e “'Gq e ) 1.3

U ovom izrazu (& predstavlja vektor polarizacije fotona, a indeks
oznadava tri vrednosti vektora polarizacije (jednu longitudinalnu)
i dve transverzalne. Potonski operatori bj« i 64x kreiraju, odnosno

anihiliraju fotone u kristalmoj reSetki na mestima odredjenim sa

vektorom resetke n . Zagnemina elementarne ¢elije jednaka je a*
gde je a parametar reSetke. Posle ovih zamena Hamiltonijan elektron-
foton interakcije dobija oblik

= G -iGh
__e Y Afme Re bt o (100 s b
Hi=me ;‘“. s o e Gn(bue s fue )
g X - 2 2 ~ 7 i
Ako uvedemo oznaku CQG'(Q):\/i&laLiias Rg: - €ge 1.4
onda gornji izraz moZemo napisati na slededi nadin
: L 3 9n 4+ -igA
Hi=“l'%l‘- Y by (@) Qs Qe (b4 '+ €42 € ko3

Aqis6’
Izvrsidemo u zadnjoj jednadini Purije transformaciju stavljajuéi
da Je

1d

oL S al = L S e
c:ne-mg:ax,se . Qné-—m;a“@
Sada je Hamiltonijan interakcije jednak
. 1 . o ¥ ) lﬁ(lc-fi'k-')
Hi= - = 2 B (q)%; Q¢ Qs 6(;«; e =
A “ ' - + ot _in(K-§-§)
NV Z CDG&'@Z ks Qs G Z, e
goge’ F¥4 n
Posto je
v iR(RT-Ra) . A(E--Kr)
Z e =N 8;,,24{ . Z e = /J&z,,i-v’

-

n n

posle manjih transformacija sledi



MoZzemo pisati

Qi Aice B4 N S, 07 -

ll
"1\*

K

}(

(‘”Z_ ax..e a“'an UJ)z, 7

KiK

q,é
iR L B
F66

Sada se Hamiltonijan interakcije svodi na oblik
Hi = -ﬂl_- Z q)ao (Q)[auq,é Ui bga + a'c 4.6 amé'&fi]

Posle zamene sumarnih indeksa g --q i manjih transformacija,
dobija se

- +
Hi ="::" _Z: ‘q%:’(q)aiﬁpbaiﬁ’g?_d - Z@G (7)0,4, an-oq 6 64
xidéé
Kompletan izraz_za Hamiltonijan dobija se ako se pored energl;;e
interakclae uradunaju jod i energija slobodnih elektrona &) 1
energija fotona &@) .

Hem Ho o o = 28000 O + 2 ) 6 B -

1.6

1.7
Z@os @ [az-rqsax,e B +Qk.,6 e p qut ]
quse'
de J . -
gde je £ (e) = me_.‘ s Ex@)= Kwg

Veé se ovde mo¥e uoliti velika slidnost izmedju Hamiltonijena(l.7)
i Hamiltonijana elektron-fonon interakcije datog jednalinom 2. 6

redhodne Glave., Ako Hamiltonijan elektron-foton interakcije napi-
gsemo u obliku

A ¢ A +_ T t _ _ _+
H: =- = i%,se,d%s-(q)[a.m,o Qe B + Aig-G,6 arc,e'g%‘]
i zamenimo § sa-3 dobijamo ekvivalentan oblik PrelikoVog Hamiltoni-

jana.

Z DedT) Al s (87 + 64 )
x9°‘66
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1I.2 Freliksove transformacije za Hamilfonijan elektron-foton
interakcije

U predhodnom paragrafu videli smo veliku slidnost izmedju
izraza za Hamiltonijane elektron-fonon i elektron-foton inter-
akcije. To éemo iskoristiti da bi primenili Freliksove transfor-
macije na sluda]j elektron-foton interakcije. Transformisademo
Hamiltonijan 1.7 pomoéu unitarnog operatora

O= e-—i§
Imajuéi u vidu da je
A A -4
Heq-’—‘ UH'tU

f£izi&ki ekvivalentno sa H¢ , posle razvoja u red i grupisanja
u komutatore, moZemo pisati

Heg:‘- Ht'i[g.Ht1 ~'§[§,[§,Ht]] 2.1
Operator S odabraéemo u obliku
= 4 - = + 1 v = -+ t .
S =Z X (58) Qpia,s A Bap + Z: Xg.(ﬂa)aﬁ,s'aﬁ,g,s 50/5 2.2
Pnss Paass’

gde je Xi(ss)proizvoljna funkcija koju demo odrediti kasnije. Da

bi izradunali komutatore koji figurisu u jednadini 2.1 navedimo
odredjene komutacione relacije izmedju koriSéenih operatora

[qua.s O.ﬁ.s' 9 OE#S:G OR.S] = O.;g's a"-'-'s 8‘5' K+q 85"6 -
- Qg6 Q5,5 Smals.e
[5;(5, 664-_\:- [5449 65{‘-‘} = 85-.‘7 Spat

Posle izradunavanja dobija se da su traZeni komutatori jednaki

[S.HJ =" AEG(# 8)[ X2 (#6) O5is s Apisbiap -X';.(ﬁ,a)ags, Opaas 6},,]
Papss’
[3,18,He]] = 2 Fﬁzps;s‘AE;:. ('5-5),)(3'(‘;»5)‘2{0% v Qs - Avis Qs } eap Bsp —
~a Z AEQ(F”,&)'XQ.(E&)I 2 a;+d.s Qps O~F+.s‘ aﬂﬁ.s
papss

gde smo uveli oznaku

AE:; (ﬁé\ = E¢(F)- Es(P+8) + ep(&)



24

Ako prepiSemo Hamiltonijan 1.7 u obliku

He = 3 &, 05 Ops + 2 Ea(8) 6E,s Bap — L MR
Bs ap ‘m

PapSS’

- [Qds s Qae b8n + QAe rg,s 63n )

i u jednadinu 2.1 zamenimo nadjene komutatore, dobijamo da je
ekvivalentni Hamiltonijan jednak

* + 1] + ' en s
Heq = :L;, Es(F) Ags Ags + ;%@)551555/5 "V':'—I‘ Z,d):s( ,G)Q,;ﬁ's Ugs bap -

Papss’

& L B (8) A5 Qvas Bep =3 ) AEL (B0 X3 (A8) Qg 5O g 4
FGPSS' Papss’ ' ’

+3 ) AESGOXE (36) Qs Qs Bap + ), A7) K20
PEpss’ apss’

) LQ;ﬂi,s Qs 667: 65(5 - Q;:s' Q5es,s 6(;. 66;5] +

+ }d;, AE;:(ﬁﬁ)ix;;'(ﬁd)‘z Q;d's Qs Aie Asag,s
Papss’

Analogno postupku u prvoj Glavi, primenicemo fotonski vakum na

gornji Hamiltonijan. To znadi da ¢e svi &lanovi koji ne sadrZe

sa desne strane kreacioni bozonski operator biti jednaki nuli.
Gornji izraz tada prelazi u oblik

h= Z' & %) a;,s Qs -‘:‘2 Z' d}:,(éd) ags'a,s.;d,s +
s N Papss’

i 37 AEL(8) X2 (56) Ay Qs + ) AEs?'(ﬁé)\XQ'(ﬁE)\za;ﬁs OasOss Qs
P-M' (] ' 1 »

PaASs”

Funkciju Xev odredidemo tako da elimini¥emo &lanove koji potidu
elektron-foton interakcije. Prema tome moZemo pisati da je

S aep e B 5T AL ’ }

i Z AES:-(R8) Xo(P8)N5sQpigs = \(_F:: > D8 Oay Apis
Papst PERSS

ili D EE _ 1 _ P (Rs)

AES-(F8) TN &¢()- & (+a)+EG)

X5 (Fe)=-F
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w
Obzirom da je ) (RE) = DL.(R4)

P o v - T v
funkciju X mo¥emo pisati na sledeéi nadin

£ (56) = L _D(AE) 2.3
Xsr (8) YN Eg(5)-Es(Pe)+ Eo(B)

Sada se Hamiltonijan h svodi na 8SH

=T GO+ £ T ABREOL__ qt 0205 ags 2.8
Fs RN Fapss’ EcB)-EGaIEyE) TS T T '

4ko u drugom ¢lanu jednadine 2.4 izmenimo poredak operatora, tj.
ako izvrSimo komutiranje operatora, dobijamo

Br==12
SH= Y €05 Qps + L 3" —ID2EDN 2
; ’ ﬁsaps N N ;p‘as‘ 65’(")—5;(5#6),-6,,(5) Qﬁu,s aP*ﬂls

o |peEel? + +
N = Asras Qg A Az, s
papss”

Ex (F)-€5(P+B) +€a(s)
Zgmenimo jos sumacione indekse
P+ =K
u poslednja dva Clana gornje jednaline; onda dobijamo da je

n = =~ =12 &
SH= ) & Qg Qs +1+ )’ \q)ss' (“'0)@)\ Qe QLo e =
; S ) 12 Ps N i%ss’ e‘. (E_é)_es(i)* Eﬁ(a) K's KS

IR = 2 )k Tt A -

Posto je €5 (-K)= E,(%) 2a =2K y gornji Hamiltonijan se svodi na
slededéi oblik 3
. ’ °.(25K) ¢
= K) + L .’.@uﬁ_!_-—l ] Qis Qies -
§H Z [65('() N _Z: hWwak
KS [7%X o
g2 2.5
' cp”,(zx-x)l + + B

-k 3 B 0 Q% Qe s

Kpss’

Drugi ¢lam jednadine 2.5 predstavlja Hamiltonijan elektron-
elektron interakcije. Vidi se da je ova interakcija privladna
(zbog znaka -) i da ona deluje izmedju elektrona sa suprotnim
impulsima i suprotnim spinovima ( s=+1/2, §=-1/2 ). Na taj
naé¢in smo matematidki dokazali da je ova interakcija privladna,
i da elektron-foton interakcija moze izazvati pojavu super-

provodnosti.
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II.3 Kanonske_ transformacije Bogoljubova i procena_A(,gepa’)

. Pokazademo sada da se Hamiltonijan 2.5 moZe napisati u
obliku koji daje BCS teorija. U tom cijju podjimo od Hamiltoni-

jana
. (4 s T-a, 2
&H '—‘-Z Ec(i)azsais +7‘;Z Lo A1} Q;s Aies —
s

b SO 6@ + hm

2
R
N R&sSS’ € (R-8) -&5(R) +hwy

+ .+
Qis aiz’-ﬁ;‘ai-a',s'ais
Uvedimo jos oznake

W(k,g) =
B3’

€o =7 2 WIK@)
a

2
|3, (-5, 3.1
6;'(i'd) - &g (k) +Rwg

3.2

Ako u gornje jednafine stavimo da je 2%=2=8  gobijamo

SH= Z [€:® *L Z'W(I?,‘I—)]Q;sais i ZW(f.q)Q:;sQEts‘a-ira‘?:
& 7 F

ili
’ - + +
&H =Z E;(ﬁ)a:i‘tais —-:1 Z W(Kq) Qgs Q-z,5° Q-3,5* A4,s
0 FE
‘ ¢!-3i'(£,q-”1
gde je E;(E)_—' Es(K) 0 7 Eo = es(i)"' ﬁﬁ Z I Kwag

gnss’

Pre nego sto predjemo na analizu %ornjeg Hamiltonijansa,
razmotrimo sa gledista BCS teorije elektronska stanja. Super-
provodno stanje sadrzi meSavinu jednoelektronskih stanja, koja
se nalaze u uskom energetskom intervalu, kako ispod tako i
iznad Fermijeve energije €. Ranije je naglaSeno da su ova
stanja zauzeta u parovima. Ako je stanje sa talasnim vektorom

K i spinom orjentisanim nagore zauzeto, tada je zauzeto i sta-
nje sa talasnim vektorom -K i spinom nadole. Ukoliko je stanje

K+ prazno, tada je i stanje -K¢prazno. Prema tome, mi biramo
takvu funkeciju stanja koja ima oblik

q)ss' - E"’-Ril ’ E.t,-ﬁ;&; RN

Pogledajmo kako ovo ogranidenje utide na oblik funkecije W(KQ) i
na funkciju @y datu jednadinom 1.4( Glava II, prvi odeljak).

8- _J]2k0 .7
% (]8) =\ Sty R Ca
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. Predpostavimo da na niskim temperaturama elektron inter-
aguje samo sa longitudinalnom komponentom elektromagnetnih
talasa(p=1), i da je ugao izmedju vektora polarizacije fotona

les i impulsa elektrona Py jednak nuli, Tada je njihov skalarni
proizvod jednak umnogku njihovih inteziteta. Pogledajmo jo§ za
odgovarajule vrednosti spina, koje nam kombinacije sa gledista
BCS teorije odgovaraju. Podto si s mogu imati vrednosti -1/2 i
+1/2, onda moZemo obrazovati ovakve mogude kombinacije stanja
elektrona

s=+1/2 , s=-1/2 , s8=+1/2 , s8==1/2
§=-1/2 , §&=+1/2 , 6=+41/2 , ©&=+1/2
t Cbu ” q?“ ” Cp“ 1 mzz

FPenomen superprovodnosti izazivaju stanja W, i “CI)“, i moZemo
uzeti da su ravnopravna. Prema tome, moZemo pisati da je

¢‘2=q‘=w 9 cp|‘=cl)’,_ﬁo
Sada se funkcije &2 i W(k,q) mogu napisati u obliku

= = Il * 3.3
n Qu 2 v ! — L
), = cb__.-vz,L‘e‘ ’PFI , WI(k4q)= 2 Ry

gde je sa P;oznafen impuls elektrona u graniénom sloju Fermi
sfere, Ovde demo usvojiti predpostavku o obliku funkcije
W(kq) koji daje BCS teorija. Prema ovoj teorigi, razmatranje
se ogranidava na sluda]j uzanog sloja impulsa Fermi sfere, koji
je odredjen graniénim impulsom Fermi sfere Rk i impulsom nk koji
predstavlja polovinu debljine ovog sloja u k-prostoru., Talasni
vektor elektrona K mora pripadati intervalu

Ke- Ks S KS KetKs 3.4

Van intervala (3.4) funkcijaWékg) jednaka je nuli, a u inter-
valu se uzima da se sporo menja i moZe se zameniti konstantom
interakcije W,

W , Ke-Kg $K&KetKg

W(kq) = { 3.5

0 » Ke-ke>ky KetKe<K

Posle ovog razmatranja, Hamiltonijan 2.5 moZe se napisati u
obliku

+ +
H = Z Ei [a&(’lz) ai(‘/l) T Q’«E(-'/y) O’—i (‘VL)] - 3 . 6
K

< ALK™ S t +
gde je " %W(K'q) Qe Q""C"i) a—iw Aoy
3.7

Eg = Ei(ﬁ/‘) + Ea(_'/a.) & &—E@V.,) t é"("l.,)
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Videli smo da je Hamiltonijan 3.6 istog oblika kao i BCS Hamil-
tonijan. Prema tome, moZemo izvrsiti kanonske transformacije
Bogoljubova nad ovim Hamiltonijemom na isti nadin kao Sto je to

uradjeno u poglavlju 3. prve Glave. Zato se ovde nedlemo zadria-
vati na ponavljanju celog postupka, vel ¢emo navesti nadjene
rezultate. Prema formulama 3.8 i 3.7 ( I.3 ) moZemo pisati da je
Hamiltonijan elektron-foton interakcije jednak

He = ;Eﬁ (1 - ;’Eizl'—’v-——A'A;.) + Z'; VE;"'A; [A:(O)Ai(o) L A;mAim]

Ez +

gde jJe
R o P _ _ 1 oo Ag
= — W(K.)U’v = arl Wi(k, ‘[‘z 2
Au N; ) q9 V9 2/\1; K.q) E,‘*f'A;

Ako predpostavimo da 87 i Az ne zavise od impulsa, ili bolje
redeno slabo zavise od impulsa, onda moZemo pisati da jJe
De=03=A

U tom sludaju se gornja formula svodi na oblik
_1_' ’ W(I?.Q-) = 1 3.8
2N 3 VE::‘ +A

Punkciju W(kg) moZemo zameniti konstantom interakcije W i ona
prema jednadinama 3.3 jednaka

2

- \d)\z__%_ 2Et€z 2,2 4;3’*"/{5
W3 =W =2 T = 55 Zmw ki = asm*w*

gde je w frekvencija fotona, a B granicéni impuls elektrona

i jednak je hKg ., Obzirom na jednadine 3.2 i 3.7 energiju

elektrona mozemo izraziti na sledeéi nadin

.,2 " _
® = 5£+€o =52_'_§‘ + ':I' Z,w(glq,
de smo sa €. oznadili dodatnu energiju koju elektron stide u
interakciji sa fotonom. Ako predjemo sa sume na integral po
uzanom sloju impulsa Fermi sfere, smatrajuéi pri tome funkciju
W(kq) konstantom, dobijamo da je

3.9

tK¢

am a Lf

3

N . 2 _ 3 2

oo T = s Jarfonste [ g = st
q o ] Ke-Ke

gde smo stavili da Je q’ priblizno jednako K: . Prema tome,
mozemo pisati da je energija elektrona jednaka

fK* ol 2
Ee=gm * Yar e ke
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Energiju elektrona moZemo izraziti i u drugom obliku; ako iz
jednadine 3.9 zamenimo vrednost za konstantu interakcije W

dobijamo da je
- aal s . = K, Kke 8e'KokKe
ET 2m  aom gmw?

Oznafimo 1i sa 2 _ 8e'Kek?
Wo ="%Tm 3.10
moZemo konadno pisati da je energija elektrona jednaka
_ RKY . KK We
Eﬁ"' 2m + 2m W2 3.11

Konstanta . ima dimenzije sec'i predstavja frekvencu. Kasnije
dema videti kakvu ulogu ima ova konstanta u elektron-foton
interskciji i superprovodnosti.

Izrazimo jo8 energiju elektrona E w funkciji hemijskog
potencijala

2 L..2 ., 2
_EKUpKEws WKe _ RK' RKeo, o
E=E:-mu= 2m 2m w? 2m ~ 2m Im (1 w‘)

Ovaj izraz se moZe napisati u obliku razlike talasnih vektora
na sledeé¢i nadin

= (K2R 3 Rk
= & (k- ¢'ke) = B (k-cke)(krere) = oy (1O (K-CKe)

2z
wWe

de smo stavili da je
. I =k g tEi-3

Zamenﬁujuéi brzinu elektrona na granici Fermi sfere koja je
jednaka RKe/m U gornji izraz, mozemo pisati

E:%—‘(HC)(K—CK;) 3.12
Ako uvrstimo ovu energiju u jednadinu 3.8 dobijamo da Jje
‘ ’
e w = A

2N ZTI'; V[T_:f(lfc) (K-CKF)]:.A"

Predjimo sa sume na integral prema veé navedenom pravilu
Ket+Ke

W d 1 _ wadk? dk

2 — 2 2 - 1' 2 =
1 VLK’:’(“"("‘“‘F’] A ’ xp-st[t%"f(“C)(l'“F)T+Az
gde je integracija po uglovime odmah izvrSena i gde je KisK; .
Posle manjih transformacija, gornji integral dobija oblik

7K‘ dK o 2&“ Ve (1+C)
2 A » Wa”(;
Ke-ke V(K Ckr) + [‘l‘-VF/z(HC)-\

Ako se uvede smena k-ck.=q moZemo pisati
tK

i

2a% Ve (1+¢)

=
2 [ A 1 Wak;
-Ke V? + [‘_F:__(H-C)] F
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Posle integracije i zamene granica dobija se

= = (14C)
Kot [ 2 A 2 Waike
¢ +[£.,‘.’F(1+c)]

Ako se razvije izrasz pod korenom u red i uzmu se samo prva dva

glana u obzir (ostali su zanemarljivo mali) gornju jednadinu
moZemo pisati u obliku

‘[ A }%

L e T _ 2a%tee o,
1[ A 12 wadke
et ]

K

N

(1+¢)

f.n } » Ve Ks (uc)" _ 2d% Ve
A* - owalk?

wvIKke (1)’
AZ
konaéno dobijamo da je

Obzirom da je >?> 1, jedinicu moZemo zanemariti, i

2% Ve

< (14¢)
wac? ;
A:: T\VFKg(1+C) e 3.14

Zamenimo u eksponent gornje formule vrednost konstante inter-
akcije W, i preuredimo ga ng sledeéi nalin

2% Ve(14e) _ 2akVe(itc) @'mw® _ amlitc) w?
wad K" a*k  qaetik? 28Kk}

ili uzimajudéi u obzir jednadinu 3.10 moZemo pisati eksponent
u obliku AR w®
G
Xe WO (14¢€) _
Ako jos stavimo da je C= |- %:42- jednadina 3.14 svodi se
na oblik

-8 L (1471-2)
A=Hhuk(11/1-2") € 3.15

Gornja formula je slidna formuli 3.15 ( treéi odeljak prve

Glave) koja u BCS teoriji objasnjava pojavu superprovodnosti.
Naredno razmatranje posvetidemo analizi gornje jednadine.
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Funkcija (3.15) karakteriSe uticaj elektromagnetnog polja na
superprovodnost. PoSto se velidine k¢ i k; mogu smatrati za
konstante svakog superprovodnika, to je njihov odnos 4Ke/k.
parametar koji zavisi od samog kristela, Zato ¢e nas prven-—
stveno interesovati zavisnost A od frekvencije fotona w .

. Prvo S8to se uolava jeste da se superprovodnost fotonima
mozZ€ ostvariti ako je njihova frekvencija veda od teorijski

izradunate frekvencije we
W > e

Za frekvencije fotona menje od we velidina A postaje imagi-
narng, i o superprovodnosti nema smisla govoriti. PoSto je
L B

w:. _ geke Kr

T oam
8 1
za tipifan sludaj provodnika moZe se uzeti da je Ky;= 10 cm i

5 -
Ke= 10 cm. Posle izrafunavanja po gornjoj formuli dobija se
da je Wwe=28.0310" sec™ o

Ovoj frekvenciji odgovara talasna duZina A,=23400A .

Funkcija (3.15) ima maksimum koji pada u blisko infracrveno
podru¢je spektra, Diferenciranjem A po w nalazimo maksimum
iz uslova

g’-—é—:O

A w
Ovaj maksimum se ne moZe tadno naéi, ali izradunavanja poka-
zuju da se moZe dosta dobro predstaviti formulom

We

Ze veé navedene vrednosti Ke i K. dobija se da je

W = 2.5W, = 20,0110 sec™’,

Frekvenciji maksimuma odgovara talasna du¥ina od 9360 4.

Ranije smo napomenuli da veli&ina A karakteriSe pojavu
superprovodnosti., Prema BCS reoriji, elektron-fonon interak-
cija stvara energijski procep kod superprpvpdnika, Velidina
ovog procepa je

Wiy =

Ee=2A

pri emu se A smatra parametrom energijskog procepa. Treba
napomenuti da je energijski procep koji se javlja kod super-
rovodnika sasvim druge prirode od energijskog procepa koji
ﬁoji postoji kod izolatora, poluprovodnika i metala u normal-
nom stanju. U normalmom stanju (metal nije superprovodan),
na apsolutnoj nuli, popunjena valentna zona odeljena je od
provodne zone zabranjenom zonmm, Sirina zabranjene zone je
ustvari velifina energijskog procepa. U sludaju superprovo-
dnika, pri temperaturama bliskim 0°K, na Fermijevom nivou
ge javlja energijski procep E¢ koji je jednak 2A . BCS teo-
rija daje vezu izmedju parametra energijskog procepa A i
temperature transformacije u superprovodno stanje T, .



32

Energijski proceg (ngep”) za superprovodni metal moZemo
Sematski prikazati kao na slici 1b.

1

L

| Ee=2A

7 ////f///

POPUNIENA zouA POPUNJENA ZONA /

/////////, //// /11,

a b

—+

Slika 1. Sematski prikaz energlgskog procepa za
normalni provodnik(a) i superprovodnik(b)

Funkcije (3.15) grafidki je prikazana na slici 2. Zavisnost

parametra energijskog procepa A od frekvencije fotona data
je relativnim odnosom 4/A,u funkciji Wi, , gde je uvedena
oznaka A, ,kada je w=w, i jednaka Je

- 4%
A°=thKG e Ke

Napominjemo da se ovde radi o energijskom procepu koji je

nastao u superprovodniku usled elektron-foton interakcije,
dakle uticajem elektromagnetnog polja na superprovodni me-
tal. U tom smislu ¢ée dalje biti govora o superprovodnosti

izazvano] fotonima,

__A_ 2,0
AO '.' \\
1.6 \
.4 \

.2 \Y

4.0 \

08
06 \
04
0.2 \\
o 2 4 6 8 (0 12 M4 16 18 20
w_
Wo

Slika 2, Vrednosti energijskih procepa u relativno]
razmeri u funkeciji frekvencije fotona za
sluca]j elektron-foton interakecije.
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Sa slike 2, se vidi da sa povedanjem frekvence fotona vrednost
energijskog procepa (tadnije parametra energijskog procepa),
brzo raste do neke maksimalne vrednosti, a potpm se asimptotski
pribliZava nuli kada je ww,y»1 . Veé pri vrednosti w,=30,mo¥e

se smatratl da je A jednako nuli. Ova talasna du¥ina za koju
%e parametar energijskog procepa jednak nuli pripada mikro-
alasnom podru¢ju. Lo znadi da u oblasti visokih frekvencija
(velika energija fotona) ne moZe foton izazvati pojavu super-—
provodnosti. Naprotiv, fotoni manje energije mogu da izazovu
superprovodnost. Postoji oblast spektra elektromagnetnih talasa
( w<wo ) za koju ne mozemo nifta odredjenije reéi do tvrdnje da
Je u toj oblasti A imaginarno.

Prema veé navedenim vrednostima za k¢ i kg dobija se za
sludaj maksimuma ( W=Ww=2.5w, ) da je vrednost parametra ener-
gijskog procepa, izradunata po formuli (3.15), jednaka

A=1,830,= 2,1-10 ‘erg

Ako se ova energija podeli sa Bolcmanovom konstantom kg dobija
da je temperatura prelaza u superprovodno stanje Te= 102°K
Izradunavanja koja se odnose na neSto veée vrednosti zs ke po—
kazuju da se temperature transformacije poveéavaju skoro do
vrednosti sobnih temperatura.

Pri razmatranju elektron-foton interakcije u teariji
superprovodnosti, predpostavili smo da ova interskcija postoji
u svakoj ta¢i unutar kristala. Time smo predutno presli preko
¢injenice da elektromagnetno polje mo%e da prodre samo do odre-
djene dubine u metal. Veli&ina koja karakterife elektromagnetno
polje u kristalu (provodniku) je Londonova dubina prodiranja A. .
Tipic¢na eksperimentalna vrednost za M. u metalima na 0°K iznosi
500 £. Prema tome, da bi u principu dobili superprovodnost fo-
tonima, moramo raditi sa tankim filmovima a ne sa masivnim
metalima,

Izradunavanja i eksperimenti pokazuju da Londonova dubina
prodiranja opada sa porastom frekvencije fotona. Glover i Tinkam
su eksperimentalno utvrdili da fotoni &ija je energija manja od
energije procepa Es mogu da prodju kroz superprovodni metal.
Fotoni koji imaju vedu vrednost energije od energijskog procepa
kod superprovodnika ne mogu proéi kroz metal. Oni eksituju ele-
ktrone iznad energijskog procepa i takvi elektroni ne mogu biti
superprovodni. Ovi eksperimentalni rezultati idu u prilog nasSem
zakljuéku da fotoni velike energije razaraju superprovodno
stanje.
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ZAKLJUCAK

U prethodnim poglavljima pokazali smo da fotoni mogu
izazvati prelaz u superprovodno stanje. Fri tome smo se slu-
%ili istim postupkom na kome se zasniva BCS-teorija. Pored
ovoga, videli smo jo8 niz interesantnih osobina koje proisticu
iz oblike funkcije 3.15 . Ovde éemo navesti glavne odlike ove

funkcije koja karakteriSe uticaj elektromagnetnog polja na
superprovodnik.

Ako prihvatimo postojanje . gepa”za univerzalnu osobinu
superprovodnika, onda mo¥emo tvrditi da i elektron-foton

interakcija izaziva pojavu superprovodnosti. Pri tome, energija,
odnosno talasna du¥ina fotona mora zadovoljavati uslov

g 22 [Em
eKe 2Kg

- GraniZna talasna duZina, odnosno frekvencija fotona
odredjena je osobinama svakog metala-superprovodnika.

- Funkcija 3.15 ispoljava jasno izraZeni maksimum za
odredjenu talasnu duZinu fotona pri kojoj je velilina
energijskog procepa najvedla.

- Ovom maksimumu odgovara i najveéa temperatura prelaza
u superprovodno stanje.

- Maksimalne temperature transformacije dobijaju se za
fotone ¢ija se talasna duZina nalazi u infracrvenoj
oblasti spektra,

- Ove temperature su viSe oko 100 puta nego u slucaju
elektron-fonon interakcije.

- Superprovodnost se ne mo¥e ostvariti sa fotonima &ija
je energija veéa od energije procepa za vise od 30-puta.

Na kraju treba pomenuti i ovo; kao ¥to ni BCS teorija ne moZe
da odredi jasnu prirodu mehanizma interakcije elektrona i
fonona, tako je i proces eletron-foton interakcije i udesle
fotona u sparivanju elektrona u parove ostao nerazjasnjen,
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