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l.Uvod

The black holes of nature are the most perfect macroscopic objects there are in the
universe: the only elements hi their construction are our concepts of space and time. And
since the general theory of relativity provides only a single unique family of solutions for
their description, they are the simplest objects as well.

5". Chandrasekhar

U ovom radu analizirane su neke osobine Svarcsildove metrike. Ovo resenje
Ajnstajnovih jednacina gravitacionog polja predstavlja jedno od najznacajnijih egzaktnih
resenja u okviru opste teorije relativnosti (OTR). Ono opisuje gravitaciono polje van sferno
simetricne erne rupe ili zvezde i pruzilo je i mogucnost eksperimentalne provere OTR.
Efekti koje je OTR predvidela u okviru Suncevog sistema, a koji su vezani za Svarcsildovu
metriku, su posmatrani i u velikoj su saglasnosti sa predvidanjima. To su: precesija
Merkurovog perihela, skretanje svetlosnih zraka pri prolasku pored Sunca, gravitacioni
crveni pomak i kasnjenje radarskih signala koji su reflektovani od planeta. Svi ovi efekti
ukazuju na vaznost detaljne analize Svarcsildove metrike. Pored toga, ovi eksperimenti
omogucuju i indirektnu proveru osnovnih principa OTR.

Opsta teorija relativnosti je, iako formulisana jezikom klasicne fizike (tj. ne uzima u
obzir kvantne efekte), aktuehia do izvesne mere i danas. Osnovni fizicki princip od koga ona
polazi pri analizi gravitacione interakcije predstavlja princip ekvivalencije. Do ovog
principa Ajnstajn je dosao razmatranjem misaonog eksperimenta sa posmatracem u liftu koji
se ubrzava a zatim i analizom Etvesovog eksperimenta kojim je pokazana ekvivalentnost
gravitacione i inercijalne mase. Ukoliko se posmatrac nalazi u liftu koji se ubrzava (tj.
predstavlja neinercijalni referentni sistem) tada on ne moze nikakvim lokahiim merenjem da
utvrdi da li se nalazi u gravitacionom polju ili se lift ubrzava jer se u oba slucaja svi fizicki
procesi odvijaju istovetno. Odavde sledi i vazan zakljucak da se gravitaciono polje moze
lokalno kompenzovati ubrzanjem.

Princip ekvivalencije (PE) se moze formulisati na sledeci nacin: U lokahiom
referentnom sistemu koji slobodno pada svi zakoni fizike su isti kao u specijalnoj teoriji
relativnosti. Mogu se razlikovati tri razlicita oblika ovog principa, u zavisnosti od njihove
"jacine". Prema slabom PE u gornjoj formulaciji se umesto svih zakona fizike u obzir
uzimaju samo zakoni mehanike. Ukoliko se ogranicimo na sve zakone fizike izuzev
gravitacije, dobijamo srednje jaki PE. Konacno, ako obuhvatimo sve zakone fizike dobijamo
jaki PE. Upravo ovaj oblik PE je Ajnstajn prihvatio 1916 pri formulaciji konacne verzije
opste teorije relativnosti.

Drugi vazan princip koji lezi u osnovi OTR jeste opsti princip kovarijantnosti. Moze
se formulisati na sledeci nacin: oblik fizickih zakona ne zavisi od izbora sistema koordinata.
On iskazuje ideju da oblik fizickih zakona treba da bude isti u svim referentnim sistemima,
nezavisno od toga da li su oni inercijalni ili su ubrzani. Na ovaj nacin, svi referentni sistemi
postaju ravnopravni i tako inercijalni referentni sistemi gube privilegovan polozaj koji su
imali u specijalnoj teoriji relativnosti. Ovaj princip je matematicki realizovan kroz zahtev da
sve fizicke velicine treba da su tenzori a da su zakoni fizike tenzorske relacije izmedu njih
koje su invarijantne na grupu opstih koordinatnih transformacija.

Svoju realizaciju ovi fizicki prhicipi dobijaju uvodenjem prostor-vremena kao
zakrivljenog cetvorodimenzionalnog Rimanovog prostora sa lokalno Lorencovom
metrikom. U gravitacionom polju ne mogu se definisati globahii Lorencovi (tj. inercijalni)



sistemi vec se oni menjaju od tacke do tacke. Osobine ovog prostor-vremena, tj. njegovu
metriku, odreduje raspored materije u njemu. Sa druge strane, kretanje tela u gravitacionom
polju zavisi od lokalnih svojstava prosor-vremena. Jednacine kretanja su jednacine
geodezijske linije i mogu se u okviru OTR dobiti iz samih jednacina polja. Za Ajnstajna je
ovo bila jedna od najvaznijih posledica OTR. Geodezijske linije predstavljaju linije
ekstremne duzine i tela koja se krecu duz njih slobodno padaju, tj. krecu se po inerciji.
Raspored materije u Univerzumu, medutim, ne odreduje u potpunosti njegovu geometriju.
Potrebno je jos definisati i granicne uslove koje zadovoljava metrika. Isti raspored materije
moze, uz drugacije granicne uslove, da rezultuje razlicitim geometrijama prostor-vremena.

v

Svarcsildova metrika predstavlja resenje Ajnstajnovih jednacina polja za vakuum u
prostoru van stacionarno i sferno simetricno rasporedene materije. U prostoru unutar ove
oblasti metrika ima drugaciji oblik, koji zavisi od svojstava prisutne materije. Prostor-vreme
se u torn slucaju sastoji iz dva dela - unutrasnje i spoljasnje oblasti koje su medusobno
povezane, uz uslov da na granici njihove metrike imaju jednake vrednosti (uslov da je
metrika neprekidna funkcija). Ovaj slucaj realizovan je kod sferno simetricnih zvezda.
Ukoliko je, medutim, sva materija koncentrisana u jednoj tacki tada Svarcsildovo resenje
vazi za celo prostor-vreme. U torn slucaju imamo crnu rupu. Upravo je ovaj slucaj
razmatran u ovom radu jer se u njemu mogu sagledati sve osobine ovog resenja.

Izvodenje Svarcsildovog resenja i matematicki detalji vezani za njega su dati u
drugom odeljku ovog rada. U njemu je pokazano kako se ovo resenje moze dobiti polazeci
od pretpostavke da je prostor-vreme sferno simetricno i stacionarno. Kao sto ce kasnije u
ovom radu biti pokazano, uz koriscenje Kilingovih vektora, ove simetrije prostor-vremena
impliciraju postojanje odredenih integrala kretanja. Izracunavanja komponenata tenzora
krivine su vrsena upotrebom diferencijalnih formi u ortonormiranom bazisu jer se tako
izracunavanja pojednostavljuju. Na kraju odeljka dato je i poredenje rezultata sa Njutnovom
teorijom gravitacije koje je potrebno da bi se utvrdio fizicki smisao integracionih konstanti
dobijenih u resenju. Pokazano je i da je ovo resenje asimptotski ravno, tj. da ono za veliko r
ono prelazi u prostor-vreme Minkovskog.

U trecem odeljku analizirano je kretanje probnih cestica u geometriji Svarcsilda.
Probne cestice se u prostor-vremenu krecu duz geodezijskih linija - linija sa ekstremnom
vrednoscu sopstvene duzine. Svako telo konacne mase m vrsi perturbaciju "pozadinske"
metrike, tj. prostor-vremena u kome se krece. Na taj nacin, svetska linija tela odstupa od
geodezika. U idealnom slucaju, metrika u okolini geodezijske linije je metrika Minkovskog.
U realnom slucaju, odstupanje od ove metrike zavisi od vrednosti mase tela, njegovog
momenta impulsa i visih multipolnih momenata. Ukoliko predemo na granicni slucaj u
kome masa tela m tezi nuli, putanje su zaista geodezici. U torn slucaju govorimo o probnim
cesticama.

Jednacine kretanja probne cestice su na ovom mestu dobijene koriscenjem cinjenice
da telo u prostor-vremenu Svarcsilda poseduje dva integrala kretanja - energiju E i momenat
impulsa L. Postojanje ovih integrala kretanja je povezano sa simetrijama prostor-vremena.
Kao sto je pokazano u Dodatku C, ukoliko metrika ne zavisi od neke koordinate xi(ciklicna
koordinata) tada postoji i globalno definisano Kilingovo vektorsko polje K sa osobinom da
njegov skalarni proizvod sa impulsom cestice p predstavlja integral kretanja: K-p=p\-const.
Svarcsildova metrika ne zavisi od dve koordinate: (p (zbog sferne simetrije) i t (zbog
stacionarnosti) pa tako postoje i dva Kilingova vektorska polja K<piKt ,isa njima po vezani
integral! kretanja L i E.

Posto se jednacine probnih cestica i svetlosti razlikuju, treci odeljak je podeljen na
dva dela. U prvom delu razmatrano je kretanje probnih cestica sa m*Q. Prvo je analizirano
radijalno kretanje cestica (slucaj kada je 1=0). Kao sto je pokazano, koordinatno vreme t



potrebno da cestica dostigne horizont dogadaja (r=2m) je beskonacno. To znaci da sa
stanovista posmatraca koji je van erne rupe cestica nikada nece doci do horizonta dogadaja.
Situacija je, medutim, drugacija u sistemu reference cestice. Sopstveno vreme r potrebno da
ona dode do horizonta dogadaja je konacno. Ovo ukazuje na to da izbor Svarcsildovih
koordinata (t,r, 0, (p) nije pogodan u blizini horizonta dogadaja, sto je diskutovano u cetvrtom
odeljku.

Kretanje cestice u slucaju Z^O je analizirano uvodenjem efektivnog potencijala
V2(r,L). Tacke ekstremnih vrednosti ovog potencijala, zajedno sa energijom cestice E,
odreduju karakter kretanja u geometriji Svarcsilda. Diskutovani su slucajevi kada postoje
stabilne orbite. Za slucaj svetlosti (w=0) izracunate su jednacine nultih geodezika i
pokazano je da se u svakoj tacki moze definisati konus izbegavanja, cija je generatrisa
upravo tangenta na nulti geodezik. Svetlosni zraci koji se nalaze unutar ovog konusa moraju
da zavrse u crnoj rupi ( a potom i u singularnosti). Ostali zraci mogu da izbegnu crnu rupu i
odu u beskonacnost. Na samom horizontu dogadaja konus izbegavanja je u potpunosti
otvoren (tj. poluotvor mu je ;r) tako da svi zraci moraju da odu u crnu rupu.

Opsta teorija relativnosti predvida postojanje singularnosti prostor-vremena. Ovaj
rezultat, da jedna teorija predvida postojanje tacaka u kojima ona prestaje da vazi, ne ide u
prilog OTR. On ukazuje na ogranicenost njene primene i na potrebu za foraiulisanjem
opstije teorije, koja bi bila oslobodena ovakvih inherentnih problema unutar nje same.

Kao sto su Hoking i Penrouz nedvosmisleno pokazali, pri izvesnim uslovima u
prostor-vremenu mora doci do formiranja singularnosti. Dokaz ove teoreme pretpostavlja
vazenje izvesnih premisa: daje gravitaciona interakcija uvek privlacna, daje energija uvek
pozitivna i da ne postoje zatvorene krive vremenskog tipa. lako ove polazne pretpostavke
nisu strogo dokazane, teoreme Hokinga i Penrouza ne gube mnogo na svojoj opstosti jer su
ove premise intuitivno prihvatljive.

Singularnosti, generalno gledano, mogu biti dva tipa: singularnosti crnih rupa i
kosmoloske singularnosti (velikog praska ili velikog sazimanja). Singularnost velikog
praska je granica prostor-vremena u proslosti iz koje je nastao nas Univerzum. Svetske linije
svih tela u danasnjem Univerzumu imaju pocetak u ovoj srngularnosti. Udaljavanje
galaksija, prvi put registrovano od strane Habla dvadesetih godina ovog veka, daje velik
dokaz u prilog ove tvrdnje. Singularnosti crnih rupa nastaju gravitacionim kolapsom zvezda
velikih masa u poslednjem stadijumu njihove evolucije. Ovaj teorijski zakljucak, da zvezda
sa dovoljno velikom masom mora da se sazme ispod svog gravitacionog radijusa (r=2m)
kada je njeno nuklearno gorivo iscrpljeno, ima i solidnu eksperimentalnu potvrdu u
astronomskim posmatranjima. Naime, ukoliko crna rupa obrazuje binarni sistem sa nekom
zvezdom, moze se ocekivati da ce deo zvezdane materije biti privucen ka crnoj rupi i oko
nje formirati akrecioni disk. Pri tome dolazi do snazne emisije elektromagnetnih talasa. Neki
binarni izvori x-zraka imaju ove osobine - Cygnus X-l, LMC X-3 SS433...S\ican proces
moguc je i kod aktivnih galaktickih jezgara (AGN). Postoji mogucnost da se i u centru nase
galaksije nalazi crna rupa mase ~106 MS (na mestu centra galaksije se nalazi snazan izvor
radio talasa Sgr A*). Singularnost nastala ovakvim gravitacionim kolapsom je odvojena od
ostatka Univerzuma horizontom dogadaja. Za posmatraca koji je van erne rupe Singularnost
u njoj je neopservabilna. Postavlja se pitanje da li su sve singularnosti neopservabilne za
posmatrace koji se nalaze u beskonacnosti, tj. da li one mogu imati uticaj na spoljni svet.
Ovo pitanje je od velike vaznosti buduci da u singularnosti prestaju da vaze zakoni fizike, pa
stoga ne mozemo predvideti sta sve moze iz nje da izade. Penrouz je predlozio hipotezu o
kosmickoj cenzuri prema kojoj sve singularnosti moraju biti odvojene horizontom dogadaja
od ostatka Univerzuma. Ova hipoteza za sada nije dokazana, mada je mnogi autori
prihvataju.



Crnu rupu u potpunosti karakterisu samo tri parametra: njena masa m, momenat
impulsa J i naelektrisanje Q. Sve ostale informacije o osobinama materije od kojih je crna
rupa nastala ostaju izgubljene. Povrsina erne rupe je u vezi sa njenom entropijom a ova je
opet povezana sa temperaturom. Klasicna slika o crnim rupama kao o izuzetno stabilnim i
vecnim objektima promenjena je u poslednjih dvadesetak godina. Teorijskim putem je
pokazano da, kada se u obzir uzmu i kvantni efekti, crna rupa emituje termalno zracenje
posto poseduje efektivnu temperaturu obrnuto proporcionalnu njenoj masi. Usled emito-
vanja energije njena masa se smanjuje sve dok crna rupa ne nestane u eksploziji zracenja.
Jos uvek nije potpuno izvesno sta se pri tome dogada sa singularnoscu. Odgovori na ovakva
i slicna pitanja morace da sacekaju formulaciju kompletne kvantne teorije gravitacije.

U cetvrtom odeljku su izlozeni motivi za maksimalno analiticko prosirivanje
Svarcsildove mnogostrukosti. Singularnosti prostor-vremena, generalno gledano, postoje u
onim tackama u kojima nulti geodezici imaju zavrsetak za neku konacnu vrednost afinog
parametra. Pored toga, komponente Rimanovog tenzora krivine postaju u ovim tackama
beskonacne. Gravitacioni radijus r=2m deluje na prvi pogled kao singularnost - komponenta
metrike grr postaje beskonacna u ovoj tacki. Ovo, medutim, nije realna singularnost vec
samo prividna. Kao sto je u radu pokazano, nijedna od komponenata Rimanovog tenzora
krivine nije singularna u ovoj tacki, kao ni skalar krivine R. Takode, ni nulti geodezici se ne
zavrsavaju na horizontu dogadaja vec nastavljaju svoj put u crnu rupu. Sve ovo ukazuje na
to da Svarcsildove koordinate (t,r,d,<p) ne opisuju dovoljno dobro prostor-vreme u blizini
horizonta dogadaja i da je potrebno naci neke pogodnije koordinate koje nece biti
singularne. Da bi se ovaj cilj ostvario, prvo je kao primer uzeto Rindlerovo prostor-vreme.
Kada se u njemu odrede nulti geodezici, za koordinate se mogu uzeti afini parametri duz
njih. Interval! u kojima se nove koordinate nalaze se mogu prosiriti i na taj nacin se prostor-
vreme analiticki prosiruje. Pored ovoga, time je uklonjena i singularnost koja se nalazila u
koordinatnom pocetku. Pokazano je i da je Rindlerovo prostor-vreme u stvari samo deo
prostor-vremena Minkovskog. Analogna procedura je zatim primenjena i na Svarcsildovo
prostor-vreme. Tako je dobijeno maksimalno analiticko prosirenje Svarcsildove mnogostru-
kosti. Svarcsildove koordinate pokrivaju samo deo celokupnog prostor-vremena. Izrazena
preko Kruskalovih koordinata, metrika vise nije singularna na gravitacionom radijusu.
Singularnost u r=0 je realna, fizicka singularnost jer tu komponente Rimanovog tenzora
krivine postaju beskonacne i nulti geodezici imaju zavrsetak, pa se ona ne moze ukloniti
prelaskom na nove koordinate. Prosireno prostor-vreme poseduje i neke nove osobine koje
polazno nije imalo - ono se sastoji od dve singularnosti i dve asimptotske oblasti. Ove
singularnosti su linije prostornog tipa. Jedna od njih je singularnost u proslosti a druga je u
buducnosti. Asimptotske oblasti su kauzalno odvojene jedna od druge, tj. nijedan posmatrac
ili signal ne moze da prede iz jedne oblasti u drugu.



2. Izvodenje Svarcsildove metrike

Posmatrajmo prostor-vreme van tackaste mase. Tenzor energy e-impulsa je tada
jednak null

^v=0 (2-1)
Neka je posmatrano prostor-vreme sferno simetricno i stacionarno (komponente metrickog
tenzora g^v ne zavise od vremena). Metrika koja poseduje ove simetrije moze se u opstem
slucaju napisati u obliku

ds2 = ~e2f(r)dt2 + e2g(r}dr2 + r2(d92 + sin2 Odcp2} (2.2)

gde su f(r) i g(r) za sada neodredene funkcije. Ovako odabrane koordinate nazivaju se
Svarcsildove koordinate. Moguce je uvesti i neke druge koordinatne sisteme koji takode
poseduju sfernu simetriju i koji su stacionarni (npr. izotropne koordinate) ali Svarcsildove
koordinate imaju jednostavnu geometry sku interpretaciju - povrsina dvodimenzionalne sfere
r=const., t=const. jednakaje

P = (rdB)(r sin9rfcp) = 4nr2 (2.3)

odakle se vidi da 0 i <p predstavljaju uobicajene ugaone koordinate, dok je r analogno
radijusu sfere.

Posto posmatramo oblast prostor- vremena van tackaste mase, Ajnstajnove jednacine
za gravitaciono polje imaju sledeci oblik

Komponente Ajnstajnovog tenzora mogu se lakse odrediti ukoliko se racunaju u orto-
normiranom bazisu. Sve velicine racunate u ovom bazisu imace indekse oznacene kapom. U
torn slucaju metrika ima sledeci oblik

(2.5)
> I \ V I

Bazisne 1-forme su na osnovu (2.2) jednake

gde d predstavlja operator spoljasnjeg izvoda Kartana. Posto postoji uslov ortonormiranosti,
koji znaci da je skalarni proizvod bazisnih vektora i 1-formi jednak Kronekerovom simbolu

<eA ,o>*> = 8A* (2.7)

mogu se na osnovu ovoga napisati i bazisni vektori

-/(/•) ^ -g(r) d 1 5 1 5
e? = e ~zl ' e? = e ~~T ' efi = "~^T ' e$ = '• 7\^T~ (2.8)ot or ° r 50 rsm05(p

Kao sto je u Dodatku A pokazano, komponente Ricijevog tenzora su, izrazene preko
funkcija/fr^ ig(r), jednake

v2

Rff = -e-2gO)

(2.9a)

(2.9b)
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(2.9c)

Vandijagonalne komponente Ricijevog tenzora su jednake nuli. Ricijev skalar krivine R,
koji se dobija kontrakcijom Ricijevog tenzora, jednak je

""(r)-f'(r)g'(r)

(2.10)

Sada se na osnovu definicije Ajnstajnovog tenzora mogu izracunati njegove komponente
1 2 _ 1

GTt = R~ — g~R = — g'(r)e~ g( + —-(1 - e~2g(r)) (2.1 la)
2 r r

Gff = Rff^-gffR = -f\1 Ib)

q̂xp

f"(r) ~ /'(r)g'( ~ ~(g'(r) - /'(r))
r

(2.1 Ic)

Na osnovu Ajnstajnovih jednacina mogu se komponente Ajnstajnovog tenzora G^v

izjednaciti sa nulom i na taj nacin dobiti diferencijalne jednacine zaf(r) i g(r) . Iz jednacine
(2.1 la) za tt komponentu sledi jednacina za g(r)

odakle se dobija
dg(r) = dr

(2.12)

(2.13)

-In 1--J- (2.14)
2 V r J

Da bismo odredili drugu nepoznatu funkciju/frj, iskoristicemo jednacinu za rr komponentu
Ajnstajnovog tenzora (2.1 Ib)

-<T2gW) = 0 (2.15)

Integracijom ove jednacine dobija se resenje zag(r)

r r
Uvrstavanjem resenja za g(r) u ovu jednacinu dobijamo diferencijalnu jednacinu zaf(r)

2 V r

Integracijom ove jednacine dobija se resenje zaf(r)

2 V r J

Sada kada smo odredili f(r) i g(r) mozemo napisati i izraz za metriku:
/ N / \1

(2.16)

(2.17)

(2-18)



Potrebno je jos odrediti i integracione konstante c\ ci . Konstanta c-i se moze jedno-
stavno eliminisati pogodnim izborom jedinice vremena: t—C2t . Da bi se odredilo c\o je uspostaviti korespondenciju sa Njutnovom teorijom gravitacije. Rezultati opste

teorije relativnosti u slucaju malih brzina probnih cestica (v«c) i slabog gravitacionog polja
moraju biti u saglasnosti sa rezultatima Njutnove teorije. Prema Njutnovoj teoriji,
gravitacioni potencijal u polju tela mase m iznosi:

Gm
cp = -- (2.19)

r
Ukoliko postoji samo radijalno kretanje (6,(p=const.\e probne cestice jednakoje:

d2r Gm
—T = -- r (2.20)
dr r

Prema opstoj teoriji relativnosti, probne cestice se krecu duz geodezijskih linija, pa prema
tome njihove jednacine kretanja glase:

d2x» dxv dx*
^T + r^——=Q (2-21)
ds ds ds

gde su Kristofelovi simboli druge vrste, izrazeni preko komponenata metrickog tenzora,
jednaki:

r^ - i gM« | d&a i dffva dgvx ]
J vX ~ 2 6 a v ^ 3 A. o aV dx ox dx J

Za radijalnu koordinatu r jednacina kretanja, prema (2.21), glasi:

+ r-vl = 0 (2.23)
ds ds ds

U njutnovskoj aproksimaciji smatramo da je brzina probne cestice mnogo manja od
brzine svetlosti i da je gravitaciono polje slabo. Ovi uslovi se matematicki mogu izraziti na
sledeci nacin:

— «1 ; ^-«1 (2.24)
ds r

Izraz za kvadrat linijskog elementa moze se u ovoj aproksimaciji (uzimajuci u obzir da je
9, (ff=const.) napisati u obliku:

ds2 = - -dt2 (2.25)

Na osnovu predhodna dva izraza, jednacina kretanja za r (2.23) postaje:

$=-/-.
Da bismo izracunali F iskoristicemo njegovu defmiciju (2.22), tako da dobijamo:

r"^(l-$s"ty (221)
Sada mozemo napisati jednacinu kretanja za r u njutnovskoj aproksimaciji:

Poredenjem ovog izraza sa jednacinom kretanja u Njutnovoj teoriji (2.20), dobijamo
vrednost konstante c



Cj = 2Gm (2.29)

U dosadasnjim proracunima koriscen je sistem jedinica u kome je c=l. Mozemo jos,
jednostavnosti radi, odabrati i G=l, pa je tada c\=2m. Svarcsildovu metriku mozemo sada
napisati u konacnom obliku:

—} V+r2(</02+sin20Jq>2) (2.30)
rJ \

Ovo resenje je jedinstveno za slucaj sfernosimetricnog stacionarnog prostor-vremena
(teorema Birkofa). Ovde mozemo zapaziti da se u specijalnom slucaju w=0 dobija prostor-
vreme Minkovskog, sto se i moglo ocekivati. Takode, resenje Svarcsilda je i asimptotski
ravno, tj. u beskonacnosti prostornog tipa ono prelazi u prostor-vreme Minkovskog.

Ovo resenje se moze, uopsteno gledano, koristiti za opisivanje dva tipa objekata. U
prvom slucaju, kod crnih rupa, resenje (2.30) se moze primeniti za sve vrednisti r, tj. 0<r<oo.
U torn slucaju r=0 predstavlja singularnost prostor-vremena. Sfera r=2m predstavlja
horizont dogadaja i svaka probna cestica koja se nade unutar njega ne moze ga vise
napustiti. Resenje (2.30) je singularno za r=2m (grr postaje beskonacno), ali ova singularnost
je samo prividna - ona je posledica nepovoljno odabranog koordinatnog sistema a ne samog
prostor-vremena (detaljnije o ovom problemu u odeljku 4).

U drugom slucaju, npr. kod zvezda i planeta, resenje (2.30) opisuje prostor-vreme
samo izvan tela, tj. za r>R , gde je R radijus tela. Unutrasnja oblast mora biti opisana
metrikom drugacijeg oblika, koja zavisi od unutrasnjeg sastava tela. U ovom slucaju
horizont dogadaja ne postoji posto je uvek R>2m. Takode ne postoji ni singularnost za r=0.



V

3. Kretanje cestica u geometriji Svarcsilda

Fizika je, jos od svog pocetka, proucavala kretanje tela i njegove uzroke, kao i
zakonitosti vezane za njega. Prvobitan uspeh Njutnove mehanike bio je vezan za opisivanje
kretanja planeta u Suncevom sistemu. Prihvatanje Ajnstajnove OTR od strane sire naucne
zajednice je u velikoj meri bilo uzrokovano njenim uspesnim predvidanjem pomeranja
Merkurovog perihela i skretanja zraka svetlosti u polju Sunca. U ovom odeljku cemo
razmatrati kretanje cestica u geometriji Svarcsilda u slucaju kada ona opisuje crnu rupu.
Posto se u okviru OTR kretanje probnih cestica i kretanje svetlosti (i drugih kvanata za koje
je m=Q) obicno razmatraju odvojeno, ovaj odeljak je podeljen na dva dela.

3.1 Kretanje probne cestice sa w^O

Probne cestice se u gravitacionom polju krecu duz geodezika - linija ekstremne
sopstvene duzine. Jednacina geodezika je data u (2.21) i njenim resavanjem se moze dobiti
putanja cestice. Putanja se, medutim, moze odrediti i koristeci cinjenicu da je kvadrat
kvadrivektora impulsa cestice konstantan i jednak:

g^p*pv =-\l2 (3.1)

gde je ju masa cestice. Kao sto je u Dodatku C pokazano, cestica koja se krece po
geodezijskoj liniji u prostor-vremenu Svarcsilda poseduje dva integrala kretanja: energiju
E-^pt i momenat impulsa L=p<p .Ukoliko se cestica krece u ekvatorijalnoj ravni (#=7i/2)
gornji izraz se u razvijenom obliku, koristeci vrednosti za g^v, moze napisati kao:

+ ̂ - + H2 = 0 (3.2)

Prema principu ekvivalencije, sve cestice se krecu istovetno, bez obzira na njihovu
masu. Stoga mozemo uvesti redukovane vrednosti energije E i momenta impulsa L , tako
da gornja jednacina postaje:

VJi/ V r A r2)
~ F ~ T
E = ~ • L=~ • is^A, (3.3b)

\i H
Resenje ove jednacine, koje daje vezu izmedu r i sopstvenog vremena T, jednako je:

i

I =
'2

1 + ̂r / V r2

2

(3.4)

Oblik ovog resenja zavisi naravno od vrednosti parametara E i L .Za pocetak, posmatrajmo
prvo samo cisto radijalno kretanje cestice. Tada je 1=0. Jednacina (3.4) se tada uproscava i
glasi:

(3.5)



U najvisoj tacki putanje, tj. za r=R je (dr/di)=Q pa je:
2m

- ~ V - -
l-E2

Resenje jednacine (3.5) se moze napisati u parametarskom obliku:

(3. la)

(3<7b)

sto predstavlja jednacinu cikloide. U trenutku i=0 je r=R i 77=0. Sopstveno vreme koje je po-
trebno cestici da dode do singularnosti r=0 (77=71) je:

Zanimljivo je jos naci i sopstveno vreme r//potrebno da cestica dode do horizonta dogadaja.
U trenutku prolaska kroz horizont je r=2m i rf=r}H pa imamo:

(3.9a)

T[H = 2axcsinE (3.9V)

Vidimo odavde da je r//konacno i jednako:

(3.10)

Prema tome, prolazak kroz horizont dogadaja r=2m ne predstavlja za cesticu nikakav
poseban dogadaj. Posmatrac koji se nalazi van erne rupe, medutim, nece imati ovakvu sliku.
Da bismo ovo pokazali, odredimo prvo koordinatno vreme t u funkciji parametra 77. Posto je
pt=-E , imamo da je:

i \
Uvrstavanjem (3.7a) u ovaj izraz i koristeci (3.9b), dobijamo jednacinu:

g= ,£C°SH?. (3.12)JT
Da bismo eliminisali r, iskoristimo (3.7b):

i
?3>|2

(3-13)
/^2rn

dr\ cos2 \| - cos2

Integracijom jednacine (3.14), uz nesto duzi racun, dobijamo t u funkciji parametra 77:

(3,4)

10



2m;
[(l - E2 )r| + i (r| + sin r|)] + 2 m In (3.15)

Odavde vidimo da, kako se cestica priblizava horizontu rj-^Jjn, tako i t—*x>. Dakle,
za posmatraca koji se nalazi van erne rupe cestica nikad nece proci kroz horizont.

Analizirajmo sada slucaj Z^O. Na ovom mestu pogodno je uvesti efektivni potency al
defmisan kao:

\ ~2*
'2/_ 7 \ _ l 1 ?JH| L

J 2r A r

r-*, _ r-»* I

K2(r,^) = U-

Jednacina kretanja za radijalnu koordinatu r (3.3a) sada postaje:

(3.16)

(3.17)

Iz defmicije efektivnog potency ala (3.16) vidimo da se on pri r-^ocasimptotski priblizava 1

,L) = \)

Takode, V je manje od nule za r<2m, tj. unutar erne rupe, a na samom horizontu (r=2m)

jednako nuli. Na slici 1 sematski je prikazana zavisnost V2 od r.

+= L+cr=

2u_ 3 W+
r

2/w

Sl.l Efektivni potencijal
Vidimo da karakter kretanja zavisi od vrednosti parametarai1 i L . Tacke u kojima

f~~rry f**j o
je V =E nazivaju se tacke povratka. U ovim tackama menja se znak (dr/Wr)-ukoliko se r
smanjivalo, pri nailasku na tacku povratka r ce poceti da se povecava, i obratno. Posto je

r~*i 0 f^~l *)

jednacina V -E kubna po r, broj tacaka povratka moze biti nula, jedan ili dva.
Da bismo odredili lokalne ekstremne vrednosti efektivnog potency ala uvedimo

bezdimenzione velicine u i L+

u =
2m m

(3.19a)

(3.19b)

11



Tako dobijamo da su ekstremne vrednosti efektivnog potency ala u tackama

— V\u,L+)=0=u-2 +|Z,+V4 - JL+V3 (3.20a)
du

%=u{u+±(H+2-3)^] (3.20b)

Tacka w_ predstavlja maksimum a u+ minimum efektivnog potency ala. U tackama w+
i u- mogu da postoje kruzne orbite. U tacki u+ orbita je stabilna a u u- nestabilna jer mala
perturbacija moze cesticu nepovratno da odvede u crnu rupu ili beskonacnost. U slucaju

kadajeZ+=£+cr=2V3 imamo

n+ = i<_=.LZ£ = 3 (3-21)
i tada u tacki u=3 postoji nestabilna kruzna orbita. Sada mozemo da analiziramo moguca
kretanja probne cestice:

l.Slucaj L+>4 (tada je maksimum efektivnog potencijala veci od 1)
Ovde postoji globalan maksimum efektivnog potencijala u tacki u- i lokalni minimum u u+.
a. Ako je energija cestice veca od maksimuma efektivnog potencijala, tj. E>V(U-)=VM,
cestica ce krecuci se iz beskonacnosti ka crnoj rupi upasti u nju i zavrsiti u singularnosti (ili
ce, ukoliko se u pocetnom trenutku kretala od nje, zavrsiti u beskonacnosti).
b. Ako je VM > E > 1 , cestica koja dolazi iz beskonacnosti ce doci do tacke povratka i zatim
se vratiti nazad u beskonacnost.

c. Za E < 1 postoje vezane orbite - cestica se krece izmedu dve tacke povratka opisujuci
elipsu ciji perihel vrsi precesiju.
d. U tackama u+ i w_ postoji nestabilna i stabilna kruzna orbita, respektivno.

2.Slucaj 2v3 <L+<4 je kvalitativno isti kao predhodni sa torn razlikom da cestica koja do-
lazi iz beskonacnosti mora neminovno da zavrsi u crnoj rupi, posto je za nju E > 1 .

3.SlucajI+<2Vs
Ovde ne postoje vezane orbite - svaka cestica sa E < 1 mora da zavrsi u singularnosti.

Na kraju napisimo jos i jednacinu orbite, tj. vezu izmedu r i cp . Posto je/^Z imamo
daje

dm L

di r2

Ako ovu jednacinu resimo po dr i uvrstimo u (3.17) dobijamo

(3-22)

2

4- V2(r} — F2 C\^-r r {r ) — £/ ^J.zj;
/

Uvodeci smenu v=m/r dobijamo jednacinu

~-i .1 i \)

cijim se resavanjem moze odrediti oblik orbite r=r(<$).

12



3.2 Kretanje fotona

U slucaju fotona (a takode i za neutrine i gravitone) je ju=0 tako da se velicine E i L
ne mogu definisati. Podimo zato od jednacine (3.2). Kada u nju uvrstimo //=0 dobijamo

(dr\ L2(, 2m
— ~l—

\(h) r
Uz ovu jednacinu imamo jos i da je

2m\

141 JU I ^ Z.W _,9

— I + -\l-—\=E2 (3.25)

. _
1 -- — = E (3.26)

r J di
L
—

di r
Uvodeci smenu u=fl dobijamo jednacinu orbite

) (3.28)

gde je b udarni parametar definisan kao

b = - (3.29)

Analizirajmo prvo najprostiji slucaj - radijalno kretanje fotona Z=0. Jednacina (3.25)
se uproscava i postaje

^ = ±E (3.30)
at

Elementarnom integracijom se dobija resenje
r = ±Et + rQ (3.31)

Znak + odgovara slucaju kada se foton udaljava od erne rupe a znak - kada ide ka njoj. Da
bismo dobili r u funkciji koordinatnog vremena t, uvrstimo (3.30) u (3.26)

dr . L
dt V r )

Integracijom dobijamo resenje
( r \ = +r±2m\n\ \ (3.33)

\2m )
Kao i u slucaju masivnih cestica, vidimo da t->°o kako se foton priblizava horizontu

r=2m, dok se sa sopstvenim vremenom fotona T ne dogada nista znacajno.
Razmotrimo sada opsti slucaj opisan jednacinom (3.28). Tacke povratka ce postojati

za one vrednosti u za kojsffu) ima nule. lzvodf(u) je

f'(u)=6mu2-2u (3.34)
i ima nulu za w=(3w)"1 a ovo ce biti i dvostruka nula f(u) ako udarni parametar b ima
vrednost

b = 3V3w (3.35)
Tada se (3.28) moze faktorizovati na sledeci nacin
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du\ ± l— I = 2m u-\ 6n (3.36)

Prema tome, za r=3m postoji kruzna orbita. Ukoliko foton iz beskonacnosti nailazi na crnu

rupu sa udarnim parametrom b - 3^13m on ce spiralno i asimptotski da dostize kruznu orbitu
r=3m.

Da bismo utvrdili koji svetlosni zraci ce dostici horizont, mozemo u svakoj tacki
definisati konus cija je generatrisa tangenta putanje fotona (3.36). Svi svetlosni zraci koji se
nalaze unutar ovog konusa moraju neminovno da dostignu horizont i zavrse u crnoj rupi.
Ostali zraci ce izbeci horizont i mogu da odu u beskonacnost. Ako sa i// oznacimo poluotvor
ovog konusa tada je

Idr
Ctglf/= —

gde je dr element sopstvene duzine koji je jednak

(i=\ 'dr

Kada gornji izraz uvrstimo u (3.37) dobijamo:

1 ( 2m\ dr
r\ ) d(p

-I du

d(p
gde je u=l/r. U ovu jednacinu mozemo uvrstiti duldqi iz (3.36) i dobiti

i i
.W r Nr-i r^-

2m .3m
-1

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

odnosno

.2m 3m
-1

Odavde se vidi da je

(3.41)

(3.42)

Dakle, za veliko r konus je uzak i poluprecnik mu je 3v3m . Za r=3m konus je otvoren
(y/=;z/2) a na samom horizontu r=2m je y=n i svetlosni signal ne moze da izbegne crnu
rupu. Na slici 2 su prikazani konusi za neke vrednosti r.

\ 2. Konusi izbegavanja m

14



4. Maksimalno analiticko prosirenje Svarcsildove mnogostrukosti

Gravitacioni radijus r=2m nije izazivao veliku paznju istrazivaca u prvim godinama
posle Svarcsildovog izvodenja metrike, koja nosi njegovo ime, 1916 godine. Smatralo se da
se nijedno telo ne moze sabiti do svog gravitacionog radijusa, tako da je on smatran kao
fizicki irelevantan. Pored toga, koordinatno vreme potrebno cestici da dode do njega, u
slucaju da on ipak postoji, je beskonacno. Uz sve ovo, koriscen je i pogresan termin
Svarcsildova "singularnost". Cak je i Ajnstajn pri formulaciji Ajnstajn-Rozenovog mosta
1935 smatrao da u r=1m postoji fizicka singularnost i u cilju njenog uklanjanja je i uveo taj
model. Prvi koji je shvatio da je "singularnost" r=2m samo posledica koordinatnog sistema a
ne realan objekat, bio je Lemetr koji je 1933 godine napisao:

"Singularnost Svarcsilda je samo fiktivna, ona je analogna sa slucajem postojanja
horizonta u univerzumu de Sitera."

(Lemaitre, 1933)
Rimanov tenzor krivine R^vap nije singularan u r=2m, u sta se mozemo uveriti

izracunavanj em jedne njegove tipicne komponente

Slicni izrazi se dobijaju i za ostale komponente.
Generalno gledano, singularnosti postoje u onim tackama gde nulti geodezici imaju

zavrsetak za neku konacnu vrednost afinog parametra. Cak i ako je R^vap konacno u nekoj
tacki, singularnost u njoj moze da postoji. Ukoliko postoji singularnost koja nije fizicka, vec
je samo posledica odabranog koordinatnog sistema, ona se moze otkloniti prelaskom na
nove koordinate i analitickim prosirivanjem date mnogostrukosti.

Uzmimo kao primer prostor- vreme Rindlera

ds2 = -X2dt2 + dx2 (4.2)
Ovde se koordinate nalaze u intervalu -cc<t<cc i 0<x«x . Komponenta metrickog tenzora
gtt jednaka je nuli za x=0, pa je g" singularno u toj tacki. Skalar krivine R jednak je nuli i
stoga nije singularan, sto nam govori da je singularnost samo posledica odabranog
koordinatnog sistema. Potrebno je dakle uvesti novi koordinatni sistem koji ce biti Slobodan
od singularnosti. U tu svrhu mozemo iskoristiti nulte geodezike. Afini parametar duz nultog
geodezika mozemo uzeti za novu koordinatu. U dvodimenzionalnom prostor-vremenu nulti
geodezici mogu biti dve vrste: oni koji "dolaze"("ingoing") i oni koji "odlaze"("outgoing").
Unutar jedne vrste, dva razlicita nulta geodezika se ne mogu seci jer u tacki preseka njihove
tangente moraju da se poklapaju, sto bi znacilo i da se svuda poklapaju i da je to isti taj
geodezik. U Rindlerovom prostor-vremenu nulti geodezici se mogu odrediti iz jednacine

\dV
gde je £"tangentni vektor na geodezik. Odavde sledi jednacina

~
x

cijom integracijom dobijamo jednacine nultih geodezika
t = ±\nx +const. (4.5)
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Znak + odgovara geodezicima koji "odlaze"("outgoing") a znak - onima koji "dolaze"
("ingoing"). Sada mozemo definisati nulte koordinate (w,v) na sledeci nacin

u=t-]nx (4.6a)
v = t + ]nx (4.6b)

Metrika u ovim koordinatama glasi

ds2 = -ev-"dudv (4.7)
Koordinate (w,v) se nalaze u intervalu -<x<«<oc i -oc<v<oc i jos uvek pokrivaju samo oblast
x>0. Mi treba da nademo koordinate koje ce pokrivati celo prostor-vreme. Te koordinate
mozemo da definisemo kao afini parametar duz nultih geodezika. Da bismo nasli ovaj afini
parametar, iskoristicemo cinjenicu da Rindlerovo prostor-vreme poseduje Kilingov vektor
K=d€t . Tada je E integral kretanja

(4.8)

Ako u ovaj izraz uvrstimo vrednosti za t i x, dobijene inverznom transformacijom izraza
(4.6)

) (4.94)

x = e2 (4.9b)
dobijamo afini parametar duz geodezika koji "odlazi"(uzimajuci pri integraciji da je
u=const.)

A = — \ev-udv = ̂ —ev + const. (4.10)
2£J 2E

Prema tome, afini parametar duz nultog geodezika koji "odlazi" je Aout=ev . Na slican
nacin mozemo dobiti i afini parametar duz nultog geodezika koji "dolazi" Ain=-e~" (ovoga
puta smo pri integraciji uzeli v=const.). Sada mozemo da definisemo nove koordinate (U,V)
kao afine parametre duz nultih geodezika

U = Ain=-e~u (4.1 la)

V = ̂ t=ev (4. lib)
Metrika sada postaje

ds2 = -dUdV (4.12)
U Rindlerovom prostor-vremenu koordinate (U,V) uzimaju vrednosti U<Q i F>0.

Metrika (4.12) vise nije singularna za C/=0 ili V=Q, tako da njihov rnterval mozemo prosiriti
na -oc<f/<oc i -oc<F<oc. Ako sa nultih koordinata (U,V) predemo na nove, defmisane kao

V) (4.13a)
2

X = -(V-U) (4.13b)
2

dobijamo metriku
ds2 = -dT2+dX2 (4.14)

koja predstavlja prostor-vreme Mrnkovskog. Koordinate (tjc) su u vezi sa koordinatama
Minkovskog (TJC) preko izraza
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= th~l

(4.15a)

(4.15b)

x = 0
t =• + 00

= const

x
\ = const

iS/.3 Prostor-vreme Minkovskog i Rindlerovo prostor-vreme

Na Slici 3 je prikazano prostor-vreme Minkovskog (T^X), gde se koordinate nalaze u
intervalu -oc<7<:oc i -oc<Ar<oc. Vidi se da je Rindlerovo prostor-vreme samo jedan njegov
deo, odredenuslovomJ£>|7] .

Slicna procedura se moze ponoviti i u slucaju Svarcsildovog prostor-vremena. Za
razliku od Rindlerovog, ovo prostor-vreme je cetvorodimenzionalno, ali zbog sferne
simetrije mozemo analizirati samo njegov (t,r) deo

, 2 ( '-, 2m\ 2ds2=-\\ \dt +
2m

I u ovom slucaju analiziramo jednacinu nultih geodezika

w (^ 2 w iY*Vxfi0 = g....k"k = - 1 — + 1 -

odakle dobijamo
r

2 -2

\drJ V r )
Resavanjem ove jednacine dobijamo radijalne nulte geodezike

t = ±rf + const.

gde je Rege-Vilerova koordinata r* definisana kao

2m
-i

dr
r

/; = r + 2mln -- 1
V2m

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20a)

(4.20b)

Nulte koordinate (u,v) definisemo na sledeci nacin
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u=t-r. (4.21a)

v = t + r, (4.21b)
Metrika (4.16) tako postaje

ds = - 1 dudv (4.22)
V r J

gde je r funkcija od u i v implicitno data sa
( r \

r + 2wln 1 = ^ = - ( V - M ) (4.23)
V2m / 2

Koristeci ovu vezu, metriku (4.22) mozemo napisati i u sledecem obliku
9™ L _!_<•„_,,-.

7 2 Z'"' ?m ,l_v

Vidimo da ova metrika vise nije singularna za r=2m. Da bismo odredili afini
parametar duz nultog geodezika, ponovo koristimo cinjenicu da prostor-vreme Svarcsilda
poseduje Kilingov vektor K=d/0t i da je stoga energija E integral kretanja

f t 2m] dt
= 1 — (4-25)

V r J dA.
Uvrstavajuci ovde t iz (4.21) i uzimajuci v=const., dobijamo afini parametar

e 2m _(v_tt) 4w£? 2me*m _JL

A = e*m du = e 4m + const. (4.26)
Er J Er

Izraz ispred clana -e~"/4m je monotono rastuca funkcija od u. Ovo se moze pokazati na
sledeci nacin. Iz (4.21) dobijamo da je u=v-2r*, pa prema tome u monotono opada sa r». Sa
druge strane, r* je monotono rastuca funkcija od r (na osnovu (4.20b)), tako da je u(r)
monotono opadajuca funkcija. Posto izraz ispred -e~u/4m ocigledno monotono opada sa r, on
ce monotono da raste sa u. Afini parametar A je dakle proizvod dve monotono rastuce
funkcije od u i samim tim raste sa u. Dakle, mozemo uzeti da je afini parametar duz
geodezika koji "odlazi" /lou/=-^~"/4m jer i u ovom slucaju tok funkcije ostaje isti. Slicno se
dobija i afini parametar duz geodezika koji "dolazi" A,in=ev/4m . Konacno, uvedimo nove
koordinate (U,V) na osnovu ovih afinih parametara

_ u

U = ̂  = -e~™ (4.27a)
V

V = L = e4m (4.27b)

i metrika postaje
32m3 — . .

(4.28)
j 2 32m3

ds — £
r

Singularnost za r^lm (U~Q ili F=0) vise ne postoji, tako da Svarcsildovo prostor-
vreme mozemo prosiriti uzevsi da U i V uzimaju sve moguce vrednosti za koje je
zadovoljen uslov r>0. Singularnost u r=0 i dalje postoji i ona se ne moze ukloniti
koordinatnim transformacijama jer je fizicka i realno postoji. Sa nultih koordinata (U,V)
mozemo preci na Kruskalove (w, v), definisane sa
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u=-(U
2

(4.29a)

(4.29b)
2

Tako konacno dobijamo maksimalno analiticko prosirenje Svarcsildove mnogostrukosti u
Kruskalovim koordinatama

(4.30)

(4.3 la)

Veza Svarcsildovih (t,r) sa no vim koordinatama (u, v) je

^ »• "I - ,
•-\\e2m = u -v

.2/w

(4.3 Ib)

.2 ~2Fizicka singularnost r=0 se nalazi na mestu gde je v -u = 1, tako da sada postoje
zapravo dve singularnosti

(4.32a)

(4.32b)

Pored toga, prosirena mnogostrukost sadrzi i dve asimptotske oblasti. U
Svarcsildovim koordinatama asimptotska oblast je data uslovom r»2m. U ovom slucaju taj

9 7
uslov glasi u » v , tako da imamo i dve asimptotske oblasti

u » + v (4.33a)

u « - v (4.33b)
Kruskalov dijagram prikazuje ukupno cetiri oblasti.

t = +°o

SI. 4 Kruskalov dijagram
Koordinate 9 i cp nisu prikazane na Kruskalovom dijagramu, tako da svaka tacka

predstavlja dvodimenzionalnu sferu poluprecnika r.
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Oblasti 1 i 3 su van gravitacionog radijusa (r>2m) a oblasti 2 i 4 unutar njega
(r<2m). Singularnosti u r=0 su linije prostornog a ne vremenskog tipa kako bi se moglo
ocekivati analizirajuci Svarcsildove koordinate (t,r). Kada posmatrac iz asimptotske oblasti
prode kroz horizont dogadaja i ude u crnu rupu (oblast 2) ne moze je vise napustiti i mora
zavrsiti u singularnosti za neko konacno sopstveno vreme. Svarcsildove koordinate (t,r)
pokrivaju samo oblasti 1 i 2, odakle se vidi da su nekompletne jer opisuju samo deo
celokupne mnogostrukosti. Radijalni nulti geodezici su prave linije pod uglom 45° u odnosu
na koordinatne ose, sto se moze dobiti iz uslova ds2=Q, odakle je

du = +dv (4.34)
Iz ovoga se moze zakljuciti da svi vektori vremenskog tipa (timelike) zaklapaju sa

vertikalnom osom ugao manji od 45°. Slicno tome, vektori prostornog tipa (spacelike) su
pod uglom vecim od 45° u odnosu na v osu. Sa Kruskalovog dijagrama se jos moze
zakljuciti da posmatrac koji se nalazi u jednoj od asimptotskih oblasti ne moze da prede u
drugu jer ne postoji kriva vremenskog tipa koja povezuje ove dve oblasti.
Gornja diskusija obuhvata, uopsteno gledano, dva razlicita slucaja.

U prvom slucaju, prostor-vreme je kompletno prosirenje Svarcsildovog resenja i
sadrzi sve cetiri oblasti sa Kruskalovog dijagrama. Ono sadrzi dve singularnosti - jednu u
buducnosti (oblast 2) i jednu u proslosti (oblast 4). Dve identicne asimptotski ravne oblasti
povezane su 'grlom' koje se obicno naziva Ajnstajn-Rozenov 'most'. Ovo se najbolje moze
videti ako se neka hiperpovrs t=const. (recimo f=0) 'uroni' u trodimenzionalni Euklidov
prostor. Tada dobijamo povrs prikazanu na slici.

SI. 5 Ajnstajn-Rozenov most
Koordinata 6 ovde nije prikazana pa tako svaka kruznica r=const. predstavlja u

stvari sferu. Najuzi deo mosta je sfera r=1m. Ona je granica izmedu dva univerzuma. lako se
sa slike cini da bi posmatrac iz jedne asimptotske oblasti mogao da prede u drugu, to nije
ostvarivo. Sa povecanjem t 'grlo' se prvo suzava, zatim zatvara i na kraju nestaje,
ostavljajuci asimptotske oblasti odvojene jednu od druge. Nastajanje i nestanak mosta ima
oscilatorni karakter. Posmatrac koji bi pokusao da kroz most prede u drugu oblast bi usao u
crnu rupu i zavrsio u singularnosti. Ovaj model sa dve singularnosti i dve asimptotske
oblasti verovatno ne odgovara realnom slucaju u nasem univerzumu. Jednacine polja u OTR
su diferencijalne jednacine i one lokalno odreduju prostor-vreme. Njima je jos potrebno
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dodati pocetne i granicne uslove. Da bismo dobili maksimalno prosireno Svarcsildovo
resenje, potrebno je kao pocetan uslov uzeti postojanje dve asimptotski ravne oblasti i
inicijalne singularnosti (u oblasti 4). Ne postoji razlog za verovanje da su u nekoj oblasti
univerzuma postojali tako posebni pocetni uslovi.

Realna situacija vise odgovara drugom slucaju - da inicijalna singularnost ne postoji,
vec samo singularnost u buducnosti i da je ona nastala gravitacionim kolapsom neke zvezde.
U ovom slucaju postoje samo oblasti 1 i 2. Unutar kolapsirajuce zvezde je 7^0 tako da u
toj oblasti metrika nije Svarcsildova vec ima neki drugi oblik koji zavisi od unutrasnje
strukture zvezde.

Kada zvezda potrosi svoje nuklearno gorivo (sav vodonik je fuzionisan u helijum),
ona pocinje da se hladi i skuplja. Skupljanje ce se zaustaviti kada se pritisak degenerisanog
elektronskog gasa izjednaci sa gravitacionom silom. Takva zvezda ce postati beli patuljak.
Beli patuljci, medutim, ne mogu imati masu vecu od neke kriticne vrednosti
(Candrasekarova granica M=1.3M$ (Chandrasekhar 1930)), jer pritisak degenerisanog
elektronskog gasa ne moze da spreci sazimanje usled privlacne gravitacione sile. Ukoliko je

v

masa zvezde veca od Candrasekarove granice, ona ce nastaviti da se sazima.Pri tome ona
moze da eksplodira (i postane supernova) i tako se oslobodi viska mase.Tada ce zvezda
postati neutronska zvezda, jer dolazi do reakcije neutronizacije p+e~—> n+v. U ovom slu-
caju dalje sazimanje sprecava pritisak degenerisanog neutronskog gasa (koji je veci od
pritiska degenerisanog elektronskog gasa). Gustina neutronske zvezde je izuzetno velika -

1J? 3
reda velicine 10 kg/tn , a njen radijus vrlo mali R=10 km. Kao i u slucaju belih patuljaka,
postoji maksimalna masa koju neutronska zvezda moze imati - granica Openhajmer-
Volkova M=Q.7M$. Ukoliko, medutim, zvezda mase nekoliko Suncevih masa (ili vece) ne
uspe da se oslobodi viska mase, njen radijus ce se smanjiti na vrednost manju od njenog gra-
vitacionog radijusa (R=2M) i zvezda ce postati crna rupa.

Do sada je razmatran slucaj idealizovanog sferno simetricnog gravitacionog kolapsa.
U realnosti, vecina zvezda nije potpuno sferno simetricna, a pored toga poseduje i izvestan
momenat impulsa. Postavlja se pitanje da li se i u torn slucaju moze formirati crna rupa?
Teoreme o singularnostima Hokinga i Penrouza potvrduju da je pri izvesnim pretpostav-
kama (vazenje opste teorije relativnosti, pozitivnost gustine energije) formiranje erne rupe
neizbezno. Metodama teorije perturbacija (Price 1972), pokazano je da pri gravitacionom
kolapsu koji malo odstupa od sferne simetrije takode dolazi do formiranja singularnosti koja
je izolovana horizontom dogadaja od ostatka Univerzuma.

Ideja o postojanju crnih rupa je stara oko 200 godina. U torn periodu se ova ideja
razvijala od spekulacije do egzakmog matematickog formalizma.Paralelno sa teorijom su
napredovala i astronomska posmatranja. Do sada je otkriven izvestan broj astrofizickih
objekata koji bi mogli da sadrze erne rupe. Ukoliko crna rupa obrazuje binarni sistem sa
nekom zvezdom, moze se ocekivati da ce deo zvezdane materije biti privucen ka craoj rupi i
oko nje formirati disk. Pri tome dolazi do snazne emisije elektromagnetnih talasa. Neki
binarni izvori x-zraka imaju ove osobine - Cygnus X-1,LMC X-3,SS433.... Slican proces je
moguc i kod aktivnih galaktickih jezgara (AGN). Postoji mogucnost da se i u centru nase
galaksije nalazi crna rupa mase ~106 MS (na mestu centra galaksije se nalazi snazan izvor
radio talasa Sgr A*}.
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DodatakA
Komponente Ricijevog tenzora u slucaju sferno simetricne metrike

Stacionarna sferno simetricna metrika moze se napisati u obliku

ds2 = -e2f(r)dt2 + e2g(r)dr2 + r2(d92 + sin2 6d<p2] (A.I)
Da bismo lakse odredili komponente Ricijevog tenzora mozemo preci u ortonormirani bazis
u kome metrika ima oblik

ds2 = -(o>f)2 +(co^)2 +(co§)2 +(co$)2 (A.2)

gde su bazisne 1 -forme

(D f=e / ( r )d? ; ®f=eg(r)dr (A.3a)

(D e=rd0 ; (Q* =rsin0d(p (A.3b)
Prema definiciji, Ricijev tenzor se dobija kontrakcijom Rimanovog tenzora

R^ = RanaV (A.4)

Komponente Rimanovog tenzora su u vezi sa 2-formama krivine na sledeci nacin

KM1* (A.5)

Vertikalne linije oznacavaju da se sumiranje po indeksima a i /3 vrsi samo za a<j3 . Dakle,
potrebno je odrediti sest 2-formi krivine u ortonormiranom bazisu. One se mogu odrediti
koristeci izraz

(A.6)
gdeje

)" (A.7a)

Koeficijenti c^va se mogu odrediti koristeci

\t*v\
Ovi koeficijenti su antisimetricni po prva dva indeksa

Delovanjem operatora d na bazisne 1-forme (A.3) dobijamo vrednosti za koeficijente

c,/=f(r)e-^ • cf/=--re-g(r) (A.lOa)

-
r (A.lOb)

Ostali koeficijenti su jednaki nuli, izuzev onih koji se iz (A. 10) mogu dobiti na osnovu
svojstva antisimetrije. Sada kada znamo koeficijente c^va mozemo iz (A.7a) naci COMV

G)if = -6)f; = -f'(r)ef(r>-g(r}dt (A.lla)

& = -« = -e-g(r)d0 (A.I Ib)
ro vr

a.. = -co- = -sin&Tg(r)d?? (A.llc)
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Koriscenjem izraza (A.6) dobijamo 2-forme krivine

1
r

(A.12a)

(A.12b)

(A.12c)

(A.12d)

(A.12e)

r
Poredenjem ovih izraza sa (A.5) mozemo odrediti komponente Rimanovog tenzora

I

r
(A.13b)

(A.13c)

(A. 13d)

Sve ostale komponente Rimanovog tenzora su jednake null, izuzev onih koje slede iz (A. 13)
na osnovu simetrija ovog tenzora

(A.14b)

(A.14c)

(A.14d)

Konacno, kontrakcijom Rimanovog tenzora dobijamo komponente Ricijevog tenzora u
ortonormiranom bazisu

„. .2 , 2/V)"

n~

R -•" ~ •"(0-/WC

f"(r)-f'(r)g'( w -
r

2gV)

(A.15a)

R-K — /v«« = ~

Vandijagonalne komponente Ricijevog tenzora su jednake nuli.

(A.15c)
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DodatakB
Resenje u slucaju kada postoji kosmoloska konstanta

Kosmolosku konstantu je uveo Ajnstajn 1917 da bi mogao da formulise staticki
kosmoloski model. On je primetio da u jednacine polja moze da se doda clan oblika \g^v a
da pri tome njihova divergencija i dalje ostane jednaka null (jer je uvek guv;v=0). Jednacine
polja u torn slucaju glase

Posto trazimo resenje u odsustvu materije, jednacine polja su u nasem slucaju

O (B.2)

I ovde trazimo resenje koje je staticko i sferno simetricno, tako da je metrika oblika

ds2 = -e2f(r}dt2 + e2g(r)dr2 + r2(d62 + sin2 6d(p2] (B.3)
Ukoliko iskoristimo tt komponentu jednacina polja (B.2)

^?f--^ + A = 0 (B.4)
2

i rezultat (A.15a) za komponente Ricijevog tenzora, dobijamo diferencijalnu jednacinu za

g(r)

e - = 0 (B.5)
2 / 2r

Smenom z(r)=e~2g(r) ova jednacina postaje linearna diferencijalna jednacina

' (B.6)
r r

cije je resenje
1 i r..

(B.7)
3 r

Uvrstavajuci ovo resenje u smenu dobijamo vrednost funkcije g(r)

g(r) =--\n\l-
2 V

(B.8)
2 V r 3 /

gde se vrednost integracione konstante c\=1m moze dobiti postupkom analognim onom u
odeljku 2. Da bismo odredili f(r) mozemo iskoristiti rr komponentu jednacina polja (B.2)
koja daje vezu izmedu tunkcija/^ i g(r)

r r
Kada u ovaj izraz uvrstimo g(r) iz (B.8) dobijamo diferencijalnu jednacinu z&f(r)

cije je resenje

f(r) = -\n(l- — --Ar2} (B.ll)
2 V r 3 J
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Sada kada znamof(r) i g(r) mozemo napisati metriku

2 I 2/W 1 2 1 2 1 2/W 1 2^ 2as =- 1 Ar \dt + 1 Ar dr + ?
V r 3 / V r 3 /

Vidimo da u slucaju kada je A=0 dobijamo Svarcsildovo resenje. U odsustvu erne rupe, tj.
za w=0, dobija se prostor-vreme de Sitera. Gore navedeno prostor-vreme poseduje dva
horizonta: r_ i r+ . Horizont r_ odgovara horizontu dogadaja erne rupe dok je r+ kosmoloski
horizont.

Dodatak C
Kilingovi vektori i integral! kretanja

Simetrije nekog prostor-vremena mogu se opisati Kilingovim vektorima. Neka je
prostor vreme opisano metrikom g^v i neka je ona u datom koordinatnom sistemu nezavisna
od koordinate X*

% = 0 (C.I)

Ukoliko se iz neke tacke S, sa koordinatama (xaj*\o u pravcu X4 za neko Ax=s,
metrika ce biti

fIV ^ flV

Prema tome, translacija u pravcu XA je funkcionalno invarijantna transformacija jer ne menja
metriku. Sada mozemo definisati Kilingov vektor

On predstavlja generator izometrije prostor-vremena. U koordinatnom sistemu koji smo
odabrali ovaj Kilingov vektor ima komponente

K^ =(—— ,0)") = S^A (C.4)

Da bismo nasli jednacinu koju zadovoljava Kilingov vektor, izracunajmo prvo
njegov kovarijantni izvod

-r _ i + _ =
~ »VA ~ 21 &A <%v &")

Odavde vidimo da je K^ antisimetrican po indeksima // i v , tako da mozemo napisati
Kilingovu j ednacinu

^;V+^=0 (C.6)

Kilingovi vektori imaju jednu, za fiziku veoma vaznu, osobinu:
Skalarni proizvod impulsa p cestice koja se krece po geodezijskoj liniji sa Kilingovim
vektororn je konstanta kretanja

pA = p - K = const. (C.7)
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Da bismo ovo dokazali, nadimo izvod PA duz geodezijske linije

= p',,p"Kf + KKyp"p" = KKvp"p' = K(^p"p" = 0 (C.8)
Prema tome, PA je konstanta kretanja.

Ovaj rezultat sada mozemo primeniti na slucaj metrike Svarcsilda. Metricki tenzor
g^v u Svarcsildovim koordinatama (t,r, 0, <p) ne zavisi od koordinata ti (p . Stoga postoje dva
Kilingova vektora KI i K?

*i=-f ; ^=~ (c.9)a d(p
sa komponentama

(iAO.O) (C.lOa)
\&t

K2" = (K2,G)") = --,aA = 8^ = (0,0,0,1) (C.lOb)
dq>

Vidimo da postoje dva integrala kretanja koji odgovaraju ovim Kilingovim vektorima:
energija cestice E i njen momenat impulsa L

ppKf =pt=-E = const. (C.I la)

PflK2"=Pv=L = const. (C.llb)
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Abstract

Some properties of the Schwarzschild solution of general relativity, especially those
related to black holes, are analyzed in this paper. The emphasis is given on the maximal
analytic extension of the Schwarzschild geometry and Kruskal coordinates. Null geodesies
and orbits of test particles in this space-time are calculated. Some problems which are
related to space-time singularities have also been considered.
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