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1. KLAJJJ-GORDONOVA I DIRAKOVA

Pocetkom XX veka razvile su se dve znaca^re i fundamentalno

nove fizicke teorije. Jedna je bila Anstajnova

teorija relativnosti, a druga Kvantna mehanika. Treba

siti da su u pocetnoj fazi analizirani problem! klasicne fi-

zike u svetlu teorije relativnosti, dok se kvantna mehanika

u pccetku bavila problemima fizike u kojima nisu bill uzeti

u obzir relativisticki efekti. Tek tride^etih godina ovo~ ve-

ka, poceli su ozbil^no da se tretiraju problerni relativisti-

cke kvantne n:ehanike, to ject kvantne niehanike koia uzima u

obzir relativisticke efekte.

Vec u samom pocetku razvitka relativisticke kvantne mehanike

pojavio se jedan fundamentalan problem, koji se sastojao u

tome sto operator relativisticke kineticke energije nije bio

linearan operator, a kao sto se zna, kvantna mehanika zbog

principa superpozicije zahteva linearnost operatora koji rre-

stavljaju fizicke velicine.

Ako se krene od. osnovnih formula relativisticke teorif'e:

(1.1)
onda se dolazi do relacije o5u<*- b8,̂ 5̂!-1 ,̂ p\* _

OOpVlpQlpi"!"!* J.̂  /̂— — fi-LC CJ.C^X. +». I ,A. A. A . . 1 '

•
Zbog korena koji se javlja u (1.3) ocigledno je da je operator

kineticke energise nelinearan. Prvu ideju za kvantno-niehanicki

tretman sa Harniltonijanom (1.3) dali su Klajn i Gordon, pcla-
A .

zeci od ideje da UH.̂  pretstavlja linearni operator. S tim u ve-

zi oni su resavali:

sto se svelo na;

Ova jednacina se naziva Klajn-Gordonova jednacina i pckazala

se kao uspesna pri resavanju problems o^^t^cp. l:oj° imajlu ill

nultu r.asu iriirov&nja (,VA».**ô  } Hi «̂,̂ -o all nulti ili celo-

brojni spin. Za cestice sa polu celim spino^ Klajn-C-ordonova



jednacina se pokazala kao nepodesna.

Englecki fizicar Dirak , pristupiio je relativistickom protle-

:nu se operatorom (1.3) na sesvim drugi nacin.On je odlueijo da

operator (1.3) "linearizuje"! to tako pto ie postavi^'o zahtev:

$*$^*&~(&*^**4*^y " (1.5)

Ispostavilo se da (1.5) nioze biti zadovoljeno ako koeficijerti

ispun^avaju uslove :

Ocigledno ^e da ove uslove nemogu da zadovolje orioni brojevi

°6 .Dirak Je prona.sao da velicine °̂  ir.ora^u da tudu natrice

4x4. Uslucaju da vazi (1.5)operator kineticke er.er2i^e(1.3)

postage. A ^

- i c U £ * ̂ V- ̂ " ̂ W C 1 . 7 5

Ovsj operator ie lineeran ali pred^tavl^a matricu 4x^,ciji su

ele:r.er.ti dif erenci Jalni oneratori. Ira ovai na?in dor?lc se do

Dirak ove ^ednacir.e

gde rosto je itaivv atrica 4>-4 , tslasne funkcl~'e l noraju da bu-

du cetvorokomponentne kolor.e oblika :

us]lov norrr.iranjs ovih funkcija glasi :

\*«t»
Direkova ^ednacina uspela ore O E obj^sni po~"evu spina , kcja se

zahvaljujuci tome srnatra za p o s l p d i c u relativistickih e f e k a t a .

Jedan ^'elikih us^eha Dirakcve teorije je pre t s^az ivanje poptoj 'a

n ~ a snti-cestica. ??adi se o tor.e ^ to se priliko::. rensvcnja Dire

kove jedr.scirie u kulonovsko;n pol^ju isroc :tavilo ca za ener~I~"u

oosto^e dva re^en ja od k o j i h jedno oc^ovara energi jc-a e lek t ro r

a drugo rszdvojeno od r.^e^s rr&^orr. energi^eec^*o^odgovara er.ergi

ja:::a przitrona to jest cestici koja i;-.a i stu r.issu kao elektror
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ali suprotno naelektrisan^e.

Kasnije se ispostavilo da svaka naraa poznata cestica ima

odgovarajucu anti-cesticu, i danas ^e po^arr, arti-materi^e dobro

poznat i eksperimentalno verifikovan.Na kraju ovog dela izlagania

trebs zapaziti da je masa u Dirakovo^ teoriji operator ko^'i ima

oblik :
A

C*

S tin u vezi , ako se u relativi stixkiir. problenima po^'avi potenci-

Jalns energija koia je proporeijonalna nasi, treba voditi racuna

o operatorskom karakteru mase.

Cilj ovog diploiriskog rada je da se ispitaju neki relativisticki

problem! u kojii.'ia je potencijalria energija proporcionalna rra.si kre-

tanja cestice. Zbog izvanredne te'^koce re savanna rexuria u da^Jerr;

tekstu rada ESSAVACE oE I3KLJUCIVO JELTTCDT',TENZICKALri PPCPLET;=.
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2. BIR.'.KOV rHCPUTv' ZA JIP"OBi:.:ET'ZTCT:AI50 ERiTANJ

i ja , impuls i rnasa da t i su u relativistickoj teori^i se

(2.1)
zr.ozemo

odsvds slsdi;

(2.2)

Ako prederr.o n^ kvantno nehanicke operators, onda E -* H koji

.-Hera titi lir.eerni operator i m-*mf koji tako-e r:ora biti

lineeran. U tom cilju cen:o sumu kvadrata operator?

pretvcriti u . kvedrat sunie.

2 * 4
Da ci vaz io ident i te t ( 2 . < ) mora titi

Uznirr.o da

o
\

T.p Vi* V. iln -"c:-— .nvi-^
_L, C* L/iJb k/ •*• JL — - -i- •— f-^ fcA^ — »J

(2.7)

1 oera tor! .T, i H i: ^ u o"rlik

.
V°

>
- >U
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i a C 3 '9 )

Z amen or. C u (3.S) dotijeso konacno:

4. SYOJSTYS"! PROILETvl OPERATORA

KIT'TSTICKE EITERGIJE

Cvaj problem se nate^.aticki isrezava na

10-
J ̂  •

,. „

(4.2)

(4.3)
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5- Cr - lSTJCA U PCTSNCIJALU KOJI JE PROPCRCIO" ,-IATT 'rASI

Kiasicni potencijal kcji je proporcionalan ir.ayi cestic

ir.oze se napisati u ouster slucaiu kao:
IT i V

Takvi potsnci^ali su Karii*i-i!i63r r>o"tsnci ̂ al si^s z

teze ̂ '̂̂ ^ ill potencijalna energija lineernog oscilatora

Mo^ilMvOK1- ltd.

U relativisticko^j teori^i, preir.a (2.9) niasa je diferer.cija-

Inog tipa i pretstavlja matricu 2x2. To znaci d? se i funkci-

mora pretstaviti u vidu matrice 2x2 to ^est:

«. •
Osin. togs, operator! m i i ne komutiraju, DS ce potencijal
rnoze napisati u otliku:

Dalne mozenio iseti:

(5.3)

Treta naglesiti da poctc

piaati: *. * .

koinutiraju, r.cze s

Akc sada pot re zinc entikor-utatcr t l j

ii.ozeir.o pisati

, i kako j

pa iE,e.:no konaci-O:
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Konacen oblik operctora potencijelne energise

Vw-
V

(5.5)

cni oblik hamiltonijana sistema, ko^ji ee dobi^e kada se

(5.5) doda operator kineticke energise (2.9), ^e slececi
\

M f*

(5.6)

Svo^stveni problem.: n + s\odi se na

odnosno:

• o

Ako uvecen.o ozneke:
•ted
Jt.

onda ":ozeri;O pi sat i:

Dale sledi:

dx

(5.7)

(5.8)
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ft

l- «i) V 9 v1 -'

Konacno:

(5.10)

Doti^eni izrazi se znatno upriscavsju, ukoliko "̂e

(5.11)

To snaci da je potenci^alns energise dsta sa

(5.12)

a ovo "̂e uvek dopueteno, ^er se potenci^'elna energija odredu-

^e uvek do ne aditivnu konstantu. Aditivna konstante je ovde

negati\TLa relativisticka energi^a cestice - ̂^ .

Tade ^ednacina (5-9) glssi:

(5.13)



-12-

6. -LUCAJ KAPA POTSZTCIJAL'TA EVEHGTJA ?:E ZAYICI CD

I."ASS C2STIC3

Ako ^e potenciy' alna energise otlika:

(6.1)

or.'da e har;.iltoni en Giste.T.e dat sa:

Svo^stveni problem: U!t-H.vlr se u ovom slues j"u cvoci na

— X
dix

odr.osno

Uveaexo oznske:

pa konaono do'bi.jemo

^-^^^^,^.0dx.
r tv4- * ( 6 . 4 )
^^-^^Voiv-O
c\>-

sto se vec posnatom proceaurpm svoda na:

Pcslennja jednacina je rano^o prostija nego u prethodnom

elucaju jer j'e ^.v^\ pa konacno ii-a.^o:
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(6.5)
vu«c

7. CESTICA U KOXS'TAFTTJOM POTENCIJALU KOJI ZAVJSI OD T-"ASE

Neka je potenci^al dat sa
x<v

Oriri^

^

fee
-v«

tako da se resava ^ecnacina:

<***, . I nT- ^V

(7.1)

(7.2)

17.3)

Granicni uslovi su:

Sto deje:

(7.4)

(7.5)

(7.6)

Sekulaxna jedna j ina glasi
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znaci:

to jec t :

Dalje je:

Uslov nor:,iran^e je:
v

GL f 0.0^x1 - Aif ^ J

J_

re
Konacnc:

Komponenta^n ostaje u kutiji ("tox"-u) dok konponenta

izlazi iz kuti je ("tcx-a).

Energies cestice:

' , - - ; 2^- ;

«\  V



8. CESTICA U GEAVITACIOHOM PCLJU

Potencijalna energija u polju velike mase '', ocrr.uta od

nivoa -uxC5- data e sa

Dalje mozemo pissti: t 6

za sl i:namo

za slue si

(8.21

(8.3)

J-' T( \1 - T T . — < ~
> T = ' 1

Jednaeina (5.13) glasi:

tf Cr

Uvecer.o novu funkciju 2, sir.er.cin:

.-eno.T: (8.6) u (8.5) dot-i^eno

(8.5)

^
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est

(8.7)

za X<.o to jes tc. -L

(8.8)

Snena:

CX Of

1
v -O

(8.9)

.v-O (8.11)

Ako resenje jednacine (8.11) potrazimo u obllku

1.12)

00oo

-i
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T
*/***

Da bi ote komponentel* i 1^ "bile jedneke nuli ?;a 7-0, :sto

fizicki znaoi da cestica rnase m nemoze da "psdne" u centa]

velike mase T", inora se uzeti :

pa se za koef ici^ente \a otrazac "

Balje ie :

r,

^ f » - ̂

r C^*
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Konacno nozemo pi sat it

(8

Uslov neprekidnosti u X~o odnosno^.«o jer je:

(8.16)

Potrazi^io sada funkciju 'i't na osnovu f crmule(5.13 )

(8.17)

(8.18)

(8.19)

Sada se vidi da ie ;

(8.20)

?to znaci da ni cru^a kor.ponenta nenoze da "psdne" u centar

velike .T.ase !vr. Za neprekidnost u ̂ «° mora titi pored (8.20)

I:

(8.21)
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!~a ocr.ovu (8.15) i (8.19) defir.itivno ce uclov (8.21) svodi na:

\\*°'
Pocto se ze n-0 faktori

to je uslov (8.21) zadovoljen ako je :

Qo -Qo -CX

I'cnacno moze:.':o pi set i:

L*0

(8.22)

skracuju

(8.23)

(8.24)

. • p-j r •—* -̂- K f • r i i-* /̂  F o LJ K f ) r ~ ' t - ' ' ; * — r i it-* CJ!' r t f i "

"bez cgranicen^a na energiju.

IT a kraju, interesantno je napor.enuti da se oestica u polju

velike case !,! ponasa veoir.a slicno nerelativistickom prosto-

rnom oscilatoru ali sa cisto imaginarnoni elongacijom.
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9. CEJTICA U ELRKTRICTTOT.T PCLJU-POZTTRON

Potencijalnu kulonovsku energi^u cestice ocitavacemo od

energije mirovanja tŵ c1, to jest:

C9 '1}

L ^" '
prema (6 .3) irj.amo:

Uvece.T.o oznaku: (9 .3 )

«.
Jednacina ze odredivanje talesne fujikci^eTT^ (gee- oznscsva

) respektivno, iir.a oblik, uz pretpostavku de ie

to .iest fe.«

pa (9.4) postsje:

(9 .5)
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Konacno ii^amo:

(9 .6 )

AsiE.totsko reserve jednacine ( 9 . 6 ) ponasa se kao

pa se zbog toga umesto re£er:~:a ieanacine (9.6) u vidu re-da

mora uzeti polinoni, sto sa svoje strane daje restrikciju na

paradetar E.
za x>O

•D

Oo

M-*-l

«

UUOV— I \ . — \ i

.\tv 1 ..r\\

U- G» Vv 2k - - -

Sa "bi ce red za ^prekinuo, r.ora biti

Ovo ce^e slecece vrednosti za energise

to .̂ est:

(9.7)

(9.8)

(9.9)
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Lako ,;e konstatovat i da bi se iste energise dobile i za

stance ^4 .

TJa kraju mozemo izvrsiti procenu dobijenih energiia:

ID

Priblizna rep.enia su :

1_<^

"** "

9.1D

Trebs primetiti da je reserve ̂^ rezultat koii daje nerelati-

visticka teorija , dok resen~'e (9.10) pretstavlja totalno

relativisticki rezultat sa negativnom energijom. T.'oze se ko-

nstatovati da tv, ne rnoze nizakakvo n da postane pozitivno, to

nest da je Tonizacija za ova^ tic resenla neraoguca.
Jĵ  4-(tJ

Freina tome ±v» pretstavlja reserve za PCZTTRC! dok resenje*^v»

pretstavlja standardnu energiju elektrone kc^u de^'e i nerela-

tivisticka teori^a.
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10. RELATIVISTICKA I NEHELATIVISTlfiKA CESTICA U
GRAVITACIONOM POLJU ZE^lJE

Prvo ceir.0 razmotriti nerelativi stick! problem, kada je
hamiltonijan sistema dst SB:

A A> A-U,-2L_j£_ -WMOK (10.1)
£u* CXXX A

Svojstveni roblem Hl*^-^ svodi se na

sto se konacno moze isati kao:

O ; xe^o,^) c io .2)

Ovde cemo uvesti smenu argimenta

zamenom (10.3) u (10.2) dobijemo:

stevimo da je:

V :̂ >fer) ;V-f^,_ do.5)

pa (10.4) prelazi u E^ri-jevn jednacinu:

O (10.6)

Ovu jeinacinu cemo resevati konsteci se cperatorskom

met o com. Za jednacinu: ^

dva psrtikulama resenja su data sa
ce>

(10.8)
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ovde rj 6

pa imamo:

Dalle imarno:

se opsti clan moze pisati kao:

\A-7-
tin

Za drugo resenje je:

pa je opcti clan sledeceg oblika

(10.9)

(10.10)

(10.11)

(10.12)

S obzirom da ^e faktor Cr^ nebitan mozemo konacno pisati

resen~ia nerelativistickog problema (10.2):

(10.14)

-»/

Kao sto se vidi, resents nerelativistickog problerr.a su

Ejri-jeve funkcije. Ove funkcije zavise od realncg argu-

menta. Sada cemo rezmotriti relativisticki problem, kada

V(St\= -1-(VMY -v y.^M \c /--IQ ^ ̂ \\ V I \±Vt_L?)
2.

ITa osnovu ovcga sledi da za dalji racun treba koristiti

opstu jednecinu (5.13), to jest:
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(10.16)

Postc je cvde f to sledi:

(10.17)

rednacina (10.16) poetaje:

o in o GH o:

(10.18)

Ova jednacina je slicna Beselovoj, pa cemo pokusati meto-

dom srnene argujr.enta da je svedeino na ovu jednacinu.

Ako stavimo ds je: t v

(10.19)

pa zamenom u (10.18) dobijemo:

Uzniirr.o da j e:

', Q'

ra kcnacno dob i nemo:

(10.20)

(10.21)

Jednacina (10.21)-je Beselova i n jeno reserve trazimo u

vidu beskonacnog reda:

(lc-21)
zanenon (10.22) u (10.21) irr.aino:
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00

Izvrsimo zainenu u prvoj su_Tii a u drugoj

Ako uzmejr.o:

o (10.23)
onda se za koef ici eriteQ** dcbija rekurentni obrazac:**

Q **
A.

za koefici^ente C\:

^ * ^

odnosno:

r^.,.v (10.2/1)

4

Qo

to sledi:

(10.25)

Zamenoni (10.25) u (10.22) cobi^emo dva resenja za kompone-

ntu t,

OO

(10.26)

Punkcije

(10.16).

i Ttj-tiVXi lako se nalaze na osnovu fcrnule



-27-

Kao sto se vidi stanja relativisticke cestice u gravitacionom

polju Zemlje su Beselove funkcije od cisto imaginarnog argu-

menta sa kompleksnim parcpet^-rom p. Ovakve funkcije se nazi-

va^u jos i Hajnkelovim fvmkciiama.

11. OPSTE FORMULE KADA SE POTENCIJALNA ENERGJJA SASTOJI

OD DVA DELA: JEDAN ZAVISI OD TJIA.SE A DRUGI NE

Ako je potencijalna energija data sa

0 (11.1)

onda prema rezultatima dobijenjrn u poglavljima 5 i 6 mozemo

pisati

(11.2)

Ukoliko '̂e potencijal obrnut od. nivoa v«.c t tada je:

to jest:

(11.3)

pa ulogu funkcije \W u (11.2) igra funkcije"̂  . Tada je

UxoC
(11.4)
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Kao primer razmotricemo slucaj kada na cesticu deluie i-gravi-

tacijona sila velike mase !/ i elektriona sila od naelektrisanja,2o,

Pretpostavimo da masa veliko I." koja stvara gravitaci^ono polje

ime isto efektivno naelektrisan~:e ̂ o , pa '̂e ukupns r-otenci^alna

energi^a u ko^o^ se krece r.aelektrisana oestice data sa :

\x\o sada potra2iti funkciju :

" '
fee \*—) •.

(11.5)

(11.6)

(11.7)

(11.8)

(11.9)

jednacina (11.4)glesi:

* dx
O (11.10)

Jednacira koja ^e dobi^ena r.e rno^e se zgodno reeavati pcmocu

potenci Jalnog reda pa ~ e za to da l^e necer.o ahali zi rati. Treta

ipak zepezi t i Iz-vesnu analogi~u i ?.ir'edu ove jednacine i ^eonsc

ne za prostorni osciletor.
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Rezultati ovog diplomskog rada mogu se sumirati ne sledeci

neein :

a) Postavl^ene su osnovne jednacine za slucajeve kedo Je poten-

cijalna energija prcporcionalna masi cestice, i kada ne zavi-

si od rr.ase cestice . Takode ~:e razmatran protleir; kada se poten-

ci^alna energija ss.stoji iz dve dels , pri cer.u je ^edan pro-

porcionelan niasi cestice, a drugi ni^e. Tspostavilo se da je

raatematicki rrjicgo pogodnije, eko se potenci^alna er.ergija

"onitava" od energise >v**c.x . Cvo nenioze sustinski da menja re-

zultate j:er jje potencijalna energija uvek odredena do ne adi-

tivnu konstantu.

b) Ispitivane su sopstvene funkcije operatora mase i kineticke

energije. Ispostavilo se da ota pcnenuta operatora irr.aju iste

svo^s.tvene funkcije i da one predstavliaju ravne talase.

c) Ispitivanje ponasan^a relativisti?ke cestice u jednodimenzion-

alno^ potencijalr.o^ ^arsi sa beskonacno visokin zidoviir.s pokaza-

lo je da se cestica nemoze u potpunosti zadr£ati u j'ar.i. Jedne

kor.poner.ta ostaje u ŝr/.i dok druga prolazi kroz teskcnscne zi-

dove ^ame. Uaravno ovde ^e pretpostavl'eno da ^e dutina jame

proporcionalna rriasi cestice.

d.) Raznatran Je i problem ponasanja relativisticke cestice u gra-

vitacijonom polju velike mase M. Sa formalno matematicke tacke

tacke gledista oval problem je veorna slican problernu r.erelativi-

stickog prostornog oscilatora. Razlika se sastoji u tone sto

relativisticka stanza zavise cd imaginarnog argunenta i sto se
i

z& normiranje talasne funkci^e ne r/oraiu nar.eteti nikakve re-

strikcije na energi^u oestice.

e) ITapravljena je peralela izmedu ponapanja nerelativisticke i re-

lativisticke cestice u gravitacijonom polju Zeir.lje. Ispostavilo

se da su stanza nerelativisticke cestice opisana Enrijevim fu-

nkcijama, dok su stanza relativisticke cestice data Fa^rkelovim

funkcijama.

f) Resavan Je Jednoaimenzionelni problem naelektrisane cestice u

kulonovskom polju. Kao eto se i moglo ocekivati za energi^u su

doli~ena dva reeen^'a od kojih jedno odgovara elektronsVim, a

drugo pozitrcnskin: energi^ama.
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