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1. KLAJN-GORDONOVA I DIRAKOVA JEDNACINA

Podetkom XX veke razvile su se dve znacajre i fundamentalno
nove fizilke teorije. Jedna je bila Anstajnova specijalna
teorija relativnosti, a druga Kvantna mehenike, Treba negls-
siti da su u podetnoj fazi analizireni problemi klaci&ne fi-
zike u svetlu teorije relativnosti, dok se kvantna mehanika
u pocetku bavile problemima fizike u kojime nisu bili uzeti
u obzir relativistidki efekti. Tek tr

dege

ih godina ovoz ve-
le relativisti-

i gr
ka, poéeli su ozbiljno da se tretiraju probd
cke kvantne mehanike, to ject kvantne mehanike koja uzima u
obzir relativistidke efekte,.

Veé u samom podetku razvitke relativisti¥ke kventne mehanive
pojavio se jedan fundamentalan problem, koji se sastojao u
tome Sto operator relativistiZke kinetilke energije nije bio
linearan operator, a kao Zto se zna, kvantina mehanika zbog
‘principa superpozicije zahteve linearnost operatora koji ore-
stavljaju fizicke velidine.

-

Ako se krene od osnovnih formule relativisticlke teorije:

Lao —
g\hQ" N —*a - . Sl e . -—"- . — -1 l.l
E . *) Wy r—“}e. B b“l-\-?l‘a‘\-‘?;\b ( )
onda se dolazi do relacije Q}U}—E’,wﬁ&l (1.2)
~
odekle sledi: P i
H\‘u‘e-\"?\t*g:.*?ﬁ%’ , %,_‘:Lub(‘. (1.3)

Zbog korene koji se javlja u (1.3) ofigledno je da je operztor
kineticke energije nelinearan. Prvu ideju za kventno-meheniiki
tretman sa Hamiltonijanom (1.3) dali su Klejn i Gordon, pcla-
ze¢i od icdeje da ¥um pretstevlja linearni operztor. S tim u ve-

zl oni su ressvali

£¥3\1:=tfﬂt

At oL tude o (1.4)
e W
Ove jecdnalina se naziva Klajn-Gordonove jednadina i pokazala
se kao uspeSna pri refavanju problema Factica Yoje imaju ili

nultu masu mirovanja (VhﬂO} s 117 “%o%ﬂD ali nulti i1i celo-

brojni spin., Za &estice sa polu celim spinom Klajn-Gordonova



Jednacina se pokazals kao nepodesna,

Engleski fizidar Dirsk , p”l%tUplWO Je relativistiZkom proble-
mu s& operatorom (1.3) na sesvim drugi na%in.On Jje odlucijo de
orer tor (1.3) "lineeri zuje"i to tako &to je postavijo zahtev:

Y " o
BB oy o (b + ooy ratafoa sdau ) (1.5)
Ispostavilo se da (1.5) moZe biti zadovoljeno ako koeficijerti
ispunjavaju uslove :

¥, + dy 130

o o4y +°(3D[|v0
dnelan ol voliy sl clthog el ool =5 (1.6)
olaoly 40ly%3 =0 :
A2y, 3+elyoly 20
oLy JA -\-oll-.'-"(;'o

Ocigledno je da ove uslove nemogu da zadovolje otidni brojevi
o .Dirak je pronsfaso da veliine o moraju da budu metrice
4x4. Uslucaju da vazZi (1.5)operator kinetiXke energije(1.3)
postéje. 4 |
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Ovej operator je 1linearan ali predstavlja mstricu 4x4,2iji su
elementi diferencijelni operestori. Na ovaj naXin do¥%lo se do
Dirakove jednaZine

>de posto je ukm.atrlca Ax4

m

v

u etvorokomponertrne kolone o

(o7

uslov normiranja ovih funkcija glasi :
~ o~ * x + % ¥, 1 i L 2
: - A= (1.3
gd\l\t ‘t" d\V(\&\ - 3\t¢.\ g‘ = d\v \\f\\*\\h\*k\t)\{\\j’k\ X (— O)
>
% & .
Direkova Jednadine uspela je de objesni pojevu spina , koja se
zehvaljujudéi tome smatra =za posledicu relativiaztiXkih efekats.

nja anti-Cesti ] & D

kove jednscine u kulonovskomn polju ispostavilo da za energiiu

postoje dva refenja od kojih jedno odgovara energijama elektrona
3 - . ; L

a drugo razdvojeno od njega pregom ene :-;-’ozwococ.gcvaza energi-

Jama pozltrona to jest festici koja ira istu masu kao eleltron
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ali suprotno na Je.
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Kasnije se 0

L
]
in

trisan

tevilo da svaka nama poznata Zestica ima
odgoverajudu anti-Zesticu, i danss Je projam anti-materije dobro
poznat i eksperimentalno verifikovan.Na kraju ovog dela izlaganja
treba zapaziti da je masa u Dirakovoj teoriji operator koji ims

oblik

\:A__ ““‘“:'—@(\6\*&;‘\\31*&3?3""("‘3‘-) (1.11)

S tim u vezi , sko se u relativistiXkin problemima pojavi potenci-
Jalne energija koja je proporcijonslna masi, treha voditi radune
0 operatorskom karskteru mase.

Cilj ovog diplomskog rada je da se ispitaju neki relstivistiZki
problemi u kojima je potencijalna energija proporcionalna masi kre-

tanja Cestice. Zbog izvanredne teikode refavenja reXura u daljem

o

tekstu rada_ RESAVACE S5E ISKLJUSIVO JED NCDINMENZICNALNI PRORLEM=,
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£-clpap? (2.2)

~
Ako predemo n= kventno mehanidke operatore, onds E—H koji
mora biti lineerni operator i m-m, koji takoce mora biti

lineeran. U tom cilju femo sumu kvadrats o

i)
m
m
o+
0
H
)

=2

Ao \ £ - .a ; A )
P* ° K)=-"*ABX ! \?":m"c (2.3)
pretvoriti u Vvsdrat sume.

\‘:éia \g b w*ﬁ*\%ﬁ  $

ot=(:3 \ (b‘((iz e
2O ED @63)-(62). (5 2)
o TR )92 50

ispunjeni uslovi (2.5) uzedemo:

~

K= 1.=-1"' 25 0 T (2.7)

pa je:
AO
o= o po ( ) (2.8)
- A =
1 operatori m i H imaju oblik

-U>»
'
AT

Y (2.9)
)
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odnosno: A@} \u’e‘-\»éQ‘ @ =
o2 ¥ i *

Ne osnovu (2.1) moZemo pissti

a Y 2
(Cy 2 Q ~N
ulind - -w:._moQ -qzmo :
N

)\-\‘}Ql eyt ¢t
Y 1 L
~ Q' o
\“: Lae A-Tl x av 2 \ll - Lo
= : SR wpg L et ol
(o I ? e oL\
(% )_ A‘ /Ct 41—1 NEY
Sada (3.4) postaje
7 Y
\M\l\) Q O
x> c ‘E§5
odrosno -
A, (wuy
43 oo
oxz \ %
Jedno pertikularno resenje Jje
< vay
Bl e
B,-Cy &
posto je
"‘ k d@,‘ wa
‘&1:- wel AX Awo
to sledi
\ waV

' P ¥
— % ~ U N N NI -
§-C,2 % ! §, = N.Q\-FBCAQ— w b
Sistem se normira na delta funkciju, to jest
s ﬂ A ¥ 12—5— ] \
Q:- d)\[t&l ® x+u—;§&\-\é—)2 ‘SU"&‘kas
13 ) 400 )
1 Wwo (7% S -p)
C*‘z« e jd‘ c - §G-p

(3.4)

3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)
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Zamenom C u (3.8) dobtijemo kona
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PROEIEM OPERATORA
EX

Ovaj problem se matematicki izraZava na:

HY-gt

Dalje je:

. a .
—-\'L\Q— - Suy. 0t
ax Y.\ (EY
Twe ﬁ‘dla:' %1 tfi;
L. dh ste. g "
- ke Gy " BEY -wec' =0 :
i dobijamo. sistem diferencijalnih
dv. & Wt
‘—L*“*% 4 — <
ax et R N0
&Y; t LuoC
ey e 9 &":0
ax e 1\
d‘i’s m.c*‘\ktlcu.g__
Ok IRE T TR A T2 W X dwett
L o
EIA- T dY *'E X ‘_E%:Ak‘
Ax et ox Ruwet*
dY, & oh, Wec O
AR TEINCYS
d\.*‘ E d‘t\ t d\i 1 _'t_‘. \t1 \L\o L‘j'
kel T =
axt ke ax e ox hWc
2 t oy
R BT % <0
ax® o it

A

(3.9)

(3.10)

(4.1)

(4.2)

(4.3)



Ta osnovu (2.1) moZemo pisati:

- W T
foued  wietwacel . -S‘-QA‘- 1)‘ Cwo K I Cwe K-E—- —'\) =

we¢ T wer W W\ TR o
A Ny el T2
S CHR S OSSN S S < TR
ey 1 [} i g L 8
. c s : v
Y 1 WAV -l W ah N
- 2 3
znedi: dj«r““—-—v)fgo (4.4)-
d\x,. k \
Jedno partikularno rgéen;e Jes
s - 4.5)
L:Q'AQ t\ “ b-\l\\/ (
Seda treta nedi funkciju i
B \ n x
\ —_ \E
W t_k_q-E—Q\Q_‘\-,\ x,‘_—-—-t(‘,‘Q, e T
2 wel ‘k Wiol
1 '_E__
Y = A A
=Q, —\—- A}
-0, = (5-0)e
Dalje moZemo pisati
= Eee) e (B cuw) wte (e-v)=
WeC \C WeC ) k_#’/c,
e = () =[] v
= .l(c-v) (Rav) Cav
znaci =
= A~ A ee P r)
: av B 'v\ (4.6
f,l.qg v & % =aC\ A\ 2
Uslov no r“:g'oren;'a Jes
Lo CaV .
Q:SdXQ‘ w < (s ac»:g(?-?)
-0
caak (A Ow> § Go-p')
S A R L (4.7)
"N 4uke AN

O
N ~Ye
AxTe v Ex \fb& = |A e % =WV
‘f\( \\’5* st L % 22 P) Aok \ (4.8)
teko da operstor energije i operator icse imsju iste svo-
jstvene funkcije £to se i moglo olekivati.



5. CiSTICA U POTENCIJALU KOJI JE PROPCRCIONALAN MASI

Taxvl potencijali su,naprimer, potencijal sile zeml jine
teze V&‘“‘%" i1i potencijelna energija linesrnog oscilatora
Vot x* ita,
U relativistiZkoj teoriji, prema (2.9) mesa je diferencija-
lnog tipa i pretstavlje metrieu 2x2. To znefi da se i funkeci-
,]a%(x\ mora pretstaviti u vidu matrice 2x2 to jest:
) =y (5.2)
“(U\\’ 0 1) ;
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Konacan oblik operstors potencijalne ener

—_——_

—%E\?&%i¥5€) - 6\uo£

sz ‘ (5.5)
g o
" wol §§(3£61¥£)

KonaZni oblik hamiltonijana sistema, koji se dobije kada se
S g - - ~ i~
na (5.5) dode operator kinetiZXke energije (2.9), je slededi
.9), je slededi
\
‘i IR g !
* 2 e 1
: ~'\\-\K¢ *Q\m 0 - ()
H- 5.6
: i 1 Q)d L i
ﬁ\koki*cﬁ) ik&i?+ dx Qe
A X A~
Svojstveni problem WY =EY svodi se na

. '&-%—Q" d\fx "‘k > )
B o, teo LR lwo ($rc) %0

; At | 3¥ + ¢ WioC
+ \l"ﬂ-'——t\ f.o

|
df, , %t- % ‘kﬁ\%s ¢, =0

(5.7)

k¢
Q&i‘ +OY, + %o, 0
d\tl L é\kﬁ. .4,\(0\&1\ <0
X




dt. S a%, %0
AX ety Ko OX We
»
aY, . \5\—“‘ ¥ ¥§L.qgl
A Ko e OX
d% b e g

L A s \OLL W N oW
—&;JG o\x"g*“& )\t‘*gc)\x !

oY, (ra*e) NG 469 Ko)‘i’\=0

axr
Boo. TR0 L B ER et
A fuarer ! "
\ (9%
e —\{——4% - 1£
oo (So) e
Dobijerni izrezi se znatno upriséavaju, ukoliko je
Loa-Fog-c (5.11)

To znafi da je potencijalna ener

v T is

AT = W Fixy - uaer (5.12)

a ove je uvek dopusten se potencijalna energij

»v
e uvek do na aditivnu konstantu. Aditivna konsts

negativra relaetivistiZka energija Sestice -wc,

—~

Tade jednacina (5.9) glesi
2
“J‘ » d\k\ 1 = *
KEL-J,KTJ&-T )-a-;- {r(T +TT—K0)\1"cO
\ (5.13)
L (dt T -‘E—_c WioC
Yoo ——+T‘h)‘ S S \ Ko= |
T W, \AX T 9%y ’m:m 5



sko je potencijalna energija o ka:
‘ V
o
N Vot = (6.1)
onda je hamiltonijen sisteme dat sa:
. d N %L
-qn ¢ — VY - AVt
\,:\ % v 0¥ o
= : - (6.2)
two € Ahe 55 el
Svojstveni problenm \-\I E_‘i' se u ovom slulaju cvodi na:
. o,
B Y et = +No 4 S B - Awoe Y. -0
., . o¥ : G
Ahc Ve 1Y, - BY, 4wl Y0
dx
odnosno

aY,  E-Ne 4 Wae &
ax AR g " =0
d‘f'z_ E ~\lo£ LaeC

R e et A e =0
- S e e

Uvedemo oznske:

B E Yot et .
\ e . Moo= -—E— (6.3)

pa konacno dobijemo
g\f ""Q‘f *-\(b* =0

*® . 6.
A Ry 2 Wt <0 ki

sto se ved poznatom procedurpm svodi na:

*
i\t{*m MO\Y‘ (='RR-wS)§=0
! d‘f' . \Io‘\x\ - o
g LRY, i U Pt
1 Ko ) k N ' ' =
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¥y, Q yRR %3 )1=0
dx*

\ﬂ"; o vy ) Em=——@m-~\

=3
¢

Neka je potencijal dat ssa
® e XKL Xz\

(6.5)

"ESTICA U KONSTANTNOM POTENCIJALU ¥.0JI ZAVISI OD MASE

A
Na= (7.1)
~New e xelod)
' Onda je prems (5.9):
Ec 1 B
tu= ) fw-o ;8w e R
* ¥ _Eﬂ. _ Y . .
B40:0 " 99=;—;(—;;s)=io , 890 (7.2)
W -
tako da se refava jednafine
3—‘1‘1+ -« Y=o x<€®L) ' 25w (7.3)
%
regenje jednafine je:
1B RYCES
NI UN- SRl Y>3 PRI (7.4)
Granic¢ni uslovi su
=0 p Yw)=O (7.5)
Sto dsje:
CV&Q1=C>
Q6 -\QA (7.6)
Q\ e 5 1(2-
Sekularna jednaZina glasi:
{ L - USwRL:0 Q4= us0H4F
(LA ~§QL. =O

e Q/ C,-l ‘“Q\



~“-L -;\—l‘:—‘ . -~ 0
Y- (R * g ® )=2\Q~<nu“z“* (7.7)

Konacno:

_o;e(\ - ‘j’ Q QD$ SV \ %_\Nuux
XN n e u A} o - — e

- AR 9.%% dEge- S

0 N XY » & sul
\ . - — ——sx*q'—
O s el I A ook 415 -0 7
Koxpone:tafﬁn ostaje u kutiji ("tox"-u) dok kommorents Ymn
k komponenta

izlazi iz kutije ("box-g).
e

ja cestice:
= 2.=3 -
uw , At MU, T oo
Q-;__. = - L W 3
o ! Q 2r 200-\(0 '—"‘Az \ Qo":k"*‘ Alh

ERe(-R) () Eate Qe e e

UW~\2 5 4



8. CESTI

()

A U GRAVITACIONOM PCLJU

Potencijelna energija u polju velike mase ¥, obrruta od
nivoa -WmC* gata je sa

N zwF oa-vad ﬁzm—--\r\ G- PRt (8.1)

6'- Bbabu&um«wu WM““T“

S .\
o, &) w70 (8.2)
\ x\ & . x<¢O
za slucaj X?O imamo
\ et
' __G_,igg,,_l__ e | AEC =) T~ — 47— X
* 2.0 (8.3)
o l , B A E_(.‘-)q
~ S 4o Tl
T T % T ')“G\Q)‘ T *\C-;'
za slulzj XKO je
\ A tc
tae .S F L EC MBS g S e X
o S et L oY 2x 46
1 (804)
* EQ}
oot Eey L TV X
T+ == % ‘T=2-;;. t\%q N TT sz '\,361
Jednafina (5.13) glasi
N 2
d’\h __Ld_‘\_k_‘+ +n———Ec \ &E iy K'L*‘Z _L;)\f\:D
dx* X dx IS )(J' X )
(+) =X20 | (-)— x<¢©O (8.5
Uvederoc novu funkeciju & smenom:
\f Q% Az o\t, d: 42 ¢
\f‘t‘l ' d\‘ d Q, \e d dxl*z-———-‘ee + ( 6)
8

r 2eef a2 <

2N



z2X?»0 to jest X€(o0o)

LS x 29 F ¥e W b QQ,E\SG'L
=\ | 2“, AX20) = 24

(8.7)
02, (Liee Qe (EC 23 ) \a .
axt \&RS 7 )dx e ot a xl‘)i* O
z& X0 to ject Xe_Qwoy (2
‘('\ ‘Q'\ 1"&0\703 .0 ne "
(8.8)
d'2.  (Like A1- ‘E___.Qw(ol'l ‘—1)'2_“0
a \he )cxx R
Smena : 5
ax ok O 4 ol v dEs 03y ¢ A
X=07 | S <0 AR | ‘ax O ax T Ay ) or o d‘% (8.9)
2 QE 23 3‘52‘ tiES ol -wiols =9y =
S U ’c\C:.Q x b\(:v '{s
Ec A j"«C’
‘hch L) O= ro , X= '\3
X€(000) 7\6(0‘-&:)
: (8.10)
xe Goo0) | Re oo, o)
L_ _2o1
YR Q0T %
dZA dl* \“kG’-
8,11
A (3 "Z\ \ AR, A q?& ( )

Ako reéenje weanaclre (8.11) “Ot*‘&‘/l"o u obliku

%2. ";K 2 Z,@uqo\ S g Z_&em-\\o@f’“'

no\\x e {8.17)

7 [orntoo- e«»m@?‘”zn\ R S

=0
dr-2 A W
Z &s»k\gm -2\ +sv. u\‘—k(la ZQA Qaw\* %«-'\S—- \ K ' gr o
veo = Z
0<}A|'L 250 '\ ’n-l Deir

/

( wn)( "\/\-\'231-5{%4\) r»::.—o‘f?_'\ »K’LSH%Y_.;)O\? -
}A—QK_P }* 1 -% g’; Q* w2 r S



K- l\Qo V)r NUSIUELY 0«,\ gf‘ )
Z‘ [(ru()k’nlu’l\ +SAAY Q 4 “ﬁ/‘" = ,%: 9 k/k“kl- S ANy —— )a/‘ %}'N“

o | : . n . "
Da bi obe korr.ponente‘-h i ‘t,_ bile jednake nuli za X=0, 3to
fizicki znadi da destica mase m nemofe ds 2édne" u centar

velike mase M, mores se uzeti :
+

k=2 ' OofO | O, <O
:

(8.13)
pa se za koeficijente (5‘ dobija otrazac °
Q 13 Q‘ B*Z*S( -Kt!._ ‘1 ,‘
" (i) (v ) 13LH) (8.14)
S e
o 155 B
Dalje je :
< 9 adl . /R G.: Caaat) (4ad) (Qﬂon
Ql‘ ‘9~\ E_—-l\—{(b—ao . O 46%,: 2 Q- L\)‘-F)(A 6#’5}

LI T ¢ L CTEA (ST
QQ-‘Q\\ bg;bou‘ K‘Q-\) (9-“‘*{3\ U"(’*P\U"'B*P\

o

n (erd). ... (2n+ &)
<97\ (22 (440 o
Qan ' (2-4 ~(>\-V\-G>~P\ EBap)- - [m&lmlhﬁ] E

(201 L) - (2ava) 2 270 () (249,) L L. (e, )

NCEANTEAIEARMCVANCIVAICTATYTE A
T (nereds )= tnas YOn-ad o ) o (24%, ) (e, )T (ae %, )

o R Lol T U’\"‘*dﬁz
(A ) (2, ) - - - (n ) T ()

(2430 4bap)(oeap)- - - - Can umnaf/{]:

= 1 (A2 4&-).@.3 +P/").(-5.4H f}‘) = D"V\“\ +/g/“\ 3
ex 0

s 21V\ ntm () + E\—] " “[w\ (we) v Y=L

Wl wan )



ol = A" T(niadol’) ol
M Ty w) A

Konaéno mozemo pisati:
\K: 3 E,Q_‘. A~ Clnrte3d?) E’
?Q\* d* D}mkw\)*;\—\
25 muCE: i G = i .
A HAEE )| gl (.35)
Vaz)

E,eto,-ioo) wal! mE elico, o) 10 gz_;xﬁ_g

lov neprekidnosti u X=o0 odnosnoaro Jer Je:

(!)

5o .
‘f o\—‘t )=0 .d \ .é‘gi\ ~0O (8.16)
d\)\ X0 dx AKvO
Potrafimo sada funkciju Ye ne osnovu formule(5.13)

¥ s = +
tloe £ Tt

TL*»—’:‘"\F'%\F -2 (g

/\
(00]
ol

17)




'a osnovu (B.15) i (8.19) definitivno se uclov (£.21) svondi na:

OY(\ ‘d‘,~ X dY ___é_ \i’a 8 oo
dE: "p-old‘t‘ E s OF |t.0 2 9K | & |, {8722

Pofto se za n-0 faktori T (nwa /]r~rﬁﬂ*“ ) skraduju

to je uslov (8.21) zadovolJen ako je!

Yonadno moZem

Sogne -8 1';5)2_.,‘ NG CS
b (&) '\-‘U*\_dt)z) = Z_ nr_\uk\u*\\*ﬁl z?

Wy

Y- é%eiﬁ%%ﬁ-(;—gzg)\\:fﬁﬂ (8.24)

=L (22 ) g (e )4

Masy

o ‘f:; g E)(-_(o\-'\uo) Vbﬂ“f;" E)Q_Uoo\o\ . ’;j:-ix{-f—-i ./

Red ima beskonadni radijus konvergencije i moZe se normirati
bez ogranicenja na energiju.

Ne kraju, interesantno je napomeruti da se Eest1ca u polju
velike ma ickom prosto-
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Q’&
2 - "W | x?o0
N~ = = - Wao : (9.1)
bR P O Y
x '
prema (6.3) iramo:
— (B woe? ~—-)
Ruxy- o (9.2)
AMgelh- = X <O
\chE e )
Uvedemo oznaku: E awe @z, (9.3)
pa Je: N
_g__ L‘ ‘\ X70
\ sk X
R 0 = &
e ! . xeo
ahe x*
x t\e&\woi- 7 t2\>d.,Q “ X770
ROYR WL\ =
3
Q\XI +--—-—Q.\X'o 'L\ ' X<O
ﬁ N
- v - - 3 . - - + ~
Jednacina zs odredivanje talasne funkci ;e\h (gde- oznaZava
X%O ) respektivno, ime oblik, uz pretpostavku de je ¥ELO

to jest B -1\

v

aty, [aee
axr ke

&\

Uzmimo smenu funkc

G\{ d\t\ n Tt u
v AT 2430 QU +201 + V2
‘i Ut P AR U ot

pe (9.4) postaje:
2 - -
vooel? (E\ wel )3_ e+3) 1 (o
é}i*zu gx [ _\’ Ki\::f. _\) — X&K Yalz=o
Ax Oox LU #ne

(9.5)

19 VB [woec* en Nl '*.:
\E\ B )— wC gL “){‘I*{’u'q)x‘}t‘ O (94



Konadno imemo:

d?:; T 2 6\1\ {,LQ\E\ \,qu.2 ) ‘tk(*,)\ 2\ <0

Qxl* dy\ X &\
e_ \E\ ol v V&l
{- s Jgelt v g tts — (9.6)
\K \&\ \ o 7z 2
Asimtotsko regenje jednaline (9.6) ponafa se kao
'z\tho\nyQ:

a jednacline (9.6) u vidu reda
0

o
sto sa svoje strane daje res

mora uzeti peolinom, trlFCiJh na
peranetar E.
z8 X7O s
20, | s ' 4 das-L 0 . »e2
4 L : RS-\
=72 _Ba X ‘(z}) -.Z Ca X ) (@1)"=) 0eX @s)@s)
d<O 20

ZE@S\@»S-\\ ;(Qtnﬂo\e X = 22_‘[\&5 - {\‘e\ u‘:(\‘. -\)}0\0 ms -

Jz0 %‘r“ -‘onj.\t-& i tf“

R et 2 2
Z—[Lr\*g\ \I“s‘-\} + L '\\}0\)&\ XP = Q_LKE}“Q l:cu U;A‘F_\ ﬂ
ru-—\

(s~\\$0f>x}ﬂ=o Y QefO =L le)=0

\E\Q U.\o(..
ot B o

(r;\\(L\n\ SANUELA (%7,
A2 O\ \\ 2\ s iy
+ - -
Da bi se red za @, prekinuo, mors biti:
IER (wol -\l n=o.\\1 (9.8)
HOK \E\ !

Ovo deje sledede vrednosti za energije:

(§3 | A
— = Aty
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L L

Lako je konstatovati da bi se iste energije dobile i za
stanje I; .
Na kreju moZemo izvrsiti procenu dobijenih erergija:
sk 20 ks
ft} o -9-l0

o 4
— O\ = i Y n {O ?7 &
et (416" © 1

A gﬁgf .l__.éct
Ax B ey 42 v
ea
1 . 4
k" ‘\ A f:’ A' —e_'l‘— _A—_— (f:: A— ~g—— « £y
A+% (naY £ tan\)* wme-(mw)
PribliZna reSenja su:
4
Q) W |
Ea- € "Wo - N (9.10)
23 in)
ti\ .Q_"\Ab ' ( 9 . 11 )

= 2% W)

Treba primetiti da je reéerjezkﬁg rezultat koji deje nerelati-
vistidka teorija , dok reSenje (9.10) pretstavlja totalno
reletivistidki rezultat sa negativnom energijom. MoZe se ko-
nstatovati da t(\? ne moZe nizakakvo n de postane pozitivno, to
Jest da Je Jjonizacija za ova] tip refenja nemogudsa.

Prema tome ':‘3& pretstavlja resenje za PCZITRON dok refenje E(\?
pretstavlja standardnu energiju elektrone koju deje i nerels-
tivisticka teorija. .
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10. RELATIVISTICKA I NEREIATIVISTICKA CESTICA U

GRAVITACIONOM POLJU ZENMLJE

Prvo demo razmotriti nerelativistidki problem,

hemiltonijan sistema dat =a:

A *:.. T
a
Qua Ax*
Svojstveni nroblem WY=BY  5v0di ce ne

d‘t % \n%x‘t Y
lw\dx

€to se konaZno moZe piceti kao:

at [2wE Qan :
S BE- o | et

Ovde ¢emo uvesti smenu arcumonta
: A n . dg, 1 0¥
X=0E6 | AX=08% \ 35 | du(‘ 3 ar
zamenom (10.3) u (10.2) dobijemo:
U«x
d‘f l\uf - 9}&‘1% 2 5. % g]\t: o
aE L W
stevimo da Je:

y l/
f"’u%\ "0"(;:33)3 I»(—*:ﬁjf

E
Z;E;&TGEK \°°)
pa (10.4) n‘ lazi u Ejri-jevu jednadinu:

o B1-0

kada jJe

(10.1)

(10.2)

(10.3)

(10.4)

(10.6)

Ovu 1e_nac¢nu demo redevati koristedi se operatorskom

metodom. Za jednaclinu:
kl.

(Bei)po | B=5s | t=te)

dva ;artikularna reSenja su dasta se

A“A

S «Lw &D 1)V 1R)

wao

1. z?_i-\\( 5'4) D L)

(10.7)

(10.8)
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Dﬂjdt, &a&, ' g).-E (10.9)

pe imamo:

-‘*—’\\Q:’\*ikﬁti)ﬁxg (10.10)
- EE Z(D ‘.(]‘Dg (10.11)

Wi 0

Dalje imamo:
3

o \ 3 \A‘z k- \ 2 [PRWCRTY DA
DZ‘I.‘!)% ,ngi“ 2.3.5-6 %
pa se opsti €lan moZe pissti kao:

4.7 .- Bwa) 2
Ogn® v Z (10.12)

Za drugo regenje Je:

P \D! 2 WY
DE;' -5 Z 2D§ B-AG?Z,
pa je op&ti &lan sledeleg oblika

2'5'%‘--st\ﬂ Z;V\t\

Qan GEna))

S obzirom da je faktor -\}) nebitan moZemo konedro pisati

o

reSenja nereletivistidkog problema (10.2):

Y. () Z & - ﬂ (3e-2)

Li::x " (10.14)
‘1« &z‘\ 2‘_‘ e Y'\lQ$$- )
Dlonmt 20 oo 5 009) G 55)

Sy

Kao £to se vidi, refenje nerelativistickog problema su

Ejri-jeve funkcije. Ove funkcije zavise od realnog argu-

menta. Sada demo rszmotriti relaetivisticki problem, kada Je
q A A A A A ?
\x = UaY & X )-wc (10.15)

Na osnovu ovoga sledi da za dalji ralun treba koristiti

opStu jednecinu (5.13), to jest:



=25

‘:\‘f‘ (T+T)—-*LT TT-wYE=0

(10.16)
i ,Eﬂf& X € (o, o
pepit mkﬂ‘\:\) Ko ' x& (o )
Posto Jje ovde tbﬂ=OV~, to sledi
St gat
ﬂVUA-Qx " $q hq * -TthRJ\-ZIE .Qﬁx ,}
; o oty (10.17)
Tos-o " x ‘Tmﬂmw
Jednadine (10.16) posteje:
d 40\Y¢L B4 She SE “l
axt * Ox “""(4"‘%\1 kg\ 1,0
cdnosno:
: ge A\
x’-%*x%&{:\&:xii-k‘gﬁ* "‘I) lkf\‘.‘-o (10.18)

va jednacdine je sliéne Beselovoj, pa demo pokuSati meto-

v

O
dom smene argumenta da je svedemo na ovu jednadinu.

93 5 at 1 aY d& ‘dt

Ako stavimo da jJe:

X=0% ' Ox=00% g5 1ox O 0% 1 dxt 0o (19-19)
pa zemenom u (10.18) dobijemo
L
1 0y d\\il A\
Eih Do el r)}ffo
Uzmimo da jJe:
a b ) 3 Ec :
-K&q"d \ (}z\-;- ‘P:q(g—q+%> (10.20)
pa }vnacno dobijemo:
dt\ d‘t\ ] 2 =
E e Baw tE Pl e
(10.21)

;x - - EQ

PR e ‘I*"'{x‘a

Jednadina (10,21) -je Beselova i njeno refenje trazimo u
vidu beskonadnog reda: '
= aw dY, =X d S
=2 0% , g—‘xz_‘(em\aa% Q—— L em-\\kam\?s (10.29)
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DEE

Qe b

2 wt-plasE - Z_aa‘g

Jdvo

Izvr3imo zamenu u prvoj sumi 0'/'“'7- a u drugoj 0'/*

g-g\ " 3 4L _'{‘;., “(yq
D [y p'&gfmz)f‘ 2 -Z_.Q,ﬁ’“ )
P o
Ao uzmemo:
Ke=th [ Q.f0 QO (10.23)

onda se za koefif‘iienteql» dobije rekurentni obrazac:

Q, u. Lf.u_)yuz. ZF) f‘ /w‘“9 =

ze koeflc ente QOF imamo:

(10.24)

O — O o O

9.(22%) 0 \ Q" 4(‘1& QP\ 2.4 (242p) Gm\a\

odnosno:

+ - 1 do =
OV 2.4+ -~ 20 (1+2p)-(4x2p)... (2n32p)

1 +
S e 5
9" vt 2”1 B 2rp) - - Laep)

T (narap)
TAep)

(ArpYC23p) - - - O

LAY

A g, e (10.25)
e TATH) 27! T(Wa1+p)

Zamenom (10.25) u (10.22) dobijemo cdwa reSenja za kompone-

ntn XY .

-

‘ 2‘ ').\rwp
\f‘?@’) 1\’ Kz,\\ 2 v u"\’) Z—« Wl t‘ U\d +p) K )
F; ez 304 3__‘)“('\‘ b) L S \%_—yw‘) (10.26)

W T (Wa-9)

- € \ o, e0) ’ --‘_+ _——-.

: \% 1 100 - P . " -\\C\
Funkc-ije *1\3@1\ ili'z.-‘nkz\\ lako se nalaze na osnovu formule
(10.16). ]
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Kao £to se vidi stanje relativistidke Zestice u gravitacionom
polju Zemlje su Beselove funkcije od &isto imeginernog argu-
menta sa kompleksnim pargmet.rom p. Ovakve funkcije se nazi-
vaju jos i Hajnkelovim funkcijama.

11. OPSTE FORMULE KADA SE POTENCIJALNA ENERGIJA SASTOJI
OD DVA DELA: JEDAN ZAVISI OD MASE A DRUGI NE

Ako je potencijalna energijas data sa

S\

Vo swfon Ve oy ==~O (11.1)
onda prema rezultatima dobijenjm u poglavljima 5 i 6 moZemo
pisati

= * AR
9‘_\1’1 *uq\)‘&;umx«é\‘k‘-o
dxt AX
"’?' S () a
3 T R L
RER e 2 Ty i ) “c.::— (11.2)
‘iu\kc"

1 1a
Y Gy =- '\;‘,&é * 7\\*\*&“\]

Ukoliko je potencijal obrnut od nivoa we', teda je:
Vitx) = Ua [&lx\ - Q‘-_} Yo Pux)

vory=w Fog sve R

(11.3)
Fo = ‘{Lx\ —at

pe ulogu funkcije%wq u (11.2) igrs funkcijat“\. Tada je

Q' 7 \d Byt
a—i—:-_i»u. TA )d—j:- +v‘ +LL-k°\\h=o

Ed e (11.4)
- 1fms i 5O o€
l.(x]= 2 LS g Yo~ e

Tia
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t,000- L[S Loty |

Kao primer razmotriéemo sludaj kada na Zesticu delu i.gravi-
]ektrlsanja,?o

Pretpostavimo da mase veliko !" koja stvara gravitacijono polje

&
tacijona sila velike mase 17 i elektridna sila od nae

ime isto efektivno naelektrisanje 35 s P& Je ukupne notencijalna

v

energija u kojo] se krece naelektrisana destics data sa

G &
V) = - W~ ‘t’;\ B _
£33.9)
AR S\ BRI S TR (ST A T
Mozemo sada potraZiti funkciju : L
'F’U\ sabnl e Nattn
[x- -9 Al ecee
2¥wm tis W e
R A e
¥y . Be EE dr ot S (11.6)
e =N — )= 11,
Lo Nty W W & & X—-——— :
EC
: -‘__.-\v'\E- , X70
w: WG
Lo - (11.7)
12 EC L yeo
xR
*x A Ec_ E_e- 2 >
s — A =X X %<0 11,8
AR e ,“C_) ™ X% (11.8)
S
4 Z0
JACTYN S Rty PSS (11.9)
, -
jednafina (1l.4)glesi:
: 3 2 +
< :
Q_l-_‘_é_\l;. Ve ¥ »EC E_L«E‘—(-Lt(x—g)]j" =0 (11.10)
Ax* x OX to 4 BE
Jednacira koja je dobijena ne moZe se zgodno refaveti pomodu
potenci jalnog reda pe je zato dalje nedemo snalizirati. Treba
ipak zepeziti izvesnu analogiju izmedu ove jednadine i ednsli-

ne za prostorni oscilator,
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a)
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Rezultati ovog diplomskog rada mogu se sumirati ne

=
¢

aeln 3

i
Postavljene su osnovne Jednaline za sluZajeve keads Je poten-

;_n.

.8lna energija proporcionalna masi Zestice, i kada ne zavi-

2

€]
s

od mase cestlce . Tekode je razmatran problem kada se poten-

(@)
s

J8lna energija sest iz dva dela , pri femu je

i1
porcionealan masi Cestice
matematicki mnogo po n
"oditava" od energi;
zultate jer je potencijalna energi dredena do ne adi-

tivau konstantu.

‘Ispitivene su sopstvene funkcije operatora mase i kinetidke

nergije. Ispostavilo se da oba pomenutes operatora imaju iste

svojstvene funkcije i da one predstavljaju ravne talase.

Ispitiv ange ponaganje relativistilke Zestice u jednodimenzion-
n

alnoj potenc:ga;nod Jaml sa beskonafno visokim zidovima pokaza-
o

nenta ostaje u

)

lo je da se festica nemoZe u potpunosti zadrZeti u jemi., Jedne
ompo Jari dok druge prolazi kroz beskonaXne zi-
dove jame. Naravno ovde je pretpostavljeno da je dutineg jame
proporcionalna masi Jdestice.
Razmatran Je 1 problem ponaSanja relativistidke &estice u gra-
vitacijonom polju velike mase M. Sa formalno matematifke tafke
taCke gledista ovaj problem je veoma slidan problemu nerelativi-
sti¢kog prostornog oscilatora. Razlika se sastoji u tome Zto
relativisticka qtan zavise od imaginarnog argumenta i £to se
z& normiranje talasne funkcije ne moreju nameteti nikakve re-
strikcije na energiju &estice.
Nepravljena je perelela izmedu ponafenja nerelativistidke i re-
lativisticke Cestice u gravitacijorom polju Zemlje. Ispostavilo
se da su stanja nerelativistidke estice opisana Enrijevim fu-
ame, dok su stanja relativisticdke festice data Hajnkelovim
ijana,. :
Regfavan Jje jednodimenzionelni problem naelektrisane fes
kulonovskom polju. Kao Sto se i moglo ofekivati za ener;
dotijena dva refenja od kojih jedno odgovara elektronski m, &

5

drugo pozitronskim energijama.
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