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mehanika Je nauka o opStim aakoaima meliani&kog

• '-tanja i ravnot0Se materijaltdli tala, Kretaaje u iSirem esrfU:

•̂ i predatavlja neodvojiv atstfbut materije, i preisa to&0s €??.

-tta ave pojave koje so dosadaju u priz!od&. Meftutlfflf nelianiC"-'.

Itretanjem nassiva so promena poloSaJa ko^a* se vrSi u toku vr--

>jrljalnih tela Jedno u odnosxi Ba drugo*

RaavoJ mehanike datira od nâ ranijeg posto^anja

x^oda, Raalozi ovako rancg posto^a^Ja mahanike au aassvim

Jer Sovek da bi opstao morao 06 sluSiti rassnlm napravou.A i

vrSavati njihovu n̂ iiiovu primenu u svakodnevnom 5ivotu i

Dakako, stepen rasvoja nehaalka ranog Ijudskog doba bio

xia nivou ondaSnJih proitwodnih nnaga* Raeloel talcvog raav<--

ifj?rlju8ivo i0torij8kit Jar robovlasaiSki poredak koridti Je

• :'nu snagu robovaf pa^ a toga nija tmao pos©bn.og inter esa z

i bolji rasvô j mehanike*

U sredn̂ eia valcu, tj* do druga polovine 15**og vekat rladh

atoj u rasswju mehanik® kao 1 u oblaati drugih nauka, Bto se i

fin Java kar&ikterom druatveniA odJODsa ti feudalnom sistetstu i doa*1-

oiji teologije u nauoi i filoaofiiJi*

Medutim, u drugoj polovini 15-̂ os veka, pi5e Engels

diktatura orlw© biia Je Bloml^©n^aw» To je bio f̂edaa od

progrea^vnih pravrata koj© Ja SoTaSanatvo do tada do£ivelof

opoha kojoj su bill potrebni titani i ko^a Je rodlla titan® po

finaai isiflli, strftBtvenocti i karaJcteru po svestranoati i

( Hngele* Dijal©ktika prlrode^ str* 5 i 5 )«
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Issmedu ovih tltana ml all treba po&esmtl SuTenog itali^r,-^ ' i

nauSnlka Galila^at ^©r $e aa njftgovim dellma. aapo&ela nova epoh

u rassvoju isahaxiiktiu Galllej J& suprotno skolaatiSkoa gledan^nf, 3

vao aeophodnost ogleda ^a postavljan^jf oanova nohaniko i f."

i dosledmo Ja provodio ovo glediBte u avojim nauSxdza

^e oanivag Jedna od oblasti saehanika »

hrotanju matex^Jalnili tela. Oa Jo prvi uveo po^aia brslnd i ubrK.-!i

-atttog tela. Osiia togaf OalileJ ^a postavio J©dan od os»ov

ssakona dinamlka - zakon lnercije« Ocenjudiifii anaSaj radova C

u dinamlel* Kuvani fx^ancuakl mate^atiSar i mehaniSar Lagr:.vt?:!!5- .

Lo ,5© potreban neobi5an genije da bi otkrlo prirodne r,a>o.ne >1.

lia po^avama, koj» BU uvek stajale pred oSImat a 5ije ^0 cl%

nje uvek ismicalo letraSiyanju filo«ofa.H

Radova u dinamloi produSili an posle Gallle^a jmogi nav;

Medu tlm nauSniolma spomenu6amo fraoouskog naut3nika«7u©liani5a» ,

Sa i englaskog na.u5nika-ne!xaal5ara Hamiltona* U radoriiaa Lc-;

opSteg prinoipa-prinolpa BOgudlK pomaranja. La&rang $& objed:

prlnclp nogu6ih pomeran^a sa principosi Dolamberaf postavio u or>;?

obllku diferenoijalna ^ednaSine Jmafcanja m©itardS!cog elsteiaa> ko..

nose nj©govo ima. Rasradu novlh matoda gsa integriran^a diferenoi,

Inih d^dn^Siiia dlnamik© nala&liao uglavnom u radovijaa Ham

nau6nika POasona I nemaSlcog matematiSara JaJcobljft



METOD 8EKE3ULISAHIH KQOKDIMAIA,

koje generalise ograaioavaju mahaniSko kretas^e

mogu 00 po onoj ili ovoj ooobini klasifitovati na viSe >

jss&a&ajaijja klasifIkaclja va?$ta vessa predetavl^a podelit na tKv.

''onomne ili neholonomia ve^e»

Pod holonomaist vessataa podra0umavaju se ogranidenja poloSa^j;

aistema koja se matematiSki i^raSava u oblilcu sistema

gde ^e / / vektor poloMaja i-»ta Sostioe a^ N bro^ Befttica air

Ova vo^e, Icao Sto Je naana8«inof u ops tarn slu^aju mogw biti fuiv

vramena.

V@B0 koje 0e analitiSki ne i^ragavaju na gorn^i naSin r

se neholonomna ve^a. Ove vejRe9 ukoliko ograni3ava^u &&MQ pole-;'

ai0tomav iaraSavaJu se u obliku, na^ednafiina:

Medutla&t uholiko ograniSava^u cairn pologa^a JoS i tessin©

siatema analiti5kit onda mogu biti issragane ili pomo6u ^ednaSir.

tipa:
ft I* i'*") s f "/ "" ' " ' f . / '* ~ / / '* V '' '

Ili pomo6u nejednaSina tipa;

Nezavisxio od v»ste vefca ( holonomn© ili neholonoasne ) ,sva v-r-

aksplicitno saviae od vremana naaivaju sa nest;aciona?^aa

dok one ko^Je ekeplicitno ne saviae od vresiana - staoionarn^

Veae u opStem sluSa^u matemati5Jci vrlo komplikuju problem u

torn smialu Sto se ^avljaju dve vrjste taSko6a» Prva od n^ih

u torn© Sto eve kordinat© Saatica aistama nisu moAusobno

, pa proma torn® B! eve dinamifike J©djaa5ine aistazaa
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nisu medusobno neaavisne, I)x*uga teBlcofia, ko^a sa ;JavX$a sbog po

<,,j& vesa, ogleda.se u tome Sto alia reakolje niau apa*iori tade*

sa pojavljuju kao neposnata veliSin© koje treba odrediti.

nekalnro ograniSen^e slsteatu 508tioa u mmStird ana8i

delû ju nelca doptmske eile ( Bile reakoi^e ) kô je Bapos^n^ i

niau posmate a kojet a druge g'brane* na nekl nâ in d*ttxnlxdUu 1

]a aleteina.

U 01u8aju holo&omih sistema teSko6e prve Trate ( prob?

ssavisnih koordinata ) reSavaJu eot u principu^ na dva aaJSinas

metodom mnoSitel^a vesa i matodom ganaralisanlh koordinata, !"

'Siteljja vesaf kao Sto 0̂ potiuato, problem zaTisnilx koordib

x-aaraSava se tako Sto Be dinamiSki 0iat©B âdnaoiria uvacava ssa b;

JednaSina voaa» tj. aiatera sadr^i JIT + k JednaSjjaa i isto to?

nepoanatlh funkci^a, KarakteriBtiSno $© da Sto $& slaten Besticr

veaaniji ( veliki bro^ jednaSina vesa ) matematiSki ^© ave B?

Drugi naSin raareSavan^a problema aaviaiaih koordinata vr5i

seft kao §to je re3eno, metodom generalisanili koordinata, Ovaj

u osnoTi basira na mogu6no§6u •lininmoije f*avi0nih koordfinata kori-

ntefii jednaSine vesa* Ovo ^e nogu6o nraditi samo alto eu vese* obli

( 1 )» tj* u aluSaju holonomisdh eistoma. Obi5no s© u ovoia metodx*

n« ide putem neposredna ©liminaoij© ganeralieanilx koordinata

JednaSina veaat ve6 «e u suStiM. to isto radi all na drugi

naSin, Nairn®, ako $$ slstem od H 2©stioa ogranî en sa k holt-

ves5at onda on ima 5̂ T * k » n nesarisnih koordinata* OraJ

nassavienih Jioordinata istovremeno^ po d©finicî |i» praatavl^a br

cteponl elobod© sistema*
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Sada e0 biraju valiKlna Q f> -) N-

i ko^Je jednoznacno odreduju poloiaj siatema kao

vellBina, u opgten flluSaJu, noma^u dimansi^a diiSine te e*

generalisaxia koordinate* Sam isbor general ieanih koordiv.- .

tj© takav da su vejs© automat ski zadovoljeha* ̂ akon ovoga treba .'
~>

aiti yektore pologaja Sestioa /7 it f uncial ovalco odabranih ge;

lisanih koordinata:

Ova trensforinacione relaci^a od (/"f*/tyfM/ na

MoSemo ematrati kao parasietarske jednaSIne promenljivih

Generallsana koordinat© neposrediM) ne odreduju poloSad 2̂ .j

a slstemu ve6 odredtiju poloisaj Biatema kao oelinii, U torn r

sa generalisane koordinata mo2©mo u^eti ugaot satint velifiir-s

izoaju dimenal^u anergije ill dimanssiju momenta impuXsa» U avc.

generalisanih koordinata s?.ogu bit! ussete amplitude Fxiri© rasv

vaktora pologa^a A' » itd«

Kao Sto smo napomanuliv samim isborom generalisasdh koord;!

ve^sa BU autoraatski ^adovol^ene i "brô  nepossnatJJa fimkcija ;ja sve

na minimum, §to predatayJ^a vrlo valiko matematiSko

2?eSko6« ko^e naan u reSayan̂ u problama unose tmaprad

sila raakoija raSaya^u â na ta^ naSto Sto so fisiSki problam t

postayi da u njemu ne £igurii§u reekoija. Ha ovaj naSin se moSaiao

reBiti saiao tzv. idealnih aila reakoija. Haim©f koriste6i oeobinu

da je rad idealttih ella raakoija na proiayol^nota virtrualnom

nju sietama Jednak rwili mogu6© $® formulisati problem take da

ntjemu ova sila reakcije na figuriSu* Formulissuada problaaa na

predstaylja ustyari Dalamber*Lagran5ev prinoip.
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1.2. LAGHANZEV METOD

Diferencijalne ;jednaSine kretan^a u generalisanim koor

natama moserao dobiti pOEio6u Dalainber-Lagranaevog princ ipa.

princip, koji vazi za holonomne^i idealne sisteme ima obliks

Prvi Slan predstavlja elementarni rad na makakvim virtuelniia po

rneranjima sistema, i u general isftsim koordinatama postage:

a ako uvederao oznaku

predhodni clan mozemo napisati joS i kao

gde su (jL generalisane sile* a' (jQ* varijacije generalisanih v

rdinata. Drugi clan mosemo takode transforraisati na sledeci

Icoriateci ( )

Post© Je

onda

s l e d i d a d e

/-*_.oh «*

c//

Zbog nezavisnosti operacija
a

njihov red te je

moaemo ismeniti

C/

ada emo napisati u

Uvodeci kineticku

•m©
T = •»/



te konadno dobijamo n

Konafino, DalamboivLagranSey princip u generalieanta koordlnat

/?

d &T

Pooto su generalibane koordinate medusobsio neaavlsno i

<3chove Vari3ft0ij*<3c7' su takode ixezavl3nev to da bi gorn^ji i^raa
// p

uit* kalcva vradnoatiC/7- b5.o identiS

us njih moraju biti Jednaki nuli«

kalcva vradnoatiC/7- b5.o identiSki Jednak nulit svi Jcoefioi^ent;

Ova se jednacine naaivaju LangraSav* jeclnafiine, a ssa razliku ot

Lagranaevih JednaSina prve vrste ( Jodnacine sa mJioSiteljima TI

one se nazivaju i Lagraiigeve JednaSino .da?uBe .Trste.

Ove JednaSine prcdatavljâ u diferen0ijaln« JednaSina kretanja u

generalisanim koordinatama kô je vase kako ssa prlnudno tako i :

slobodao kretan^e siatema S©atica9 ko;Je se oo2e ©hvatlti kao

Bpeoijalaa sluga^ prvog kada $® k«0.

Predpostavimo da se generallsane Bile off raogu isvesti lasij

uopStenog potencijala V koji $© fttakcija od general isanlh koorrf.l-

/ general isanllx brsslna O'. i vremena 6 t>o obraacu' "
IE; predhodnog obrasca sledi, rassvijanje aadn^ag

/7
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• su ea (**) osnaSexd glaaovl koji n» sadrge generalise.:-! •
»,

nja 0;, FoSto se u mehanioi rassmatra sa&o sluSa$ kad ail® ne ' •

od ukraanja, avi koefioijenti us {7 isoraju "bit! ̂ otoaki noli

odaldLa se aakljuduje da uopSterd potenoijali linearno savisi

gene rail sanih braina

gde su C/- / £/ issvesne f uiilcoije od generaliaanih koordinata i

-... Talcav aluc a J imamo naprimer kod Lorenoove ail©, ssa koju ce

elaktrodinaiiiioi dokasu^je da BO moSe isveeti iz uop^tonog pot one

Jala, kotji S5uvia& od skalarnog i vektorskog potsneijala alektxv^

.aetiiog polju.

Ako su svi koeficijexiti Wj Jednaki nuli, tj^ ako / na :

od generalisonih brssina, tiopSteni poteneijal se svodi na uolv*

potenoijal l/= ̂ f^ ; V -.

Dakle u aluSaJu potenci^alxiih ail a LagranSeva

glaset
v , d

Sto iao5eiao napisati u obliku

a 7
Hi koncianijo

- •••'
gde smo uveli oanaku

L(^j,^^)=T-U (1.20)
Ovako uvedexia' funkcija L nasiva ae Lagrangeva jTmalcciJft i ona zavi

si od svih gantralieanih koordinata^ generalisanih

vremana*



Gdgovaraju6e jednaSine C1.1&) predstavldaju Lagran&eve

daa&ine aa sisteiae u kojirna dê stvû ii samo potencijalne sile u

obiSnora ill general.!sanom smislu re5i» U opStem sluSaJu, kad J
/

,TQO i potencijalne i nepotencijalne sile, mogemo staviti

gde smo sa (yj oznacili aepotencijalni deo sila» Tada

^ednaSine dobijaju oblik

odnosno
cl £)L QL, ̂  /}*
dt

gde au sad u LagrangevoJ fxmkciji L sadrSane samo potenci^alne

sile.



1.3. ANALIZA LAGRAMZBVIH JEDNA<$INA

Lagranseve jednacine (1.fS) ill (.20) su, kao §to ©m0 ve6

naveli, diferencijalne jednacine kretanja u generalisanim koo-

rdinatama* Ispitajrao pre svega matematicku strukturu ovih Jedna-

cina u ko^ima sve veli5ine moraju bit! u funkcî i trazenih gene-

ralisanih koordinata i njihovih brzina. KinetiSka energija */" ,

u opstera slufiaju kvadratna funlccî a generalisanih brzina i glasi

yr ~J~i ' — r>
J J +f t .

J ' *̂ *

cemu koeficijenti u opstem" slucaju zavise od generalisanih

koordinata i vremeria, odakle sledi

S druge strane parcijalni isvodi - bice

ST= ± f-39; & Z L
a generalisane sile * moraju biti date kao funkcije tipa

Q/QJ3x]L) koje na^jceace ne savise od generalisanih braina.

Btavljaju6i eve izraze u JednaSine (/̂ , dobijamo

odakle vidimot grupisuci srodne clanove, da su Lagranseve jedna-

fiine u eksplicitnom vidu oblilca

gde su koeficî jenti izvesne ftmkci^e od generaliiaanih koordinata

i vreinena,

Dakle, Lagranzeve jednacine predstavlja^ju sistem od n simxzltanih
* •

obicnih diferencijalnih ^ednafiina drugog redat linearnih pto QIK .
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vi ko^ima eu neposnate f\x.tikcl^0 sv© ganerallsane koordinat©

$, ( k = 1)2) - ->fl)* a nesavteixo promanljivo wen® tt pri

Ja bj,vod ovih JednaSi&a Jednalc bro^u atepeni slobode*

Pokasuje se da ^6 u klae!5noj mehanici uvek d«tarndbaaAta

gornjeg slstema \Qfc\£Q pa ae gotnji eistem JednaSina uvek moSe
* o

reSiti po izvodinw najviseg rada Q f te prelaslcom na general;;.;

koordlnate nije naruSen prlfloip ktaisalnoeti.

Prema tome, Lagx*an5ev mated isua snatna pr©imu6stvas On vcr'

asa ma kakvo generalisane kordlnafce^ sve generalisane koordinate

BU meduaobiM nesaviene i nijo potreteo possnavati sile reakoljo,

a kao posledlca ovilx osobina broj LagranSevih JednaSlna predot;av

vl^a najmanji mogu6i broj diferenci^alnih jedna^lna kretan^a.

Navediiao na kraju da BO la Lagrangevih jednaSina ( M6 ) u

issvesnim sluSa^evima mogu neposredno dobiti prvi integral!.

Malme, ako LagranSeva fuakoi^a L ne jsavisi od jedne ill vise .<

neralisanih koordinata

takve koordinate Q naaiva^u sa cikliSne, a* LagranSeve © n a c

tada daju

odakle ae Integrasri^om dobija

-const.- t*te-'t (f.2€)

Dakle, svakod oikliSnoJ koordinatlt t j« koordinatl koja na tilaai

elcaplioltno u LagranSevu ft3i3lcoii|ut odgovara ^edan prvl integral

oblika
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2 HAlilLTONOY MEBOD

Da bi emo prasli sa dlferencijalaih na integralne

tranafcrraiSiiao Dalacber^LftgranSftV princip napiaan u obliku

Prvi Slan ovdig prlncipa prema deflnlclji po^0a varl^acije

A/

pri cemu smo predpostavill da su aile potencijalne» Drug! 51an

5emo transfox̂ misatl na sleda6i aaSins
i x/ A/

mL n =
Kao fito vldimo dmgi filan DalamberWLagranSevog principa (̂

i^vrSene transforznacije daje dva clana. Prvi od oTih Slanova pi

obrascima *'<>) C'-' i

*
,

A
Drug! Slan prema obrascu ( ///) Je

f drug! 8lan u Balamber-LagranSevog prinoipa

u obliloi

Tada ̂ >al̂ mb«x̂ LagranSev princip (2,4} na osnovu obrasca

(2,5) glaais
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n

o(hior,mof poSto Ja L»X~U

d \*BT Ar*-f\l far\-e'
Ovo $a drugi oblik Dalamber^LagraJjevog principa ssa sistame u

Jima de^stvujju saiao potenoijalne sil©9 koji j© pogodan sja prelaw

na iategralna prinoipe. Ovaj oblik Dalanber^LagrimSeYog prim

naziva ee centralna Lagr-anSava

2. 1» HamiltOBOY prinoip

Integralimo oba strarta jednaSina (2.51) po vremeau od C<s

Li & . n fdo

s ob^irom na to da se na levoj etrani usajarmo poniBtavajJu o«

cijo integral^enja i difereneiranja po vrentenu9 a na desnoj ,-

Hozomo i^ineniti red oparaoija yariranja i integral^en^af preO;

moSemo napisati u obliku ,

(2,8)
u Tidu da BU Varljacî eOC'. u trenuoima La i c/ jadnake null

-A/

jar ae polo§aj sistema pri px'avom i okolnom putu u tin trenucima

poklapajuf integrisani deo otpadat pa konaSno

(2.9)
~o

OvaJ integral kô i jTigiirise u gorn^em obrascu

to

naziva se Hamiltonovo d©t1stTO» t© moSemo re6is Stvarno

SoBtica sa idealBiiti holonoH.tiiia va^aitiE i

silama vrSi se tako da Eamiltonoro da^tatvo du§ pravog puta

atacionarnu vrednost u odnoau na dejstvo dug svih OkolMh putava*



QvaJ princip nasiva s© Hasailtonov prineip 1 predtavl^a

dan od nâ jvagnijih zakona mehanike* 0& Je formal isan u obliku

uslova ko;Ji mora da aadovoldava" dejstvo koje ima integralni

1 stoga ovaj px^incip predatavlja Jedan opSti integralni princlp

mehanlka* ,. ,

2.2. Blcvivalentooat Haolltonovog principa

i Lagransevih

PokaSimo sad da su HaiailtonOT prlnolp i LagranSeve ̂ dnac

ne. U torn smlslu iarâ uaajmo varijacî ti Hasdltor

jstvaf imaju6i u vidu da oparaci^a variranja i integralja&ja kao

neuavisne operavoij© mogu izmajoiti svoj red i da se prema na5:

na koji amo uveli pojam Tari^aci^a pravila variranja for̂ alno po-

klapaju sa praviliraa diferancdranja ® torn raalikom Sto ^e

dok Je ut^Om Bako iraoiao

tj

Da bismo se oalobodili Tari^aoi^a generalisan^H tozina OQ koje

nisu neaavisne od varijac?i^©Coft traBBformiSimo svaki integral u

surai na taj nafiin Sto 6emo prvo primeniti obrasac

a potom lavrsiti parcijalnu integraciju

a poSto integriaani deo prena obraecu

otpada,
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1'uda iaraa (-V?) dobija oblik

~j ^ / * r if
(2t

Co
obrassac odraduje varijaci^u Hamiitonovog de^jstva*

Ako sada podemo od Lagx*a$evlh jednaSina ( i

xieposradno vidimo da Jo tada gornjjl iaras ( ) ^ednalc null

£w*£fLctt*0 (217)
•to

a to Je Hamiltonoy prinoip* ALo pak poderao od Hamiltohovog

pa t j% od «ohteva da iaras ;'(-^^) bude ^ednak nuli9 ssfoos neaavl
Ctsti variJacijaC7Q avi koef loijenti tus njih u is:ra^u (£/3) mo;

bit! Jednakl null 1 tako dolaa&iao do IiftgraaSevih ^ednnSlna (£"-•'

D0klef Hasd.lt one V prinoip 1 LftgranSeve ^edna^ine ou : •

bno elcvlvalautnfe, t j« Lagranlav© ^ednaSine odredu^u upravo c

fxmkcije C^( r) 25a koje l!amllto.novo de^stvo ima ©taclonarmx

vrednost.



2.3. HAMILTONOVE JKDKACINE

Generalisani impulsi

Posmatrajmo siateia od N Sestica sa n stepeni slobode

veaa ill sa idealnim holonoianim ve&ama i potenci^jalnim silama*

II torn sluSaju najpogodni^e diferencijalne jednaSlne kretanja BU

Lagranz eve J ednac ine
c/_

d-t
koje predstavlja^u sistem n simultanih obiSnih, diferenci,jalnih

JednaSina drugog reda u odnosu na nepoanate funkci^e

Posl?aviino pitanje raoze li ee anisiti red ovih diferencijalnih t

tako da ovaj sisteia diferencijalnih ^Jednafiina drugog reda atv

issvesnim sistemom diferencijalnili ^ednafiina prvog reda« Svakf

da 0e to mpse postici na ta^ nacin da se broj diferencijalnilx jo-

dnacina udvostruci, cime se i broj nepoanatih funkcija mora v

struSiti, §to se mose ixraditi na mnogo na5ina» 05igledno tje da

cilj moae najpogodnije postici ako u Lagranaevim jednaci>

za noye neposnate funkcije usmemo veli5ine koje demo oana£

ti sa

Qvako definisane velicine nazivaju se generalisani impulsi, pri

cemu svakoj generalisanoj koordinati odgovara ĵedan konjugovan

( pridrufcen ) generalisani impuls. Medutira, generalisani irapulsi

ne moraju imati dimenziju impulsa, kao Sto ni generalisane koordi

nate ne raoraju imati dimensi^e duSine.

Prema nacinu uvodenja generalisani impulsi su potpuno rayho-

pravni sa generalisanim koordinata*aa$ a sajedno sa njima naaivaju

se kanonske promenljive. Da bismo vfedeli smisao generalisanlli

impulsa, posmatrajmo slobodno kretanje sistema i ssa generalisane

koordinate uzmimo pravougle koordinate £estica sistema.



..- 1? -

Tada imamo

pa su odgovaraju6i general is anl impulsi

a to BU komponente impulsa fietica sistema*

Dakle9u sluSâ u slobodnog kretanja sistema i pravcmglifa koordinata

general isani impxilsi prestavlja^ju komponente impulsa Sesti^a siste

i u torn smislu generalisani impulsi prestavljja^u general i 2 acij'U

impulaa.

Ispitajmo sad detal^nije sistem Jednacina Ĉ 2o)t koji defi-

generalisane impulse. Ako posmatramo opsti sluSag; kad pote-

ncijalna energija moae aavisiti i od generalisanih brsjina Qy, ki

neticka energija sistema prema obrascu

Je kvadratna funkcija a uopSteni potencljal Je oblik (/./7)f tj.

linearna fxinkcija generalisanih brssina, koja se u slucSajju obicnog

potehcijala svod^ na U(Qjt't) » S toga ^|e Lagranzeva fxinkci^a n
\m sluSa^u oblika

Vili krace
n *"> r>

/jf <~—, # /^ / A: j/_ ^ IG \£., £,£-1

QL
Generalisabi impulai, t3« p̂ rcd̂ lni' izvodi 7=̂ : bice tada

nearne funkcije generalisanih braina

4?..;n (2.25)
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Ovo je eksplicitni oblik eistesna ^edna^ina (2. 79 )» koje naa da,:

vesu is&medu generalisanih iinpulsa i generalisanih brsina,

Da bi smo ispitalit megttdnost reaavanja ovog sistema

5ina po veliSinama £& 9 ispitâ jmo determinantu ovog sistema

Predpostavicemo da je ova deterndnanta ^ednaka nuli

x~̂ *
to bi bio uslov da sistem homogenih jedjiagina po Q • sa istim ko

eHicijentdma

ima reSen^ja razlifiita od rmle Cj^ Ova^ sistem jednaSina

se napieati i u oblilcu
07̂  ̂ n / ~ <f 2- * n——7- »C/ 6 tfy /

- QQj
gde ^e I 2 kvadratni clan kinetiSke energise, PoSto je prema OJl

teoriji o homogenim fimlccijama

ssakljucujemo da i y^mora biti ̂ ednako nuli, 5to ^e mogu6e samo ta-

da kada su svi Q jednaki nuli. Protivrecnosti ovih

ogevidno pokazû ju da naga predpostavka ;/bnema smisla, te mora

Mti

Tada se reSavanjem sistema ^ednafiina (,) po promenl^ivima Q

dobijaju regenja oblika

*

gde suQ^i C/j neki novi koefici^Jenti.

Prema tomef sistem Jednafiina koji defini§e generalisane impulse

u klaeicno^ mehanici uvek se mose regiti po generalisanim

te ae generalisane brstine uvek Biogu zameniti generalisanim

impulsima.
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2.4. Hamiltonove JednaSine

Predimo sada na dobijanje trazenih diferencijalnih (jedna

cina kretanja prvog reda. Ako uvedemo generalisane impulse (£'/9

kao nove nepoznate funkcije LagranSeve JednacSine (£.f8) dobijaju

c <.ik ,
qfa BL _

. • dl

U ovom oblilcu Lagransevih JedaaSina figuriSu samo prvi iavodi

nepoanatih funkcija Q- ^ Pj • S dnige strane, mo2emo foriairati

varijaci^e LagranSeve funlccije L^Qj .Qj / 6/ fii^a vari^acija

ianoai

pa prema definiciji generalisanih impulsa (2,f9) i Lagranzevij

dna^inama (2^8) dobijamo

PoSto

prethodni izraa mozemo napisati u oblilcu

a otuda

Odavde vidimo da J« israz u ziagradi takav da Je Bjegova
n r\a funkcija o&Op<±OOji te ova^j izraa, koji osnaSavamo sa

/ J /J
/-/ , moSemo smatrati f-unkcijom od evih generalisanih koordinata,

generalisanih impulaa i vremena j

n

j"



Ovako definisana funkcija (LjJ naziva se Hamiltoaava f

nkcija, Uvode6i oznaku (2,34) mozemo relaciju (2.30) napisati u

obliltu

3*
Medutim, mozemo neposredno formirati vari^aciju Hamiltonove

nlcci^e, smatrajufii je funlccijom od promenljivih Q- DA i L'
Poredenjem ovih obrazaca zakljucujemo da zbog nezavisnosti vari

0
iOQ, odgovarajufii koef icidenti uz njih moraju biti

<?
dusobno jednaki /̂  /*~* ~\u />.ow. ^̂  L̂- M. 4~Ws».n (2dr 59- ; ̂r ©A
JednaSine (£34) naziva^u so Hamiltonove jednacine ill kanenska

Jedna^ine kretanja i one predstavljaju trazene

jednacine kretanja prvog reda sa nepoznatim funkcijama

Pokazimo sada da su Hamiltonove Jednafiine (̂ .34-)$ kao i Lagran

geve ekvivalentne sa Hamiltonovim principom. IsraSunajmo sada

varijaciju Hamiltonovog dejstva

w

koje prema obrascu (2.B1) raosemo napisati i u obliku

Varijacija ovog izraza, s obzirom na to da Je dozvol^ena izmena

reda operacija variranja i integriranja i da ^e Hamiltoncva fu-

ncija oblika H(Cjjtbj9i) gl^ai

odnosno
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lladi elindnisanJatfG/svaki od integrala u prvo^ aumi mozemo
A*

transfonflikaati na taj naSin Sto 6 ©mo prvo ismeniti red operaeija

variraaja i diferenciran^a po vremenu, a potom issvraiti parei,1r

xntegraci ju

a poSto prema usloviina u(7;zr^^ //L̂ ?integrisani deo otpa

da, estate , /

"to "C

Tada varijacija de^Jstva ( 2,. 3S ) dobija oblik

ili posle grupiaanja clanova

ft.
OvaJ obraaac odreduje varijaciju Hamiltonovog dejstva u funkciji

varijacija kanonakih promenljivih* Ako sad podemo od Hamiltonovih

^ednafiina (̂.3̂) nepoaredno vidimo da Je gorn^i izraz jednak imlit

cime dobi^amo Hamiltonov princip* Ako pak podemo od Hajmiltonovog

principally* od zahteva da gornji iaras bude Jednak niili, zbog

nesavisnosti varijacî ja oO.iOAsvi koeficî enti us njih mofeajw
U p

biti jednaki nuli, cirae dobijamo Hamiltonove ^ednaSine.

Daklet Hamiltonove JednaSin© i Hamiltonov princip su medusobno

ekvivalentni, tj* Hamiltonov© ^edna£ine odredu^u bag one funkcij©

/ ( / t , sa koge Hamiltonovo dejstvo ima stacionartm
c.

vrednost.

• n // )
fj ' J
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2.5» Smisao Harniltonove funkcije

Zadrsimo se sada na Hamiltonovoj funkciji (2.3f) ±

pre svega naSin njenog formiranja. Ako je formiramo po samoj

finiciji n

Dobija se ftinkcija oblika ji j ; / * Medutim, prema

fox^miranja 2sakljm5ili amo da Hamiltonova funkci^a mora "biti iara-

Sena samo pomocu generalisanih koordinata, generalisanih impulsa

vremena i osnovni problem prelaska aa LagranSevog na Hamiltonov

formalizam sastoji se u tome kako se gornja velicina moge dobitl

u funkciji navedenih pl?omenl^iviht U torn cil^u treba po6i os slate

ma ^ednafiina (-?̂ 9)t koji u elcBplicitnom obliku ima vid (£,23)

sistem od n linearnih jedna5ina resiti po generalisanim
m

brssinama O Sime se dobi^Jaju regenja oblika (££6)

Eao sto smo naveli, determinanta gorn^eg sistema linearnih jedna

cina uvek je raalifiita od nule, te Je uvek moguce gornji sistem
B

jednacina reSiti po proraenl^ivoj Q- « Ako sad tako nadena re5e

nja zia O ', uvrstimo u Hamiltonovu £unkciju» dobicemo

F
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fiirue siao ovu velifiinu zaista larassill u trasenom obliku, t^» u

funked, di promenl^ivih Q •- Q. r •
(J>P > °

Da bi smo videli fiaicki amisao Hamiltonove furtkcije^ napometm-v •

da smo prema analizi veli5ine

zalcljucili da velxcina ' // $ ko^a se poklapa sa Hamiltonovom .

rikcijom, pod vrlo opStim uslovima predstavlja ukupnu energiju

siatema. Ovde rede posmatrajmo opsti aluca^, kad je kinet5.5ka

energija ma kakva kvadratna funkcî a general Isanili braina i kad

sile iiaaju potencijal, ko^i moSe zavisiti i od generalisanih br«

na* Ako ih napisemo u obliku

7= Te+TrfTo , V-Vri-U
Lagranseva fuokcija bide takode Inradratna funkci^a general iseinih

L=
gde su Lg Lf i L0 kvadratnl, linearni i nezaviani 51an

Harailtonava funkcija bice tada jednaka

odnosno

Na prva dva clana moaeino primeniti Ojlerovu teoremu o homogenim

fxmkcijama
n

tako da se prethodni israa tranaformise u
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Zamenixno li JoS ovde /.£ i/.« prema obrascima 0?4£)» kona^no

Jawo da $e Hamiltonova funkci^a u opstem slucaju

U - T"n 7̂  -/- / / / ̂  (/7" f 2, / f rC/

Ako Je Icretanje slobodno ili sa stacioniranim vezama, kinetifika

energija ^Je homogena fcvadratna funkcija generalisanih braina^ !;

da tada vaai '/**T& 71 -0 te de

Frema tome,ako su sve sile ko^e dejstvu^u na sistem potencijal

a kretanje sisteaaa slobodno ill sa stacioniranim veaamaf Harailto

nova ftmkcija predstavlja ulaipnu energi^ju Bisteioaf Pri torn B>

nirao da u ovako definisanu energiju E ne ulasi celokupui uopsteni

potencijal, vec aamo njen nessavisni clan, koji odgovara obicnoia

potencijalu i koji cak sme xavisiti i eksplicitno od vremena*

Ispitajmo jos po kojim usloviraa ^e Hamiltonova funkcija

integral kretanja, U torn cil̂ ju diferencirajmo Je totalno po vre-

menu /? n
&L3!tet f

f •

pa zamenimo ovde Q> i pj prema Hamiltonovim JednaSinama

Ovde vidimo da ako J e J - integracijom neposredno dobî arao

Daklef ako Hamiltonova funkcija ne zaviai eksplicitno od

onda predstavlja Jedan integral kretanja koji se obicno poklapa

sa zakonom odrSanJa energise* Nairn©, ovakav sluSaJ imamo ako je

kretanje sistema slobodno ili sa stacionoranim veaama i ako su eve

sile konzervativne, ali i u slufiaju kad imamo uopsteni poteneijal

5iji Hezavxsni clan ne zavisi eksplicitno od vremena.
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2.6. Anal i ss a Eamiltonovih JednaSina

Analizifcajmo sad Hamiltonove jjednafiine (£34-), u kojima

t>redpostavl^amo da $e poznata Hamiltonova funkcija

Ove ;jedna5ine predstavljaju aistem od :2n similtanih obicnih
i

diferencmjalnih ^ednafiina prvog reda resenih po O- i pj , u koj:\:.

su nepoznate funkcije sve generalisane koordinate Q. i svi gene

lisani impulsi pj , a nezavisno pronienljiva vrerae v, pri 5emu jo

bro3 ovih Jednafiina jednak dvostrukom broju stepeni slobode* Pri

primeni Haiailtonovih i)edna5ina postupa se na slican nafiin kao sa

La grange vim Jednacinama. Po î boru generaMsanih koordinata

se naci odgovara^uci generalisani impulsi^a satim na naSin

smo malopre izloaili Hamiltonova funkeija israzena pomocu gen

lisanih koordinata, generalisanih impulsa i eventualno vremena.

Potom treba formirati.Hamiltonove Jednacine sa svaku kanonsku pro-

menljivu, i reStti ovaj sisteE\a uz date pofietne uslove

Q- , i PIO ,cime se dobija^u generalisane koordinate i generalise,
/J / J
ni impulsi kao funkcije vremeha.

ResenJa ovih Jednacina su Jednosnafina, Jer su ̂ amiltonove Jednacino

eksplioitno resene po izvodima na^viseg reda, Sto Je u saglasnoBti

sa principom kauzalnosti.

U koliko su veze stacionarne i sistem konzervativan, Hami-

ltonova funkci^a mo2e se na6i i na taj nafiin sto se ukupna energij-;

sistema izrazi u funkciji generalisanih koordinata i generalisanih

impulsa. U nekim slucajevima Hamiltonove jednacine o&ogucavaju ao-

posredno nalazenje prvih integrala, kao na primer prvi integral u

obliku (̂S). Ako Hamiltonova funlccija ne zavisi eksplicitno od Je-

dne iLLjsrifi.e... generalisanih koordinata, tj. ako je
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O J^A-.n (250)

odgovarajude Harailtonove Jedna&ine z& generalisane inrpulse Jaju

a otuda
PJ = const, .

PoSto 3& prema definiciji Hamiltonove funkci^e

, iz uslova $50) sledi da $e u torn slu£a;ju i

pa'takvfe" generalisane koordinate, koje ne ulaze eksplicitno xi

Hamiltonovu funlcciju ne figuri§u eksplicitno ni u Lagransevoj

funlcciji. Stoga su one preraa definici^i $A6) ciklicne koordi.

a odavde vidiirto da svakoj ciklicno^ koordinati odgovara Jedan

prvi integral obiika /2~CO/7SL+ Harailtonova funkcija tada p«:

funkcija aamo od n - r generalisanih koordinata i toliko -ieto

promenljivih generaliaanih impulaa, 5ime jje problem efil̂ asno

sveden na problem n - r steoeni slobode.

Posmatra^mo JoS slucaj kad dve odgovara^uce kanonske pz

menljive figurisu u HamiltonovoJ ftmkci^i samo preko neke funOco;;

naprimer f * ^° su "fcakO2iVane ssdrusene kanonske promo-

nlJive,Hamiltonove ^jednacine sa A / Q glase

n- __ &H - e/t
ft -

Deobom ovih. Jednafiina dobi^amo ^
£>/___

a otuda
CJQ

odakle integracijom sledi kao prvi integral

V ) » const.



Medutirn, poeeban anaSaj Hamiltonovih ^ednacina leai u

Blede6em* Dok nepossnate funkcije u Lagranzevim jednacinama g

ralisane koordinate odrectuju samo polozaj sistema! nepoatiate

nkcije u Hamiltonovim jednaSinaiaa generalisane koordinate I

ralisani impulsi odreduju ne samo polozaj ve6 i stanje kreta:-

sistema*

Dakle, Hamiltonove Jednacine neposredno odi?eduju mehanifiko st'

sistema i stoga one igrajn veliku xilogu u svim onim granama feo-

rijske fiaike ko^je baairaju na pojmu stanja sistema. Takav B

imamo u statistickoj fiaici i kvaiitnoj mehanici, gde su ova Jec

fiixae od posebnog interesa.

Odgovaraju6a geoiaetrijska interpretacija mo5e se dobiti

uvoden^em Zn dimenaionog Euklidovog prostora, u kome pod t

podraaimevamo svaki xiredeni skup.

i u korae Je metricka forma definisana obrascen

n

j*1 J'*1

Tako definisan 2n dimension! Euklidov prostor naaiva se faan

prostor i pomocu n^ega se mehaniSko stance sistema cestioa

predatavl^a Jednom tafikom, tsv. reprezentativnom tackora u

faznom prostoru, 5iji je bro^ dimenssija ^ednak dvostrukom

brojju stepeni slobode.
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KAMOHSKE

Prilikom r^Savan^a slstena Hamlltonovih ^edrtaSim on& 0a

ob id no svode na I*agranJSeve .JednaSlne* Prema torn© Bt?o s© mateir^

fikih olokSioa tiSo, Hamiltonov formaliaam se bitno ne razlikv-

od Lagran&evog. Prate&fistVQ Hamiltonovg metoda u odnosu na Lagr?>

metod nije u njegovoj matamatifikoj ^ednostaviao^ti prili'

a odgovara^udih JodnaBina kretan(jaf veS u 6inJ©3Dd.ci d

dubljo prodira u strukttiru mahanike. Zbog toga Sfco ravnoprax^

koordinata i iiapul6af usetih kao xxesavisna jTm^cciJe, predstavlja

velikii slobodu pa?i inborn veli^Sina koje se usimaju ^a Mkoo,rdi:

i "impulse" f 1 sbog toga Sto 00 kao reSen^e problema dobijix rs

xiicko stance sistema.

Is'box% geaeralisanih koordin&ta a samim fciai i genex^lin.

iJiipulsai datog sistema ni^a Jednoenafi&n. S <irug^ strane* e:;1 .

generalisanih koordinata direk1;no uti5© na xaatematiSku ko:Mx'',5

odgovaraju6ih Hamiltonovih ^jednaSina kretanja*

o bi ne dati problem icaogao re§iti kada bi» »u pr»

ava genaralisane koordinat© bile oilcliSne ili bar Sto ve6i nJiJi ;;>v

broj*. SvakoJ oikli3noj koordinatif 3aa oanovix Ham5.1tonovlh Jednti?.

odgovara njoj kon^ugovan konatantan generalisan inpuls Sime aa x^e-

Stsnja problema u miogoia© matematiSki pojednostavlijuje* **a primer,

prouSava^u6i kretanje 8«stiOft u sfemo simetriSno^ potenci^jalu

( potenoijal zavisl samo od efar^ koordinata /; ]/=V{ f~) &%& a© gsa

generalisane koordinateia odaberu DekflAtova koordinate x^y i s»

onda nijedna od njih nefie biti cikliSna. KedutiH9 ako s© ua gene-

ral is aao koordinat® odaberu sforne koordinat© F$i? onda 6e

biti cilicnef 5iiae ©e ovaj problem efektivno avodi na ^a**

dB.odim0nsionalni problem po koordinati /T.
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Dakle, osobina cikliSnosti generalisanih koordinata j

I labor ovih koordinata^ PoSto su koordinate sisteraa , ko~]̂

ije najprirodnijje usseti ssa general I sane, retko kad ciklifine* uoj

name 6 e s© potreba za razradu procedure prelat^a sa tar, starih

kanonskih promenjl^ivih na neki drugi pogodniji ( ne mora^ju b

obaveano generalisan© koordinate ciklifine) sistem kanonskih

px^omenl^ibih ( tsv. nove kanonske promenljive )•

Na baai ovakvih transforiaacija kanonskih promenl^ivih

izgradene au, u odnosu na Lagransev i Hamiltonov isetod, apstr

nije forme ijslagan̂ ja fizi2ke suStine mehanike. I ako na ovaj <

cin dobijeni metodi mogu da predetavljaju izvasnu olakSicu n r«-

savanju problema Iclasicne mehanike, njihova glavna korist ^e i\e sto su oni predstavl^ali polaznu tafiku u iagradnji stall--

stiSke i kvantne melxanike*

3.1* Formulacija kanonskih

transformacî a

Kao Sto Je istakniito, isbor generalisanih koordinata ni.je

Jednoznafian* S druge strane, oblik Lagransevih Jednacina na aa-

visi od iabora generalisanih koordinata i u torn smislu formal.nl

oblik Lagranzevih ^©dnagina je invarijantan u odnosu na tran-

aformaciju generalisanih koordinata O n ̂  . ^ Q na neke nove

M f ) (x% ) - • • ; V̂/7 tj« na transformaciju

Uporedo sa Lagranaevim ^ednafiinama, oblik Hamiltono-vih

t prirodno takode ne ssavisi od isbora generalisanih

koordinata i u torn smislu oblik Hamiltonovifr jednaSina Je

invarijantan u odnosu na transformaci^u (3. f ) .



Medutim, poSto u Hamiltonovom metodu uporedo sa general isanim

koordinataiaa u svojstvu nepoznatih funkci^a se po^avl^u^u i :

ralisani impulsi, pojam trans formaclje se ovde mo£e proSiriti

tiako da istovremeno obuhvati i generalisane koordinate i general i

sane impulse* '

Gvakvo pro&irenjje pojma transformacije sa generalisanim koordina*-

tama na istovremeno generalisane koordinate i impulse * predatav!

jedno od osnovnih. i bitnih preimucstava Hamiltonovog metoda*

Medutim, pri proi&vol^nira transformacijama (3.̂) Hamilto

t1edna5ine kretanjja ne zadrzavaju svoj oblikf t̂ . Hamiltonove

dna5inev u opstem 8lu5â u, nisu invarijantae u odnosu na tran

rmaciiju (3.2). Ovde su od posebnog intereaa one transformacije

tipa (3.2) u odnosu na ko^j©: se oblik Hamiltonoviii jednagina j>o

menja, t̂ . takve transformacije u odnosu na koje eu Hamiltoru

^jednafiine invarijantne

ri *,&H l fn . &KCV • ^T -v=r— — / ( /J/ t C^ - -ssc

&P* I konon'icnom 'transTorma- \
/preLazi u

gde ;je K( Qi PL Lj sova Hamiltonova funkcî a. Transformacije

tipa (5,2) koje isptxnjjavâ u navedeni uslov nazivâ u se kanonake

tranaf ormaoi Je «

Uslov kanonicnosti se moze israziti i u drugom obliku.

Nammef posto su Hamiltonove JednaSine ekvivalentne Hamiltonovom

principu, ualov da transfonaacija (3,2) "bude kanoni5na mose se

napxsati u obliku
ti n / n i / Konomcnom 'sffa&mfafaw
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I ako su Jednagine C3.4.) iatovrexneno siadovoljehe, u opstrem B J !

lie sledi da su n^Jihove podintegralne funkcije jedaake* Naime^ ;v;

ma kakvu fuokciju F starih. i novih promenl^ivih, sbog pokl-

nja polo^a^a aistema aa pravom i saobilaznom putu aa

3.5 }
Ovde sledi da se u opStera sluSa^u, podinte grain® fvuikcije u

fiinama (3.4) mogu razlikovati za J . , tj
CXt

, fl, ff-KA t) + ( s G i
Z=r e-jf GL

Ova Jednacina predstavlja traces! uslov da transformacija (3,2 )

bude kanonifina. ffunlcci^a P se naaiva funkcija generatrise date

kanoniSne transformacije promenl^ivih. Kasnije 6e biti poka^ -no

na koji nagin, aadavaju6i ftmkciju generatrise, se mose jednoz1

naci odgovarajuda kanoniSna transformacija. Uslov Icandni2.no st I ($

se iao2e napisati i u diferencijalnom obliku imoseSi uslov

n /)

ili ako se uslov (5.7) napiSe aa drugi skup mogu6ih proiaena kanonrj*-

promenljivih za isto vrerae c/L

-2- - JI
:jb£- 2_ /?^fe -Kta*fit)dt +d'F fa$

onda se odusiman^em (3,g) od (3.7)^ uelov kanoixifinosti mo2e napisati

i u oblikr.

o n
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3.2. Tipovi generatrise

Funkcija generatrise r , koja odredu^e prelaw sa starih

kanonicnih promenljivih na nove, treba da ^e funkcija kako st^

take i novih promenljivih, Dalcle, osim vremena, ona ^e funkc

promenljivih: p( Q^ /?< J u< /* A C / •

liddutija, posto i2medu starih i novih promenljivih poato^ji 2n Je-

dnacina veza (J2) broj neaavisno proraenl^ivih d© samo 2n. U torn

amislu funkcija generatrise r B& mose uzeti u ^edno od sler

interesnih oblika.

Ako se aa funkcijxi generatrlse uzme oblik onda

_
Posto se stare koordinate (9 i nove ̂  ovde uzimaju kao nezava.i.;

promenl̂ jive, iz Jednacine (̂ Ô sledi da je

>
aU+fgi (5.15)

C?£
Sietem JednaSina (RAS) ssa datu ftoikciju generatrise

odreduje odgovarajucu kanonsku transformaciju, Haime, aistem Jje-

dnacina A - S. ~r '(^^^ A kada se reSi po <̂ ?6' daje prvu po-

lovinu kanonske transformaci^e (-?••?) tj. ^=^io^ h^ t+ Ako se

ova regen^a -uvrste u sistem jjedna5ina F^~~jl^^(JS/O ̂  ̂  )

dobice se druga polovina trans formacije (̂ 2), ̂ $*Pt*ft(Q

Nakon odredivan^a kanonske transformacije, ĵednaSina (3.̂5)

cava da se nade nova Hamiltonova funkci^a /(* .

lioSe se iepostaviti, Sto aavisi od problema da ^e â funkci

û generatrise sgodni^e uzeti oblik f~% . U ovom slu5a-fu5 da bi

se doslo do sistema Jednafiina koji odreduje kanonsku



raora se iavr§iti prelaa sa f^ na FSL *
/r- ^ ^

Ako oe iskoristi identitet C/2 ffQ;~^fiuQj+jQdFj* Jednacina (3-

se maze napisati u obliku

, -Hdt = ~^Q,dR -Kdt
i^i

Ovde sledi da Je israas u veliko^ Kagradm takav da je njegov dif

rencijal linearna funkcija diferencijala OQi dR}tot te ae

smatrati da je on funcija od Q P t ̂  a to odgovara obliko /
M ) *• i

Ako se sada iaraSuna diferenci^exl funkcije i sameni u

dobija se

koeficijente uz iste diferencijala do"bitja se

U ovom slucaju za datu funkcî ju generatrise tipa sistem^

cina (5/7) Jednoznacno odreduje odgovarajucu kanonsku transfer

ciju. Naimef sistem ^ednaSina pi -jj~2^ ffl%,f*,£j, is*f,2,"','7'

kada se re§i po ff odreduje drugu polovinu kanonske transformacij©

•Ata> ae ova resenja sraene u sistem ^jednad;

» dobi6e ae prva polovina transformaci^e

~Q /Q Ckf)* •HaicOG odredivanja kanoeke transformacijj

cina (X/<§) omogucava da se nade nova Hamiltonova

e,

Ako je pogodni^e da se ssa fuukciju generatriee uame oblik

/:s onda, da bi se doSlo do sistema ;Jedna5ina K*3i odredu^e

odgovarao*u6u kanonsku transformaciju treba poci od ualova
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B tiifl Sto treba uzeti da S*Ps'ijl/QCtt#

1'uko 86 dobija <*'

la (3./q) sledi da ̂ ^Qipi funkcija ko^a zaviai od /)* - ^

dakle furtkcija oblika f^/D^ 0% £) * Pieuci totalni difere

jal za generatrisu r̂  i zaiuergujuci u (3J9) dobija sa

Odavde sledi izjednacava^u6i koefici^ente uz iste diferencijale

ef]
*~*\—•

Ovde za datu funkciju generatriae /- ^ sistem ^edaadina

dnoznafino odreduje kanonsloi trarisforrnaciju. Po odredivanju 3c:;

transformacije, jednacina (3-21Q odreduje novu Hamiltonovu fun1

Na vrlo slican naSin se pokazuje da ako Je data generatr5,
O^ __£*

oblika fcf , koja ^je Jednalca /2"/"i~^/ RQi,~~/ PtQi >

sistem ^jednacina ko^ji odreduje odgovarajucu kanonsku transfer

ciju i novu Hamiltoriovu funlcciju, ima oblik
-•fc. ra.-..»

__ r—• _ i—• ' A f ^

(3.25)
a/?
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i

3.3. Invar i;j ante kanonskih transformed a

Postoji izvestan broj veli<5ina u Eamiltonovom formalin

eu invarijante u odnosu na proisvoljnu kanonslcu transfer

ciju. Jedna takva veliSina Je Poasonova zagrada funkcija

Pre nego Sto bude pokasana invar i^antnost iara^a (̂.̂),

prvo pokazana invarijantnost Poasonovih aagrada kanonskih pro

nljivih. ( tzv. fundamentalnih Poasonovih zagrada ) u odnosu na

kalcvu kanonsku transformaciju* II torn smislu bice polcaaane

jnocne ralacije. Tako9 ako se pode od sistema ^ednacina

dobi^a se

a/a
Primenji^uci $25") i (3.-&S) u issracunavan^u fundament alne Poasonove

dobija se

Hadutim, kako je
n

a/?
i^t

aledi da e

Na slican naSin se dokazuje da se i ostale fundamentalne Poasonore

aagrade takocle kanonski invar ijantne
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Koristeci aada kanonaku invar ijantnost fundamentalnih .Poau*1

novih aagrada bice pokasana kanonska invar ij ant no 8 t Poasono\

zagrada funkcija U j_ \/ . Nairne, poSto su funkcije U i !/ funkcit]e

od (3- A i t $ raoze se pisati

QQL BV a/? \J se iaraa moze dalje napisati u obliku

5>/? aga/

Koriste6i ( i @30, dobija se

a
7,r

Dto je i trebalo dokaaati. Prema tome, u budu6e prilikom pisanja

^basonovih zagrada bi6e iaostavljeni indeksi kô ji osnacava^lu po

kojim se promenl^Sivim israSunava^u ove zagrade*
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4. HAMILTON - JAKOBIJE7 METOD

Kada ee govori o promeni kanonskih trans£orzaaei;Ja onda

obi£no podraaumeva^u dva metoda. Prvi od njih se odnosi na sist-

cija Hamiltonova funkci^a n# &avisi eksplicitno od vremena ( :h

gral .kretanja ). U ovoin slxiSaju uvek posto^i takva kanonaka tr,;

sformacija pri kojoj su sve nova koordinate eilclicne*

Zahvaljuju6i ovalcvo^ kanonskoj traj3.sforinaciji integraci^a Jednr.-

kretanja u novim promenijivim Je trivi^alna.

Brugi metod se sasto^i u trasenju takve kanonslce txansformacije

koja omogu6ava prslass sa ".̂ tarih" kanonskih promenijivih Q^/^y i

Pi M na "nove" ̂0=7. (£*) i PL<^P&»)**$* odreduju

pofietno kinematiSno stance aistema* Dakle "nove" kanonske prov=.-:-a»'

nljive predetavljaju poSatne vrednosti koordinata i impulsa s

( konstanta )• Nalagenjem ovalcve kanonske transformacije^ koja

ima oblik

7<- - <?i (<}*,&•> t), ft =fifyofp0> t) (w)
istovremeno Je i dobijeno konacno reSen^e problema* OvaJ drugi p.,

tod je opSti^i za to Sto Je primenljiv i na sistem cija Hamiltonova

funkcija eksplicitno ssavisi od vremelia,

Nalaaen^e kanonske transformacije (36) razreSava se Hamilton-Jako-

Lilijevim metodom.
,

4.1. Hamilton - Jakobi^Jeva Jedna5ina

Potreba i dovol^an uslov da nov© kanonske promeni^iv©

budu kfltostantne Jleste da nova Hamiltonova funkci^a identiSki

bude jednaka nuli /C» Q * Tada je
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= /2t = const. i n - P »«M5
Posto je veza issiaedu stare i nove Hamiltonove funkcije ( nesa^vy--

ana od tipa generatrise ) K~ l-fli* uslov K*Q se svodi na odiu

dinu

koja odreduje upravo onu funkciju generatrise pssa kô u Je K-~̂

tj. za ko jtP s« nove promenljive konstante* Ovde je zgodno da no

aa podabere funkcija generatrise F2(^Q^Pilt J $ koja s© u

Iton-JakobiJevom metodu obicno obele&ava S(Ql Pi *t ) i naaiva

glavna Harniltonova funkcija. Posto je /?.- ̂5—-— ( dniga pol»
' ' ©c?<: "c>96

na siateiaa Jedna2ina ko^i saa datu fimkciju /^ odreduje kar>.oiK

transformaciiju), jednaSina C.J) postage

9S 95 J , S^/o f*

Jednacina (̂ ) predstavlja osnov̂ ll Hamilton-Jakobi^evog

( u istom szaislu kao Sto Lagraiigeve ili Hamiltonove

predstavljaju osnovne jednacine LagranSevog odnosno Hamiltonovog

me to da ) i nosi nasiv Hamilton-JalcobiJeva ^edna5ina, Matemati.:-
agiM •

ona predtavlja parcijalnu diferencijalnu ^ednacinu prvogV'u kojo j

tje nepoznata funkcija a ne^avisnd promenljive <^r-«;<C(n L

Svaka parcî alno dif erencî alaaa jednagina prvog reda. ima

dva tipa resen^a: tsv. opSti i potpuni integral. OpSti integral

gavisi od proiavoljnih funlccî a, dok potptmi integral zavisi od

pi^oiavol^nih konstahti.

U primeni, iaedutimv osnovnu ulogu igra potpuni integral koji

eadrSi onoliko proixvol^nih kOBstanti koliko nezavisno promen-

Ijivih.

Budu6i da ^ednagina (̂r,) sadrgi n -f 1 nezavisno

vu, potpxmi integral êdnaSine 3© oblik $*

futikcî a S eksplicitno ne figuriSe u Jedna5ini (f) ve6 same

*i 3 j - - -"l *^ .--*» - ' * *» %., i i / r A
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* To znaSi da se ĵedna konstanta uvek mo2e isabrati k«;>

aditivna.Mddutisi, ova aditivna konatanta nema nikakvog an?.1-. • .:

8bog toga Sto u sistem Jednafiina (3/7) , koji odredug'e kanonsku bre

n8formaciju,ne ulaisi funkcija 5 TOG n^eni izvodi. Zbog toga se

tpuni integral j ednaSine (4-4) mose napisati u obliku

ŝ ŝ -̂̂ p̂r̂ --̂ , ~t) (
Forma resen^a (̂5) potpuno odgovara formi fxinkcije generatriee

/̂  ukolilco ee aa nove impulse odaberu upravo konstante

tj. ako se stavi da ;je /V^Ofr »

Sisteia jednacina (3̂7) f koji za datu funkciju generatrl

/-£̂ S odreduje odgovarajucu kanonsku transformaciju, se mo2e

napisati sada u obliku

.Algebarski sisteia ^ednafiiiia (4g) i (47) za co ( poSetni tr*.

tak vreraena) odrecluje konstante <3y /̂3i' kao funkcija od pocetnih

vrednoati CjLOipio^ to tj * /^i^^^^X^^^

Zaiaenjujuci sada vrednosti sa Oy i /^u sistem (^£) dobija se

Stavljaju6i, dalje, izraae ( * ) i vrednosti sa c u sistem jedna~

5ina (47) dobija se

0?ransformaci|e prosienl^ivih ( 5 ) i ( .9) predstarl^Ja^u traSenu

kanonsku transforraaciju xa koju je K^.O , t^. predstavl^a^u

konaSi&e ijednafiine kretanja datog aaehanickog sistema.

Izbor velifiina ot{ M svojstvu novih impulsa u iavesnora

alu je priavoljan, jer umesto proste samene O(f sa A? mogu6e je

za nove impulse odabrati n promenljivih nefeavisnih funkcija

/IY_od_o6^. » *J« stavlja^juci da ^e /?~cf7 {Gti ,••••$*/• Tada glavna

llamiltonova funkcija ima oblik



labor u svojstvu novih impulea ovog ili onog sistema

0$ u imogiia slu£ajevima se polcazuje boljim u odhosu na

atu aaraenu OCi sa IL m

Dif erenciraju6i glavnu Hamiltonovu funkcî ju totalnc

vrenjenu dobija se

- ŝ o: +r r-v /~\. O'

jL QCJ, A

Stavl^a^uci da ̂ e Di-—fi koristeci Hamilton- Jakobi^evu ̂
O o ' C/y i

nu ^rr~~~~r/ , gornji iaraz postage

Ovde sledi da Je

5-
-/

gde Je Z,/ priavoljan trenutak vrernona ( odgovara integracio^

konatanti pri resavan^u neodred'enog integrala). Dakle, fiaic

smisao glavne Hamiltonove funkcije se sastoji u tome sto ona

predstavlja Hamiltonovo de^stvo sa neodredenom gornjom grani':

Ovde treba napomenuti da israss (4/2) ne mo£e da sluSi aa iaracu-

navanje funkcije *S zbog toga Sto sa unapred ne sna

pa se ni odgovara^u6i integral ne mdse

4.2. Karakteristi£na Hamiltonova funkcija

U eluSaJu kad HamiltonoTa fimkcija sistema eksplicitno

ne sadrsi vreme t, Hamilton-Jakobi^eva jednaSina tada ima obi Ik
BS

Potpuni integral ove jednaSine se mo2e traziti u obliku
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Punkcija Ynfydt^'diMp/** nasiva karakteristiSna Haiailtonova fi:.

Stavljajuci (4̂) u jedna&inu (4/5) ona postage

Sto predstavlja parcijalnu dif erenci^alnu ^ednacinu koja ne

vreme. Pofcpuni integral Jednacine ($#) sadrzi n proizvol^nifi kcr- •

ntjjtfc od kojih je Jedna adititana ( iz istih raaloga kao i px11! re-

aavan^u jednacine (4.4) ) te se mo£e staviti da ĵe aaula. Ostale

konatante Cif/ M̂ '-̂ m̂ogu isajedno sa konstantom n iz ($ff) biti

sa nove ( konstante ) impulse Pi «

Znajuci karakteristiSnu Hamiltonovu funkciju W($l)$

saglasno JednaSinama (T.S}$ odgovarâ Juda kanonska transformaci;ja

ĵe odredena slede6im sistemom algebarskih JednaSina

Siatem Jednacinat ^) dace nam ssa z^

se

sistem (4/7) / - c ̂ / Q - > ^ Vraca^xici nazad ova reSenja u

*$* konacno

regenje problema.

4.3- Razdvajanje promenljivih

Hamilton-JakobiJev metodf u op§teia slu5aju» nema prakticnih

prednosti u odnosu na Hamiltonov metod sbog toga sto 3$ reSavanJe

Hamilton- JakobiJ eve ( parcijalne ) ̂ ednacine tesi zadatak od rasa-

vanja sistema od 2n Hamiltonovih JednaSina ko^e su obicne difere-

nci^jalnejednacine prvog reda. Medtitim, u nekim sluSaQevima se u
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Handlton-Jakobijevod jednaJSini megu raadvojiti promenljive od i

se neposredno resenje probleiaa svodi na kvadrattxre « U ovom

Hamilton- Jakobijev iaetod se pokazuje kao vrlo efikasan. NaSa'

ne postoji proat krifcerijum koji bi ukaaivao kada je saoguce

iavrsiti razdvajanje promenljivih., Medutim, u problendma ko^i

au od interesa ssa savremenu atomsku fiaiku, razdvajan^e proiv.-

IJivili se skoro uvek mo5e isvrsiti,

U torn smislu ovde 6e biti x*aamotr©ni samo konaervativni

sistemi kod kojih je Hamiltonova funkcija Jedan prvi integral*

2a ovaj sluSaJ je glavna Hamiltonova funkci^a moae napisai

<^\ilm$(Cjifo(i ̂ ) -WifyfOftJ''^-?; h)~ ht , pri cema kar

ristiSna Hamiltonova f xuJcciJja W(Qi\ ̂" ', °(n-i} n) aadovoloavo.

jednacinu (4.f5).

Jedan od sluca^eva kada se ^ednafiina (4.0) moae resiii

todom razdvajanja promenl̂ ivih. ;je kada su eve ili samo Jedaix

deo promenljivih Javl^a u obliku isdrusenih kanonskih. proaaei

vih. Neka suf naprimer$ Q^ i p1 sdrusene kanonske promenljivo,

Tada je Hamiltonova funkcija sistema oblika

JednaSina (f5) ga ova^ slucaj postage

Regenje jednacine (AW) se traSi u obliku

Wakon smene (4J9) u (4.f8) dobi^a se

Da bi ova Jednacina bila zadovoljena za svako O1 , neophodno jo

da S^Tf^i^^j^oCn B̂ e je Ovf/ proiavoljna konstanta



( u torn sraislui naprimer, konstahta 'C*f :is (4.W) ). Sada ae k

kt€*ri8ti<5na Hamiltonova funkcija nalaai iz sistema jednaSina

&W

Ako se Jedna5ina (421) reSi po H i integral! dobi^a se

dok Je potpuni integral jednacine (4.22) ( kada se regi JedhaSl-n/-'

Karakteristicna Hamiltonova fiuikcija, konaSno$ ima oblik

W* Wtfo,*,. -d^,/]^ W(%r &,<*„- <(^h) I
U koliko se dva para promeiiljivih, naprimerQ n i CL n

Javljaju u obliku zdru^enih promenl^ivih, t̂ . ako Je Hamiltonova

furikcija sieteiaa oblika

utt&fi), tt%,fr), %-&.&>-,&)? /> a
onda ee odgovarajuca karakteristicna Hamiltonova funleeija zaoze

dobiti is sledeceg siste)na ^ednacina

Resenje siatema (408) se moae napisai?i u obliku

(fde Je

U koliko se sve promenljiv© Javl^JaJu u obliku zdrusenih

kanonskih, proraenljivih, t^» k̂o Je hamiltonijam sistema oblika
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onda se odgovara^uca karakteristicna Haxailtonova funkci^a del-

iz slede6eg sistoBia

(4,'.

i
pri cemu se kongtanta h ( integral kretanja ) izragava kao

t

Resenje eistema

gde je

W^jF^c/^d.)^
Iz ove analiae aledi da gahvaljuju6i specijalnoj stru'kl

Hamiltonove fxxnkcije mogu6a Je u Hamilton-JakobiJevoJ Jednaci

raadvojiti promenljjive i resen^e sveeti na kvadrature.

Specijalnof ako ̂ e neka koordinata, riaprimer Q cilcliSna

onda Je na osnovu (4

Ako se ova ̂ ednaSina reSi po -p"" dobi^Ja se

PoSro Je Ou| prizvoljna konstanta i cy/Je, takodte, proizsvol̂ na

konstanta koja se moze obeleaiti sa o( ' i • Ovde se posredno do-

bija da je

U ovom sluSajJu karakteristicna Haaniltonova funkcî a



Ukoliko Je sistem imao vi§e cikiicnih koordinata napri&er O

onda ±& prve dve Jednagine sisfeema $2£) sledi

W<xC(f<ff i W^d^ fay?)

Odgovarajuca Hamiltonova karalrteristiSna furikcija je obllka

tV=H//^ ':-,%,o(f,''-^nA)+£c(i<}{ (te
U koliko su sve koordinate cikliSney dhHa se lake iss (̂ ftj) dobija

da ;je regenje za funlc6ijn W oblika

W(<jidi)=gp6q< . (4,:
Postoje i drugi slucajevi kada ^e mogu6a Hamilton- Jakobije'

r̂u Jedna2iBU resiti metodom ra^dvaganja promenl^ivih, all orsi

olcviru ovog Icursa nece biti rasmatrani,

Kao primer bi6e raarnotren harmonijski oscilator 8a

atepenora slobode. Hatniltonijam ovog sisteiua ^e

Sfcavljajudi da 3& 4-hQ ) - - - -+ - , na osnovu <£8) i
7 L r i / ' ' SLID £

te Je / y j r c . Hamilton-JakobiJeva ^ednaSina za funkciju Vl/

7
1 25 (4,̂ 3) , ussimajucx u obssir Sta ^© fxinkcija -f t sledi

Ovde se dobija

Glavna Hamiltonova funkcija j& sada

^/7?Q2c/g - ofzf
Kanonska transforaiacija ( t^f* konaSne jednagine kretan^a )

Be polaze6i od sisteiaa ^edna5ina &£) i (.4,7)» It ovom sluCâ u eve

isgledaju
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gde Je / j r ~ B 6t?e~ — - « Sesavajuci integral u (*J

dobija se

pri cemu 0(1/0 treba odrediti ±z pofietnih uslova* lara^i (-i,,'

predstavljaju kona^ne jednacine kretanja u problemu

oacilatora sa jednirn stepenom slobode.

Kao drugi primer bice razmotreno ravno kretanje ta5)ce •

dejstvom centralne sile. Haiuiltonijam Je

Hamilton-JakobiJeva JednaSina za funkciju \V Je

Ovde /? predstavlja ukupnu energi^u cestica. Posto hamiltoni^

(̂ 3?) ne sadrsi ekaplicitno koordinatu r̂ ( ciklicna keordinata

prema Ĉ 3S), resenje se inoge traaiti u obliku

Uairaa^uci u obzir ovo jednacina (:) postage

pri cemu Je ocigledno da konstanta *f predstavl^a moment impulsa

3 . Iz JednaSine (̂ )̂ se dobija

Pooto hamiltonijan sistema ne gjavisi eksplicitno ©d vremena i

uzimajuci (̂ #) i (̂.43) t glavna Haiailtonova funkcija iraa oblik



pri Semu konstaxrte /? i Off mo&emo uzeti za nove impulse

Kanonska transformacija koja odgovara fuukciji generate: .-..>

Je na osnovu (46) i (4-7 )

odakle

. (
,

Jednafiina (̂  da^je zavisnost /" ©d' vremena, dok ̂ ednaSina (î)

predstavlja jednacinu trâ ektori,je V̂ rr / ( /"/ odnosno /%=

Na ovim prostim primerima se moae videti da ^e Hamilton^Ja

kobijev(slxi5aj razdva^janja promenl^ivih) veoma efikasan metod

pomo6u koga se vrlo brso dolazi do reSen^a.



4.4. OBOMKEEIJSK4 OPl'IKA I TELE3KA. MEHANIKA

SliSno tome kao Sto je formaliaaa klasiSnih Foasonovih
ssagrada predstavl^ao polasnu taSku u dobijanju tav. matriSne

kvantoae mehanike ( Hajaebergova alika )$ tako ^e veasa Hamilton

-Jakobijevog snetoda sa geometri^skom optikom predstavl^jala po-

laanu taSku u stvaranju tsv. talasne mehanike ( Sredingerova

slika ). OvaJ paragraf bi6e posve6en upravo rassmatranjut vesa

Hamilton- Jakobijevog metoda i geoiaetrijske opt ike.

Bi6e rasmotreni konEervativni sietemi kod kojih Hamil to no-

va fuokoi^a predetavlja ulcupnu, energi^u sistema ( pod oviia tielo

vixna Hamiltonova funkcija eksplioitno ne zavisi od vremena),

Zbog ove osobine glavna Hamiltonova funkcija se mo2e traSiti u

obliku

odakle eledi da karakteristi2na ftinkcija \f\/(Qi fij ne zav;\

od vremena te jednaSine WfQhftj^G&SZ&i** u konfiguracio;

prostoru predstavl^a Jednu filcsnu povrSinu. Povrsina

-CO/l^L. se u svakom trenutlcu Tremena poklapa sa nekom

^(Q^P^ const. Ua primer, povrsina 5 = Q i $ ' - 8 u trenu-

tku *£~O , na osnovu (4,̂9) f se poklapa^Ju sa povr^inama W- O

odnosno W~O «

Medutim^ posle vremeaa dt povrgima\ &a osnovu $49), 6e se poklapati
i \a povrSinom Vv~ Q-t B-d'C a povrSin^.

1

•J£=Osa povrSinom w^O^&jC Ovo zaBa-

6i da se sa vreme C/E* povrsina S*6?

, pomerila ±z poloxaja W^Q M

Na ova^ naSin kretanje povrSine S~Q je sli5no prostiran^u front a



nekog talasa, naprimer, talasa gustine ili pritid&a u fluidi

U ope tea sluSa^u svaka povraina $z* Const, u toku

menja avoj obi Ik, pa prema tome i brzina kretanja ove

u rasslifiitim njenim tackama bx6e razliSita* Jednostavnosti ra

ovde 6e biti iztagxinata ova brs&ina u slufia^u kada se sistem

sastoji od jedne Sestice. Ako se sa keneralisane koordinate

odaberu Dekartove koordinatey braina talasa u nekoj ta£ki pov>-

ne S — :.C£>n.sfc, u konfiguracionom prostoru Je

"~o£ '̂'
dge je da rastojanje koje talas prode aa vreme dt u pratrcu

rmalnom na povrsinu *S • S druge strane, talasni front 2$a

dt ee pomeri od povrsine W do povrSine^y^^, gde jec/M^/i
•

PoSto e

brzina taSaea )̂e
/ y G ,̂ £ f,

U~dt ~ fvWl (/!
VeliSina IVW] se moae naci ±& Hamilton- Jakobij eve ^ednaSine^

aa jednu cesticu glsit

odakle ae dobija

Uxima^uci ovo m obzir, relacija (4-52) postage

zr

gde je 7~ kinetiSka energija fiestice. Ili> uziiaajudi da je

postage

brzinu talasa
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Jednagina (4-.5£) pokasu^e da Je braina povr§ine

obrnuto proporcionalna braina eestice, Sije se kretanje upr*

opieuje pomocu funkeije S « Osim ovoga^lako se pokazuje da

trajektormja Sestice predtavlja nor.malnu trajektori^u povrSirvo

.̂̂  cĉ S.zf.* Ô o sledi otuda sto ^e pravac trajektorî e
-̂e- — *

odreden pravcem vaktora JD=/7?̂ . Naime, na osnovu (4:̂6) (ako BU

generaliaane koordinate Dekax^tove ) se dobija

I po§to je vektor yvi/ ^xormalan na ekvipovraine W-=CO/?<5^~. f fcj*

na S-CO/?s^ f sledi da Je "fcrajeldborija gestice normalna na

ekvipovrsine 5—. CP/7*S6* Na taj nagin sistem povrSiria W^Qnst,

odiredtuje familiju ortogonalnih trajektorija mogucih kretan,-j,.u

Kada se posmatrana gestica krece dug gedne od ovih tra^elrtor?

istovremeno ee krece i povrSina -S, pri Serau su eve dve "bri:, "

nesinhronizovane, tj. pri povefianju braine 5estice brssina la .

n,ja povrsine S se smart juj© i obrimto.

Ove relaci^e ko^e su iavedene fea slufia^ ^edne Sestice

u iato^J form! inogu biti primljene i u sluSâ u sistema cestica.

Waimef kao sto je poBnato, kineticka ertergija slobodnog sisteiaa

ili sistema sa stacionarniia ve^ama ima oblik

koja se mo&e napisati u obliku

Ako se uvede metrika konfigxiracionog n-dissenzionog prostora

issrazom

za kinetiSku energî u ( > postage
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<
[lamlltonova funkcija sistema $e eada

E*3/? + V
Hamilton - Jakobijeva ^ednaSina Je

£
Sto se moSe napisati i u oblilcu

• . (#
Jedna8ina ($) odredu^e kretan;je reprezentativne tagke il n^d

nzionom konf iguracionom prostoru ( ona representu^e kretanjo

sistema). Uaimajuci u obsir (̂), (̂) i Cfĉ 3) dobi^a se da JB

braina kretanja povrSine S-COf)St,, ui slucaju sistexna 5estica

Prema tomef umasto stvarne tra^ektori^e ceatice ( u sluSaju v ;

Sestice ) ovde treba raasmatrati trâ ektoriju repressentativn©

ĉ :e u konfiguracionom prostorti, tj vesa ismedu braine repressc."

tivne taSke i brssine povrSine $t=C&/73C. $e oblika (̂ «5£)* Hair

prelaz sa jedne fiestiee na sistem Sestica ne donosi nikalcve nc

fizifike rezultate i abog matemati£ke ^jednostavnosti bi6e posj;

trano kretanje ĵedne gestice*

Pomeranje povr§inexS-^O/?Jcu konfiguracionom prostoru 3 a

cisto foriaalno identifikovano sa talasom i u torn smislu je uveden

pojam brzine talasa# Medutija nigde se do sada nî je bliSe disku-

tovala priroda ovih. talasa i ssbog toga se niSta ne EioSe re6i o

talco vasnim pojmovima kao Sto su talasna dusina i frekvencî a

ovih talasa* Da bi se stekla neka predstava o ovim talaaima

ufiinjena formalna analogija iamedu svetlosnih talasa i ovih.

talasa.

Talasna JednaSina elektromagnetnih talasa glasi
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gde jeY^ skalarni potencijal ( Hi bilo koja kcmpone&ta vc.:1

rskog potencijala ) f n - indeks prelaxaanja sredin© i c braiar*.

u vakxiumu.Ako ^a n konstaxxta ( homogene sredi^e )

jedno od reSenJa JednaSine (.(Ŝ  su ravni talasi oblika
tt&r -

pri Semu Je veza izmedtu talasnog bro^a k i frekvenci^e

Ne gube6i niSta od opStosti mo2e se us&eti da ^e pravac

ranja svetlosti pravac Z - OSE » tako da je

gde Je f\r: ̂-* talasni bro^ u valninmu*

U sluSaJu:: rxab.omogenih aredina n ^e funkcija polosaja.

Tada resenje jednafiine $67), tao Sto ^e poznatof nisu vise ra-

vni talasi, ve6 se prilikom prostiranja front electromagnet

talasa ualed nehomogenosti deformiSe. U ovom slucaju reaenje

JednaSine (4fit) setose tragiti u obliku

~
C

YeliSine A ( f*) i /•(*/ ^̂  realne ftmkci^e rastô an̂ a /" i odre

duju se iz uslova da (4?b) predstanliJa partikularni integral

talasne Jednacine (̂ )̂.

Kada bi D bilo konstantno onda bi L bilo jednako nz i ssove se

opticki put.
^Izra5unavaju6i 7P iV f dobija se

da ^e talasna jednaSina
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VL+ Vjk^ff ,':•.
Ovde se dobijaju i)ednac5ine koje odreduju funkcije Au) i

= <? (*•
Na^intereeantni^ji fizi<Ski sluca^ ko^i 6e bit! ovde pos?

tran Jeste kada se /? malo men;) a na rastojanjima Icoja su istog

reda velicine kao i talasna dusina svetlostit tako da se na cv

rastojanjima promena velicine /7 siose zanemariti ( ova predr

vka 5ini osnovu geometri^ake optike). Ova predpostavka fiasic1

da je talasna duSina svetlosti mala ( u grani^nom a;

u poreden^ju sa rastojâ ima na kojima se manifestate

nehomogenost sredine. Polagse6i od ove predpostavlce Slan koji
/ 2.

dr2i /To~-rf u Jednafiini (472) Je dominantan^ te sa (4.72) pribli-
/ID

svodi na Jednacinu

ko^a odreduje opticki put - . Kao §to Je poznato iz geometri-

jske optike povrgina /r=CO/73c, predstavlja elcvifasnu povrSinu I

kao talcva odredu^je front talasa. Svetlosni araci buduci da pre-

dBtavljaj-u ortogonalne tra^jektorije ovih povr§ina takode su odre-

deni ^jednacinom
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Hamilton-Jakobideva JednaSina (4,54) fermalno ima vrl© veil-*

leu aliSnost sa jedrtacinoia (4,74) ukoliko karakteristiSna Hamilb

va fimkcija igra ulogu optickog put a L a \]2/T)(£t~V) koefici,

prelamanja H * U ovom slucaju klasicSna mehanika predstavlja ana-

logon geometrijske optike, u kome tilogu tronta elektromagnetnih

talasa i noihovih ortogonalnih tra^ektorijama svetloenisa srae;

igraju povrsine S—COn^L i njjihove ortogonalne tra^ektorije-

Ilogia6e putanje cestica. Ha osnovxi ove analogize jje jasno sbog c

Hajgensova talasna teori^a i Kjutaova korpuskularna teorija pod,

natro dobro objasnjava^u prelamanje i odbijanje svetlosti u ko

kstu geometx^i^slce optike, Zato se klasiSna mehanika moSo shvatiti

kao analog geometrijskoj optici u kojoj ulogu talasnih povrS:?--

svetlosnib. zraka ( koji predstavl^aju ortogonalne tra^ektox*ij<

lasnih povrSina) igra^u povrSine S~d.Of)SL± ortogonalri© preinu njiui

trajektorije kretanja, Odavde ^e Jasno^zasto au Hajgensova t:

teorija i NJutnova korpuskularna teori^a podjednako dobro obju

vale pojave odbijanja i prelamanja. Pakle* u okvirima geomot:-*:

optike izmedu ovih teorija posto^i formalna analogî ja ( slicno^t )

Konstatovali smo ve6 da princip najmanjeg de^strva iiaa slJ

at sa principom ferma u geometrijskoj eptici. Sada ova

postage raaumljiva.

Princip najmanjeg de^stva moae se napisati u obliku

a znamo da Je koren fffir proporcionalan indeksu prelamanja^

ill obrnuto proporcionalan "brzlni talasa. Prema tome, analogon

principa najmanjeg delovan^ja u geometri^skoj optici, anora Imati

A\nds m £ p^- =0
/̂ v C--/

sto predstavlja dve dobr© poznate vari^ante Fermaovog principa.

""(Spate" pozsnata konstataci^a o slifinosti izmG^u principa

r̂ anjeg dejstva i Eermaovog prinsipa sada na osnovu gore issl^--"
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nog postaje razmnljiva.

Mi JoS nismo nasli veliSirie koje bi u klasicnoj

igr-ale ulogu frekvencije i talasne duzine. Jedino, st© saio vac

uradili, to Je, da trasena dusina talasa mora da bude znatno

od toga rastojan^a na ko^em posto^je primetna nehxmogenost polj

aila» Dalje od ovoga prirodno, u IcLasifinoj mehanici, niemo mo

da ideiao, Jer jef buduci da je analog geometri^jske optike, kl

cna mehanika ona oblaat, u ko^oj s© ne susrecu efekti koji asayitic;

od duzine talasa ( interferencija, difrakci^a i tome slicno )*

Dakle, iako formalno dvojnost " cestica talasa " ima raesto i i.>

klasicnoj mehanici, ipak talasna koncepci^ja ovde ne da^e nlluv

reaultate sbog toga sto nisu iBpunjeni uslovi :sa po^javn talru:,...

efekata. Dakle, u okviru ]clasicne mehanike pcsto^ji samo tako;

korpUBlmlarna ail a.

Time ne raanje, moSe da se'pokusa da se napiee talasna £

cina koja bi se aa slticaj s^>->0 svela na Harailton-Jakobi^evu je.

6inu. Slifinost izmedu jednacina (̂ ?f) i (9.<5̂ ) osnacava da Jo

licina L- proporcionalna VV • Videcemo da Je koeficijenat prt

rcionalnosti ovde mera duaine talasa. Iz slicnosti velicina L iVV

sledi da -S-W-.££ mora biti proporc ionalno fasi oscilovar*

Prema tome, energija jE~ mora biti proporcionalna frekvenciji-

Posto je talasna duaina vezana frekvencijom sa odnoeom

odakle s obzirom na ( ) dobijaiso

£;-£
h

ti ---- _ ^ ̂
o
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JednaSinu (474) moSemo napisati u obliku

gde je U brzina svetlosnog talasaog fronta u sredini sa indeksom
O i/V5 ̂^prelamanja /? . Ako se zanumi ovde Tib ea re? onda 6e jednacina

dobiti izgled

Vfr+tiff^ (̂ ;

eto predstavlja sarao po sebi talasnu ^ednaginu koja ne sadrai vx-v;

Veliclna r ovde Je amplituda ©acilovan^a i u talasnej mehanici

jo,j ti*eba da odgovara neka veliclna Ŷ  ko^a zadovoljava Jedn

intoga tipa. PoSt© 0e sada Jednako - Kde ̂ e P^]
P

jednacina za keju je W ajkonal, treba da iraa izigled

Jednacina (4<39) isaraaava possnatu jednacinu talasne mehanike •

Brediagerovu ^ednacinu.

la formule (4̂ 7) se vidi da Je talasna duSina direki: --

porcionalna koeficijantu // . Prema tome, Sto Je manje /V rrin ,

duzina talasa^ a time veaa aa geometrijskom eptikom postage

Ekvxval entno st Hamilton-Jakebi^eve JednaSine i Jednafiine

ajkonala, utvrdio Je Hamilton 1854. godine, a odgovarajucu t

jednacJinu dobili su Luj de Broldi i Sredinger 1926. godine. Pone

kada se izrasava mialjenje, da Jo Hamilton po§a© mal© dalje^ do-

bio bi Bredingerevu ^ednaSinu. T© ipak nije take, jer aa takvii

ekatrapolaciju on nije imao dovoljn© eksperimentalnog materi^al.-

U ono vreme, u kojern je Siveo Hamilton, klaaifina mehanika se sma-

trala apsolutno ta£nomf i nije bilo. osnove za njeno eksperimenta-

Ino proveravanje u cilju n^jenog utacnjavanja i stvaranja opSti-ja

teorije, Drugim refiima, Hamilton ni^e imao oanove da smatra da se

// razlikuje od nule. rJ?a Sin^enica, da Je klasicna mehanika same

aproksimanija talasne raehanike i da ©va aproksiiaani^a predstavl;ja

svojevrsnu " geometrijsku ©ptiku H,postala Je jasna znatn© kaeni^e

kada su
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bill otkriveni efekti kô ji aavise ©d talasne duSine Sestice ( ai

u iuterferencionim ogledima Davidsona i Germera ), Bamo posle

jfuoS^ da se pripuse odredteni fiaickl suiisao velicini /? » kô Q. je

possnata kao Plankova konstanta*

Sada vidimo da klasicna mehanika aadrsi u sebi zrno kvr-

inehanike i da ^e HainiltonL- Jakobijeva ^ednacina naroSito pog*.

za prelaa sa prve na drugu.
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5. ZAKLJUCAK

Generalisane koordinat'e su medusobno neaavisni parametr:i ...

Tih generalisanih koardinata ima uvek onoliko koliko ima i stepe-

ni slabsde datog mehanickog aistema. UopSte, one nara sluae za la-

ke e odredivanje polo£aja sisteraa u prostoru, nego §tc nam to »mo-

gucayajju Dekartove koordiriate.

Za resavanje diferenci^alnih Jednacina kretan^a drugog x-a-

da^ zna£ajnu ulogu ima^u generalisane koordinate, generalisane

braine i vreme. Diferencijalne jed̂ iaSine kretanja iarazene r>-

predhodno navedenih veliSina nazivaju se Lagran^eviia dednafiinaraa,

pomocu kojih opisujem© mehanicko sttmje sistema.

Medutim, niz preimu6stavaf a nsrofiito pri iapitivanju K

sslicitih opStih problema mehanikes predstavlja ©pieivanje poiaocti

generaliaanih koordinata i itnpulea sisteraa.

Transformaci^om LagX'aMevib. jednacina dobijaju se difero*-

ncijalne ^ednacine kbetanja prvag reda, kojje se naaiva^u Hamilto-

ricviin jednacinama. S ©"bzirom na ravnopravnost generalisanih koo'rdi--

nata i impulsa u HamiltDnovim Jednacinaraa, one se abog toga xm̂ ..

Ju kononskim jednacinama. Harailtonove JednaSine depuStaju znatno

gire klase transformaci^ja neg© §t© $Q to naprimer moguce kod Lagra-

nzevih jednacina.

Ako u HamiltonovoJ funkci^i aamenimo stare generalisane n

zavisne promenl^ive veliSine sa novim generalisanim nezavisnim pro-

mcnljivim velicinama, takve transformacije se zovu kanonskim tra-

nsfonnacijama. Svaka kanonska transforniacija se karakteriSe sv t̂jor

funkcijom p , koja se nassiva funkcija generatrise, pri tern se

predpostavlja da Je funkci^ja f- data kao funkcija starih i novih

koordinata. Daljora transfarmacijom Hamiltonovih ^ednaSina d©bi^a se

Hamilton-Jakcbijeva ^ednacina* kaja Je takode asnev nekog ©pgteg
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metoda integriranja Jednafiina kretanja.

Nalazenjem integrals, Hamilton-JakobiJeve jednaSine m-

powti6i tzv. razdvajanje promnxljivih. Ovde-je bitan pogedan i^(

koordinata.

Veliki znafiaj ima Hamilton-Jakobijeva jednagina i u gee

trijskoj optici Jer je analog ajkonalu sto 2na5i da je ©na Vi

izmedu talasne mehanike i geometrijske ©ptike. Na osnovu 0ye tn .

cine Bredinger je stvorio tearitju talasne mehanike.
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