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UvoD

Teorijska mehanika Je nauke o opitim zakonima mehani¥koe
kretanja 1 ravnotefe materdjelnih tela. Kretenje u Hirvem smisln
redi predstavlja neodvojlv atribut materije, 1 prema tome, olu-
hvata ave pojave koje se dogadaju w pripodh. Medubim, mehani&linm
tretanjem naziva se promena poloZaja koja se vrEi u toku vrens 1
naterdijalnih tela Jedno u odnosn na drugo.

Razvo] mehanike datira od najranijeg postojania ljudskog
roda. Razlozl ovako ranog postojanja mehanike su sasvim Jasni,
Jer Zovek da bl opstao moxrao se sluviiti raznim napravama i veo-
vrdavatl njihovu njihovu primenu w svakodnevnom Zivotu i xadu,

Dakako, stepen raszvo]ja mehanike ranog ljudskog doba bio [«
na nivou ondasnjih proisvodnih snaga. Razlozl takvog rasvole su
1kl julivo istorijeki, Jer robovlasnidki poredak koridti Jeft:
radnmu enagu robova, pa stoga nije imao posebnog interesa za Ll
i bolJi razvod mehanike.

U srednjem veku, tj. do druge polovine 15~0g veka, vlieda o
atod u razvoju mshanike kao i u oblasti drugih nauka, Hto se oL’ -~
fnjave karakterom druliitvenih odnosa u feudalnom sistemu i dominn-
0iji teologije u nauel 1 filozofiji.

Medutim, u drugoJ polovini 15-0g veka, piSe Fngele "Duhovuc
diktatura orkve bila Je slomljenja”, To Je bio Jedan od majwveéih
vrogresivalh prevrata koje jo Jovelanstvo do tada doZivelo, Jedn
epoha kojoJ su bill potrebnl titani i koja Je rodila titane po
snazl misli, strastvenosti i karakteru po svestranosti 1 ulencsti.”

( Engels, Dijalektika prirode, str. 3 1 5 ).
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Izmedu ovih titana misll treba pomenmuti Juvenog italijansio
navdnika Galileja, Jer Je sa njegovim delima gepoliela nova epcha
u razvoju mehanike, Galllej Je suprotno skolastilkonm gledanju, pri
snavao neophodnost ogleda za postavljanje osnova mehanilke 14 fizils
1 dosledmo Je provodio ovo gledifite u svolim naudnim istrafivanii
Galileld Je oasnivad Jedne od oblastl mehanike = dinamike, ulenia o
Iretanju materijalnih tela, On Je prvi uveo pojam brzine i ubwgani:
poliretnog tela. Osim toga, Galile] Je postavio Jedan od osnovnil
gakona dinamike = zakon inercije. Ocenjujudi znalaj wradova Calila
u dinamiel, Suvenl francuski matematiar i mehanifay Lagrank kois:
"Elo Je potreban neobl¥an genije da bi otkrio prirodna zalkones n
kvim pojJavama, koje su uvek stajale pred o¥ima, a Sije Jeo objain
nje uvek izmicalo istra¥ivanju filozofa."

Radove u dinamicil produZili su posle Galileja mnogl nauvdinic .
YMedu tim nau¥nicima spomenudemo francuskog nandnika=meheniders I, .
rania 1 engleskog naudnike-mshenifara Hamiltons. U redovima L.
nZa sva mehanika Je izloZena strogo analitildki na osnovn Jednop
opiteg principa-principa moguéih pomeranja. Lagran¥ Je objedin]io
prinelp moguéih pomeranja sa principom Dalambera, postavio u opitcn
oblilku diferencijalne jednaline kretanja mehanilkog sistemm, koje
nose njegovo ime. Razradu novih metoda za integrirenje diferencijs-
lnih Jedna¥ina dinamike nalazimo uglavnom u radovima Hamiltona,

francuskog naudnika POasona 1 nemalkog matemati¥ara Jakoblja.
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METOD GENERALISANIM KOORDINATA

Veze koje generalno ogranilavaju mehanilke kretanje sistenn
Ematica mogu se po onoJ ili ovol osobini Xlasifilovati na vike n o1
Wajznadadnija lasifikacija vrata veza predstavlja podelu na tev.
holonomae 1li neholonomne veze,

Pod holonomnim vezama podrazumevaju se ogranifenja poloZain
sistema koja se matemati¥ki lzrafava u obliku sistema jednakosti:

_’/j//—‘:,/:;z'”/ /:".’)Z)"O)/':éz;"')K ‘ (1.1)
gde Je /7 vektor polo¥aja i-te destice a N broJ destica sistan:,
Ove veze, kao 8to Je naznaleno, u opStem sludaju mogu biti funltel .
vienenie

Veze koje se analitilki ne izraXavaju na gornji na¥in noniv
se neholonomne ve%e. Ove veze, ukollko ogranilaveju samo pole¥: |
alateme, izra¥avaju se u obliku nelednadina:

£(70 s T 8) 20, j= 1,23k (12)
Medutim, ukoliko ogranifavaju osim poloZaja Jo¥ 1 bwsine Xestic:o
siastema analitiaki.fonda mogu bitl lzraZene ili pomobu Jednadin.
R R R B Y)=0, jetgek (1)

111 pomoéu nejednadine tipa: ‘
Fi( 7 Boes s Ty By o 79020 J= 150K (14)
Nezavisno od veste veta ( Molonomne ili neholonomne ) ave vevs
koje eksplleltno mavise od vremena nazivaju se nestaclonarme veze,
dol one koje ekspllcitno ne zavise od vremena - stacionarna veze.
Veze u opitem sludaju matematiZki vrlo komplikuju problem u
tom smislu Jto se Javlijaju dve vrste telkoéa. Prva od njih se smasto:
u tome ¥to sve kordinate Jestica sistema nisu medusobno nezaviene

veliline, pa prema tome nl sve dinamilke Jednaline sistemsa
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iy =5+ 5 o B, A (15)
nisu medusobno nezavisne. Druga telikoba, koja se Javlja zbog post
Janje veza, ogleda se u tome 3to sile reakeije nisu apriori tede.
Ora ma pojavlijuju kao nepoznate veli¥ine koje treba odrediti. Vil .
suopitltl nekalvo ogranifenje sistem destica u sum¥tind snaii 2o .
sintem deluju neke dopunske sile ( sile reakoije ) koje meposredns
nisu poznate a kojJe, s druge strans, na neki nalin determiniiu lyo-
tanje slstema,.

U sludaju holonomnih sistema te¥koée prve vrate ( problen
zavisnih koordinata ) refavaju se, u principu, na dva na¥ina:
matodom mno¥itelja veza i metodom generalisanih koordinata. Matod m
unofitelja veza, kao ¥to je poznato, problem zavienih koordinato
razreSava ge tako ¥to se dinamldki sistem Jednadina uveéava gza by
jédna&ina veza, tj. slstem sadrZl 3N + k Jednadina i isto tolils
nepoznatlh funkeija. KarakteristiBno Je da #to Je sistem Zesticn
vezaniji ( veliki broj jedna¥ina veza ) matematilki Je ave sloZ.nlj
za resavanje.

Drugi nadin razredavanja problema gavienih koordinata vrii
se, kao 5to Je refeno, metodom generalisanih koordinata. Ove] mstod
u osnovl bazira na moguénoféu eliminacije zavienih koordinata lkori
stell Jednadine veza, Ovo Je mopube uraditi samo ako su veze obliln
(1), tJ¢ u sludaju holonomnih sistema. Obi¥no se u ovom metadn
ne ide putem neposredne eliminacije generalisanih koordinata kao
Jednadina veza, veé se u suitini to isto radi all na drugl Jednosta-
vnlji nadin. Naime, ako Je sistem od N Sestioca ogranifen sa X holo-
nounih veza, onda on ima 3N « k = n nezavienih koordinata, Ovaj bro
nezavisnih hoordinata istovremeno, po definiciji, prestavlija broJ

stepeni slobode sistema,
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Seda se biraju veliline ?,, ?2,.. 5 73~-k , koje sa medusobno
nezavisne i koje Jednoznadno odreduju roloZad sistema kao celinu.
Ove velidine, u opftem slu¥aju, nemaju dimenzije dufine te se o &
nnzivaju generalisane koordinate. Sem izbor generalisanih koordin:
Je takav da su veze automatski zadovoljehe. Naxon ovoga trebm i
ziti vektore poloZaja destica )3 u funciji ovako odabranilh generiow
lisanih koordinata: |
7=l (90 Ger s Gontil), i= 120 (18)
Ove trensformacione relacije od //:;)/_'2.),/:;) na /Q,,qz"-%_k)
moZemo smatrati kao parametarske jednadine promenljivih .
Generalisane koordinate neposredno ne odreduju polofaj Ees'i.
civ u sistemu ved odreduju poloZaj sistema kao celinu., U tom smi tu
ze. generallsane koordinate moZemo uzeti ugao, zatim veliline koje
imaju dimenziju energije ili dimenziju momenta impulea. U svolc
generalisanih koordinata mogu biti uzete amplitude Purie rasveio
vektora poloZaja fi s itd.
Kao 8to smo napomenuli, semim izborom generalisanih Xoord:in.i
veze su automatskl zadovoljene i1 broJ nepoznatih funkeija je sved o
na minimum, Hto predstavlja vrlo veliko matematilko olakXanje.
Tedikode koje nam u redavanju problema unose unapred nepoznots
gile reakelje relavaju se na taj nalén Xto se £1zi¥ki problem talo
postavi da u njemu ne figuri¥u reskecije. Na ova] nafin se mo¥emo
rediti semo tzv. idealnih sile reakeija. Naime, koristeéi osobinu
da je rad idealnih sila reakelja na proizvoljnom virtuelnom pomers~
nju sistema Jednak null moguée Je formulisati problem talke da u
njemu ove sile reakcije ne figurifu. Formulisanje prodblema na ova]
nadin predstavlja ustvari Dalamber-Lagranfev prineip.
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1.2. LAGRANZEV METOD

Diferencijalne jednadine kretanja u generalisanim keordi-
natama moZemo dobiti pomoéu Dalamber-Lagranfeveg principa. Ovaj

princip, keoji veZi za holonomne_ i idealne sisteme ima eblilk:

SEdT Zm,nfr il (17)

Prvi ¢lan predstavlja elementarni rad na makakvim virtuelnim po-

meranjima slstema, iu generalisanim koordinatama postaje:

SESR=5 kit -3 Er: };@-d% 3G,

it (=1

a ake uvedemo oznaku

dg;=dg -dg, (1.8)

predhedni élan mozemo napisatl aoé i kae

Z/—’éh ~ZQJ (19)

gde su (@ generalisane sile, a” Cﬁggvarijacije generalisanih koo

rdinata, Drugi ¢lan moZemo takode transformisati na slede&i nod .

koristesi ( D Ee o é\
Zm‘ ol =;mLVZa% 59& —g(gm}%_@‘) i
“Z(az-: mV 8 Z il SE 55 )9%
Posto Je
= .Q.Cz‘_o/%. (110)
onda Je d;/-a-?J i a-‘. -
/= :Z 50 U -
sledi da Je o _ R (11])

O an o

Zbeg nezavisnosti eperacija ——- moZemo izmeniti
gt “8g;

njihev red te Jje

o anﬁa o’n___@W &)
= ac;(, 59 oF = g (112

Sada predhodnl 1zraz mozemo napisati u obllku

S mitd —-Z@Zm iSk-3 migl)og

Uvodeéi klnetléku energlju 31stema

Zm = /thfi: (113)

imame
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te konadno dobijamo E 5&

Z”ZVJF_Z/OO’/a?J a?T) (114)

Konadno, DalamberbLagranﬁev princip u generalisanim koordinatom:
iwa oblik:

d ar .
59 J)_:'QJJ /739 gg}dﬂ E L)
Z(@ Cfff/g% e )J% (Mm
Poﬁfo su generalisane koordinate medusobno nezavisne i njli.
hove varijacijeci% su takode nezavisne, te da bl gornjl izraz ua
wa kakve vrednostic£7 blo identilki Jednak null, svl koeficijenti
uz njih moraju biti Jednski nuli.

4 —%C%.'f é’)—%-‘@ S=hE A (116)
Ove se Jednaline nazivaJu Lingrefeve Jednadine, 2& za razlilku od
Lapgranfevih jednadina prve vrste ( Jednaline sa mno%itelJima veun )
one se nazivaju i Lagranfeve Jednadine ' druge . vrste.
Cve Jednafine predstavljaju diferensijalne Jednadine kretanja u
generalisanim koordinatama koJje vaZe kako za prinudno tako i za
slobodno kretanje sistema deatica, koje se mo¥e shvatlti keo
specijalan sluéad prvog keda Je k=0,

Predpostavimo da se generakisane slle 4& nogw izvesti is
nopitenog poteno‘jalal/ koji Je funkeija od géneraliaanih kooxrd i~

nata % generalisanih brzina qj 1L vremena i po obrascu

..oV, day
b=-5,* 5¢ 5, (117)
Iz predhodnog obrasca sledi, raszvijanje zadnjeg &lana

szézzéagh §&{'(/* */);
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gle eu sa (°°) oznafeni ¥lanovi koJi ne sadrie generalisana ubr:.
uJHC§j. Pokto se u mehanici raszmatra samo sluXa] kad sile ne sav:.

od ubrzanja, svi koefleijenti uz éZ: moraju biti Jednaki nuld

2%V _ _
69@%_0

/
cdulle se zakljuduje do uvopiteni potencijali linearno zavisi od

generakigsanih brzina

/= Zo/ g+l/=V;+U //.f.s')
gde su 0/ U izvesne f/ unkelje od generalisanih koordinata 1 wvren .-
na, Takav sluéa]d imamo naprimer kod Lorencove slle, za Xkoju pe u
elekirodinamicl dokazuje da se mo¥e izvesti iz nopstenog potenyis
Jala, koJi savied od skalarnog i vektorskog potenaijala elektrow
nagnetnog polja.

Ako su svi koeficijenti Q§ Jednaki nuli, t3, ako V/ me wmavioi
od generalisanih brziné, uopdtenl potencijal se svodl na uvobiXs
potenclijal V-':U(%)i/

Dakle u sludaju potencijalnih sila Lagranieve jedna¥ine (7.75)

glases

dar_ar__av._ . d ay
c#icﬁgz Eﬂﬁa Z?gz Cﬁf 6956
%to moZemo napisati u obliku

c/a(r_.v) or-v) _

o
1141 konoiznljo 99 Sb

d &L 8L .- P Xy

Fogmog; . ST hET -
pde smo uvell oznaku

L(g,G,,0)=T-U (120)

Ovalko uvedena funkcija L naziva se Lagranfeva funkeija 1 ona zavi-
si od svih generalisanih koordinata, generalisanih brzina i

svenbualno vremena,.
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Odgovarajuée jednadine (4/8) predstavljaju Lagranfeve je-
dnadine za sisteme u koJjima dejstvuju samo potencijalne sile u
obiénom ili generalisanom smislu redi. U opdtem sludaju, kad ima-

mo i ﬁotencijalne i nepotencijalne sile, moZemo staviti

Q)= C%JV C%%yvt@

gde smo sa Cg, ozna¢ili nepotencijalni deo sila. Tada Lagranfeve

Jednadine dobijaju oblik

0/87 T dE)V+&
dé@c/g, aqj acyj o’tacyj

odnosno

o Bl _ 2L~

ot og, &g
gde su sad u Lagranfevo] funkciji L sadrZane samo potencijalne
sile.
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l.3. ANALIZA LAGRANZEVIH JEDNACINA

LagranZeve jednadine (118) ili (120) su, kao ¥te smo veé
naveli, diferencijalne Jednadine kretanja u generalisanim koo
rdinatama. Ispitajmo pre svega matematilku strukturu evih jedna-
¢ina u kejima sve velidine moraju biti u funkeiji traZenih gene-
ralisanih koordinate i njihovih brzina. Xinetilka energija 7 je
u opStem gludaju kvadratna funkecija generalisanih brzina i glasi

7 = ’ZZ %%Q‘@w

=1 K=1
pri éemu koeflcljentl u opstem slucaju zavise od generalisanih

koordinata i vremena, odakle sledi

8 - no )
3G, ZQ“%‘ 2 r (122)

S druge strane‘éarcljalnl 1zvodi ~—— bice

ac; =2 Z aO"CZ,C/ +Z—9—Z-74 —@—Q : (123)

=4 x-'—f

a generalisane sile J moraju blg; date kao funkcije tipa

(?/gkgﬂﬂi}koje najéeiée ne zavise od generalisanih brzina.
otavljajuéi ove izraze u Jednaélne (116, dobijamo

gozggxgo‘xqﬁ+b 2 2“ £ 9 Zaq -82 - At

odakle vidimo, grupiZuéi srodne élanove, da su LagranZeve jedno-

¢ine u ekeplicitnom vidu oblika

Zo,‘%f)_—fo/gx% +Z@g%+af-@@%z‘)zﬁ .0 (124)

gde au koeficijentl izvesne funkclje od generalisanih keerdinata
i vremena.
Dakle, LagranZeve jednadine predstavljaju sistem ed n simultanih

obiénih diferencijalnih jednadina drugog reda, linearnih pe (ﬁ%
/



S o=ll -
u kojima su nepoznate funkcije sve generalisane koordinate siste-
wa (Z (/<== 1,2, -»,/7), & nezavleno promenldivo vreme &, pri &ouu
Je birod ovih Jednadina Jednak broju stepeni slobode.

Pokazuje se da Je u klasidno] mehanici uvek determinafta
gornjeg sistema/Chxkﬁ[? pa se gornjl sistem Jednalina uvelk mole
refiitl po lzvodima najvileg reda é&.' te prelaskom na generalioan.
koordinate nije narufien princip kauvzalnosti.

Prema tome, Lagranfev metod ima znatna preimuéstva: On vaii
za ma kekve generalisane kordinate, sve generalisane koordinate
su medusobno nezaviene i nije potrebno poznavati sile reakeile,

& kao posledica ovih osobina broJ Lagranfevih Jedna¥ina predstow
vlja najmanji moguéi broJ diferencijalnih Jednalina ' kvétania.

Navedimo na kraju da se iz Lagranfevih jednadina (118 ) u
izvesnim sludajevima mogu neposredno dobiti prvi integrali. .
Naime, ako Lagranfeva funkeija L ne zavisi od Jedne 1li viEe go-

neralisanih koordinata
& _p (=121 (125)
oY

takve koordinate (7 nazivaJu se ciklidne, a Lagran¥eve JednaZinc

5547

odakle se integrawijom dobija .
AL - ponst. . (=42, (126)

é .
Dukle, svakoj cikli¥noj koordinati, tj. koordinati koja ne ulazi

tada daju

eksplicitno u LagranZevu funkciju, odgovara Jjedan prvi integral
oblika (1.25) ,



- 12 -
2 HAMILTONOV METOD

Da bl smo prefli sa diferencijalnih na integralne principe,

transformigimo Da] amber-Lagran..ev princip napisan u obliku,

ZF&, —-Zml/0°f~0 (21)

Prvi élan ovhg pr-incina prem& definieiji poJma varijacije iznosi

ZFJH“ZFC//‘ ZFo’/z —cl)+
Z/C‘Cy/“— O(‘U (2.2)

pri demu smo predpostovili da su sile potencijalne. Drugi Xlan mo.

td.

% eno transrormiaati na sledeéi na&in"

Z m. Vopr-—a—ggmrfd”r Z/)z g7
Kao %66 vidimo drugl &lan Dalambel,-i.agran"evog principa (Z71) nakon

izvriens transformacije daje dva &lena. Prvi od ovih &lanova prefia

obraseima (110), (1.11) 1 (/.13) iznosi

Zch_l./:J/?:fmf’/Z&p J%
-f:/gm‘ a%/&/b ZQ_’” 5%)5%
2_ mVid i 2_37 &ij (23)

(=1

tde

Drugi &lan prems obrascu ( N!) ,10
2_/7% Jf Z/ﬁ/ df? 2—//’7/1/-51/—

$3. |
> Vg dii=Jr (24)
te,konadno, drugl 8lan u Dalamber-Lagranfevog principa mofemo
napisakl u obliku

Zm 7Y (752‘97&5 ~o7 (25)
Tada —Da}amber-l.agran ev princip ( 2'/ ) na osnovu obrasca (£2) i
(2,5) glasis
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-3/~ dZ@TJ%M;T &

J=1
odnosno, polito Je L-T—U '

Za% %=c§[_ (2.6)

Ovo je drugi oblik Dalamber-Lagraﬁevog principa za sistema w ko-
Jima dejstvuju samo potencijalne sile, kojl je pogodan za prelaz
na integralne prineipe. Ovaj oblik Dalamber-Lagranfevog principa

naziva se centralna Lagranfeva Jedna¥ina,

2. l. Hamiltonov prineip

Integralimo obe styrane Jedna&ino (2.6) po vrememu od {c

(4388 Z[JL B

s obzirom na to da se na levo]J strani uzajamno poniftavaeju oper

do Z;

cije integraljenja i diferencirvanja po vremenu, a na degno] st
wozemo ilzmeniti red operaéija varirenja i integraljenja, predhodun
Jednadinu moZemo napiaati u obliku

J% 5[Ldf (28)
Imajuéi w vidu dd sugiarijacidocﬂ?'u trenucima f% i f; Jednake null
Jer se poloZaj sistema prl pravom i okolnom putu w tim trenuvcima
poklapaju, integrisani deo otpada, pa konadno dobijamo

d fL dt =0 (29)

Ovaj integral koJi riguriﬁe u gornjem obrascu

W=g(%,% Z/O/['L (210)

naziva se Hamiltonovo dejstvo, te moZemo redi: Stvarno kretanje
sistema femtica sa idealnim holonomnim vezema i potencijalnim
silama vr3i se tako da Hamiltonovo dejstvo du¥ pravog puta ima

etacionarnu vrednost v odnosu na dejstvo du¥ svih okolnih puteva,
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Ovaj princip naziva se Hamiltonov princilp i predtavlija je-
dan od najvainijih zakona mehanilke., On Jeo formulisan w oblilu
uslova kojl mora da zadovoljava dejatvo koje ima integralni oblil
1 stoga oval princip predstavlje Jedan opdti integralni prinein

mehanike,

2.2. Ekvivalentnost Hamiltonovog principa
1 Lagranfevih Jednadina

PokaZimo sad da su Hemiltonov princip i Lagranfeve Jedna¥ino
ekvivalentne. U tom emislu izrafunajmo varijaciju Hamiltonoves d
Jotva, imajuéi u vidu da operaclje variranja i integraljenja koo
neszavisne operaveile mogu izmenitl evo] red i da se prema nafinn
na koji smo uveli pojam verljacije pravila variranja formelno no-
Klapaju sa pravilimae diferenciranja s tom razlikom Hto Je sz:(7,
dok Je Cﬁéﬁé? Tako imamo |

Sw-& fz o fcﬂ, o
dw= f@%&z +Z‘9‘&7J)df ., 20

Da bismo se oslobodill varijadija generalisanih brzinatﬁ%z koJ
nisu nezavisne od variaacijaci% transformifimo svaki integral u
drugoj suml na taj nedin #to éemo prvo primeniti obrazec

Jadg": dJ?' (219)

8 pobom lzvriiti parcijalnu integraciju

fgc[;' o9 df—jla%%ch,dz‘ /&L dO(C/ »
- 1849l [d5.4%

a poito integrisani deo prema obrascu

J%_/_é_L;O J;;é(f,/.;@ [ e 200 (213)

otpada, imamo
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/%4 85= - [ 2 g

Tada izraz (z H) dobi;ja oblik

IW-= f(Z "L ag)cc‘?df (215)

Yo <7
i oval obrazac odreduje varijaciju Hamiltonovog dejstva.

Ako sada podemo od Lagrafevih jednadina ( 71/5)
oL gy |
—7?-69§a E%? =0 (=027 (216)
neposredno vidimo da je tada go nJi izraz (215) jednak nuli
dw= 6 [ H =0 (3,-,—1)
a to Je Hamiltonov princip. A]u pak podemo od Hamiltohovog prine!.
pa tie od gzahteva da izraz (2/) bude jednak nuli, zbog nezavirio.
sti vurijacija(ﬁéﬁsvi koeficijenti uz njih u izrezu (2/3) nmor: i
bitl Jednaki nuli i tako dolazdmo do Lagran¥fevih jedna¥ina (2/6 )
Dakle, Hamiltonov princip i Lagranfeve Jednadine su meduso-
bno ekvivalentnd, t]. Lagranfeve Jednadine odreduju upravo one
funkciae<§g( f) za koJe Hamiltonovo dejstvo ima stacionarnu

vrednost.



- 16 -
2.3. HAMILTONOVE JEDNAGINE
Generalisani impulsi

Posmatrajmo sistem od N &estica sa n stepeni slobode beyz
veza 1li sa idealnim holonomnim vezama i potencijelnim gilama.,
U tom sludaju najpogodnije diferencijalne jednadine kretania su

LagranZeve Jednaline

BL_BL_p (=421 (218)
koje predstavljaju sistem n simultanih obidnih diferencijalnih

Jednadina drugog reda u odnosu na nepoznate funkcije i&(&f} .
Posbavimo pitanje moZe 1li se sniziti red ovih diferencijalnih ,
tako da ovaj sistem diferencijalnih jednadina drugog reda zamenino
izvesnim sistemom diferencijalnih jednadina prveg reda. Svakalo
da se to mo¥e postiéi na taj nadin da se broj diferencijalnih jec-
dnadina udvostrudi, &ime se i broj nepoznatih funkecija mora udvo-
struditi, 8to se moZe uraditi na mnogo nadina. O&igledno je da oo
taj ¢ilj mo%e najpogodnije postiéi ako u Lagranfevim jednedinoi.

(218) za nove nepoznate funkcije uzmemo velidine koje éemo oznali-

ti sa /Qf

/@258_[;: 75 455" (219)
Oveko definisane veliline nazivaju se generalisani impulsi, pri
c¢emu svakoj generalisanoj koordinati odgovara jedan konjugovan

( pridruZen ) generalisani impuls. Medutim, generalisani impulsi
ne moraju imati dimenziju impulsa, kao ¥to ni generalisane koordi-
nate ne moraju imati dimenmije duZine.

Prema nalinu uvodenja generalisani impulsi su potpuno ravho-
pravni sa generalisanim koordinatama, a zajedno sa njima nazivajnA
se kanonske promenljive. Da bismo videli smisao generalisanih
impulsa, posmatrajmo slobodno kretanje sistema i za generalisane

koordinate uzmimo pravougle koordinate Cestica sistema.
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Tadsa imamo

TR o
L=T-{/= Z—;mw(/{g+)u/+z))- U/,\/v' é) (2.0)

pa su odgovaraJuéi generalisani impulsi

é%%;—:lnqu5 >é§%§::rfﬂhy© ) é;%?—~/77P2ﬂ> (221)
a to su komponente impulsa detica sistema,
Dakle,u sludaju slobodnog kretanja sistema i pravouglih koordinat:s
generalisani impulsi prestavljaju komponente impulsa &estiwa siste-
ma i u tom smislu generalisani impulsi prestavljaju generalizeaciju
pojma impulsa,

. Ispitajmo sad detaljnije sistem Jednadina (Z£2), koji defi-
nifw generalisane impulse. Ako‘posmatramo opiti sludal kad pote-
ncijalna energija moZe zavisiti i od generalisanih brzins €Zf, Jed e
netiéka energija sistema prema obrascu

TelewTonTs
Je kvadratna funkcija a uwopsteni potencijal Je oblik (7f7), 1
linearna funkcija generalisanih brzina, koja se u sludaju obidnog
potehcijala svodd na (/Zéa)f;). S toga je LagranZeva funkecija u
opStem sludaju oblika ‘

A e ,/-1L-11 o g 0 .
b= T oV=30 £ WG h) §%+C-) o4 G
J= K=t /:1 1
ili kraée
LZ/ZKZ %9 9 +2~ Q,C/?‘,%,‘ (222)
gde Jje &

t e, =Cc-73
bj =6y -of C=C
- T
Generalisahi impulsi, t§. parcijalni’ izvodi SCf bice tada li-
7

nearne funkcije generalisganih brzina

yo ququ—l-b =42 (2.23)



L
Ovo Je eksplicitni oblik sistema jednadina (2,19 ), koje nam dajn
vezu izmedu generalisanih impulsa i generalisanih brzina.
Da bi smo ispitalf moguénost reSavanja ovog sistema Jedna-
Eina po veli&inama 6@ y ispitajmo determinantu ovog sistena /Cﬁxﬁ
Predpostaviéemo da je ova determinanta jednaka nuli
/Qjﬁ/:O
to bi bio uslov da sistem homogenih jednas&ina po G sa istim ko-
elflicijentdma
-~ - erys n '70/1
> GGi=0  j=12, (2
ima reéenja razlidita od nule 6?;&5% Ovaj sistem Jednadina moZe
se napisati i u obliku
6972 =0 da {8t
gde Je 7~ kvadratni lan kinetilke energije, Poito Je prema 0;le-
rovaj teoriji o homogenim funkeijama
2575% =£7z
zakl juéujemo da.i.]émora biti jednako nuli, B8to Jje moguée samo to-
da kada su svi 5& Jednalki nuli. Protivrednosti ovih zaXljudaka

oéevidno pokazuju da naga predpostavkavk%k}£[7nema smisla, te mora

|Gl #0 (225)

Tada se reSavanjem sistema jednalina (2.19) po promenl jivima g%f

biti

dobijaju resenja oblika

%:KZ:,/CJK/OK-,LC?/] J-={21",/7 (2,26)

gde su C:j»t i C% neki novi koeficijenti.
Prema tome, sistem jednalina koji definiSe generalisame impulse
u klasi€noj mehanici uvek se moZe reSiti po generalisanim brzinama,

te se generalisane brzine uvek mogu zameniti generalisanim

impulsima.



4 - 19 -
2.4, Hamiltonove jednadine

Predimo sada na dobijanje trafenih diferencijalnih jedna-
¢ina kretanja prvog reda. Ako uvedemo generalisane impulge (2719 )
kao nove nepoznate funkeije Lagranfeve Jednaline (218) dobijaju
oblik

B _ AL _p
oC O
tie ™ ,
. [ s i 27)
B=5g J=127 @

U ovom obliku Legranfevih jednaina figurisu samo prvi izvodi
nepoznatih funkeija i} i/ﬁy « 8 druge strane, mo¥emo formirati
varijacije LagranZeve funkeije Z(aaylga, 57 Eija varijacija

iznosi oL 5, w-'4 e (2.28)
Ol=g 559U 255"

pa prema definiciji generalisanih impulsa (219) i Lagranfevim jo-
dnadinama ( 2,18) dobijamo

d1 = g /D:,OP %’72: HJ% (229)
39% =90 %) - G%

prethodni izraz moZemo napisati u obliku

815 %y +9 3 p% =2 5P
SSpdit)= 55 LR%% (e

Odavde vidimo da je izraz u zagradi takav da Je njegova varijacija
linearna funkeija od.C&éi(j%?, te ovaj izraz, koji ozna¥avamo sa

//, moZemo smatrati funkcijom od svih generalisanih koordinata,

Posto Je

a otuda

generalisanih impulsa i vremena

%//%I/Oj,z‘/:g/g:% ~/ (231)
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Ovake definisana funkcija ///%,/DO,,LL) naziva se Hamiltonova fu-
nkcijay Uvedeéi oznaku (237) moZemo relaciju (2.30) napisati u

Sy =;% o Z‘@ da, (232)

lMedutim, moZemo neposredne formirati varijaciju Hamiltonove fu-

obliku

nkcije, smatrajuédi je funkecijom ed promenljivih %,-, /;)75 f

-3 Bl da SRy T o

Poredenjem ovih obrazaca zakljuéujgmo da zbog nezavignesti vari-
Jacija é;% &Z’ odgovarajuéi koeficijenti uz njih moraju biti me-

dusobno ;jednakJ.O/ 3 a}/ C/CZ; 2 8/7[ (7.:‘/’2’”‘/) (2‘)"#,\

59 o

Jedna&ine (234 nazlva;]u 86 Hamiltonove Jednadine ili kanonsle

Jednaline kretanja i one predstavljaju tra?ene diferencijalne

Jednaline kretanja prveg reda sa nepoznatim funkcijama

Gl(t) ¢ plt).
PokaZzimo sada da su Hamiltonove jednadine (2.34), kao i Lagran-
zeve ekvivalentne sa Hamiltonevim principem. Izradunajme sada
varijaciju Hamlltenovog dejstva

{)’L[%,%,i)dé

koje prema obrascu (2.37) mozemo napisati i u ebliku

W= f Lot = f /Z pGr—H )t (235)

Varijacija eveg izraza, s obz:Lrom na to da je dezveljena izmena

reda operacija variranja i integriranja i da Je Hamiltenova fu-

ncija eblika /L/(%/ ), f} glasi

w5 gt JJ/Z/;% ot
JWf(ZaOO%*Z%OSOJ Z 5% Za/"g/g,}o’é (2.36)
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Radi eliminisanja cf% svalki od integrala u prvej sumi mo¥emo
transformhsati na taj nadin Sto éemo prvo izmeniti red operacija
variranja i diferenciranja PO vremenu, a potom izvrSiti parcijaliu

i ntegracg,ju

ot ~[h3/50) -0 ) g

a pofto prema uslovima (f%(zfo ):04' Jé;/,/é}:&integrisani deo otpa-

da, ostaje 4, 4,
= ~ : 29)
58 o= [ dgot (25
o e
Tada varijacija dejstva ( 2.36) dobija oblik

Sw=[$ti% + 995 -2 5484, -24. G Jot

ili posle grupiaanja lanova

Swe[B19-8500-5: 5+ *’/W o

Ova]j obrazac odred:u,je varl;jaci,ju Hamlltonovog dejstva u funkeiji
varijacija kanonskih promenljivih. Ako sad podemo od Hamiltonovih
Jednadina (234) neposredno vidimo da Je gornji izraz jednak nuli,
¢ime dobijamo Hamiltonov princip. Ako pak podemo od Hamil tonbvog
principa,.tj. od zahteva da gornji izraz bude Jednak nuli, zbog
nezavisnosti varijacija Cygj i J/QSV:[ koeficijenti uz njih movajun
biti jednaki nuli, &ime dobijemo Hamiltonove Jednaline.
Dakle, Hamiltonove jednadine i Hamiltonov princip su medusobno
ekvivalentni, tj. Hamiltonove jednadine odreduju bas one funkeije
7] /zl) g /9 / f) za koje Hamiltonovo dejstvo ima stacionarhn

vrednost.



2.5. BSmisao Hamiltonove funkecije

78dr¥imo se sada na Hamiltonovej funkeiji (£.37) i poka¥imo

pre svega nalin njenog formiranja. Ako je formiramo po samoj de-

i = z pg -L(39t)

Dobija se funkeija oblika 'ffga 59)/%/ 4) . Medutim, prema nalinu
formiranja zakljudili smo da Hamiltonova funkeija mora biti izra-

finieiji

%ena samo pomoéu generalisanih koordinata, generalisanih impulsa |
vremena i osnowni problem prelaska sa Lagranfevog na Hamiltonov
formalizam sasto]i se u tome kako se gornja velifina moZe dobiti

u funkeiji navedenih pbomenljivih, U tom cilju treba poéi os siste-
ma jednadina (2.79), koji u eksplicitnom obliku ima vid ( £23)

0=Cu Gt +0nGy + 6,

Pae@uyt e + Qi ba (2]
B Gl 2+ 1. Om G 5

i ova] sistem od n linearnih jednalina rediti po generalisaninm
brzinama €Z' ime se dobijaju refenja oblika (£46)
G B e, L)=5Gupr ] =18
Kao £to smo naveli, determlnanta gornjeg sistema linearnih Jedna-
&ina uvek je razlifita od nule, te je uvek moguée gornji sistem
Jednaéina resSiti po promenljivo] c;; Ao sad tako nadena refe-
nja za 6? uvrstimo u Hamiltonovu funkeiju, dobiéemo

- Z @G, )~ LG, Bl pet ) L) =A% pot)  (240)

1= [ L@t ) (B pet)= F(Fopert)

e p ]
/__
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Yime smo ovu velidinu zaista izrazili u traZenom obliku, tj. u
funkeiji promenljivih 9@)‘]) i .
Da bi smo videli fizi&ki smisaso Hamiltonove funkcije, napomenimo
da smo prema analizl veliéine
4= Z qj | =const
zakljuéili da veliina /7 , koja se poklapa sa Hamiltonovom fu-
nkeijom, pod vrlo opdtim uslovima predstavlja ukupnu energiju
sistema. Ovde rede posmatrajmo opdti sludaj, kad je kinetilka
energija ma kakva kvadratna funkeija generalisanih brzina i kad
gile imaju potencijal, koji moZe zavisiti i od generalisanih Dbrul
na., Ako ih napiSemo u obliku
= ot Tt 70, W=V l/
Lagranfeva funkecija biée takode kvadratna funkcija generalisanih
brzina
L= Z'Z +* Z_, + Zo ('//;1
gde su LQ‘)Zq L Za kvadratni, linearni i nezavieni &lan
12:7‘2, 1-1:7;”1/7,10;'7;"'[/ (2/1)

Hamiltonava funkcija biée tada Jjednaka

y=3 pg-L= 4@9(127‘1 L) G~ (Lt Ly L)

odnosno

81.2 N Y S Sy |
J=1 ; 09 %+Z@9¢ 7( Le= Limda (243)

Na prva dva &lana moZemo primeniti 0jlerovu teoremu o homogenimn
funkeijama

tako da se prethodni izraz transformise u

/7[=12~11 (21'4)
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Zemenimo 1i Jod ovde [_2 - Z.., prema obrascima (242, kona¥no ol -
Jemo da Je Hamiltonova funkeija u opStem sludaju

H=T2~7,+/ (245)
Ao je kretanje slobodno ili sa stacioniranim vezama, kinetidla
energija Je homogena kvadratna funkcija generalisanih brzina, talo
da tada vaZi 7;'72) 72-=(7 te Je

H=T+/=F (2 46)
Prema tome,ako su sve sile koje dejstvuju na sistem potencijalne
a kretanje sistema slobodno ili se stacioniranim vezama, Hamilto-
nova funkeija predstavlja ukupnu energiju sistema, Pri tom napcuc
nimo da u ovako definisanu energiju E ne ulazi celokupni uopsteni
potencijal, veé samo njen nezavisni &lan, koji odgovara obidnom
potencijalu i koji &ak sme zavisiti i eksplicitno od vremena,

Ispitajmo jo3 po kojim uslovina Je Hamiltonova funkeija

integral kretanja. U tom cilju diferencirajmo je totalno PO VI

A _Qa 247)
& pY :2:,@% %+Z o ASE oH

pa zamenimo ovde g& i//) prema Hamiltonovim dednaéinama (234)

I S H oy
Tt 49930 *j_Za (@qj
Bds A _ OH (248)
gt T ot

Ovde vidimo da ako Je.§¥%=(7, integracijom neposredno dobijamo

(G, t)=const. (249)

Dakle, ako Hamiltonova funkcija ne zavisi eksplicitno od vremens,

menu

onda predstavlja jedan integral kretanja koji se obilno poklapa

sa zekonom odrZanja energije. Naime, ovakav sludaj imamo ako je
kretanje sistema slobodno ili sa stacionoranim vezanma i akeo su gve
sile konzervativme, ali i u sludaju kad imamo uopsteni potencijal

&iji mezavisni &lan ne zavisi eksplicitno od vremena.
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2.6, Analiza Hamiltonovih Jednadina

Analizibajmo sad Hamiltonove jedna&ine (234), u kojiua

predpostavl jamo daCL/je poznata Hamiltonova funkcija A/éj : /QJ,é )

SR A o 05 AT T R

- 72 o J= AT

Ove jednaline predstavljaju sistem od ‘2n  simultanih obidnih
diferenciijalnih jednadina prvog reda resSenih po §§ i/ﬁ; s X kogiuf
su nepoznate funkcije sve generalisane koordinate §9 i svi genera-
lisani impulsi /qy y 8 nezavisno promenljiva vreme f; pri demu jeo
brod ovih jednadina  Jednak dvostrukom broju stepeni slobode, Pri
primeni Haﬁiltonovih Jjednaldina postupa se na slidan nalin kao sa
LagranZevim jednalinama. Po izboru generakisanih koordinata moraju
se naéi odgovarajuéi generaliseni impulsi,a zatim na nedin kako
smo malopre izloZili Hamiltonova funkeija izraZena pomodu generi-
lisanih koordinata, generalisanih impulsa i eventualno vremena.
Potom treba formirati Hamiltonove jednaline za svaku kanonsku pro-
menljivu, i redfti ovaj sistem jednadina uz date poetne uslove
6&0, i/%o yCime se QObijaJu generalisane koordinate i generaliss-
ni impulsi kao funkcije vremeha, ‘
Resenja ovih jednadina su jednoznadna, Jer su Hamiltonove Jednacine
eksplicitno resSene po izvodima najviSeg reda, Sto Je u saglasnosti
sa principom kauzalnosti.

U koliko su veze stacionarne i sistem konzervativan, Hami-
ltonova funkcija moZe se naéi i na ta] nalin Sto se ukupna energija
sistema izrazi u funkeiji generalisanih koordinata i generalisanih
impulsa. U nekim sludajevima Hemiltonowe jednaline omogudavaju ne-
posredno nalaZenje prvih integrala, kao na primer prvi integral u
obliku (249). Ako Hamiltonova funkeija ne zavisi eksplicitno od je-

— dne ili viSe generalisanih koordinata, tj. ako je
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o _ ~
7 i B SR A (250)
odgovarajuée Hamiltonove jednadine za generalisane impulse daiu
-—-—B—a ‘7': — 8/7{ :0
e ey

.= '=/ "‘,n 257\
/Oj_consf, f=12 (251)

a otuda

Po¥to Je prema definiciji Hamiltonove funkcije (437

éif:aézé, iz uslova (250) gledi da je u tom sludaju i éaé%:

O% &% | O

pa takve generalisane koordinate, koje ne ulaze eksplicitno u
Hamiltonovu funkciju ne figurisu eksplicitno ni u Lagranieve]
funkeiji. Stoga su one prema definiciji (#46) ciklidne koordinatbo,
a odavde vidimo da svakoj qikliénoj koordinati odgovara Jedan
prvi integral oblika‘A¥:CZM5f; Hamiltonova funkecija tada postaje
funkeija mamo od n - r generalisanih koordinata i tolike isto
promenljivih generalisanih impulsa, &ime Je problem efikasno
gveden na problem n - r steoeni slobode.

Posmatrajmo jo# slucaj kad dve odgovarajuée kanonske pro-
menljive figuridu u Hamiltonovo] funkciji samo preko neke funlkecijo,
naprimer 72/%?,//Cb/) . To su takozvane zdrufene kanonske prome-
nljive,Hamiltonove jednadine za /z / 6& glase

- o D o D _BH B
P=-55="5 59 T=En7or opi (2%

Deobom ovih jednadina dobijamo ~

-
AN 1=
T
a otuda 4 EQAM

or OF oo, =0
891d97—f 8/07 /O‘/'
odakle integracijom sledi kao prvi integral

.7[/% ,fr ) =eonst. (253)
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Medutim, poseban znacaj Hamiltonovih Jjednadina leZi u
sledeéem. Dok nepoznate funkcije u LagranZevim Jednalinama pgen- .
ralisane koordinate odreduju samo poloZaj sistema, nepoznate fu-
nkeije v Hamiltonovim jednaldinama  generalisane koordinate 1 (.
ralisani iwmpulsi odreduju ne samo poloZaj veé i stanje kretunic
sistena,

Dakle, Hamiltonove Jednadine neposredno odbeduju mehanidke stat ]
sistema i stoga one igraju veliku ulogu u svim onim granama teo-
rijske fizike koje baziraju na pojmu stanja sistema. Takav sl
imamo w statistidkoj fizici i kvahtnoj mehanici, gde su ove jedno-
Eime od-posebnog interesa.

Odgovarajuéa geometrijska interpretacija moZe se dobiti
uvodenjem‘?/7 dimenzionog Xuklidovog prostora, u kome pod tadi:
podrazumevamo svaki uredeni skupe.

L= (0 P ) -

i u kome je metriika forma definisana obrascem

AR Z g+ )_ X/ % (2.55)
Tako definisan 2n dimenz1oni Eukfldov prostor naziva se fazni
prostor i pomoéu njega se mehanidko stanje sistema destica
predstavlija jednom talkom, tzv. reprezentativnom talkom u
faznom prostoru, &iji Je broj dimenzija Jednak dvostrukom

broju stepeni slobode.



KANONGSKE TRAWSFORMACIJE

Prilikom reSavanja sistema Hamiltonovih Jedna¥ina ons ee
obidno svode na Lagranfeva Jednaline. Prema tome ¥to se matemati-
dkih olakfica tife, Hamilbtonov formalizam se bitno ne razliluje
od Lagranfevog. Preimfdstve Hamiltonovg metoda w odnosu na Lagri-
nZev matod nije u njegovo] matematilkod jednostavmodti prilikom
refjavanja odgovarajuéih Jednadina kretanja, ved u Sinjenici da on
dublje prodire u strukturu mehanike. Zbog toga Efo ravnopravio:i
koordinata 1 impulsa, uzetih kao nezavisne funkeije, predstavliia
velilm globodu pri izboru velidina koje se uzimaju za "koordinaic’
i "impulse", 1 zbog toga ¥to se kao relenje problema dobije meho-
nidko stanje sistena,

Izbor generalissnih koordinata a samim %im 4 SenaraliQUﬁiiﬁ
impulsa, datog sistema nije Jednoznafan. S druge strane, sam islon
generalisanih koordinata direktno utide na matematidku kouplilovi -
nost redavanja odgovarajuélh Hamiltonovih jednadina krebenja.
’Najjednostqvnida bi se dati problem mogao rediti kada bi; ne. ur.
pve genaralisane koordinate bile ciklidne ili bar Bto vedi njilov
broj. Bvako] ciklidnoj koordinati, na osnovu Hamiltonovih Jednudina
odgovara njoj konjugovan konstantan generalisan inpuls &ime se ro-~
flenje problema u mnogome matematiki poJjednostavlijuje. Ya primer,
proufavajuél kretanje &estica u sferno simetri¥nom potencijalu
( potencijal zavisi semo od sfere koordinatefT020777ako se ze
generalisane koordinatem odaberu Dekabtove koordinate x,y 1 z,
onda nijedna od njih nefe bitl ciklilna. Medutim, ako se za gene-
ralisane koordinate odaberu sferne koordinate /2627’ onda de
K ¢ biti eilidne, &ime se ovaj problem efektivmo svodi na Je-
dnodégggg}ggglni problem po-koordinati,ﬁi



Dalkle, osobina ciklidnosti generalisanih koordinata je vezana uu
sem izbor ovih koordinata, PoSto su koordinate sistema , koje

Je najprirodnije uzeti za generalisane, retko kad ciklilne, uop:f
nameée se potreba za razradu procedure prelatia sa tzv, starih
lanonskih promenjljivih ne neki drugi pogodniji ( ne moraju bit:
obavezno generalisane koordinate ciklidne) sistem kanonskih
promenljibih { tzv. nove kanonske promenljive ).

Na bazi ovakvih transformacija kanonskih promenljivih
izgradene su, u odnosu na Lagraniev i Hamiltonov metod, apstralt-
nije forme izlaganje fizidke sustine mehanike. I ako na ova]j 1o~
¢in dobijeni metodi mogu da predstavljaju izvesnu olakiicu u ro-
Savanju problema klasiéne mehanike, njihova glavna korist Je v
tome £to su oni predstavljali polaznu tadku u izgradnji stati-
stidke i kvantne mehanike.

3.1. Formulacija kanonskih

transformacija

Kao 5to Je istakmuto, izbor generalisanih koordinata nije
Jednoznadan, S druge strane, oblik LagranZevih Jednalina ne za-
visi od izbora generalisanih koordinata i u tom smislu formalni
oblik LagranZevih Jjednalina Je invarijantan u odnosu na tran-
sformaciju generalisanih koordinata 9&192;.,,9% na neke nove

é?y, (;E y ¢ -,5;% tj. na transformaciju

&i:@c'/QK)Z// (3./)

Uporedo sa LagranZevim jednadinama, oblik Hamiltonovih
jedhaé&na, prirodno takode ne zavisi od izbora generalisanih
koordinata i u tom smislu oblik Hamiltonovih  Jednalina Jje

invarijenten u odnosu na transformaciju (3.1) .



-.30 -
Medutim, po¥te u Hamiltonovom metodu uporedo sa generalisanim
koordinatama u svojstvu nepoznatih funkcija se pojavljuju i gene-
ralisani impulsi, poJjam transformacije se ovde moZe prodiriti
tako da istovremeno obuhvati i generalisane koordinate i general:.
sane impulse, |
Q=g pt) , R=R(G, pT) (32)

Ovakvo profirenje pojma transformacije sa generalisanim keordin:-
tama na istovremeno generalisane koordinate i impulse, predstavlja
jedno od osnovnih i bitnih preimuéstava Hamiltonovog metoda.

Medutim, prilproizvoljnim transformacijama (32) Hamiltonow
jednadine kretanja ne zadriavaju svo] oblik, tj. Hamiltonove Jjo-
dnadine, u opstem sludaju, nisu invarijantme u odnosu na transio-
rmaciju (3.2). Ovde su od posebnog interesa one transformacije
tipa (3.2) u odnosu na koje se oblik Hamiltonovih jednadina ne
menja, tj. takve transformacije u odnosﬁ na koJje su Hamiltonmv;ﬂ

jednaline invarijantne

G =2 (.= OK
tT 0P | kanoniénom  transtorma- ‘T Ol

gy cijom preloz; v |
bt o
gde je A((GZ'/%)Za) nova Hamiltonova funkcija. Transformscije
tipa (3.2) koje ispunjavaju navedeni uslov nazivaju se kanonske
transformacije.
Uslov kanonidnosti se mo¥e izraziti i u drugom obliku.

Nefime, poSto su Hamiltonove jednaline ekvivalentne Hemiltonovom
principu, uslov da transformacija (32) bude kanoniZna moZe se

napisati u obliku

d. f{)_ (G P OO /{QP@-/(@PW.Q(



I ako su jednadine (3.4) istovremeno zadovoljehe, u opibem slulc
ne sledi da su njihove podintegralne funkciJe Jednake. Naime,
ma kalkvu funkeiju F  starih i novih promenl jivih, zbog polclapi-

nja poloZaja sistema na pravom i zaobilaznom pubtu za

é:fo L Zr—i (5/0'6 OPF(Z{o):O l JF(Z‘J:O g ZLeJé
cfj £ Y - dr(t,)-dF(t)=0 (35)

Ovde sledi da se u opétem sludaju, podintegralne funkcije v Jedna-

¢inama (34 ) mogu razlikovati za.ﬁég y $Je

ot
Z/Jq "#{%/DK t)= ZF@ ~-K (R Z}f- (36)

c=1
Ova jednac1na predstavlja traZemi uslov da transformacida (32 )

bude kanoniéna. Punkcija ~/~ se naziva funkcija gemeratrise date
kanonidne transformacije promenljivih., Kasnije ée biti pokazano

na koji nadin, zadavajuéi funkeiju generatrise, se moZe jednmurif
naéi odgovarajuéa kanonidna transformacija. Uslov kendniénosti (36)

e mo%e napisati i u diferencijalnom obliku mnoZedi uslov (36) =u
.r\/t
Q

Z P, (G p)E = j@d@ ~ k(@ B2 ) +IF (5.7)

ili ako se uslov (37) napife za drugi skup moguéih promena kanonaslih
promenljivih za isto vrene Cﬁf

2 POl -HIpL = 3 R Qi -K(BeR Lot vl F (38

onda se oduzimanjem (38) od (37), uslov kanoni¥nosti moZe napisati

i u obliku

(39)

n
7\1

”

) M

o
~
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3.2. Tipovi generatrise

Funkeija generatrise F y koja odreduje prelaz sa starih
kenoniénih promenljivih na nove, treba da je funkcije kako starin
tako i novih promenl;jivih, Dakle, osim vremena, ona je funkecija
promenl jivih: F/ q,(//)c) 0/; R, l( )

Medutim, posto izmedu starih i novih promenljivih posteji 2n je-
dnadina veza (32) broj nezavisno promenljivih je samo 2n. U ton

smislu funkcija generatrise F se moze uzeti u jedno od slededi’
fizi¢kih interesnih oblika.

/C;(C/K,&K,g)) E[QK//%K//’ /CE’:(PK, @K, Zl)/ /L;//Oﬁ,/g, ZZ/ (3.10)

Ako se za funkciju generatrise uzme oblik onda Je

f,qdq ~Hok = ZPc/& Kdz‘—fz%o’qp- a@,d& 1220l (511)

Posto se stare koordlnate 9/< i nove Q,g ovde uzimaju kao nezavig

promenljive, iz jednadine (377) sledi da je
oy 8F4 P @/Eq ) /")
)2 > I

=B ™

" ORE
K = H+2F (313)
Sistem jednadina (3/2) za datu funkciju generatrise jednezna&no

odreduje odgovarajuéu kanonsku transformaciju. Naime, sistem je-

dnaéina LS 70/%& ZZA) kada se redi po &7,_' daje prvu po-

S aq
lovinu kanonske transformacije (32) tj. @ Qg/qx /0,< f ) Ako se
ova refenja uvrste u sistem Jednadina B y//%, Qe f/

dobiée se druga polovina transformacije (32), t;j P = @[%’ /Q(/-(f'/
lalkon edredivanja kanonske transformacije, jednadina (3.73) omogu~
¢ava da se nade nova Hamiltonova funkcija K .

lMoZe se ispostaviti, Sto zavisi od problema da je za funkci-
Ju generatrise zgodnije uzeti oblik /:é o« U ovom sludaju, da bi

se doslo do sistema jednadina koji odreduje kanonslku transformaciju

-



L
mora se izvrsiti prelaz sa /y na Fo

Ao se iskoristi identitet dZPQ Z‘Pa’@,«-fgdpg Jednadina (3//)

se moZze napisati u obliku

i n

l%p-dc;i—%/dé:—g[&d/? ——/<df+d[5+§/?67j (3.14)
Ovde sledi da Jje izraz u veliko] zagradim takav da Jje njegov difc-
rencijal linearna funkecija diferencijala O/gt/ o//% (O te se moie
smatrati da je on funcija od C? B< ; Z_Z a to odgovara obliku /,

1

(% Pet)= Fi+ 3 R, (315)

Ako se sada izraéuna diferencijal funkci:je F, i zemeni u (379

dobija se
> Pl Hok = —24 Qal-Kott +) 22 > % dqu Leclps 2t (51)
Izjednalavajuéi koeficijente uz iste diferencijala dobija se
A= %;f’- , Q= g;;z (317)
K=H+ 252 (3.18)

ot

U ovom sluéaju za datu funkciju generatrise tipa 5 sistema jadno-
¢ina (3/7) jednoznaéno odreduje odgovarajuéu kanonsku transforms-
ciju. Naime, sistem jednaéina /O; 8;?2 70/9/< Bf) i= ¢2

kada se re3i po /? odreduje drugu polovinu kanonske transformacije
G2, t3 5= ;D(C]KI/O Zf/ .Ako se ova refenja smene u sistem Jednadins

@/‘2 3P
Q 55 }"/%PZ‘/ dobiée se prva polovina transformacije (F.2), tJ].
a =4, [gkl /»} ¢ /L Nakon odredivanja kanoske transformacije, jedna-
¢ina (G./8) omoguéava da se nade nova Hamiltonova funkcija
K (G R, t)
Ako Jje pogodnije da se za funkcijJu generatrise uzme oblik

Fs onda, da bi se do¥lo do sistema jJednadina BdGji odreduje

odgovarajuéu kanonsku transformaciju treba poéi od uslova (37)
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g tim $te treba uzeti da ,je/: FiZIDOé] O/Z/QQL ch e

Take se dobija tat

g}; o ~Helt =) Rel-Kat +l{F:- -5 ap] (5.9
Iz (G19) sledi da JeF}Z%Da funkeija keja zavisi ed /O‘--é [\7; i
dakle funkeija eblika A(D (). #) .+ PiButi totelni diferenci-
Jjal za generatrisu F; i zemenjujuéi u (3/9) dobija se

-gcﬂ-cfoé—/‘/di '-'g/‘?o’@rKdﬂMngp@o/b +Z§§c/0 R (320)

Odavde sledi izjednalavajuéi koeficijente uz 1ste diferencijale

Ly = , 2= (321)
: E‘)pc a@l
K:H."’Lé@{s (5.22)

Ovde za datu funkeiju generatrise F , 8istem jednalina (327) jc.-
dnoznaéno edreduje kanensku transformaciju. Po odredivanju lkanoinoio
transformecije, jednadina @22) odreduje novu Hamiltonovu funkei ju

Na vrlo slid¢an nadin se pokazuje da ake ;je data generatrisa

oblika /’:'; s koja je jednaka /[‘_ /‘ 7‘2-/00 Z,C}q N

=1

sistem jednadina koJji edreduje odgovara,juéu kanonsku transforma-
ciju i nevu Hamiltonovu funkeiju, ima oblik

Q_ 88 kKo H+aﬁ“ (3.23)

Mgy a/? DE 2
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3.3. Invarijante kanonskih transformacija

Postodi izvestan broJ velidina u Hamiltonovonm formalizmu
koje su invarijante u odnosu na proizvolJnu kanonsku transformow

e¢iju. Jedna takva veliéina Je Poasonova zagrada funkcija

UGk, Px, t) i V=G, Pt

V_ &DU@V
[UV] Z@é{@%} o, O (3. 24)

Pre nego #to bude pokazana invarijantnost izraza (324), bide
prvo pokazana invarijantnost Poasonovih zagrada kasnonskih promc-
nljivih ( tzv. fundamentalnih Poasonovih zagrada ) uw odnosu na mn
kakvu kanonsku transformaciju. U tom smislu biée pokazane neke po-
moéne ralacije. Tako, ako se pode od sistema Jednalina (3/2) i

(327) dobija se

op_ o5 __ o8 . (5.25)
8@ @? a@" @q ‘
29, 2 | (3.26)

ORr 3_57‘5/‘1 ij/o

Primenjijuéi (¢25) i (326) u izradunavenju fundamentalme Poasgonove

zagrade[ﬁgk-f{] dobija se
)0 (458 -G 80) BhER B8 55)= 3 =

(=1

Hedutim, kako Jje

[02]=) (3438-89F) - 2 iy =Cee

=1
gledi da Je

[QKB] [6? /D]@P %, & (3.27)

Na glican nalin se dokazuje da se i ostale fundamentakne Possgonove

zagrade takode kanonski invarijantne
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[@ Qel= [a,(,@] =
[RFT,, [F Pj@,a-o

Koristeéi sada anon.:ku inva‘cijantnost fundamentalnih Pos

(2 &
(L

novih zagrada biée pokazana kanonska invarijantnost Poasonovih
zagrada funkeija(/;|/ . Naime, podto su funkeije (/ i )}/ funkeiie
od C/Lp pb. i f y, moZe se pisati

ﬁ/ /] L Be-5e)-) DBl e
R )
Ovaj se izraz moze dalje napisati u obliku

az/ oV "aax oQ:_ 0@ a&t
eu av aé?x IR 8@x SF/ auav 08 &R &G A

T 8aioR 4 (6g. 5p. ~8p: 5./ P@@ (egiop. 5 59
‘gf(zjgf\g/ (25573’7 @a/f@,o/] 52[@@@@[@0] i

(BB BBk ea] AR
Koristedi (324) i (330), dobija se

[U /L ZZ QS-S5 8 S) =) BHBE-88 55

[U V]g/b"ZU V,/@p (3.29)

§to je i trebalo dokazati. Prema tome, u buduée prilikem pisanja

Ebasonovih zagrada biée izostavljeni indeksi koJji oznadavaju po

kojim se promenljivim izralunavaju ove zagrade,
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4, HAMILTON - JAKOBIJEV METOD

Kada se govorl o promeni kanonskih transformacija onda s«
obiéno podrazumevaju dva metoda. Prvi od nJih se odnosi na sicten
¢ija Hamiltonova funkecija ne zavisi eksplicitno od vremena ( inte~
'gral kretanja ). U ovom sludaju uvek vostoJi takva kanonska tran-
sformacija pri kojoJ su sve nove koordinate eiklidne.

Zohval jujuéi ovakvoj kanonskoj transformaciji integracija Jednedi..
kretanja u novim promenljivim je trivijalna.
Drugi metod se sastoji u trafenju tekve kanonske transformacije
koja omoguéava pralaz sa "Stavih" kanonskih promenljivih‘?i/f)i
/Dd Zf) na "nove" 9{.0_:_:_ 91_- (zf,,/ i pLOEpi [fo)ko,je odreduju
podetna kinemati¥no stanje sistema. Dakle "nove" kanonske promese-
nljive predstavljaju poletne vrednosti koordinata i impulsa sistenc
( konstante ). Nala¥enjem ovakve kanonske transformacije, koja
ima oblik
9= T (Feor Pioi ), p=pplGnpet) ()
istovremeno Je i dobijeno konafno reSenje problema. Ovaj drugi r. -
tod je opBtiji za to Zto je primenljiv i na sistem éija Hamiltonova
funkcija eksplicitno zavisi od vremeha.
llalaZenje kanonske transformacije (36) razreSava se Hamilton-Jako-

bilijevim metodon,
4.1. Hamilton - Jakobijeva Jednadina

Potreba i dovoljan uslov de. nove kanonske promenliive
budu kenstantne jeste da nova Hamiltonova funkecija identidki
bude jednaka nuli K=() . Tada Je
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P 8 ly
Q a/sc =l > P o &y
td. |
G = A, =const. ¢ F=oli=const h.2)

Poste je veza izmedu stare i nove Hamiltonove funkeije ( nezsvi-
sna od tipa generatrise ) Aﬁ.//f CT’ uslov K=(7 se svodi na jedi:.-
¢inu
ﬁ’@e //D"/f)7L '@Qtf:‘ (4.3)

koja odreduje upravo onu funkeiju generatrise F za koju Jei{¥da
tje. za koj& s@ nove promenljive konstante. Ovde Je zgodno da se
za |~ odabere funkcija generatrise 6{9‘,/912,") » koja se u Hanmi-
lton-Jakobijevom metodu obi&no obele%ava,fkﬁ?ilf%]fl) i naziva
glavna Hamiltonova funkcija. Podto je /2;:§3§%§§%% ( druga polovi-
na gistema Jednadina koji za datu funkeiju fz odreduje kanonsln
transformaciju), jednadina (43) postaje

H(9, 9,25, 25 .¢ ) 880 (%4)

Jednadina (44) predstavlja osnovﬂi Hamilton-Jakobijevog metoda

(u istom smislu kao Sto Lagran¥eve ili Hamiltonove Jednadine
predstavljaju osnovne jednadine Lagran¥evog odnosne Hamiltonovop
metoda ) i nesi naziv Hamilton—Jakobideva Jednadina, Matematiclci
ona predtavlja parcijalnu diferencijalnu Jednadinu p"‘é?liﬂzanu
Je nmepoznata funkeija S a nezavisna promenl jive ggﬂa,gu éZf.

Svaka parcijalno diferencijalna jednadina prvog reda ima
dva tipa reSenja: tzv. op3ti i potpuni integral. Op&tli integral
zavisi od proizvoljnih funkecija, dok potpuni integral zavisi od
proizvoljnih konatahti.
U primeni, medutim, osnovnu ulogu igra potpuni integral koji -
sadrZi onoliko proizveljnih konstanti koliko nezavisno promen-
1ljivih,

Buduéi da jednadina (44) sadrzi n + 1 nezavisne promenl ji-
vu, potpuni integral Jednadine je oblik S—-S[qﬂ ,67,-,,2-‘0’ - ofﬂﬁ)

Poito funkeija S eksplicitno ne figurife u jednadini (449 veé somn

i oq vdd . a) ,-..‘-H An = 5 PR s Ly
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regenje. To znadi da se jedna konstanta uvek mo¥e izabrati kan
aditivna.Medutim, ova aditivna konstanta nema nikakvog znadaja
nbog toga Bto u sistem jednadina (3/7), koji odreduje kanonsku L.
naformaciju,ne ulazi funkcija S veé njeni izvodi. Zbog toga se po-
tpuni integral jednadine (44) moZe napisati u obliku

S=5(G,,Gn, s, dn, L) (45)
Forma reSenja (45) potpuno odgovara formi funkcije generatrise i1
/2 ukoliko se za nove impulse odaberu upravo konstante
tj. ako se stavi da je fQ;:cﬁ-' .
Sistem jednalina (377), koji za datu funkeiju generatrisec
:ésfs odreduje odgovarajuéu kanonsku trénsformaciju, se moZe

nepisati sada u obliku

0' :6 I 85 ((?(_ ,O{i ,i') (//'(v)’)
T Ak ool
po L 83(95,0{_515) | 7.7
) = : it )
‘ O e
Algebarski sistem jednalina (46) i (47) za Lol ( podetni trenu.-
tak vremena) odreduje konstante<9§é/3£ kao funkecija od poéetnih
£ )

vrednostiA 7"0 1/950/ Zfo 2 tJ e 61 :/0_)‘;(9‘0/ /Q.O,Z‘o) ¢ 0(1'5-‘0(1(??,/ /Jr'o, 41[0-//4
Zamenjujuéi sada vrednosti sa O i /4u sistem (46) dobija se

P =3 (C, Qo o0 (4:8)
Stavljajuéi, dalje, izraze (£8) i vrednosti za Of; u sistem Jedna~
¢ina (47) dobija se

Pi ::pr' (ZL/ 9;’0/p1‘a) (43)

Transformacije promenljivih (48) i (49) predstavljaju trafenu

kanonsku transformaciju za koju je A= y tje. predstavljaju
konaime jednaline kretanja datog mehanilkog sistema.
Izbor velidina Cﬁ u svojstvu novih impulsa u izvesnom smi~
slu je prizvoljan, jer umesto proste zamene 06 sa /? moguée Je
z8 nove impulse odabrati n promenljivih nesavisnih funkeija
d*z__og_oa_, tJ. stavljejuéi da Je 7= 47 (o, .. 00). Tada glavna

Hamiltonova funkecija ima oblik
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82500 . 0n; AR e, (4.10]

lzbor u svojstvu novih impulsa ovog ili onog sistema konstant:
(ﬁ} u mnogim sluéajevima se pokazuje boljim u odhosu na pro-
atu zamenmu O, sa f% o _
Diferencirajuéi glavnu Hamiltonovu funkeciju totalne po

vremenu dobija se

0/5 Z Ak &

Stavljajuéi da ;]e/()..é9 i koristeéi Hamilton-Jakobijevu jedne
3

nu Eai, // y gornji izraz postaje

~ = Z/)L 7; —H:L (4 //)

Ovde sledi da Je o

de{ﬂtcansz‘ f[_o’t (4.12)
gde Je f} prizvol}ﬁn trenutak vreﬁéna ( odgovaera integraciono]
konstanti pri reSavanju neodredenog integrala). Dakle, fizilli
smisao glavne Hamiltonove funkcije se sastoji u tome Hto ona
predstavlja Hamiltonovo dejstvo sa neodredenom gornjom graniconm.
Ovde treba napomenuti da izrez (472 ne mo¥e da slu¥i za izraiu-
navanje funkcije S zbog toga 5to se - unapred ne zna g%‘=§b[{)

pa ge ni odgovarajuéi integral ne mdZe izradunati.
4.2. Karakteristiéna Hamiltonova funkcija

U sludaju kad Hamiltonova funkeija sistema eksplicitno

ne sadrZi vreme t, Hamilton-Jakobijeva jednadina tada ima oblil

oS
&z * (%82 )=0 (413)

Potpuni integral ove jednaline se moZe traZiti u oblikm

. 5(?{:)0(5, f)s W(%,OC,"',O(n—f,h)~/75 (4 1)



Funkeija W/ 9,d, ,...d,,r,/))se naziva karakteristina Hamiltomova furlc: |
Stavljajuéi (%) u jednadinu (413) ona postaje
#(G: BY )= (415

8to predstavlja parcijalnu d:.?erencljalnu Jednadinu koja ne sadrs’ i
vreme. Pobpuni integral jednadine (44) sadrii n proizvoljnih konsts -
ntik od kojih je jedna aditibma ( iz istih razloga kao i pri re-
Savanju jednaline (44) ) te se mo¥e staviti da je nula. Ostale
konstante Q’;,O(z-'-dnﬁmogu zajedno sa konstantom A iz (42 biti uzete
za nove ( konstante ) impulse /~ .

Znajuéi karakteristidnu Hamiltonovu funkeiju W ( Q. A )
saglasno jednadinama (46), odgovarajuéa kanonska transformacija

je odredena sledeéim sistemom algebarskih jednadina

/Oi SW[Q 0(7, D(n-h/)) (j ,/;C;.'/)
i SW(Q,,OG, dn-1,) s

PN 1 _ow(o: 0(7 Anar, b e
adL / \
Sistem jednadina, @A) daée nam ze Z=7s reéen,jaOG-—Dﬁ'@io, Pio)é /4=/§L"'-Z:),/‘i’;J/‘

sistem (417) /:3 3 (%o /b é/L Vraéajuéi nazad ova reSenja u (4/4) i
(417) dobija se %_9 (9¢oﬂo,é) p /3(9[0//0,0/ ({) tJe« konacno

resenje problema.

[%?, /f",)

4.3. Razdvajanje promenljivih

Hamilton-Jakobijev metod, u opXtem sludaju, nema praktiénih
prednosti u odnosu na Hamiltonov metod zbog toga 8to je refavanje
Hawilton-Jakobijeve ( parcijalne ) jednadine te¥i zadatak od resa-
vanja sistema od 2n Hamiltonovih jednadina koje su obidne difere-

neijalnejednadine prvog reda. Medutim, u nekim sludajevima ge u
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Hamilton-Jakobijevo] jednalini mogu razdvojiti promenljive od:!
se neposredno refenje problema svodi na kvadrature. U ovom =l
Hamilton~-Jakobijev metod se pokazuje kao vrlo efikasan. NaZalos!
ne postoji prost kriverijum koji bi ukazivao kada je mogule
izvrsiti razdvajanje promenljivih., Medutim, u problemima koji
gu od interesa za savremenu atomsku fizilku, razdvajanje promen-
1jivih se skoro uvek moZe izvriiti.

U tom smislu ovde ée biti razmotreni samo konzervativni
gistemi kod kojih je Hamiltonova funkcija jedan prvi integral.
7a ova] sludaj je glavna Hamiltonova funkcija moZe napisati u
obliku 5(94‘, of i ,i) i W(%D/n' G-t /)/" ht s pri Semu kanrakte-
ristiéna Hamiltonova funkcija \444;Qjc(ﬁ~;OG-A/§)zadovoljuvu
jednadinu (415).

Jedan od sludajeva kada se jednadina (415) moZe reiti
todom razdvajanja promenljivih je kada su sve ili samo Jedan
deo promenljivih javlja u obliku zdruZenih kanonskih promenl ji-
vih. Neka su, naprimer, g& iJ%% zdruZene kanonske promenljive.
Tada je Hamiltonova funkcija sistema oblika

W= HLP(T0 1), GersGn, oo = 1
Jedna&ina (415) za ovaj sluéa] postaje

/V-//Z}§/§Z€§n4<) §7 <?%)£9VV"'769§%1jL:/6

ReZenje jJednadine (418) se trazi u obliku

W/q{)O(h"',O(n—u /7): Wy (91; df"?d”":b)+'WV?2"' s Gncly; 0{””'/?) ["l//"/‘:’!”}

Nakon smene (419) u (418) dobija se

HH %QW’/ %19 50 a%) =01 (#.20)

Da bi ova jednadina blla zadovoljena za svako 9@ s neophodno je

da Je 7[/%’89/ o(,, gde Jje 0(4 proizvoljna konstanta

s
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( u tom smislu, naprimer, konstahta Oy .is (419) ), Bada se kar:-

kteristié¢na Hamiltonova funkecija nalazi iz sistema Jednadlina

7//§Z,é§%%4):=C¥; (4J7*f
///?z,.--,% é—);z/'}/ 8\4/’,0() =/ (1 20

Gn
Ako se jednadina (421) redi po(é?méi integréli dobija se

7
W(C?,,O(ﬂ"'%-, ,A):fg(qyldfjdgi (/‘L'ﬁ.f;a \

dok Je potpuni integhal jednadine (422 ( kada se reXi Jedhadina(422)

M/Ve%w'~,§%,C(1ﬂ‘;QQ4/6)

Karakteristidna Hamiltonova funkcija, konadno, ima oblik

VV;144/§ZAX;"'lcﬂ%f)/ﬁ)f'M/yééj”,ga/cﬂf"aa—h/i) /Jf”?F

U koliko se dva para promenl jivih, naprimercqu gg%/cé

Javljaju u obliku zdruZenih promenljivih, tj. ako Jje Hamiltonovsa
funkeija sistema oblika

WG L), 1ol ) DG, Rars ) = [ 4.25)

onda se odgovarajuéa karakteristi&na Hamiltomova funkeija moZe

dobiti iz sledeleg sistema Jednadina

%Yk?b/tk):cxg

f{QZ,pz)—‘O(z
A%/§75»“3‘?L;é§2£f;"'2522:;c¥%615/)

ReBenje sistema (428) se mo¥e napisabi u oblilm

We W5 %0, i B) 4D WGt ol ) (427)

gde Je

We @,y i 00 A= JE (G chi ),
U koliko se sve promenljive Javljaju u obliku zdrufenih
kanonskih promenljivih, tj. ako je hamiltonijam sistema oblika

TGP Guprlh (her
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onda se odgovarajuda karakteristidna Hamiltonova funkeija dohi s

iz sledeéeg sistema jedna&ina

1P )=d,
7[5(921/32)=0fz (.29
(oo )= A

vri emu se konstanta h ( integral kretanja ) izra¥ava kao

b: /7{0“;0/2" "Uf”) (4.30)

Refenje sistema 64@ﬂ Je

iae T Z Wi ( %7(4' ’0(”) (4:31)
j (70l ) dq ' (732)

Iz ove analize sledi da zahvaljujuéi specijalnoj strulkturi

gde je

Hamiltonove'funkcije moguée Jje u Hamilton~Jakobijevej jedna&ini
razdvojiti promenljive i reSenje svesti na kvadrature.
Specijalno, ako je neka koordinata, naprimer €7,/°iklh‘”
onda je na osnovu (42/)
/ gc‘?/‘/’ =of, (4.33)

Ako se ova Jednadina reSi po EDM/ ~dobija se

W \ex ) (434)

iro JeiDK,prisza?;a konstanta i %%gf)de, tekode, proizvoljna

konstanta koja se moZe obelefiti sa C(, . Ovde se posredno do-

bija da Jje
\M(%,O(dl"'r%—ﬂé/:oc% ' {435/}
U ovom sludaju karakteristina Hamiltonova funkecija je

WeW (G Gn el v 0om 1 )1l (426)
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Ukolike Je sistem imao vifie cikliSnih koordinata naprimer 9&3<jx
onda iz prve dve Jednadine sistema (42) sledi

W4 = O(y ?, d M/g =, C?z (’,‘,
Odgovarajuéa Hamiltonova karalctenstiéna funkeija Je oblika

W= Wl[? 9”/0{1/ 0{'71;/7)—/'2_0({,(% (//fb'

U koliko su sve koordinate cikliZne, onda se lake iz (449) dobii:
da je refenje za funkciju. W oblika
W(9: d:) = Zo/ Qi (/,«.5»,»
Postoje i drugi sluéajevi kada Je moguée Hamilton-Jakebi je-
vu jednaéinu rediti metodom razdvajanja promenl jivih, ali oni u
okviru ovog kursa nede biti razmatrani.
Kao primer biée razmobren harmonijski oscilator sa jedniun
gtepenon slobode. Hamiltonijam ovog sistema Je
e 2 o +——CL (4.40)
Stavljajuéi da ;]e 7[(/69) __19__ ___%_ , N8 osnovu (428) i (1))
Je
HF(P7)=HE)=(= ),
te Je /§:<>( Hamilton-Jakobijeva jednadina za funkeiju W Je

B G Tl

1z G?ﬁb, uzimaduc u obzir 8ta Je funkcija 75 s 8ledi
W ford g (442)

Ovde se dobija

w= [\erma-km3°g (443)
Glavna Hamiltonova funkeija je sada

Kanonske transformacija ( tj. konadne Jednaine kretanja ) dobij=
se polazeél od sistema jednadina 646) i 647), U ovem sludaju ove

Jednadine izgledaju

A= aj adjffmar kmc/??y? o) /3~@C7 —@7‘{V2ﬁ7¢1 Kmg ik




e A o

tJ. e a)f = %7 ‘ /o.:ﬁmoFch]—? (4:45)

gde je :4%‘—523/)649 __.~___ « ReSavajuéi integral u (4.37)

dobija se
= B sindd (E48) 1« p=2moAcosO(t+B) (i)

pri emu X i /3 treba odrediti iz podetnih usleva. Tzrezi (439)
predstavljaju konadne jednadine kretanja u problemu harmoni jakow
oscilatera sa jednim stepenem slobede.

Kae drugi primer bide razmetrene ravno kretanje taike pod

dejstvom centralne sile, Hamiltonijam je

i 4:_,—)7& Vi(r) (4,47)

Hamil ton-Jakobijeva ;jednaéina za funkeiju VW  Je

R

Ovde predstavlja ukupnu energiju &estica. PeSite hamiltonijs
(457) ne sadrzi eksplicitne keeordinatu YQ ( ciklidna keerdinata ),
prema (436), refenje se mo¥e traZiti u obliku

W(r,P) = Wilr)+ot,P (h49)
Uzimajuéi u obzir eve jednadina (4 41) postaje

[ [ /[Ow:)?

Zm (7 (4.50)

pri emu je eodigledno da kenstanta C“% predstavlja mement impulas

ﬁ% « Iz jednadine (442) se dobija
W,(r)=_Jriem{h-v)- 2F (451)

Poste hamiltonijan sistema ne zavisi eksplicitne ed vremena i

uzimajuéi (441) 4 (445), glavna Hamiltonova funkcija ima eblik

ST Pt)= -t +ade Pr ]o/rl/?m(b—l//~—c-’7,:§~ (4.51)
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pri Semu konstante /7 X O/f’ moZemo uzeti za nove impulse o
odnosno /\D,o
Kanonska transformacije koja odgovara funkeiji generatri:

(449 je na osnovu (46) i (k7)

B =22=~¢+ S [dr \omlh- v)—-
3y = St - fO’f‘/Zm/ﬁ e [4,53)
frs Sf ?W Vizm//?—V/—%@
= Ky

g a;o

odakle Je _
B . mah
n= ZA */ V2 - V/_F;z (454
70 / 0(70 d/‘ (/ AR )
/2

2 h1)- e

fm/ﬁ )= O“z
/Df: Xy

Jednadina (446’} daje zavisnost /" ed vremena, dok jednadina (447)
predstavlja jednadinu trajektorije VQ: YD[K‘) odnosno /= fYAﬁy.

Na ovim prostim primerima se moZe videti da je Hamilton~Jao-

kobijev(sluéa] razdvajanja promenljivih) veoma efikasan metod

pomoéu koga se vrlo brzo dolazi do reXenja.
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4.4, GHOMETRIJSKA OPTIKA I TELESNA MEHANIKA

Slidno tome kao Zto Je formalizam klasiénih Poasonovih
zagrada predstavljae polaznu talku v dobijanju tzv. matridne

kvantne mehanike ( Hajzebergova slika ), tako je veza Hamilton
~Jakobijevog metoda sa geometrijskom optikom predstavljala po-~
laznu tadku u stvaranju tzv. talasne mehanike ( Sredingerova
glika ). Ova] paragraf biée posveéen upravo razmatranju veze
Hamilton=-Jakobijevog metoda i geometrijske optike.

Biée razmotreni konzervativni sistemi kod kojih Hamiltono-
va funkeija predstavlja ukupnu energiju sistema ( pod ovim usglo-
vima Hamiltonove funkeija eksblicitno ne zavisi od vremena).
Zbog ove osobine glavna Hamiltonova funkcija se moZe traZiti u
obliku ’
S(9RZ)= Wq.R)- EL i
od vremensa te Jednadine W(QL,P)_CIQNS Zf' u konrigurac,ior on
prostoru predstavlija jednu fiksenu povrSinu. PovrSina S (9/) i Ta
;—COﬂJf, se u svakom trenutku vremena poklapa sa nekom povriinom
W[qz,/oc):CODSf. Na primer, povriina S=sgLd= & u trenu-~
tlw  E=0 , na esnovu (449), se poklapaju sa povriinama W=

odnosno W-‘-‘b N
W=q W=kt W=0 We OHETE Medutim, posle vremena dt povriime

\ \ §=@), na osnovu (#49), ée se poklapati
\ \ ga povriinom W= g+ EO/LL a povriina
\ | S=0 ga povriinom M/::beO/CL Ovo zana-
! | gi da se za vreme ot povriina S=67
// // pomerila iz poloZaja W=(Q u polo¥aj
S)=q SEt)=G sEr8 set=b0 W=Q+ L.

Na ovaj nadin kretanje povriine S=¢ Jje slidno prostiranju fronta
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nekog talasa, naprimer, talasa gustine ili pritiska u fluidu.
U opBtem sludaju svaka povriina S=: const.u toku VIemens
menja svoj oblik, pa prema tome i brzina kretanja ove povriing
v razli€itim njenim talkama bibe razlidita. Jednostavnosti madi
ovde ée biti iztadunata ova brzina u sludaju kada se sisten
sastoji od dedne Eestice. Ako se za keneralisane koordinate
odaberu Dekartove koordinate, brzina talaesa u nekoJj talki povrsdi.
ne S=.c0nst. u konfiguracionom prostoru je ’
y=F (450
dge je ds rastojanje koje talas prode za vreme dt u prawcu no-
rmalnom na povrSinu S. S druge strane, talasni front za vrems
dt se pomeri od povrSine ||/ do povr3ine /2, gde jec/W-/c/f
Poéto}de |

W= [grad Wids= |7 |dy (4.59)

brzina takasa Jé
U:,__.C_/_Q. - ._é_ [/ ~n)
e jvw e

Veliéina/V%d se moZe naéi iz Hamilton-Jakobijeve jednaline, ko.in

za Jednu cesticu glsi

UGG rw-e

odakle se dobija
(VW)=2m1(E-V) (462)

Uzimajuél ove m obzir, relacija (452) postaje

) e
U-—_V}—;——E_?—— /L U—W (463)

gde Je / Xkinetifka energija estice. Ili, uzimajuéi da je
2 7—-:—...—/’7'2..'2 "I/L:—‘-'/Oz s ilzraz za brzinu talasa (455)

postaje ;
5 = les)

U__ S e
P SRESNE (e

/D 7V
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Jednadina (459 pokazuje da je brzina povriine
obrnuto proporcionalna brzina deatice, &ije se kretanje uprave
opisuje pomoéu funkeije O . Osim ovoga,lako se pokazuje da
trajektorija Eestice predtavlja normalnu trajektoriju povriina
S = COOS,Z‘. » Ovo sledi otuda 5to je pravac trajektorije
odreden praveem vektora /5’::/77’7 » Naime, na osnovu (415) (ako su

generalisane koordinate Dekartove ) se dobija

p=vW (465)

i posto Je vektor VWV normalan na ekvipovriine W=0consS’ s Bde
na S:CO/?SZL y sledi da je trajekborija &estice normalna na
elvipovrine S=.C0~S7. Na taj nadin sistem povrdina W-cws/
odreduje familiju ortogonalnih trajektorija moguéih kretanija.
Kada se posmatrana &estica krede du¥ Jedne od ovih trajektoriin
istovremeno se kreée i povriina S, pri &emu su ove dve brzine
nesinhronizovene, tj. pri povedanju brzine &estice brzina kreta-
nja povriine § se smanjuje i obrnuto.

Ove relacije koje su izvedene ta slutaj jedne destice
u istej formi mogu biti primljene i u sludaju sistema Zeastica.
Naime, kao Sto je poznato, kinetiéké energija slobodnog sistena

ili sistema sa stacionarnim vezama ima oblik

T = ,—_)* Z%‘? % (456)

koja se mo¥e napisati u o la.ku

iy Z Z Qy c/9, O’% (467)

Z-/,/ 7
Ako se uvede metrika lconfiguracionog n-dimenzionog prostora

A Z Qi I, o/gj (he8)

=g J__
izraz za kinetiku energiju (468 postaje

izrazom




.. =5l=
7-$(9F)° i)

Hamiltonova funkcija sistema Je sada
/ 2 77 7 )
E: '2'@ v V (4.70))
Odgovarajuéa Hamilton - Jakobijeva Jednalina Je
1 [OW )2 |
"2"/ aﬁ/ +V=£ (471)
fto se moZe napisati i u obliku
2 o ; /712 )
%{V W) —f‘l/—"f ("/,r‘.;_,_,

Jednadina (.63 odreduje kretanje reprezentativne talke U m- dimo-

nzionom konfiguracionom prostoru ( ona reprezentuje kretanje
gistema). Uzimajuéi u obzir (“451), (462) 1 (4:63) dobija se da je

brzina kretanja povriine E?=CZLOSé, u: sludaju gistema Cestice

U: _—E____.: E = & [;‘_”
J2(E-V) V27 (gz@)? 473)

Prema tome, umesto stvarne trajektorije Cestice ( v sludaju Jedn

testice ) ovde treba razmatrati trajektoriju reprezentativne to-
e u konfiguracionom prostoru, tj veza izmedun brzine represcnto-
tivne tadke i brzine povrdine S=00nSC, je oblika (4%). Naimo,
prelaz sa jedne Sestice na sistem estica ne donosi nikekve nove
fizidke rezultate i zbog matematidke Jednostavnosti bile posuna-
trano kretanje jedne destice.

Pomeranje povréineS':COf)SZLu konfiguracionom prostoru je
disto formalno identifikovano sa talasom i u tom smislu je uveden
pojam brzine talasa. Medutim nigde se do sada nije blife disku-
tovala priroda ovih talasa i zbog toga se ni¥ta ne moZe reéi o
tako vainim pojmovima keo 5to su talasna duZina i frekvencija
ovih talasa. Da bi se stekla neka predstava o ovim talasima biée
udinjena formalna analogija izmedu svetlosnih talasa i ovih
talasa.

Talasna jednadina elektromagnetnih talasa glasi

2 .
vP-&ars0o (+.74)
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gde Je\P skalarni potencijal ( ili bilo koja komponenta velto-

rskog potencijala ), n ~ indeks prelamanja sredine i ¢ brzins

svetlosti u vakuumu.Ako Je n konstanta ( homogene sredine )

jedno od reéenja Jednadine (469 su ravni talasi oblika
LRF~cot)

pri demu je veza izmedu talasnog broja Xk i frekvencije

o B e L LIEAD )
k e A c (4‘, «
e gubeéi nifta od opStosti mo%e se uzeti da jJe pravac prostiw

ranja svetlosti pravec 2 - OSE , tako da je
é)c[kz wWt) L-"CP (nz ~wE—+) ¢ ko (n2-ct) e
e r — xe (47

gde Je K _= %3-- talasni broJ u vakuumu.

U sluéajux ‘nehomogenih sredina n je funkeija poloZaja.
Tada reSenje Jednadine (467, kao %to je poznato, nisu vise J;u-f
vni talasi, veé se prilikom prostiranja front elektromapgnetno
talasa usled nehomogenosti deformi¥e. U ovom sludaju refenje
jednadine (46€) se 'moZe tra¥iti u obliku
4(r) ~ ELil(r)-ct]
s & LO (4.78)
Velidine A (/") -4 /_(/") su realne funkcije rastojanja / i odre-
duju se iz uslova da (47%) predstamlja partikularni integral
talasne jednadine “#G0), ,
Kada bi /) bilo konstantno onda bi L bilo jednake N2 i zove se
optidki put.
Izradunavajuéi VP iV P dobija se

VP= 7(47‘”%1-) (479

VEP= PV kLA TA) kS (VL o 20 VAVL]  (460)

tako da je talasna jednadina
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[VB(VA ) KlTL) T TP i 2VA VL VI Tk ()

Ovde se dobijaju jednadine koje odreduju funkeije 4[/‘) i Z[/’

Vit (VA)2 K% (7L 20
2AVA) )+ 9% =0 (489

Najinteresantniji fizidki slulaj koJji &e biti ovde posmas
tran jeste kada se /) malo menja na rastojanjima koja su istog
reda velidine kao i talasna duZina svetlosti, take da se na ov!
rastojanjima promena velidine /7 moZe zanemariti ( ova predposto-
vka &ini osnovu geometrijske optike). Ova predpostavka fiziéli
znati da je talasna dufina svetlosti mala ( u granidnom sludaju
A—?O) u poredenju sa rastojanjima na kojima se manifestuje
nehomogenost sredine. Polazeéi od ove predpostavke &lan koji
drzi /(O:ézzzu Jednadini (472) je dominantan, te se (472) pribli-

zno svodi na jednadinu

(VL)*=n* (+84)
koja odreduje opticki put /. . Kao ¥to Je poznato iz geometri-
Jjske optike povrsina L=CO/752£, predstavlja ekvifaznu povrsinu i
kao takva odreduje front talasa. Svetlosni zraci buduéi da pre-
dstavljaju ortogonalne trajektorije ovih povrsina takode su odre-

deni jednadinom (47%).
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Hamilton-Jakobijeva jednaina (454) fermalno ima vrle veli-
lu slidnost sa jednadinom (474) ukoliko karakteristidna Hamiltbton
va funkecija igra ulogu optickog puta L a VEZ%QZ:RZT koeficijent
prelamanja /7 « U ovom sluiaju klagidna mehanika predstavlja anc-
logon geometrijske optike, u kome vlogu fronta elekbtromagnetnih
talasa i njihovih ortogonalnih trajektorijama svetlosnim zraciua
igraju povréine :izccvmsé i njihove ortogonalne trajektorije-
Moguée putanje &estica. Na osnovu ove analogije je Jasno zbog Cepn
Hajgensova talasna teorija i Njutnova korpuskularna teorija podjed-
nako dobro objainjavaju prelamanje i odbijanje svetlosti u konle
kstu geometrijske optike. Zato se klasiéna mehanika mo%e shvatitl
kao analog geometrijsko] optici u kojo] ulogu talasnih pevrdinn i
avetlosnih zraka ( koji predstavljaju ortogonalne trajektorije ba-
lagnih povriine) igraju povréine£3=ccwﬁfi ortogonalne prema njiiua
trajektorije kretanja. Odavde Je Jasno, zadto su Hajgensova tbln:»J
teorija i Njutnova korpuskularne teorija podjednako dobre objain -
vale pojave odbijanja i prelamanja. Dakle, u okvirima geomebtrij:
optike izmedu ovih teorija postoji formalna analogija ( sliénost )

Konstatovali sme veé da princip najmanjeg dejstva ima slicuo
at sa principom ferma u geometrijskoj optici. Sada ova slidnoat
pogtaje razumljiva. |

Princip najmanjeg dejstva moZe se napisati u obliku

A VZmTES Q

a znamo da Jje koren %Z;;;fﬂ proporclonalan indeksu prelamanja,
ili obrnuto proporcionalan brzini talasa. Prema tome, analogon

principa najmanjeg delovanje u geometrijsko] optici, mora imati

4fnals=4 &S -0 (4.65)

)

izgled

'%to predstavlja dve dobre poznate varijante Fermacvog principa.
~ Opite poznata konstatacija o slifnosti izmeldu principa

naimanjeg dejstva 1 Fermaovog prinsipa sada na osnovu gore iglo”
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nog postaje razumljivae.

Mi jo¥ nismo nafli veliline koje bi u klasilneJ mehanici
igrele ulogu frekvencije i talasne dufine. Jedino, Sto smo vel
ursdili, to Je, da traZena duZina talasa mora da bude znatne manju
od toga rastojanja na kojem postoje primetna nehomogenost poljs
sila. Dalje od ovoga priredno, u klasiénoj mehanici, nismo mopli
da idémo, Jjer Jje, buduéi da Jje snalog geometrijske optike, klasi-
¢na mehanika ona oblast, u kojo]j se ne susredu efekti koji zuvise
od du¥ine talasa ( interferencija, difrakcija i tome sliéno ).
Dakle, iako formalno dvojnost " Cestica talasa " ima mesto i u
klagiénoj mehanici, ipak talasna koncepcija ovde ne daje nilkalkve
rezultate zbog toga 8to nisu ispunjeni uslovi za pojavu talasnih
efekata. Dakle, u okviru klasic¢ne mehanike peostoji samo takozvina
korpuskularna sila,

Time ne manje, moZe da se pokuSa da se napifie talasna Jedno.
éina koja bi se za sludaj A=0 svela na Hamilton-Jakebijevu jedii-
¢inu. Slinost izmedu Jednalina (@74) 1 (@87 oznalava da je vo-
1i&ina L proporcionalna \W . Videlemo da Jje koeficijenat propo-
rcionalnosti ovde mera duZine talasa. Iz slidnosti velidina / i W/

sledi da S=W-£¢ mora biti proporcionalno fazi escilovanic
KolL-Ct)= 2r(+-Vt)
Prema tome, energija /£ mora biti proporcienalna frekvenciji
ti.
E=hY (4.8¢)
Pogto je talasna duZina vezana frekvencijom sa odnosom
/\ D =/
odakle s obzirom na (464) dobijamo

tJ.
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Jednadinu (47%) mo¥eme napisati u ebliku

o S Y

U ot=
gde je U brzina svetlosnog talasnog fronta u sredini sa indeksow
< cwt
prelamanja /7 « Ake se zameni 0vde‘fgsa YQ onda e Jjednalinam

dobiti izgled

Vf ) 4T 4// =0, (4.85)
£te predstavlja same po sebi talasnu Jednedinu keja ne sadrii vron
Velidina %Jovde Jje amplituda escilevanja i u talasnej mehanici
njoj treba da odgevara neka velidina Y keja zadeveljava jedﬁnﬁiuu
istoga tipa. Poste Je sada A Jednako —él gde Je /O V’”‘?Z“i’
Jjednalina za keju Je VV’aJkonal, trebéﬁha ima izgled :

Vi BEM(E-V)¥=0 (4

Jednadina (489) izraZava poznatu jednadinu talasne mehanilke
fredingerovu jednadinu.

Iz formule (487) se vidi da Je talasna duZins direktno o
porcienalna koeficijentu /5. Prema tome, Sto Jje manjezé’munjn Jje
duzina talasa, a time veza sa geometrijskom eptikem postaje Leiin

Ekvivalentnost Hamilten-Jakebijeve jednaline i Jednaline
ajkonala, utvrdie je Hamilton 1834, godine, a edgovarajuéu tuloo o
jednadinu debili su Luj de Brelji i Sredinger 1926. godine. Pone-
kada se izraZava miSljenje, da je Hamilton poSae male dalje, do-
bie bi Eredingerevu jednadinu. To ipak nije take, jer za talkvu
ekstrapelaciju en nije imae devoljne eksperimentalneg materijala.
U ono vreme, u kojem je Ziveo Hamilton, klasidna mehaniks se sma-
trala apselutne tadnom, i nije bile osnove za njeno eksperimenta-
lno proveravanje u cilju njeneg utadnjavanja i stvaranja epstije
teorije. Drugim redima, Hamilton nije imaeo osneve da smatra da se

rb razlikuje od nule., Ta &injenica, da Je klasidna mehanika samo
aproksimanija talasne mehanike i da ova aproksimanija predstavlja

svojevrsnu " geometrijsku eptiku ",pestala je Jjasna znatne kasnije

kada su '
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bili etkriveni efekti koJji zavise od talasne du¥ine Jestice ( nup..
u interferencionim ogledima Davidsona i Germera ). Samo posle o
moze da ge pripuSe odredeni fizilki smisao velilini /7, koja je
poznata kao Plankova konstanta,

Sada vidimo da klasiéna mehanike sadrZi u sebi zrne kvantic

mehanike 1 da je HamiltonL~ Jakobijeva Jednaldina naredite pogodn:

za prelaz sa prve na drugu.
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5, ZAKLJUCAK

Generalisane keordinate su medusobne nezavisni parametri.
Tih generalisanih keerdinata ima uvek onolike kelike ima i stepe~
ni. slebede datog mehanilkeg sistema. Uop3te, one nam slu¥e za lo-
kie odredivanje peloZaja sistema u prostoru, nege Zte nam to ocuo-
guéavaju Dekartove keordinate.,

Za refavanje diferencijalnih jednadina kretanja drugeg re-
da, znalajnu ulegu imaju generalisane keordinate, generalisane
brzine i vreme., Diferencijalne jednaline kretanja izraZene pomo’u
predhodno navédenih velidina nazivaju se LagranZevim Jednadinau,
pomoéu kejih eopisujemo mehanidke stanje sistena.

Medutim, niz preimuéstava, a narolite pri ispitivanju ro-
z1li¢itih op8tih problema mehanike, predstavlja episivanje ponoén
generalisanih keerdinata i impulsa gigtema, 2

Transformacijom LagranZevih Jednadina debijaju se diferc.-
ncijalne jednaline kbetanja prveg reda, koje se mnazivaju Hamilto.--
novim jednadinama., S ebzirem na ravnopravnest generalisanih koordi-
nata i impulsa u Hamiltonevim Jednalinama, one se zbeg tega nazivi-
ju kanonskim jednalinama., Hamiltonove jednadine depultaju znatno
§ire klase transformacija negeo 8te Jje te naprimer meguée kod Lapri-
nZzevih jednadina, ‘

| Ako u Hamilteneve] funkciji zamenime stare generalisane ne-
zavisne promenljive velidine sa novim'generalisanim nezavisnim pro-
menl jivim veli¢inama, takve transfermacije se zevu kanonskim tra-
nsformacijama, Sveka kanonska transformacija se karakterifie svoion
funkeijom [-, keja se naziva funkcija generatrise, pri tem se
predpostavlja da je funkecija /:'data kao funkcija starih i nevih
koordinate. Daljem transfermacijem Hamiltonovih jednadina debija se

Hamilton-Jakebijeva jednalina, koja je takode osnev nekeg opiteg
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neteda integriranja Jednadina kretanja.

Nale¥enjem integrala Hamilten-Jakobijeve jednaline moZe
postiéi tzv. razdvajanje promrnljivih. Ovde je bitan pogedan izbor
koordinata, |

Veliki znadaj ima Hamilton-Jakebijeva jednalina i u geome-
trijskej eptici jer je analog ajkonalu Ste znadi da je ena vezu
izmedu talasne mehanike i geometrijske optike. Na osnovu ove jedina:

Zine fredinger je stverio teeriju talasne mehanike.
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