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Zbog nedostatka jednog eksera, otpala je potkovica,
zbog nedostatka potkovice, izgubljen je konj,
zbog gubitka konja, izgubljen je jahal,
zbog nedostatka tog jahaca, izgubljena je bitka,
zbog te izgubljene bitke pala je kraljevina!
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Uvod

Ljudi desto u svakodnevnom govoru upotrebljavaju re¢ haos pritom
misleci da je to nesto Sto bismo svi zeleli da izbegnemo na neki nacint. S
druge strane postoje ljudi koji u haosu uzivaju, kojima je haos blizak i u
njemu ne vide nikakvog neprijatelja. Ti ljudi se nazivaju haosolozi i pravi su
eksperti u Teoriji haosa. Oni ¢ak imaju i veoma smele izjave da ne postoji
deli¢ ovog sveta bez haosa i da je haos jedini pravi nadin sagledavanja
stvari.

Sta redi?
Da li im treba verovati? Da li treba zaboraviti na sve pre haosologa ili
je to samo nesto novo, neko moderno shvatanje sveta i stvari oko nas?

Pocetkom 20. veka nastaje teorija relativnosti, 30-ih godina nastaje
kvantna mehanika, a 70-ih Nova teorija menja svet oko nas. Ta terija se
uvlaci u medicinu, bilogiju, ekonomiju, berzu, ritam srca i u svadiji mali Zivot
na Zemlji. Ako vanzemaljci postoje ova teorija se verovatno vec i sa njima
sprijateljila. Ta se nova nauka zove Haosologija ili Teorija haosa.

Ova nova teorija sagledava probleme na nov nacin, pronalazi zakone u
na prvi pogled nesagledivom sistemu, kao &to je turbulancija. Cesto
posmatra sisteme kod kojih je determinizam odavno zaboravljen. Mnogi ¢e
rei da je determinizam nesto &to je svakom Coveku prihvatljivo i da je
takav svet u kome mi Zivimo, ali haosolozi se samo smeskaju.

! Haos na poslu, haos u saobracaju, haos na fakultetu i jo§ mnogo haosa...
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1.Pocetak haosa

1.1 Sta je Teorija haosa?

Teorija haosa je teorija koja opisuje kompleksna i nepredvidiva
kretanja sistema, kao i njihovu dinamiku. Za ovakve sisteme karakteristi¢na
je osetljivost na pocetne uslove. Ovo konkretno znadi, da za male razlike u
poCetnim uslovima imamo potpuno razlidita ponasanja sistema posle
odredenog vremena.

Mozemo razlikovati dve vrste haosa:
1. Deterministic¢ki haos i
2. Nedetrministi¢ki haos

1. Deterministicki haos se javlja u sistemima koji su matematicki
determinisani, a to znad¢i da se ovi sistemi ponasaju po tacno
utvrdenim zakonima-matematicki zapisanim, ali za posmatraca
sistem deluju da je poptpuno nepredvidiv.

2. Nedetrministicki haos se javija u sistemima koji nisu potpuno
matematicki determinisani.

Slededi primer ée da ilustruje deterministi¢ki i nedetrministiki haos.

PRIMER:

Pitamo se koliko ¢e jedan student fizike da poraste u sledecih nekoliko godina
tokom studija. Recimo, da je na§ matemati¢ki model dat slede¢om jednacinom:
X, =X, +2cm,

gde smo za x, uzeli visinu studenta u prvoj godini. Ovaj sistem je matematicki
determinisan, a bio bi haoti¢an kada bi male razlike u pocetnim vrednostima
(ovde se to odnosi na visinu u prvoj godini) dovele do sasvim razli¢itih konacnih
rezultata (visina tog studenta posle 6 godina studiranja).
Prethodni sistem bi bio matematicki nedeterminisan ako bi bio opisan
jednadinom:

X, =x+2cm+g,
gde ge[-1,1]cm i postoji odredena verovatnocéa p(e) pojavljivanja ovog parametra

iz datog skupa u svakoj sledeéoj iteraciji. U ovakvim sistemima ako haos postoji on
se naziva nedetrministiCki haos, i daleko slioZenija teorija stoji u njegovoj pozadini
u odnsu na detremnisti¢ki haos.
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Ovaj Diplomski rad ¢e se baviti deterministi¢kim haosom, nacinom njegovog
otkrivanja i njegovom analizom. Nekoliko konkretnih primera ¢e biti
razmatrano na kojima ¢e se veoma lako sagledati sustina. Cilj ovog rada je
da ukratko predstavi tu ogromnu, modernu teoriju 20. veka, koja je
promenila pristupe i nadine posmatranja prirode.
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2. Gde se haos javilja?

2.1 Oslcilator sa potencijalom Cetvrtog stepena

U ovom poglavlju naveséemo jedan primer iz klasi¢ne mehanike koji
ilustruje nastanak haosa u fizickom sistemu. Primenom Njutnove mehanike
na konkretan realan problem dobi¢emo diferencijalnu jednadinu koja ¢e u
potpunosti opisati ponasanje sistema. Tako da stvar deluje gotova, ali haos
se pojavljuje tek kada datu jednadinu poénemo da regavamol

Ovde treba biti oprezan, jer i pazljivi posmatraé tog realnog sistema
mogao je lako da uoci njegovo ¢udno i poptpuno nepredvidivo ponasanje.
Ovaj primer ¢e nam posluziti da konkretno sagledamo haos i da ga
intuitivno bolje shvatimo.

Posmatracemo jedan oscilator na koga deluje sila otpora sredine kao i
prinudna periodi€na sila i da se ceo oscilator nalazi u polju sa odgovarajuéim
potencijalom. Pretpostavimo da silu otpora sredine moZemo da modelujemo
kao:

sr. = dt x 7
gde smo sa & obelezili jedini¢ni vektor x ose, a sa b konstantu
proporcionalnosti. Lako moZemo uoéiti da data sila ima sli¢an oblik kao i
Stoskova sila®. Potencijal u kome se krece telo pretpostavimo da mozemo
da napiSemo izrazom sledeéeg oblika:
U=g:x4,

gde Ce sila usled ovog potencijala biti:

= _ 5

F,=—grad U =-4gx’¢,.
Prinudnu silu uzimamo u standardnom obliku:

F, =Fcos(wt).

Sada mozemo pisati drugi Njutnov zakon za dati oscilator:

d’*x dx

mﬁz—b—d—t—4gx3+Fcos(wt). (1)

2 Telo sfernog oblika polupre¢nika r koje se krede u sredini viskoziteta n , sa brzinom v
“oseca" silu otpora te sredine: F= 6znrv. Ova sila je poznata pod nazivom Stoksova sila.
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Posle dugog razmisljanja kako da regimo ovu jednacinu, numericki
nacin deluje kao najlaksi. Uz pocetne uslove kao i vrednosti konstanti
moZemo krenuti sa numeri¢kim algoritmom.

Radi Sto tacnijeg reSenja koristicemo Runge-Kuta metod koji ima
globalnu gresku reda O(s+*). U dodatku je dat Runge-Kuta metod. Uzeéemo
dva razli¢ita skupa pocetnih uslova: ‘

a)%,(0)=3 i v,(0)=3;
b) x,(0) =3.00003 i v,(0)=3.

Vidimo da se podetni uslovi za x razlikuju sa relativnom greSkom od
0.001%. Algoritam Runge-Kuta je napisan u programa MatLab i dobijena je
slika 1.

Dramati¢na razlika u reSenjima za razliite pocetne uslove ¢ée nas i
odvesti na trag haosa. Sa slike 1 vidimo reSenja jednadine za dva razlidita
skupa pocetnih uslova. Posle isteka 30s od pocCetka kretanja uocava se
razliito ponasanje ova dva resenja, a posle 50s svaka slicnost se gubi.
Ogromna osetljivost na pocéetne uslove je zapravo fascinantna. ReSenja
posle odredenog vremena podinju da se ponasaju potpuno razli¢ito iako su
se pocetni uslovi razlikovali samo za x komponentu i to za &itavih 0.001%!
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Pitanje je Sta se dedava?

Ako pocetne uslove merimo sa odredjenom greskom svaki model koji
budemo pridruzili nasoj konkretnom sistemu (oscilatoru) neée bas biti
u saglasnosti sa onim $to ¢emo meriti (polozaj tog oscilatora posle
50s)! To znadi da ako posle 35s, 40s, 50s, 60s ... uporedimo vrednosti
dobijene na rac¢unaru za elongaciju x i vrednosti koje bismo merili za
x za navedene vremenske intervale, lako bismo utvrdili da se uopste
ne slazu. , '

S druge strane, nemamo samo problem sa nagim modelom. Ako nas
oscilator pokrenemo sa ,istim" pocetnim uslovima nekoliko puta
zaredom, uoci¢emo potpuno drugacije ponasanje. Verujte mi!3
Reprodukcija potpuno istih pocetnih uslova i teorijski deluje
nemoguca.

Koji su to faktori koji nam prave probleme? Da li je to: w-kruzna
frekvencja, g - koeficijent uz x*, sam oblik potencijala x*, ili mozda

- F -amplituda sile?

JoS jedan podatak ¢e nas moZda odvesti na pravi put. Ako bismo uzeli
obi¢an linearni harmonijski oscilator sa prigu$enjem, dobili bismo
sledecu diferencijalnu jednacinu:

d? dx
md_tz)f=_b5—gx+Fcos(wt). (2)

ReSenje ove jednacine se moze dobiti i analitiki, a numericko reSenje
¢e se u potpunosti poklapati sa analiti¢kim. Takode reSenja se nece
uopSte razlikovarti za dva razlicita skupa pocetnih uslova! Sta
mozemo onda da zakljutimo uporedivajuéi jednacinu (2) i
jednadinu (1)?

Pogresan zakljucak: Nelinernost u jednadini (1) (Clan -4gx*) je
pravi krivac Sto za dva razli¢ita pocetna uslova koja se razlikuju sa
relativnom greSkom od 0.001% imamo krajnja resenja (posle 50s)
koja se drasti¢no razlikuju.

Pravi zakljucak sledi posle sledeéeg poglavlja!

? Nekada ste sigurno videli u ¢asovnicarskoj radnji napravu koja ima nekoliko klatna koji su

T 4

cudno povezani i jo§ ¢udnije se kreéu. Tajna te naprave je Sto postoji mali elektro magnet
koji ne dozvoljava da se sve zaustavi, iako se nama &ini da ne postoji neki poseban izvor
energije. Ako ste ikada pokusali da zakljuite kako ¢e koji deo da se krede, onda ste pravi
entuzijasta koji je zarobljen jo$ u drevni determinizam.
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2.2 Jednacina van der Pola

U ovom poglavlju ¢emo analizirati jednadinu van der Pola i
matematiCkim eksperimentom ¢éemo utvrditi da sama nelinearnost ne
izaziva haos".

Jednalina van der Pola opisuje kako se menja napon u jednom
karakteristithnom elektricnom kolu. To kolo se sastoji od: zavojnice
induktivnosti L, kondenzatora kapaciteta C i negativnog otpora R. Sema je
prikazana na slici 2. Desni deo kola sluzi za punjenje kondenzatora.

———------ VY
negativni |
Le C== otpor -
slika 2.

Posle analize kola dobijamo sledéu jednaéinu®;

d*x ) dx

—+&(x"-1)—+x=0, 3
dt? (x )dt g (3)
gde ¢ ima ulogu parametra, koji zavisi od konkretnih vrednosti
komponenata u kolu.

ReSavanje jednacine poleéemo numeriéki i to za tri ralidita skupa
pocCetnih vrednosti:

. dx
a 0O)=101 — =0:
) x(0) » ;

t=0

Cdxl a9
b) x(O)_—4|Z =-2; C) x(0)=0i »

t=0

=-10.

=0

* Ovde konkretno mislimo da nelinearne jednacine ne moraju nuzno da od dva poéetna
uslova koja se neznatno razlikuju, kreiraju reSenja koja se drasti¢no razlikuju, posle
odredenog vremenskog perioda.

> Ovde je izostavljena detaljna analiza kola jer ona nije neophodna za razumevanje same
sustine haosa. Van der Pol je doao do ove jednacine 1926. godine i zbog toga nosi njegovo
ime.
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ReSavacemo jednacinu (3) Runge-Kuta metodom. Ako bismo jednadinu
reSavali za razli¢éite parametre & dobili bismo da reSenja imaju isto
ponasanje, pa mozemo zakljuditi da parametar ¢ ne utice na stabilnost.

Na slici 3 data su numeri¢ka redenja jednacine (3) za razli¢ite poletne
uslove. Sa slike vidimo vremensku zavisnost promenjive x(f), kao i kretanje

oscilatora u faznom prostoru®. Figura u faznom prostoru po kojoj se ,krece"
sistem naziva se atraktor. Sa slike se takode vidi da su reSenja stabilna,
nezavisno kakvi su pocetni uslovi.

vremenska evolucija fazni prostor

a1

r /‘/ .
e
<o | '
=0 | j
i 5 s
3 2 0 1 2 3
X
2t e
: e N
; e
H 4 v
o0
T 4
; \\
2i —
3 2 i it 1 2 3
X
2 — ;
P
0
A
3 \\ e
o} et

slika 3

® U ovom konkretnom slucaju fazni prostor &ine samo dve koordinate (x,v,). Ovakav nacin

pretstavljanja u teoriji haosa imace neprocenjivu vrednost, jer ¢e se tek u faznom prostoru
uoditi prve zakonitosti. Kod amortizovanog linearnog harmoijskog oscilatora slika u faznom

prostoru izgleda kao spirala, sa konaénom ta¢kom na v, =0, gde smo sa v_oznadili brzinu

oscilatora tj. .
dt
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Iz ovog poglavlja mogli smo da vidimo da nas u haos ne dovodi nelinearnost
jednacina ve¢ neka sinergi¢nost’ nelinearnosti i funkcije koja eksplicitno
zavisi od vremena, jednacina (1).

» Pravi zakljucak: Funkcija koja eksplicitno zavisi od vremena (¢lan
Fcos(wt) ) je potreban uslov da napravi haos. Sama nelinearnost ne

dovodi do haosa.

Pre nego Sto predemo na poglavije 3, gde ¢e biti dat tacan matematicki
kriterijum koji ¢e nam otkrivati sisteme koji nemaju haos, treba da se
upoznamo sa jo$ jednim zanimljivim ponasanjem haoti&nih sistema, a to
¢emo uraditi kroz poglavlje 2.3.

7 zajednicko delovanje, saradnja, pomaganje
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2.3 Prvi put u haosu

~Prilike koje se u atmosferi pojavijuju, a zatim
nestaju; porodice vrtloga i ciklona; dogadaji
koji svi poStuju matemati¢ka pravila, a ipak se
nikada ne ponavljaju"

Edvard Lorenc

2.3.1 Benarov eksperiment

Ovaj eksperiment je vrlo jednostavno osmisljen. U tom eksperimentu
imam dve paralelne ploce izmedu kojih je fluid. Donja ploc¢a se odrzava na
odredenoj temperaturi T, a gornja na temperaturi T+ AT . Zagrejana teénost
u blizini donje ploc¢e se diZe, a te¢nost u blizini vrha se spusta. Zagrejana
tecnost se penje jer se usled zagrevanja njena zapremina povecala, pa joj
se smanjuje gustina. Ovakvom nacinu cirkulacije te¢nosti suprostavljaju se
viskozne sile.

Pri malim razlikama. temperature AT viskozne sile su nesavladive,
stoga tecnost miruje i toplota se prenosi konstantno tj. sa konstantnom
toplotnom provodljivoséu.

Daljim povecavanjem temperature to stanje postaje nestabilno i pri
odredenoj vrednosti Relejevog broja R, pojavljuje se cilindri¢no kretanje

teCnosti kao Sto je prikazano na slici. Ako bismo temperaturu nastavili da
poveCavamo , pa i Relejv broj, u jendom mometnu doglo bi do haoti¢nog
kretanja fluida. Cilindre te¢nosti koje smo prvo uoéili odjednom bi poceli da
se krive i da se totalno nepredvidivo talasaju.

Za opis Benarovog eksperimenta Lorenz je redukovao Navijer-
Stoksove jednacine na sistem od tri diferencijalne jednacine

T +AT

slika 3.1
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2.3.2 Lorencov sistem jednacina

Lorenc je prvi naucnik koji je konkretno uodio da male razlike u
pocetnim uslovima mogu da dovedu do ogromnih neslaganja rezultata posle
odredenog vremena. Sve je pocelo 60-tih godina 20. veka u Masadusetskom
institutu za tehnologiju. Lorenc je radio na svom Rojal Mak Bi (Royal McBee)
racunaru i bavio se realnim meteorologkim problemom, koji ostvaren u
laboratoriji predstavlja Benarov eksperiment. Numeri¢kim reSavanjem za
poCetne uslove Lorenc je dobijao rezultate ali uvek razli¢ite za razlicite
poCetne uslove, &ak i kada su se oni za neverovatno malo razlikovali.
Naravno, on je odmah posumnjao u svoju masinu ili u neki ljudski faktor, a
ustvari on je stojao pred neverovatnom novom Naukomé.

Ta ogroma osetljivost re$enja na poCetne uslove naziva se efekat
leptira (Butterfly effect). Naziv ovog efekta potice od d&injenice da su
jednacine kojima se modeluje vreme (a samim tim ovo se odnosi na stvarno
vreme koje vidimo kroz prozor) neverovatno osetljive na pocetne uslove®,
pa se postavija pitanje :

»Da li krila leptira u Brazilu mogu da pokrenu tornado u Teksasu?"“

Sada ¢emo analizirati Lorencov sistem jednacina:

%=0(y—x) | (4)
%=rx—y—xz (5)
dz

& = 6
it dal (6)

8 Knjige kaZu da je Lorenc jednom prilikom zaustavio masinu u svom izracunavanju i kada
ju je ponovo pokrenuo, umesto da unese broj na kojoj je masina stala Lorenca je mrzelo da
kuca 0.506127 nego je zaokruZio broj na 0.506. Dobio je skroz drugadije rezultate koje je
Lorenc interpretirao kao: ,....ratunar se opet pokvario ili nisam dobro ukucao broj...". Posie
ponovnog i ponovnog ponavljanja sli¢nih pocetnih uslova Lorenc je bio na tragu Nove
nauke.

® Ovde moZda vredi spomenuti neka nihilisticka shvatanja koja su povezana sa
razmisljanjem koliko je uopste moguée napisati jednadinu koja odgovara stvarnosti i ko/Sta
nam, uopste, osim eksperimenta garantuje tu sigurnost.
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Gde su nepoznate x, y i z dok su konstante: o, r i 5. Re&iérmo dati
sistem za odredene vredosti parametara kao i za konkretne pocetne uslove.
Uzecemo o =10, 5=8/3 i r=28, a za poetne vrednosti x(0)=2(0)=0 i y(0)=1.
Numerickim reSavanjem jednacina dobijamo sliku 4. Sa leve strane vidimo
kako promenjive zavise od vremena, a sa desne strane vidimo kako
izgledaju projekcije trodimenzionalnog atrkatora (x,y,z) na odgovarajace

ravni (x,y), (x,z) i (y,z) od gore prema dole, respektivno. Naglasili smo veé
da Ce ovakav nacin predstavljanja biti od ogromnog znacaja.

vremenska evolucija fazni prostor
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Analiza slike 4:

» Ako posmatramo zavisnost x od ¢, vidimo da oscilator oSciluje oko
tacke x, =-10 i oko tatke x, =10. |

> NajCudnije je od svega $to ne moZemo nikako da odredimo kada e
nas oscilator prestati da osciluje oko donje tacke i kada ¢ée se odluciti
za gornju. Ovo je momenat u kome haosolozi uzivaju i éudno se
smeju Cekajudi pristalice mehanicistitkog determinizma da odgovore
na ovo pitanje!

> Sa desne strane vidimo projekciju atraktora na razlicite ravni. Oni su
Cudni iz viSe razloga. Oscilator nekoliko puta osciluje oko jedne tacke,
pa onda nekoliko puta oko druge tatke (bez ikakvog redosleda niti
predvidivog broja oscilacija) i tako do beskraja.

» Ne smemo da zaboravimo da menjanjem pocetnih uslova za male
vrednosti, dobijamo takode potpuno drugaciju sliku 4 ali sve ostaje
isto tj. potpuno neprevidivo!

Na slici 5a i 5b vidimo trodimenzionalnu sliku Lorencovog €udnog
atraktora. Nijednog momenta oscilator ne krene ponovo istom putanjom,
nego u ogranicenom prostoru stvara beskonacno dugacku putanju.
Beskonacno u kona¢nome?®!

» Da li postoji neki nacin da ¢im vidimo jednadine odmah kazemo da i
haos postoji ili ne? Za sada ne postoji generalno reSenje za ovaj
problem, ali za veliki skup dinamickih sistema postoji jasan kriterijum-
teorema Poenkare-Bendiksona kojom ¢ée se baviti sledede poglavlje.

Lorencov sistem je od velikog znacaja za celu teoriju haosa. Kao sto bi se
svaki veliki struénjak iz kvantne mehanike mogao vratiti revolucionarnom
eksperimentu sa propustanjem elektrona kroz dva otvora, tako se svaki
istraZivac haosa vraéa svom pocetku-Lorencovom sistemu jednacina.

° Cudni atraktori za razliku od obiénih atraktora predsatvljaju geometrijske objekte koji
imaju fraktalnu dimenziju. Jedan od kriterijuma da je sistem preSao u haoti¢no stanje je
dimenzija njegovog atraktora-ako je dimenzija fraktalna (necelobrojna) sistem je haoti¢an,
a ako je dimenzija celobrojna, sistem je u stacionarnom stanju. Konkretno, dimenzija
Lorencovog ¢udnog atraktora je 2.06!
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Diplomski rad

slike 5a

slika5b
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3. Matematicki kriterijum haosa

U ovom poglavlju objasni¢emo teoremu Poencare-Bendiksona koja ¢e
nam otkriti koji sistemi sigurno nemaju haos. Prvo ¢emo ukratko navesti
koje smo dinamicke sisteme imali do sada i da li su bili osetljivi na pocetne
uslove.

3.1 Vel analizirani sistemi

Analizirani sistemi:
e Priguseno klatno sa potencijalom &etvrtog stepena i prinudnom silom
¢ija je jednadina bila: :
2
m thx =—b%:——4gx3 + F cos(wt) .
Kod ovog sistema imali smo haos (za male razlike u poéetnim
uslovima velika odstupanja posle odredenog vremena), slika 1.
» Linearni harmonijski oscilator sa prigusenjem i prinudnom silom ¢ija je
jednacina bila:

d*x dx
m 7 b ” gx + F cos(wt) ,
Kod ovog sistema nismo imali haos, postoji ¢ak i analiti¢ko resenje.
o Jednacina van der Pola:
2
d—f+g(x2 DF =0,
dt dt
ovde nismo imali haos iako analiti¢ko resenje nismo znali.
e Lorencov sistem jednacina:

Ovde smo imali haos sa ¢udnim atraktorom.
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3.2. Teorema Poenkare-Bendiksona

Jednostavniju verziju ove teoreme dokazao je Poenkare, tek kasnije
1901. Svedski matemati¢ar Bendikson daje stroziji dokaz.

Teorema:

Ako sistem jednacina koji opisuje na$ realan dinamicki sistem moZemo
napisati u sledecem obliku:

& 1)

(13)
Yo gxy)
dt e

onda se u ovakvom sistemu nece pojaviti haos!!. Naravno, f 1 g moraju
da budu neprekidne, diferencijabilne funkcije.

Pokusademo sada ovu teoremu da primenimo na ve¢ prethodna 4
analizirana slucaja, pa ¢emo ujedno videti njene prednosti i mane.

3.3. Primena teoreme na veé analizirane sisteme

e Priguseno klatno sa potencijalom &etvrtog stepena i prinudnom silom
Cija je jednadina bila:

2
m%;zE =—b% —4gx® + F cos(wt).
Ovu jednacinu mozemo transformisati u sitem jednacina:
dx —
dt =Y
dy

=-by —4gx’ + F cos(wt),
g e (wr)

1 Naravno ovde treba voditi ratuna. Haos se nece pojaviti u naSem matemati¢kom modelu,
ali ako model nije dobar na$ stvarni sistem moZe da bude haoti¢an. Stoga ¢e ono Sto
stvarno vidimo u laboratoriji, u svemiru, u jezgru atoma biti haoti¢no. Jedna od sustinskih
poteSkota je da ako mi hocemo da naj sistem potpuno, do detalja opisemo, na$

matematicki model postaje sve komplikovaniji , pa se i sistem jednacina povedava; tada
haos pocinje da vreba.
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ali vidimo da nam je potrebna joi jedna jednacina, pa potpuni
sistem izgleda ovako:
dx_
dt
dy
dt
_y,
dt ‘
Sada je jasno da ovaj sistem ne moZe da se napiSe kao sistem
jednacdina (13), pa nam teorema tvrdi da u ovakvom sistemu moze
nastati haos, Sto smo pokazali da se stvarno i deava. Jog jedna
zanimljiva osobina ovog oscilatora je da za odredene vrednosti
amplitude sile F haos postoji, a za odredene ne. Na slici 1 su
prikazana dva reSenja za F=7.5. Dok redenja uopéte ne bi bila
haoti¢na za vrednosti F=1.5. ' '
 Linearni harmonijski oscilator sa prigudenjem i prinudnom silom cija je
jednacina bila:

Vs

=—by —4gx’ + F cos(wt),

d*x dx
— =—b— — gx + F cos(wt) .
i Ta & (1)

Na slian nacin mozemo transformisati i ovu jedna&inu u sistem
od tri jednacine. Zakljuak bi bio takode isti: ,U ovom sistemu se
moZe pojaviti haos". Naravno, znamo da se ovaj sistem hati¢no ne
ponasa. :

e Jednacina van der Pola:

d*x dx
EE—+£(x2 —I)Z+x=0,

koju ¢emo transformisati u sledeéi sistem:

@

@ =— (x*~1)y-x.

dt

Vidimo da ovaj sistem odgovara sistemu iz teoreme Poenkare-
Bendiksona, sistem jednacina (13), pa teorema tvrdi da haos ne
postoji, Sto smo mi mogli i da pretpostavimo iz prethodnog
numerickog eksperimenta.
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e Lorencov sistem jednadina:

dx
—=0(y—-x),
” (y—-x
dy
——=rX—y-Xxz,
dr Y

dz

= =xy-bz.
a2

On vec na prvi pogled deluje da ne moze da se transformige u
sistem jednacina (13), pa teorema kaZe da je haos moguc.

Zakljucak ovog poglavlja:

e Vidimo da nam ova teorema nudi ogromne moguénosti, ali isto tako
videli smo da je teorema odludiva za samo dvodimenzionalne sisteme.
Kada su u pitanju sistemi od tri Cetriri i vide diferencijalnih jednadina
prvog reda ova teorema nam ne nudi konkretne odgovore. _

e S druge strane ova teorema se bavi samo sistemima koji mogu da
budu napisani diferencijalnim jednadinama. Postoje dinamicki sistemi
koji se zapisuju rekurentnim jednadinama gde onda ovaj nas
kriterijum nema smisla’?. -

Lorencov sistem jednacina nas lako moze odvesti u haos ali za sli¢ne
sisteme koji takode imaju nelinearne ¢lanove postoje odredeni parametri za
koje su reSenja stabilna. Da bismo jasnije ovo ilustrovali analiziracéemo
Roslerov sistem jednacina koji ¢e za odredjene vrednosti parametara
pokazivati haos, a za odredjene ne. Zato sledi poglavlje samo posveéeno
ovom sistemu jednacina.

12 jedna od verovatno najpoznatijih rekurentnih jednalina u teoriji haosa koja se inate
koristila za opisivanje populacije, ekonomskog rasta i u mnogim drugim modelima

jer x,, =rx,(1-x,). Ova jednacina je ekstremno haoti¢na, stim $to je haos izazvan malim
promenam parametra r (r>3.57), a za istu poletnu vrednost x,. To znadi da za dve
bliske vrednosti konstante r i za iste pocetne vrednosti x, posle odredenog broja iteracija,
npr. 1000 , x,,, Ce se drasti¢no razlikovati u ta dva slucaja. U ovakvim slufajevima

kriterijum haoticnosti daje se preko Ljapunovog eksponenta. S druge strane treba uoditi da
je kod rekurentnih relacija nastanak haosa moZe da dode i za jednodimenzione sisteme,
dok za sisteme diferencijalnih jednadina haos se moZe pojaviti tek za sisteme od tri
diferencijalne prvog reda, pa navide. Detaljna analiza ovog modela data je ul1l].
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4. Kriticni parametri

4.1 Roslerov sistem jednacina

U ovom poglavlju analiziraéemo Roslerov sistem jednacina koji izgleda
ovako:

i
F7

dy
—=x+0.2
dr N

L =0.2+(x-c¢)z
dt

Za razliku od Lorencovog sistema koji je imao svoju fizicku
interpretaciju, Roslerov sistem je Cista matematicka kreacija. Videéemo da
za odredene vrednosti parametra ¢ haos postoji, a za odredene ne postoji.
U poslednjoj jednacini uo¢avamo nelinearnost xz.

Primenom teoreme Poenkare-Bendiksona na ovaj sistem, vidimo da
haos moze da se pojavi. Krenuéemo prvo sa numeri¢kim reSavanjem Runge-
Kuta metodom za ¢=2.5 ali za razlidite pocCetne vredosti, slika 6. Vidimo da
su reSenja stabilna i da nema haoti¢nog ponasanja atraktora.

vremenska evolucija fazni prostor
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JoS na kraju prethodnog poglavlja rekli smo da je Roslerov sistem
jednadina zanimljiv iz posebnog razloga, jer za razli¢ite vrednosti parametra
¢ haos postoji, a za odredene ne postoji. U otkrivanju tih , problemati¢nih"

vrednosti posluzi¢e nam fazni prostor.
Za iste poCetne uslove, a razli¢ite vrednosti konstante ¢ imamo sliku 7.

vremenska evolucija fazni prostor
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Kako treba tumaciti prethodne slike?

* Za ¢=29 i ¢=34 i ¢=3.7 period se udvostrucuje ali sistem jo$ ne
pokazuje haoti¢no ponasanje(ne postoji ¢udni atraktor).

e Vidimo da za c¢=2.5 imamo stacionarne oscilacije za x dok atraktor
ima samo jedan period.

e Za c¢=39 vidimo da se period opet udvostrucuje i Cetir je puta vedi
nego za c=2.5.

e Za ¢=4225 period se ponovo udvostrucio i sada je osam puta vedi
nego za c=25. -

e Dok za ¢=35 nastaje potpuni haos tj. sistem ispunjava veéi deo faznog
prostora i pravi cudni atraktor.

Fajgenbaum je 1979. godine otkrio da se udvustrucenje perioda javlja za
odredene vrednosti konstante c¢ i utvrdio je da vazi sledeca relacija:

§=limSE"%  5-4.4669...

=2 e —¢

gde su ¢, i ¢, i ¢, uzastopne vrednosti konstantne ¢ za koje dolazi do

udvostruCenja perioda. 5 se naziva prva Fajgenbaumova konstanta i javlja
se u mnogim drugim oblastima teorije haosa i od velikog je znacaja. Kao i
za veliki broj ostalih konstanti u prirodi i za ovu se smatra da je
transcendentan broj, ali to jos nije dokazano.

4.2. Poenkareovi preseci i bifurkacioni®> dijagrami

Da bismo lakse uocili i vizualno pretstavili kada dolazi do dupliranja
perioda, a kada do haosa, koriste se Poenkareovi preseci i Poenkareovi
bifurkacioni dijagrami.

Poenkareovi preseci se konstruiSu veoma lako. Na vel postojece
projekcije trodimenzionalnog atraktoa uvedemo osu x=0 i trazimo presek
dvodimenzionalne projekcije atraktora i te ose (uzimamo samo pozitivne
vrednosti), slika 8. U tacki preseka oclitamo y komponentu.

Bifurkacioni dijagram se konstruiSe tako Sto se ocitana vrednost y

komponente preseka i vrednost odgovarajuée konstante ¢ crtaju na jednom
grafiku, slika 9.

13 Bifurkacija je ra¢vanje, grananje ili cepanje na dvoje.
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fazni prostor

slika 8

y (x=0)

o
wn

slika 9
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Ovako prikazivanje preko bifurkacionih dijagrama je od ogromnog
znaCaja, jer se tacno uocava vrednosti konstante ¢ za koju dolazi do
dupliranja perioda. Isto tako, jasno se uocava i vrdnosti kostante ¢ za koje
dolazi do haosa. Vidimo da se vrednosti za ¢, za koje dolazi do haosa kreéu
u sledec¢im intervalima:

[4.75,5.3]=¢,
ces[5.6 ,6.6]-c,
[6.8 ,7.2]-c,

Na grafiku su ovi intervali oznaceni sivom bojom. Za odredene
vrednosti ce[5.3,5.6] (ovo je aproksimativno uzeto), imamo da je ponasanje
sistema nehaoticno i da postoje dva prozora. Za ¢=6.75 imamo ponovno
dupliranje perioda i uoCavamo sada vec tri prozora.

Ponasanje ¢udnog atraktora u trodimenzionalnom faznom prostoru za
c=5 date je na slici 10. UoCavamo haoti¢no ponasanje(odsustvo svakog
moguceg predvidanja kretanje atraktora).

ra 10~

[#3]

D

slika 10
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Zaljucak ovog poglavlja:

e Videli smo da i jedan jednostavan model kao &to je ovaj koji se sastoji
samo od tri diferencijalne jednadine ima veoma nepredvidivo
ponasanije.

e Videli smo da za odredene vrednosti konstante ¢ imamo lep ureden
sistem sa jasno definisanim atraktorom, dok za druge imamo potpuni
haos i odustvo svake mogucnosti predvidanja ponaganja ¢udnog
atraktora.

e Pokusali smo aproksimativho da odredimo vrednosti za ¢ za koje
imamo stabilno reSenje i to je upravo ponasanje sistema kakvo nama
odgovara u vecini sluaajeva. Ako je ¢ veli¢ina koja zavisi od
parametara koje mozemo da kontroliSemo u realnom sistemu onda je
pozeljno prvo odrediti intervale za ¢ za koje sistem ne pokazuje
haoticno reSenje, a potom kontrolom parametra i ostvariti tu trazenu
vrednost.

Roslerov sistem moZe se malo uopstiti tako $to osim konstante ¢, imamo
jo$ dve konstante a i 5. Taj sistem izgleda ovako:

L IS

& .7

dy

— =x+

dt X-T—ay
Iz .
—=b+z(x—-
= z(x—c)

Ovaj sistem je takode izuzetno osetljiv i na konstante 4 i 5, pa se i za
njih moze sprovesti sli¢na analiza. Bifurkacioni dijagram za kostantu &, dok
su ostala dva parametra konstantni a=02 i ¢=5.7, dat je na slici 11.

Y S Y MV R T Y S
<]

slika 11
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5. Zakljucak

Kroz prethodna poglavlja predsatavljeni su neki osnovni pojmovi i
metode u teoriji haosa. Prikazani su primeri na kojima je haos prili¢no
jednostavno analizirati. Od samog nastanka, pa do danas, teorija haosa se
neverovatno razvijala, jer je svoju primenu nalazila gotovo svugde: u
medicini, ekonomiji, ekologiji, astronomiji, bilogiji, primenjenoj fizici...

Svaka od ovih naucnih oblasti dugo je posmatrala sli¢ne probleme ali
je teorija haosa omogudila da se o tim problemima pri¢a na isti nacin.
Ogromna nepredvidivost cena neke robe na svetskom trzistu,
nepredvidivost potomaka jedne vrste, nepravilno kretanje Saturnovog
satelita samo su neki od primera gde je teorija haosa jednostavno pokazala
svoju moc.

Kod razlicitih oblika oboljenja srca, dolazi do njegovog nepredvidivog
rada . Detaljnim snimanjem EKG-a i priomenom teorije haosa koja nalazi
zakone i konstante (npr. fraktaln dimenzija ¢udnog atraktora) u naizgled
nesagledivom sistemu, dobijena je ogromna i neverovatno uspesna
dijagnostika. '

Jedna od grana matematike koja je usko povezana sa teorijom haosa
je fraktalna geometrija. Ova geometrija pocinje da se razvija 1970. godine,
a osnivac je Mandelbrot. Ova geometrija se bavi geometrijskim objektima-
fraktalima koji nemaju celobrojnu dimenziju. Pokazuje se da ova geometrija
najbolje opisuje oblike u prirodi: oblake, planine, obale, krodnje, neciju
kosu, pa sve do klastera galaksija. Ali kada malo bolje sagledamo stvari
videcemo da su Euklidove tacke, prave i ravni toliko apstraktni pojmovi da
ih samo mozemo reprodukovati u sopstvenoj masti. Na slici 12 vidimo
fraktale koji su umetnicki doradeni dok na slici 13 vidimo mnogo prizemnije
fraktalne oblike koje mozemo i da pojedemo.
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slika 12

slika 13
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Naveli smo da teorija haosa ulazi u mnoge druge naucne oblasti, tako
da je teorija haosa usla i na osnove studije fizike na skoro svim fakultetima
u svetu.

Treba naglasiti da je teorija haosa uzela svoj zamah u doba racunara i
da je svoj procvat upravo dozivela zahvaljujuéi njima. S druge strane, jo$
50-tih godina stvorio se futuristicki san (koji nije bio ostvaren) nekih
meteorologa, da kada budemo imali raCunar da ¢emo modéi da reSavamo
ogromne sisteme jednacina koji ¢e nam omoguditi dugro¢no predvidanje
vremena, i ne samo to, modelovanje bilo kakvih sistema sa ogromnim
brojem jednacina ¢e se konacno isplatiti. Danas znamo da se san tih
meteorologa nije ostvario pronalaskom racunara, nego se jos Vvise
iskomplikovao otkrivanjem haosa. Koliko god je nekom haos unistio snove,
mnogima je otvorio oci i dao novi, potpuniji nacin izu¢avanju prirode.

Razmislite samo kako je ceo Zivot pod uticajem malih sitnica koje
toliko menjaju njegov tok. Svaki put kad se vratite po zaboravijene
kljuceve, pitajte se da li e te sreti iste ljude na ulici, sresti iste poglede,
uhvatiti isti autobus, prec¢i vam crna macka put, pasti vam saksija na glavu
ili ko zna sta jos....
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6. Dodatak

6.1. Ojlerov metod

Ojlerov metod je matematicki algoritam za numericko reSavanje
diferencijalne jednacine prvog reda date u slede¢em obliku:

% = FO0), ) =2

Algoritam izgleda ovako:

Vi1 T Vi +hf(yk,tk),
t, =t +h,

Gde je ¢ —t, oblast integracije, a » broj podeoka na koji delimo datu
pos 0

oblast integracije. Greska koja nastaje pri svakoj iteraciji proporcinolna je sa
n*, dok je globalna greska posle svih » iteracija proporcinalna sa 4.

Zbog male tacnosti ovog metoda i njegove nemogucnosti za uspesno
reSavanje nekih problema, najcesce se koristi Runge-Kuta metod koji ima
globalnu gresku reda ‘. Ovaj metod prikazan je u 6.2.
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6.2. Runge-Kuta metod

Runge-Kuta metod je matematicki algoritam za numeritko reavanje
diferencijalne jednacine prvog reda date u slede¢em obliku:

dy

_d—t_ =0, y&)=y,-

Algoritam izgleda ovako:

(/i +2 f,+2f,+ 1)
yk+1=?k+h 1 26 2 i,

t,=t,_, +h,

L=rCy)s
_ h k
fz “‘f(tk +5’ Y +f1 2)9

_ h h
=1 +§’yk+.f2'5)s

So=fW+hy + [ h),

tpos - tO

n

Gde je ¢, —t, oblast integracije, a » broj podeoka na koji delimo datu
oblast integracije. Greska koja nastaje pri svakoj iteraciji proporcinolna je sa
h*, dok globalna greska posle svih » iteracija proporcinalna je sa #*. Vidimo
da se vrednosti za f,, f, i f, aproksimativno dobijaju Ojlerovom metodom,
koji je dat u 6.1.
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