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"It’s the time you spent on your rose that makes your rose so important.”
Antoine de Saint-Exupery

Jos od malena smo upoznati sa Egziperijevim delom ”Mali Princ”. Mnogim ucenicima se
ovo delo utisne kao jedno od omiljenih. Citajuéi ga iznova i iznova, u razli¢itim razdobljima
naseg zivota, uvek se moze izvuéi neka nova poruka i delo sagledati na drugaciji nacin, iz
nekog drugog ugla. Jedna od njih porucuje da vreme koje smo ulozili u nasu ruzu ¢ini nasu
ruzu toliko vaznom. Percepcija pojma ruze u ovom delu je relativna stvar. Odrastanjem
opazamo da pojam ruze mozemo vezati za nama bitne stvari u zivotu. Ukoliko ruzu iden-
tifikujemo sa porodicom, prijateljima, pa i sa obrazovanjem, tada je ulozeno vreme, izmedu
ostalog, jedan od klju¢énih faktora uspeha. Ulazuéi ga u svaki bitan segment zivota, sve
dobija svoj smisao i svrhu.

Ovaj master rad napisan je na katedri za Teorijsku fiziku kondenzovane materije, pod
mentorstvom profesora Milana Panti¢a. Mentoru bih se, ovom prilikom, iskreno zahvalio, ne
samo na mentorstvu ovog rada, ve¢ i na sveukupnom doprinosu tokom studiranja, pocevsi
od mnogih diskusija vezanih za teorijsku fiziku uopste, a potom i na detaljnom pregledanju i
konstruktivnim kritikama i sugestijama koje mi je upué¢ivao tokom pisanja, a koje su znatno
doprinele kvalitetu finalne verzije rada. Svakako, pored njega, saradnici ove katedre pruzali
su mi veliku podrsku tokom studiranja i dobrim delom su zasluzni za moje opredeljenje pri-
likom upisivanja master studija, te im se ovom prilikom zahvaljujem na svakom vidu pomoc¢i
ukazanoj tokom studiranja.

Nista manje bitan faktor u realizaciji studija tokom proteklih pet godina bili su moji
najuzi ¢lanovi porodice - roditelji i sestre, ¢ija me je podrska bezbrizno vodila do samog
cilja. Ne mogu, a da ne spomenem i svoje najblize prijatelje iz detinjstva i sa fakulteta,
koji su svojom pozitivnom energijom svaki vid treme pred usmeni, pismeni ispit ili odbranu
seminarskog rada sveli na minimum. Posebno bih istakao, medu svim kolegama, osobu koja
je zajedno sa mnom nastavila studije na teorijskoj fizici, Sonju, te bih joj se ovim putem za-
hvalio na svakom vidu iskrene pomoci, saradnji, reSavanju zajednickih zadataka koji su nam
bili dodeljivani tokom studija, kao i na uspesnoj saradnji i konferenciji koja nas je pratila u
tekucoj godini.

Smatram da je izuzetno bitno pored Egziperijevog faktora vremena, koji je u ovom poslu
neminovan, u zivotu imati podrsku od strane najblizih.

U Zrenjaninu, 19.9.2017.
Nemanja Micié¢



SADRZA.J

Sadrzaj

1 Osnovni kvantnomehanicki pojmovi
1.1 Pojam kubita i skalarnog proizvoda . . . . . . . . ...
1.2 Hilbertov prostor i merne veli¢ine. Pojam ermitskog i Adamarovog operatora
1.3 Belov bazis. Kvantni entanglement . . . . . . . .. ... .. ... .. ...
1.4 Svojstveni problem. Normalni operator i spektralna dekompozicija . . . . . .
1.5 Cista i mesana stanja u kvantnoj mehanici. Matrica gustine p . . . . . . . .
1.6 Redukovana matrica gustine p . . . . . ... ..o
1.7 Mera kvantnog entanglementa - konkuretnost . . . . .. .. ... .. ...

2 Osnovi kvantne informatike
2.1 Uvod u kvantnu informatiku . . . . . . . ... ... oo
2.2 Nemogucénost kloniranja kvantnih bitova . . . . . . ... ... .. ... ...
2.3 EPR eksperiment . . . . . . ...
2.4 Ragzlikovanje neortogonalnih stanja - komuniciranje brze od brzine svetlosti?
2.5 Kvantna teleportacija . . . . . . . . ... oL
2.6 Belova nejednakost . . . . ... ..o

3 Entanglement u dvokubitnom anizotropnom Hajzenbergovom modelu
3.1 XXZmodel . .. ..

3.2

3.3

3.1.1 XXZ model sa D, interakcijom . . . . ... ... ... ... ... ..
3.1.2  XXZ model sa D, interakcijom . . . ... ... ...
3.1.3 XXZ model sa D, interakcijom . . . . ... ... ... ... ... ..
3.1.4 XXZ model - komparacija D, vs D, . . . . . . . .. ... ... ...
XYZ model . . . ..
3.2.1 XYZ model sa D, interakcijom . . . . ... ... ...
3.2.2  XYZ model sa D, interakcijom . . . ... ... ..o
3.2.3 XYZ model sa D, interakcijom . . . .. .. ...
Hajzenbergov XYZ model u nehomogenom magnetnom polju . . . . . . . ..

Termodinamicka analiza dvokubitnog Hajzenbergovog modela

4.1

4.2

Termodinamicka analiza "XXZ"modela . . . . . .. ... ... ... .....
4.1.1 7XXZ” model sa interakcionim parametrom D, . . . . ... ... ..
4.1.2 7XXZ” model sa interakcionim parametrom D, . . ... ... . ...
Termodinamicka analiza "XYZ” modela . . . . . . .. ... ... ......
4.2.1 7"XYZ” model sa interakcionim parametrom D, . . . . ... ... ..
4.2.2 7"XYZ” model sa interakcionim parametrom D, . . . ... ... ...
4.2.3 7"XYZ” model sa interakcionim parametrom D, . . . .. .. ... ..
4.2.4 7"XYZ” model sa interakcionim parametrom D), i spoljasnjim neho-

mogenim magnetnim poljem . . . . .. ... oL

8
12
15
16
18
20

22
22
23
25
27
28
30

32
32
32
38
38
43
43
43
50
o4
61

68
68
68
70
73
73
75
7



SADRZA.J 4

Uvod

Jedan od najintrigantnijih fenomena ¢ije postojanje predvida kvantna mehanika jeste
spletenost (engl. entanglement). Ovaj pojam je uveo Sredinger [1] za neobi¢ne kvantne ko-
relacije koje se pojavljuju u ¢uvenom misaonom eksperimentu Ajnstajna, Podolskog i Rozena
(EPR-ksperiment) [2]. U ovom misaonom eksperimentu autori su pokazali (na osnovu for-
malizma kvantne mehanike) postojanje nelokalnih kvantnih objekata, koji se sastoje od dva
ili vise delova, sto je dovelo do sumnje u odnosu na doslednost same kvantne mehanike.
Put ka resenju nastalog paradoksa (EPR-paradoks) ukazao je Bel [3]. On je predlozio svoje
znamenite statisticke nejednakosti koje su zadovoljene za bilo koju lokalnu teoriju i ne zado-
voljavaju nelokalne teorije. Na taj nacin, Bel je preveo resenje pitanja o vazenju kvant-
nomehanickog opisa u oblast eksperimenta [3]. Eksperimenti postavljeni za proveru Belovih
nejednakosti i izvedenih do sada [4, 5, 6], nalaze se u skladu sa predvidanjima kvantne
mehanike. Na taj na¢in je "entanglement” postao fizicka realnost koja ne moze biti modeli-
rana bilo kakvom klasi¢cnom teorijom.

Takode, novu bujicu interesa za problem entanglementa pojavio se sa nastankom kvantne
teorije informacija [7] i u vezi sa time kvantnog racunanja. Ideja kvantnog racunanja se
aktivno razmatra u svetu od 1982. godine, posle publikovanja rada americkog fizicara-
teoreticara R. Fajnmana [8]. On je obratio paznju na to da svako stanje kvantnog sis-
tema od L dvonivoskih kvantnih elemenata (kasnije oni su dobili naziv kvantni biti - kubiti
(qubits)), za razliku od klasi¢nog sistema sa istim brojem klasi¢nih bitova, moze predstavljati
proizvoljnu koherentnu superpoziciju od 2L bazic¢nih stanja. Inace se stanje kvantnog sistema
karakteriSe vektorom stanja u 2L -dimenzionalnom Hilbertovom prostoru. Za opis takve
kvantne superpozicije na klasicnom racunaru potrebno je zadati 2L kompleksnih brojeva.
Ve¢ za L=100 njihov broj je veoma veliki - reda 1030!, sto je prakti¢no neizvodivo klasi¢nim
racunarom. Medutim, ovo se moze efikasno ostvariti koris¢enjem kvantnih operacija koje
deluju u 2L - dimenzionalnom Hilbertovom prostoru stanja. Ovaj rad je preteca kvantnih
kompjutera. Mnogi eksperimentalni "kompjuteri” koji uspesno funkcionisu stvaraju se iz
dana u dan. Moze se reéi da je ovo trenutno jedna od najzivljih oblasti nauke.

Entanglirana stanja su postala osnovna komponenta u takvim pojavama kao Sto su
kvantna teleportacija [9], kvantna kriptografija [10], itd. Takode, saglasno savremenim ide-
jama entangment jeste jedan od osnovnih izvora ubrzanja u kvantnim izracunavanjima kao
i u prenosu odnosno predaji podataka [11]. Na taj nacin, postalo je jasno da entanglement
nije samo predmet filozofskih debata u odnosu na pocetak kvantne teorije, veé¢ i novi kvantni
resurs za resavanje problema koji ne mogu biti reseni pomocéu ma kog klasi¢nog uredaja [12].
Uloga spletenosti kao resursa dala je dodatni veliki impuls za nova, kako eksperimentalna
tako i teorijska istrazivanja ove pojave [12, 13]. U danasnje vreme, zbog toga $to se teorija
entangliranih stanja bazira na najfundamentalnijim idejama kvantne mehanike, istrazivanje
spletenih stanja zahvata skoro sve oblasti savremene fizike: atomsku fiziku, kvantnu optiku,
fiziku ¢vrstog stanja, spektroskopiju nuklearne i elektronske magnetne rezonance, fiziku su-
perprovodnika i druge.

Ispostavlja se da su danas veoma perspektivni sistemi za razvoj kvantne teorije informa-
cija spinski sistemi pri niskim temperaturama [14]. Vazni rezultati su dobijeni za jednodi-
menzione anizotropne modele [13] gde se entanglement javlja medu susednim spinovima.
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Entanglement je prou¢avan mnogo godina, izuc¢ava se i danas, a sve u cilju otkrovenja prirode
koju nosi sa sobom cudesan svet kvantne mehanike. Pojam entanglementa, kao Sto ¢emo
ste¢i uvid u teorijskom delu rada, igra kljuénu ulogu u formalizmu kvantomehanicke obrade
informacija. Kvantni entanglement u fizici ¢vrstog stanja pronalazi svoje mesto kroz analizu
spinskih lanaca, koji su dobri kandidati za primenu u savremenoj kvantnoj informatici [14].

U cilju karakterizacije, kako kvalitativno tako i kvantitativno, sistema kondenzovane ma-
terije i primene istih u teoriji kvantne informatike, formalizam temperaturskog entanglementa
implementiran je u Hajzenbergov anizotropan model, spina S = %, zakljuéno sa Palosinski
- Morija interakcijom (u daljem izlaganju, koristice se skra¢enica DM) koji je, u nekoj meri,
detaljno analiziran u ovom radu. Hajzenbergovi lanci spinova su dobra osnova za izgradnju
kvantnih rac¢unara.

Kao kvantitativna mera entangliranosti sistema uzeta je u obzir veli¢ina - konkurent-
nost (engl. concurrence) C [14]. Konkurenost ima osobenost da se njena vrednost krece
izmedu 0 i 1, odnosno za C' = 0 rec je o totalno raspletenom stanju, a za C' = 1 govori se
o maksimalno entangliranom (spletenom) stanju, respektivno. Za mesana stanja matrice p,
konkuretnost stanja data je kao C/(p) = maz{2\maz — >y i, 0}, gde su \; kvadratni koreni
svojstvenih vrednosti matrice R = pSp*S, gde je pak sa S oznacena matrica S = o] ® 0}.
Veliki znacaj takode ima i magnetno polje koje omogucéava adresiranje kubita, a vide¢emo
u radu Sta se desava sa grafickom zavisnosti konkurencije od relevantnih parametara, kada
se sistem Hajzenbergovih spinova nalazi u spoljasnjem magnetnom polju [15] a Sta kada se
sistem Hajzenbergovih spinova nalazi van spoljasnjeg magnetnog polja [14].

Prvo poglavlje ima zadatak da ¢itaoca upozna sa neophodnim kvantnomehanickim po-
jmovima, relevantnim za dalji tok rada. Izmedu ostalog, istice se pojam kubita, potom
Belovog bazisa, entanglementa, matrice gustine, ¢istih i mesanih stanja, kao i ostalih bit-
nih pojmova koje je neophodno usvojiti da bi se uopste pratio dalji tok rada. U drugom
poglavlju bi¢e reci o osnovnim postavkama kvantne teorije informacija, gde se opet pravi
osvrt na kubitne sisteme, potom na cuvenu teoremu o nemoguc¢nosti kloniranja kvantnih
bitova, zatim se daje kratak pregled EPR eksperimenta, kao i objasnjenje o (ne)mogucnosti
komuniciranja brzinom ve¢om od brzine svetlosti. Koristec¢i sve ove pojmove, u radu se moze
saznati nesto vise o pojmu kvantne teleportacije, njenoj fizickoj realizaciji, a naposletku je
predstavljena fundamentalna za ovu oblast, Belova teorema, koja Cisto matematicki daje
odgovore na pitanja koja su mucila trojicu fizicara, a to su osnivaci EPR eksperimenta.

U tre¢em poglavlju bic¢e predstavljeni prakticni proracuni vrseni na dvokubitnom Hajzen-
bergovom modelu, sa razli¢itim anizotropijama, koji je frustriran interakcijom tipa Palosinski
- Morija. Takode, posebno ¢e biti razraden sistem koji se nalazi u nehomogenom magnetnom
polju, kao i sistem koji se nalazi van magnetnog polja. Rezultati koji ¢e biti predstavljeni u
dobroj meri definisu kvalitativnu i kvantitativnu meru entanglementa ovog sistema.

U cetvrtom, ujedno i poslednjem poglavlju ovog rada, bic¢e izvrsena termodinamicka
analiza dvokubitnog Hajzenbergovog modela sa razli¢itim anizotropijama, gde, poznavajuci
Hamiltonijan sistema, particionu funkciju i matricu gustine, mozemo koristeéi termodi-
namicke relacije proracunati neke od osnovnih termodinamickih funkcija poput: unutrasnje
energije, toplotnog kapaciteta, entropije i drugih. Bic¢e data kratka diskusija u poredenju
tzv. kriticne temperature na kojoj nestaje entanglement u sistemu i Nelove temperature.

Rezultati koji ¢e biti prikazani mogu biti od velike vaznosti u daljem toku fizicke real-
izacije kvantnih racunara.
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1 Osnovni kvantnomehanicki pojmovi

1.1 Pojam kubita i skalarnog proizvoda

Kvantna mehanika predstavlja fundamentalnu granu teorijske fizike, koja je uspesno za-
menila klasicnu mehaniku i klasi¢nu elektrodinamiku pri opisivanju atomskih i subatomskih
pojava. Ona predstavlja teorijsku podlogu mnogih disciplina fizike i hemije kao sto su: fizika
kondenzovane materije, atomska fizika, molekulska fizika, racunarska hemija, fizicka hemija,
kvantna hemija, fizika elementarnih ¢estica i nuklearna fizika. Zajedno sa specijalnom i
opstom teorijom relativnosti, kvantna mehanika predstavlja jedan od stubova savremene
fizike. Kvantna mehanika se bazira na cetiri postulata [16] koji opisuju svet subatomskih
Cestica:

1. Stanja fizickog sistema su reprezentovana vektorima u Hilbertovom prostoru.

2. U kvantnoj mehanici merne veli¢ine reprezentovane su ermitskim operatorima. Ovaj
uslov omogucava uslov realnosti dobijenih eksperimentalnih merenja.

3. Kvantno stanje moze biti izmereno koris¢éenjem seta ortogonalnih projekcija. Ako

je |®1), --,|Pk) set ortogonalnih stanja, tada se kvantno stanje |¥) moze izmeriti
koriséenjem ovog seta stanja, prevodeéi ga u jedno od stanja |®;) sa verovatnoéom
(| W) [

4. Ma kakva promena u kvantnom sistemu koja nije merljiva moze se tretirati kao dejstvo
unitarnog operatora. Merenja su, u opstem kvantnom smislu, ireverzibilni procesi
kojima se dobijaju neke informacije o kvantnom sistemu.

Na osnovu ovih postulata bi¢e opisane osnovne postavke kvantne teorije informacija.
To je interdisciplinarna oblast nauke koja kombinuje osnovne principe kvantne mehanike i
nauke o racunarima. Ona je dozivela veoma buran razvoj u novije vreme. Najpre ¢emo
uvesti osnovne pojmove, kao $to su bit, njegova kvantna generalizacija q-bit (qubit) [10].
Takode definisa¢emo Belova stanja dva g-bita, nelokalna stanja od velike vaznosti za ¢itavu
oblast kvantne teorije informacija. Zatim ¢emo uvesti pojam svojstvenog problema operatora
odgovarajuéi ermitski operatori (npr. impulsu se pridruzuje operator impulsa). Resavanjem
svojstvenog problema dobijamo svojstvene vrednosti datog operatora. Ukoliko su to ermitski
operatori, tada su svojstvene vrednosti realni brojevi, sto je od presudnog znacaja bududéi
da su svojstvene vrednosti operatora zapravo vrednosti date fizicke veli¢ine koje merimo
eksperimentom, a to su svakako realni brojevi. Bitna fizicka veli¢ina u kvantnim sistemima
jeste matrica gustine, koja svoj analogon sa klasi¢cnom fizikom nalazi ako je usporedimo sa
funkcijom raspodele.

Kljuéni pojam u klasi¢noj teoriji informacija je bit [17]. Re¢ bit potice iz engleskog
recnika (binary digit) i predstavlja najmanju jedinicu informacije [17]. U slucajevima kada
razmatramo bilo kakvu veli¢inu koja moze imati samo jednu od dve vrednosti (npr. ukljuc¢eno
ili iskljuceno svetlo, da li je parking mesto slobodno ili zauzeto itd.), tada znanje o tome
sadrzi jedan bit informacije. Dakle, klasi¢ni bitovi, po definiciji, postoje u jednom od dva
razli¢ita stanja u svakom datom trenutku, kao nula (0), ili jedan (1).
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Sa kvantnom mehanikom pocinju da vaze njeni zakoni. Tada nam je dopusteno da imamo
0 — [0) i 1 — |1) istovremeno prisutne u jednom fizickom sistemu!. U stvari, dopusteno
nam je da imamo beskrajan raspon stanja izmedu nule |0) i |1) - Sto smo nazvali kubitom.
Uobicajeno je da u kvantnom slucaju bit bude predstavljen sa jednim od dva stanja baze:

m=(g) =) (1)

bilo kakvog kvantnog sistema sa dva stanja (na primer jedna spin S = % Cestica u miru). Ova
dva stanja (1.1), koja ¢ine bazu u Hilbertovom prostoru Hs, mogu biti izabrana za kodiranje
informacija [17]. Bitna razlika u odnosu na klasican slucaj je da kvantni sistem moze biti
u proizvoljnoj linearnoj kombinaciji dva stanja koja sluze za predstavljanje 0 ili 1 klasi¢nog
bita:

@) = al0) +b[1), |a* + [b]* =1 (1.2)

Informacija koju sadrze ovakva ¢ista stanja kvantnog sistema sa dva stanja se naziva
g-bit [10]. Jedan g-bit sadrzi beskonacan iznos informacije (zaista, on je specifikovan sa dva
kompleksna broja koji su ograniceni samo sa uslovom normiranja (1.2)). Na primer, dva
spinska stanja jednog elektrona mogu posluziti za ¢uvanje jednog g-bita.

Stanja |0) i |1) su normirana i ortogonalna. Ovakva talasna funkcija reprodukuje super-
poziciju dva elektronska spina:

W) = alup) + Bldown) (1.3)

gde je sa |up) oznaceno stanje elektrona spina ”gore”, a sa |down) stanje elektrona spina
"dole”. Takode, ista talasna funkcija reprodukuje foton u superpoziciji dve razli¢ite polar-
izacije (horizontalna i vertikalna):

|U) = a|H) + B|V) (1.4)

ovo stanje je tzv. dvodimenziono kvantno stanje. Ono moze biti, u opstem slucaju, n -
dimenziono, a forma takvog stanja je [16]:

W) = Z%ID (1.5)

U ortonormiranom bazisu stanja vazi:

(ilj) = di; (1.7)

LOvde i nadalje koristimo dirakovsku notaciju




1.2 Hilbertov prostor i merne velicine. Pojam ermitskog i Adamarovog operatora 8

Bitna veli¢ina u kvantnoj mehanici je skalarni proizvod dva kvantna stanja [16]:

n—1 n—1
T) =) aili), (@) =) Blj)
i=0 §=0
i definiSe se na slededi nacin:
n—1 n—1 n—1
(D) = Brai(jli) = Bl (1.8)

Il
=)
Il
=)

=0 j i=0

gde je uzeta ortogonalnost ovih stanja, sto je rezultovalo u proizvodu (1.8) da je (j|i) = 9, ,
te u konacnom ishodu skalarnog proizvoda dva vektora stanja dobijamo kao rezultat broj
(skalar). Za skalarno mnozenje dva ista vektora stanja, kao rezultat dobija se pozitivan broj,
koji se naziva norma vektora [18]. Norma vektora u kvantnoj mehanici obi¢no je jedini¢na,

. (T|T) = 1.

1.2 Hilbertov prostor i merne velicine. Pojam ermitskog i Adamarovog
operatora

Neophodno je sada opisati i prostor stanja kojim operiSe kvantna mehanika. Kvantni
prostor stanja je apstraktan prostor stanja, i naziva se Hilbertov beskonac¢nodimenzioni
prostor - u oznaci ‘H,. Potreban nam je nacin da stanja reprezentujemo brojevima i pri
tome dozvoljavamo da se stanja reprezentuju kompleksnim brojevima. Za reprezentaciju
stanja potreban je bazis. Jedan od postulata kvantne mehanike govori da se svakoj fizicko]
veli¢ini u kvantnoj mehanici pripisuje ermitski operator. Ono S§to je bitno je da ermitski
operatori imaju realne svojstvene vrednosti i ortonormirani svojstveni bazis. To znaci da
postoji proces kojim je svaki ermitski operator jednoznacno povezan sa nekim realnim broje-
vima i skupom nekih vektora koji su medusobno ortogonalni i jedini¢ne duzine, sto proizilazi
iz uslova normiranja. Ovo navodi na sledeée: u kvantnoj mehanici su sve fizicke velicine,
tj. opservable, predstavljene ermitskim linearnim operatorima koji deluju u prostoru stanja.
Pritom, svojstvene vrednosti predstavljaju moguce rezultate merenja fizicke veli¢ine ¢ijem
operatoru te svojstvene vrednosti pripadaju.

Kako je Hilbertov prostor beskona¢no dimenzioni prostor, to u njemu mozemo kreirati
beskona¢no mnogo ortonormiranih sistema. Bilo koji neortonormirani bazis moze se pre-
vesti u ortonormirani specijalnim tehnikama (Gram - Smitov postupak ortogonalizacije)
[19]. Jedan ortonormirani sistem ¢ini kompletan skup talasnih funkcija te proizvoljnu ta-
lasnu funkciju u njemu mozemo predstaviti kao njihovu linernu kombinaciju (supepozi-
cija), analogno predstavljanju 3D vektora pomoc¢u zbira 3 nezavisna (ortogonalna) vektora.
Odavde sledi jos jedna osobina talasne funkcije: ako dve talasne funkcije opisuju stanje sis-
tema, onda bilo koja njihova linearna kobinacija opisuje stanje tog sistema. Ovo je poznati
princip superpozicije stanja u kvantnoj mehanici.

Hilbertov prostor je kompletan kompleksni vektorski prostor. Kompleksan vektorski pros-
tor V' je set koji za bilo koje vektore |U),|®),|x) € V i za proizvoljne kompleksne brojeve
a, 3, -+ iz polja u ovom prostoru vaze sledec¢a pravila [17]:

W) +|®) = |®) + [¥) (1.9)
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(1) + [9)) + [x) = %) + (19} + [x)) (1.10)
04 [T = ) (1.11)

w) — |7) = [0) (1.12)

a(BIT)) = () | ) (1.13)

(a+ 5) ) = o] V) + 5|T) (1.14)
1)) = |¥) (1.15)

Skalarni proizvod zadovoljava slede¢a pravila:

(a(¥] 4 B(¥)) |®) = a(¥|®) + 5(¥|P) (1.16)
(U[Q) = (@|¥)" (1.17)
(T|T) > 0 (1.18)

specijalno, (U|¥) = 0 ako i samo ako je |¥) = 0. Za dati Hilbertov prostor #,, set stanja
{|W;)}™_; se naziva linearno nezavisan ako za ma koji set od n kompleksnih brojeva {|a;) },
vazi [17]:

iaihm =0 (1.19)

Sto ¢e redi da je linearna nezavisnost zadovoljena ako je a; = 0, Vi. Smisao linearne neza-
visnosti vektora stanja lezi u ¢injenici da ne postoji vektor |¥;) u setu linearno nezavisnih
vektora takav da se moze predstaviti kao linearna kombinacija ostalih vektora tog seta,
odnosno [19]:

T # il Wy) Vo (1.20)
i#]

Ukoliko se granica postavi na dve dimenzije, tada je broj linearno nezavisnih vektora
dva, dok bilo koji tre¢i vektor sigurno je linearna kombinacija ova dva vektora. Za trodi-
menzionalni prostor, analogno, postoje tri linearno nezavisna vektora, dok bi ¢etvrti sigurno
bio linearna kombinacija prethodna tri nezavisna itd. [19]. U opstem slucaju H,,, dimenziju
vektorskog prostora odreduje broj linearno nezavisnih vektora u tom prostoru. Skup od
n linearno nezavisnih vektora {|¥;), -+ ,|¥,)} u n - dimenzionom prostoru H,, naziva se
bazisom u H,,. Pojam linearne nezavisnosti vektora sada moze biti opisan u slede¢oj formi:
bazisni vektor ne moze biti predstavljen kao linearna kombinacija ostalih bazisnih vektora
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[19].

Skup {]0), |1)} baza je za sve kubitne sisteme, ali je isto tako baza i |0) + |1),]0) — |1).
Dakle, izbor baze je u opstem slucaju nejednoznacan.
Neka je dato stanje:

2) = a]0) + BJ1) (1.21)

Ukoliko je @« = 11 f = 0, tada se sistem nalazi u stanju |0) i obrnuto, za a =01 8 = 1,
sistem se nalazi u stanju [1). Ukoliko su oba parametra, pak, razli¢ita od nule, tada se sistem
nalazi u superpoziciji dva kvantna stanja. U prvom sluc¢aju (jednoznacno odredeno stanje |0)
ili [1)) rec je o tzv. klasicnom nekvantovanom bitu, dok se u drugom slu¢aju (superpozicija
stanja [18] |0) i |1)) govori o kvantnim kubitnim sistemima. Stanje kubita |¥) = «|0) + 5|1)
moze biti izmereno, odnosno, mogu se odrediti verovatnoce da se sistem zatekne u nekom od
ova dva stanja. Verovatnoca da se sistem nade u stanju |0) iznosi |a|?, dok u stanju [1) ta
verovatnoca iznosi |3]?. Namece se uslov koji nalaze da kvadrati modula (u opstem slucaju,
to su kompleksni brojevi) koeficijenata ispred odredenih stanja u svom zbiru u kona¢nom
ishodu daju 1 [16]:

o> + 8 =1 (1.22)
Sto ce reci:
(U|0) =1 (1.23)
U praksi se ¢esto koristi Adamarov bazis stanja [17] koji se definise na sledeéi naéin:

) = (o + 1)) (1.24)

2

Sl

1
V2
Ova stanja se nazivaju i stanja kvantnih novcica, jer svako od njih nakon merenja rezul-

tuje verovatnocom detekcije od 50%. Adamarova stanja su ortogonalna stanja, Sto ima za
posledicu:

=) (10) — 1)) (1.25)

(+-) =0 (1.26)

sto se lako da pokazati.
Definisimo sada projekcioni operator:

P, = |n)(n] (1.27)

On je ermitski (P! = P,) i idempotentan (P2 = P,) [17]. Ima osobinu da kada se primeni
na neko stanje, to stanje projektuje na stanje |n). Na primer, neka je:

P = |0)(0], (1.28)
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tada je:
P = 10){017= (10) + 1)) = —=I0) (1.29)
V2 2 '
Ovde je iskoris¢ena osobina ortogonalnosti stanja (0|1) = 0 [17]. Ukoliko se potrazi

kvadrat koeficijenta ispred stanja |0) u relaciji (1.29) dobija se verovatnoca detekcije stanja,
Sto u ovom slucaju iznosi 50%.

Kao sto znamo, ermitski operatori igraju bitnu ulogu u svetu kvantne fizike. Svojstvene
vrednosti ermitskog operatora su realni brojevi, a kako se prema jednom od postulata kvantne
mehanike fizickim velicinama pripisuju ermitski operatori, jasno je da su njihove svojstvene
vrednosti eksperimentalno merljive [18].

Za neka dalja razmatranja uvodimo Adamarov operator [17] na sledeci nacin:

H = [+)(0] + |=){1] (1.30)
Dejstvo ovog operatora na stanja |0) i |1) je sledece:
HIO)=1+)  HH=]-) (1.31)

gde vidimo da dejstvom Adamarovog operatora na stanja |0) ili |1) prevode nas u Adamarov
bazis stanja |+) ili |—), dok dejstvo Adamarovog operatora na Adamarova stanja rezultuje:

Hi+) =100 H|=)=11) (1.32)

Adamarova stanja favorizuju prelaz u taéno odredeno stanje (|0) ili |1)) nakon izvrsenog
merenja [17].

Ovde se moze istaé¢i razlika izmedu klasicnog i kvantnog racunara. Naime, klasican
racunar koristi klasiéne (nekvantovane) bitove, te se N - bitni ra¢unar moze naéi u nekom
od 2V stanja. Kvantni racunar, pak, operige sa kvantnim bitovima (kubiti). Stanje N -
kubitnog kvantnog ra¢unara je ma koja linearna superpozicija 2%V stanja koja odgovaraju
bazisnim vektorima Hilbertovog prostora [20].

Klasican racunar se moze naéi u 2V razli¢itih stanja i merenjem (o¢itavanjem) stanja
racunara, njegovo stanje ostaje isto. U slucaju kvantnog racunara, koji se moze naéi u
beskona¢nom skupu stanja (linearna superpozicija 2V stanja), merenjem stanja dobija se
neko od 2V stanja racunarske baze, a sam rac¢unar prelazi upravo u to stanje. To znaéi da
se merenjem nedvosmisleno menja kvantno stanje racunara [20)].
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1.3 Belov bazis. Kvantni entanglement

Entanglement (spletenost) je jedan od najintrigantnijih fenomena kvantne mehanike.
Naime, korelacioni sistemi, kakvi se mahom izucavaju u fizici kondenzovane materije, nailaze
na stranputicu prilikom potrage objaSenjenja svog postojanja u svetlu klasicne mehanike.
Stanje kvantnog sistema koji se sastoji od dva sistema se mogu razmatrati kao kompozicija
samo ukoliko se izvrsi tenzorski proizvod tih vektora stanja [17]. Za dva Adamarova stanja

[+) =)
[+ ©]-) = %(\0> +1) @ (10) = 1)) = %(|00> +01) +[01) + [11)) (1.33)

ovde je ® oznaka za tenzorski proizvod i ¢esto se u praksi izostavlja, a podrazumeva se.
Razmotrimo sada detaljnije sluc¢aj dve cCestice spina S = % One mogu biti u jednom od
¢etiri stanja: |0)®|0) =]00),|0)®|1) = |01), |1)®|0) = [10) i |1)®|1) = |11). U ovim stanjima
smo ocigledno kodirali informaciju koja sadrzi dva klasi¢na bita. Tako, na primer, drugo od
ovih stanja opisuje situaciju u kojoj prvi bit ima vrednost 0, dok drugi bit ima vrednost 1
itd. Ova cetiri stanja odgovaraju klasi¢nom kodiranju pomoc¢u dva bita, sa ¢etiri moguénosti
00,01,10,11. Medutim, kvantna mehanika pruza mogucénost potpuno drugacijeg kodiranja
informacije pomoc¢u dva kubita, poSto je u principu moguce konstruisati superpoziciju gore
spomenutih stanja [10]. Specijalno, u kvantnoj teoriji informacija se Siroko koriste ¢etiri
Belova stanja i ona ¢ine bazis u Hilbertovom prostoru Hs ® Ho, za dve cestice spina S = 3
Belov bazis [21] ¢ini skup entangliranih vektora. Neka je dat tenzorski proizvod V; ® V4,
gde su V; i V5 dvodimenzioni kompleksni vektorski prostori ¢estica spina S = %
Razmatrimo stanje:
1
Ot) = — (|0)]0) + [1)]1 1.34
24) = = (0)10) + 1)) (1.34)
Jasno je da se ovde radi o entangliranom kvantnom stanju. Stavise
1
(D) = 5 2=1 (1.35)
stanje je normirano. Kako se nakon tenzorskog proizvoda dobija ¢etvorodimenzioni prostor
stanja, potrebna su jos tri entanglirana bazisna stanja. Ona su redom:
@) =1®1]07) =

(!0>\0> +DI) = (!00> +11)) (1.36)

%I
%I

V) =1®0|07) = (|0>|1> +D)10)) = (!01} +10)) (1.37)

%I
%I

[07) = 1@ 0y|07) =

(|0>|1> 1)10)) = (|01> 10)) (1.38)

%I
%I

[@7) =1® 03|07 =

5 (10)10) = [)I1) = == (]00) — [11)) (1.39)

-
-
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Stanje |®) ortogonalno je na ostala tri stanja [21]. Pokazac¢emo na jednom primeru, dok se
preostali slucajevi dokazuju analogno:

1
(@FIWT) = S(OK0] + (1I1))(0)[0) + [1)[1))
1
— S0l + (110)) =0 (1.40)
Ovde je iskoriséena ortogonalnost vektora |0) i |1), tj. (1|0) = (0|1) = 0.
Jasno je, dakle, da stanja definisana relacijama (1.36) - (1.39) ¢ine ortonormirani bazis. To
¢emo dokazati formiranjem skalarnog proizvoda dva stanja Belovog bazisa:

(TW7) = (2¥[(1®0i)(l®0;)|D")
= (®F1 ® (18 + icijpor)|PT)
= 5 (DT @ 1) 4 igjp(PT|1 @ 0y BT
= 0;; +icgp (@) =6, (1.41)

Nije bilo tesko pokazati da Belov bazis zaista ¢ini entanglirani ortonormirani bazis. Stari,
neentanglirani bazis se moze izraziti pomoc¢u Belovih stanja, respektivno:

1

00) = 10)0) = = (19) + 1)) (1.42)
1) = DI = () = o)) (1.43)
o) = [0)1) = = (| =il (1.44)
10) = [1)]0) = —=(|2* +i¥)) (1.45)

V2

Sada ¢mo pokazati vazenje entangliranosti stanja. Neka se stanje |U™) moze izraziti kao
stanje dva kubita «|0) 4 8|1) 4+ v[0) + d|1). Tada:

|00) ® [11) = (a]0) + B|1)) @ (7|0) + d|1)) = ay|00) + Sv|10) + ad|01) + $o]|11) (1.46)

[zjednacavanjem leve i desne strane gornjeg izraza, sledi da je ay = 50 = 1, fy = ad = 0.
Rezultat 5y = ad = 0 implicira na to da jedan od faktora svakako mora biti jednak nuli, a
kako bi istovremeno moralo vaziti ay = 80 = 1, sledi da je ta jednakost nemoguca.

Kao zakljucak sledi da je Belov bazis zaista entangliran, sa nemogué¢noséu razdvajanja
na stanja prostih bitova [21]. Jo$ opstije; Cisto kvantno stanje je zamrSeno i ne moze biti
izrazeno kao tenzorski proizvod stanja dva sistema [17].

U kvantnomehanickom formalizmu postoje separabilna i neseparabilna stanja. Po defini-
ciji, separabilno stanje je bilo koje stanje iz prostora Vi ® V5 ¢iji razvoj po baznim vektorima
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moze biti razlozen u proizvod dva ¢lana od kojih svaki sadrzi vektore samo jednog potpros-

tora Vi ili V4 [17]:
Uiy =V @ Wy (1.47)

Sa druge strane, neseparabilno (entanglirano) stanje je bilo koje stanje iz V; ® V5 za koje ne
vazi gornja relacija [17]. Takvo stanje se ne moze svesti na proizvod dva ¢lana koji sadrze
stanja iz samo jednog potprostora V; ili V5.

\1’12 # \Ijl X \Ifg (148)

Bitno je napomenuti razliku izmedu separabilnog i neseparabilnog stanja. Naime, ukoliko
posmatramo par Cestica koji se nalazi u entangliranom stanju, tada nijedna od tih cestica
nema jasno definisanu osobinu [10]. Sta podrazumevamo pod tim? Pa, ukoliko razmatramo
dva elektrona spina s = %, a poznato je da se oni kupluju tako da jedan zauzima pravac
—i—%, a drugi —%, ne mozemo sa sigurnoséu reci koji elektron od ova dva ima jasno definisan
pravac vektora spina. Ovo je posledica spletenosti stanja [17], §to ¢e reéi da ovakvo stanje
pre merenja nema nikakvu osobinu. Poznat primer spletenog stanja je stanje Sredingerove
macke [22]. U ovom misaonom eksperimentu macku zatvorimo u ¢elicnu komoru, zajedno
sa odgovarajué¢im uredajem (koji mora biti osiguran od direktnog kontakta sa mackom) -
neka to bude Gajger - Milerov brojac. U Gajgerovom brojacu se nalazi malo radioaktivne
supstance, te se moze desiti da se u toku jednog sata atom moze dovesti do raspadanja, ali i
sa jednakom verovatno¢om da se to ne desi. U slucaju da se to desi, cev Gajgerovog brojaca
se prazni i kroz relej otpusta ceki¢ koji razbija bocicu cijanovodoni¢ne kiseline. Ako se ovaj
sistem prepusti samom sebi na jedan sat, moglo bi se re¢i da je macka jos ziva ukoliko u
medvremenu nije doslo do raspada nijednog atoma. Stanje Sredingerove macke se prikazuje
u obliku superpozicije, gde znamo da se macka sa verovatno¢om koja iznosi 50% nalazi u
zivom, a sa preostalih 50% u mrtvom stanju. Svakako, problem na koji se ovde zeli ukazati
jeste realnost prilikom merenja, Sto ¢e re¢i da dok se kutija ne otvori, mi ne mozemo sa
sigurnosc¢u tvrditi da li je macka prezivela ili nije. Fizicki preciznije, stanje macke nalazi se u
kvantnom entangliranom stanju. Naime, pojam vezan za situaciju da macka pre merenja (u
ovom slucaju otvaranja kutije) nema svoju 100% osobenost, dovodi u pitanje tzv. realnost
merenja, koja je sveprisutna u klasicnom svetu. Kao primer se moze navesti merenje mase
zelenih jabuka. Osoba koja izmeri odredenu masu jabuka se sigurno nece zapitati da li se
stanje jabuka nakon merenja promenilo. Odnosno, ona zna da ako su jabuke bile zelene
pre merenja, ne¢e u procesu merenja promeniti boju, te je stanje jabuke neposredno pre i
posle merenja odredeno sa 100% verovatno¢om. Za divno ¢udo, tako nesto u kvantnom svetu
ne vazi. Ukoliko se objekat nalazi u kvantnoj superpoziciji stanja, tek nakon sto se izvrsi
merenje, tada objekat jednoznacno dobija svoje osobine [17].

Entangliranost se javlja i izmedu dva prostorno razdvojena sistema na velikim razdalji-
nama. Ova osobina ¢e se u daljem izlaganju rada iskoristiti u smislu moguénosti komu-
niciranja Alise i Boba pomoc¢u entangliranih stanja [20]. Biée pojasnjen pojam kvantne
teleportacije, odnosno, kako Alisa moze teleportovati Bobu kvantno stanje slanjem klasi¢nih
bitova.
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1.4 Svojstveni problem. Normalni operator i spektralna dekom-
pozicija
Vazna svojstva operatora jesu svojstveni vektori i svojstvene vrednosti. Svojstveni vektor
operatora O je svaki vektor |¥) koji zadovoljava [17]:

O|W) = A|W) (1.49)

U gornjoj relaciji A predstavlja svojstvenu vrednost operatora O. Ta jednacina je poznata
pod nazivom svojstveni problem operatora O [17].
Neka je dat operator o, = |0)(1] +|1)(0|. Tada je:

ozl=) = —|-) (1.50)

Vektori |[4) i |—) su svojstveni vektori operatora o, sa svojstvenim vrednostima 1. Uopsteno,
ukoliko su |®y) i |Ps) svojstveni vektori operatora O i ako oni imaju istu svojstvenu vrednost
A, tada i njihova linearna kombinacija ima istu svojstvenu vrednost, tj. [17]:

Normalni operator naziva se svaki operator za koji vazi NTN = NNT [17]. U ove operatore
se, izmedu ostalog, ubrajaju ermitski i unitarni operatori sa kojima se u kvatnoj mehanici
neizbezno barata. Neka je o, normalan operator, sa svojstvenim vektorima |+) i |—). Tada
se moze predstaviti kao:

0o = |)(+| = |=)(~| (1.52)

Ovaj pojam je izuzetno bitan zato $to svaki normalni operator ima dekompoziciju [17].
Normalni operator se razlaze u spektar prema definiciji:

0= N[®;) (] (1.53)

Ovde su |®;) svojstveni vektori operatora O, a sa \; odgovarajuée svojstvene vrednosti
operatora O. Ova forma naziva se dijagonalna forma, iz razloga sto operator u svojstvenom
bazisu ima formu dijagonalne matrice [19]. Tada:

00" = Z)\i"l’i>(‘1’z‘\ Z/\;|‘I’j><‘1’j| = Z A1) (W] = OfO (1.54)

Ukoliko se sa f obelezi funkcija, a sa O normalni operator, tada se svaka funkcija operatora
f(O) moze razloziti u spektralnu dekompoziciju [17]:

f(O) = Z f()\z)|‘1’z><‘1’z’ (155)

Ova izuzetno korisna forma u praksi, koristice se u daljem toku rada prilikom razvijanja
matrice gustine kojoj je posvecena sledeca sekcija.
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1.5 Cista i meSana stanja u kvantnoj mehanici. Matrica gustine p

Osnovni zadatak kvantne mehanike jeste nalazenje verovatnoca da se sistem prilikom
merenja registruje u datom kvantnom stanju [23]. Cisto stanje u kvantnoj mehanici opisano
je sa jednim vektorom stanja |p), za koji se pretpostavlja da je normiran. Medutim, u
kvantnoj mehanici postoje stanja koja ne mogu biti opisana jednim vektorom stanja. Ova
stanja se nazivaju mesana stanja i ona se opisuju pomocéu operatora (matrice) gustine oblika
23]:

p= Zpi|(10i><90i’ (1.56)

gde su p; verovatnoce da se sistem nade u i-tom stanju |p;) posmatranog ansambla. Stanja
|©i) su normirana, tj. (p;|¢;) = 1, ali ne i nuzno ortogonalna. Ove verovatnoce zadovoljavaju
sledece:

0<p; <1, > pi=1 > pi=1 (1.57)

Matricu gustine su u kvantnu mehaniku uveli, nezavisno jedan od drugog, Landau i Fon
Nojman, 1927. godine [23]. U slucaju kada je p; = d; ; tada matrica gustine ima oblik:

p = 1ei)(#;] (1.58)

i tada govorimo o ¢istim stanjima, odnosno dobija se matrica gustine ¢istog stanja koja ima
smisao projektora na stanje |¢;). Ukoliko to nije slucaj, stanje je mesano i matrica gustine je
prosto suma projekcionih operatora po kvantnom ansamblu, sa verovatno¢om kao tezinskim
faktorom [23].

Uvodeéi kompletan ortonormirani bazis {x,)}, gde se moze iskoristiti kompletnost skupa
- razlaganje jedinice (I = ) |Xn){Xnl|), i-ti ¢lan ansambla se moze zapisati kao:

o) =D Ixa) (xalooi) = > D lxa) (1.59)

gde je D = (Xn|pi). Relacija (1.59) naziva se koherentna superpozicija koja nema analogon
u klasicnoj fizici [23]. Vazno je naglasiti da meSovito stanje nije koherentna superpozicija,
jer da jeste, za njegov opis bi bio dovoljan jedan vektor stanja. U koherentnu superpoziciju
ulaze razlicita stanja sa, u opStem slucaju, kompleksnim koeficijentima i pritom je bitna
informacija o relativnim fazama tih koeficijenata. Matri¢ni element p izmedu stanja |y,) i

X)) e

(xalP1X) sz Dl (1.60)
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Velicine (x,|p|x,,) formiraju matricne elemente matrice gustine p. Uslov normiranja matrice
gustine:

Tr(p) = Tr

Zml%ﬂ%l]

_ ZplTr (i (@il szz @l (l92) (@il lon)

= szz Pnlei) (@il on)

_ sz Onl0i)0in ZW_l (1.61)

Ovaj uslov ekvivalentan je uslovu normiranja funkcije raspodele u klasi¢noj statistickoj fizici.
U slucaju kada je kvantni sistem opisan matricom gustine koja sadrzi samo jedan ¢lan, 1 = 1,
tada je:

p=le) el (1.62)

To znaci da se on nalazi u ¢istom stanju |p), jer ne postoje druga stanja koja su pomesana.
Lako se proverava da za Cisto stanje vazi:

p* = le)(ele) (el = o) (el = p (1.63)

Ova relacija sluzi kao kriterijum na osnovu koga se utvrduje da li se sistem, opisan operatorom
p, nalazi u ¢istom ili u mesanom stanju [23]. Ako je p? = p, sistem je u ¢istom, a ako je
p? # p, sistem je u meSanom stanju.

Dalje, bez dokazivanja nekih, navodimo najvaznije osobina operatora gustine [23]. To su:

e crmitovost: pf = p
e jedinicnost traga: Tr(p) =1
e pozitivna definitnost: (p,|ple,) > 0 (u bilo kojoj bazi {|p,)})

e trag njegovog kvadrata je manji od 1: Tr(p?) < 1.

Tr(p®) =Y (ealp®lon) = > _(eulplen)(wlplen) =D Henlplon)? <1 (1.64)

n n,n’
Kako u gornjoj relaciji faktor |(p,|p|¢n)|* ima fizicki smisao verovatnoce, to je sigurno da
kvadrat verovatnoce sigurno mora biti manji ili jednak jedinici, ¢ime je relacija dokazana.

Prema principu korespodencije, fon Nojman uvodi kvantnomehanicku entropiju kao sred-
nju vrednost operatora —kgIn p [17]:

S =—kgTr(plnp) (1.65)
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koja se posle proracuna traga svodi na Senonovu klasiénu definiciju entropije:

S =—kp Zpilnpi (1.66)

Lako je uveriti se iz gornje relacije da je za cisto stanje, kada postoji samo jedno stanje i
njegova verovatnoca je jednaka jedinici (p = 1), entropija jednaka nuli [23]. Ovaj rezultat
ima smisla iz razloga $to ¢isto stanje u sebi nosi maksimalnu mogucéu informaciju o kvant-
nom sistemu. Nasuprot Cistom, kada je re¢ o mesanom stanju, tada je entropija meSovitog
stanja razli¢ita od nule. I ova ¢Cinjenica je opravdana, jer ako entropiju definiSemo kao meru
neuredenosti sistema, a znamo da mesovito stanje sa sobom ne nosi maksimalnu mogucéu
informaciju o kvantnom sistemu, tada je lako zakljuciti da za meSana stanja govorimo o
entropiji koja je razlic¢ita od nule.

1.6 Redukovana matrica gustine p

Kao zakljucak prvog poglavlja rada, nakon definisanja pojma entangliranosti u kvant-
nom sistemu i matrice gustine u prethodnim podsekcijama, u istom duhu nastavljamo sa jos
detaljnijim opisom entangliranosti sistema, sada pomoc¢u pojma redukovane matrice gustine
[17].

Jos jednom je korisno naglasiti da kvantni entanglement predstavlja jedan od najintri-
gantnijih pojmova kvantne mehanike, jer pored kvantne neodredenosti, postulirane putem
Hajzenbergovih relacija neodredenosti, u sistem unosi dodatnu neodredenost - nepostojanje
stanja podsistema [17]. Diskusiju nastavljamo uvodeéi dvocesticno stanje superpozicije:

o12) = Ci|ef?) @ [08) + Calpty @ 1) (1.67)

gde je sa \gog»i)) oznaceno stanje i-te Cestice u j-tom stanju. Jedan od primera ovakvog
stanja koje sreemo u fizici je spinsko singletno stanje [10]. Za stanje (1.67) kazemo da je
entanglirano (spleteno) stanje jer se ni u jednom bazisu stanja ono ne moze zapisati kao
proizvod stanja dva podsistema:

[pr2) # X)1€P) (1.68)

Matrica gustine stanja (1.67) data je izrazom:

1 1 2 2 * 1 1 2 2
p2 = |p) (1] = [C1P1Y (0 @ 108N (0] + CLC5 oMY (057] @ |02) ()]
* 1 1 2 2 1 1 2 2
+ G0tV (M @ 102 (08| + 1221057 (080 | @ 1082 (01| (1.69)

Sada definisemo redukovanu matricu gustine [17] za Cesticu 1 (uzimanjem traga pio tj. inte-
gracije po stepenima slobode drugog sistema (Cestice 2)):

1 1 1
Py = Traprs = |G (0] + 1Col?1 057 (07| (1.70)

odnosno redukovana matrica gusine za Cesticu 2, analogno:

2 2 2 2 2
P = Trips = |G P02 (00| + |Co 2105 (057 (1.71)
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Dakle, kada se jedna cestica razmatra bez razmatranja druge, ona je generalno u mesanom
stanju [17]. Tako se stepen spletenosti moze razmotriti prema ¢istoéi bilo kog podsistema,
te ukoliko se dobije da je trag kvadrata redukovanog operatora gustine jednak jedinici, tada
¢estice nisu u kvantnom entangliranom stanju, a ako je rezultat manji od jedinice, tada se
¢estice nalaze u entangliranom stanju i stanje sistema se ne moze izraziti kao proizvod stanja
dva podsistema [17].

Stavise, podsistemske jednocesticne matrice gustine p%Z) (redukovane matrice gustine)
nisu stanja podsistema 1 i 2, veé¢ su to tzv. "meSavine druge vrste” [17], jer za njih vaze

nejednakosti:

o12) # p'? # pM @ p@® (1.72)

gde je sa p(1?) predstavljena matrica gustine mesanog dvocesticnog stanja:

1 1 2 2 1 1 2 2
P = 10 Pler ) (o1 @ [93”) (07 4 [CalPliog ) eh | ® o) (el | # e (L73)

Znaci, kvantna neseparabilnost ne samo da poznaje ”kvantnu neodredenost” na nivou celine
142 (u smislu relacija neodredenosti), ve¢ unosi dodatnu neodredenost nepostojanje stanja
podsistema (iako je ukupni sistem 142 u ¢istom stanju za koje vazi nulta entropija) [20]. U
osnovi, za slozene kvantne sisteme, kvantna neseparabilnost je pre pravilo, nego sto bi bio
izuzetak [17]. Tako, nepostojanje stanja podsistema (postojanje kvantnih korelacija) dovodi
do kvantne neseparabilnosti objekta i aparata, odnosno kvantne neseparabilnosti sistema i
okruzenja. Kvantna neseparabilnost je svojstvo kvantnih sistema [20].
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1.7 Mera kvantnog entanglementa - konkuretnost

Kao sto je ve¢ receno, fenomen entangliranosti postoji je u kvantnoj mehanici u sistemima
nelokalnih korelacija. Prvi od zadataka je nalazenje metoda kojim bismo utvrdili da li je
odredeno stanje slozenog kvantnog sistema, koji se sastoji od dva ili vise podsistema, entan-
glirano ili nije. Ukoliko je stanje entangirano, prelazimo na drugi zadatak. Drugi zadatak
se sastoji u tome da pronademo veli¢inu kojom bismo opisali kvantitativnu meru entangli-
ranosti. U cilju odredivanja mere kvantne entangliranosti uvodimo fizicku veli¢inu koja se
naziva konkurentnost [24].

Kada govorimo o ¢istim stanjima, konkurentnost predlozena od strane Beneta i saradnika
1986. godine dala je najprihvatljiviju meru entangiranosti slozenih kvantnomehanickih sis-
tema i ovako definisana konkurentnost Siroko je bila prihvacena od strane mnogih nau¢nika
koji su se bavili ovom problematikom [25]. Medutim, za meru entangliranosti mesanih stanja
ne postoji opsti metod [25]. Problem, odnosno tezina odredivanja mere kvantne entangira-
nosti mesanih stanja zavisi od dekompozicije mesanih na cista stanja. To nam govori da
je glavna poteskoca naé¢i minimalizaciju po svim dekompozicijama meSanih u cista stanja
[25]. Za pojedine slucajeve, minimalizacija se moze sprovesti analiticki, medutim, analiticka
minimalizacija nije moguca u opstem slucaju. Za slucaj dvokubitnih sistema Vuters i Hil
predlazu ¢uvenu formulu za konkurentnost [25].

Razmatramo sledec¢e dvokubitno kvantno stanje u najopstijoj formi

l) = al00) + b|01) 4 ¢|10) + d|11) (1.74)
¢iji uslov normiranja navodi na
la|® + [b]* + [c]* + |d|* = 1 (1.75)

Ovo stanje je separabilno stanje ukoliko vazi jednakost ad = be [25]. Ukoliko ova jed-
nakost nije ispunjena, tada govorimo o entangiranom (neseparabilnom) stanju. Za stanje
|¢), konkurentnost C'(y) definisana je formulom [25]:

Clp) = [{¢l@)] = 2[ad — be] (1.76)

gde je |p) = (0, ® gy) |¢*). Kokurentnost je u direktnoj vezi sa entropijom entanglementa
E(¢) putem jednacine [25]:

E(p) = £(C()) (1.77)
gde je
¢C)=H (Hfl_cz) (1.78)
a u ovoj izrazu uvedena je funkcija
H(z)=—xlnz—(1—2)In(l —x) (1.79)

Funkcija £(C') je monotono rastuca funkcija i ima opseg izmedu 0 i 1. U istom opsegu se
krece i funkcija C'(yp) [25].
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U slucaju mesanih stanja, pogodnije je sistem opisati pomoc¢u matrice gustine, definisane
sa [25]:

p= ZPZ|%><%| (1.80)

gde {|¢;)} predstavlja normirani bazis koji nije u opstem slucaju ortogonalan [17]. Ova stanja
su Cista stanja dvokubitnog sistema, a p; predstavljaju pozitivno definisane realne brojeve,
koji u svom zbiru rezultuju jedinicom. Ve¢ smo napomenuli da je stanje opisano matricom
gustine p separabilno ukoliko se ona moze napisati kao superpozicija telnzorskih proizvoda

p=>.pipF® ,Of/, gde su pf* redukovane matrice gustine date sa p/"% = Trw mlei (il
[17]. Konkurentnost mesanog stanja p moze biti definisana kao srednja konkurentnost ¢istih
stanja minimizovana po svim dekompozicijama matrice gustine p [25]:

Clp) = ianpic*(soi) (1.81)

gde je C(p;) konkurentnost ¢istih stanja |p;). Vuters i Hil predlazu eksplicitnu formulu za
nalazenje konkurentnosti C'(p) i ona je oblika [25]:

C(p) = max{)\l — )\2 — )\3 — )\4, O} (182)

gde su \; kvadratni koreni svojstvenih vrednosti neermitske matrice R = po, ® o,p*c, ® 0y
poredani u opadaju¢em nizu [24].

Konkurentnost je, kao sto ¢e biti dokazano u numerickim proracunima, monotono opadajuca
funkcija temperature, te postoji kriti¢na temperatura T za koju je C(p) = 0 [24]. Bitno je
istac¢i da u slucaju kada je:

e C(p) =0 - govorimo o neentangliranim stanjima
e C(p) =1 - govorimo o maksimalno entangiranim stanjima

e 0 < C(p) <1 - entanglement je u kvantnomehanickom slozenom sistemu prisutan u
manjoj ili ve¢oj meri, respektivno vrednosti C'(p) (sa porastom C'(p) ”jac¢a” i entangli-
ranost stanja) [25].
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2 Osnovi kvantne informatike

2.1 Uvod u kvantnu informatiku

Ttokom druge polovine dvadesetog veka, razvoj kompjuterskih nauka implicira revidiranje
dotadasnje percepcije fizike - u opstem slucaju, fizicki sistem se moze tretirati kao racunar
koji obraduje podatke [20]. Pocetno stanje fizickog sistema se tretira kao ulazni podatak
racunara, da bi daljom evolucijom fizickog sistema pogodnim proracunima bio preveden u
konaé¢no stanje - §to predstavlja izlazni podatak racunara [17].

Novi nacin rezonovanja navodi na pomisao tretmana atributa fizickih sistema kao vid
informacije koje sadrzi sistem. Sa druge strane, kako su fizika i proracuni, u neku ruku
sinonimi, moze se do¢i do konstatacije da se zakon obrade informacija u potpunosti oslanja
na zakonitosti fizike.

Klasi¢na teorija informacija pretpostavlja da informacija evoluira respektivno zakonima
klasicne (njutnovske) fizike [17]. Senon je 1948. uspesno razvio teoriju informacija. Cen-
tralnu ulogu u njegovoj prici igra Senonova definicija entropije [17].

Informacija i sam pojam informacije se cesto definise kao kvantitativni apstraktni skup,
a koji pak u fizici ima svoj znacaj. Ukoliko se prica o fizickom sistemu, tada informacije
moraju biti kodirane respektivno njemu, a obrada informacija vrsi se putem dobro poznatih
zakona fizike [17].

Interpretacija informacije na ovaj nacin pripisana je Landaueru, te se deduktivno iz nje
moze izvesti tvrdenje da svako ogranicenje u obradi informacija potice od ograni¢enosti os-
novnih zakona fizike.

U samom uvodu pretpostavka je bila da se modelovanje i obrada informacija odvija putem
zakona klasi¢ne fizike, koja i nije morala biti uvedena - lezi u opisu samog bita [17]. Kvantna
mehanika nudi tacan opis mikroskopskog sveta u odnosu na klasiécnu mehaniku. Kvantna
informacija, koja evoluira respektivno zakonima kvantne mehanike nudi tacniji opis teorije
kvantne informatike [10].

Kako sami zakoni kvantne mehanike nude potpuno novi aspekt sagledavanja subatom-
skog sveta, oc¢ekuje se i drugaciji tip same obrade informacija ukoliko je alat kojim se barata
u obradi bas kvantna mehanika.

Naravno, kako i u odredenom limitu kvantni opis prelazi u klasi¢an opis sistema, tako je i
ovde za ocekivati da kvantna informacija u odredenom limitu poprimi klasi¢an karakter [17].
Da ovog limita nema, ispostavilo bi se da pojam kvantne informatike nudi mnogo opstiji i
strozi koncept no §to jeste sam po sebi, te da nema svoj klasican analogon, Sto se u fizickom
svetu ne sme desavati [17]. Zato je korisno istaéi da je klasi¢na teorija samo konacan limit
kvantne teorije informacija [17].

Dok klasican racunar reprezentuju bitovi, kvantni racunar reprezentuju kubiti. Kubit
osim stanja |0) i |1) poseduje i superpoziciju stanja |0) i |1). Naime, kubit se moze istovre-
meno nalaziti u oba stanja [10].

Postoji vise varijanti realizacije makroskopskih kubita, a primer sa magnetnim dipolom
je trenutno najzastupljeniji (Slika 2.1). Situacija se odvija u izolovanim kudistima, u stanju
vakuuma i na temperaturi od svega 4m K, koja je znatno niza od temperature neophodne za
realizaciju superprovodnog efekta. Razlog za ovako nisku temperaturu je svodenje uticaja
termalnog kretanja atoma po povrsini ¢ipa na minimum. Posebnim uredajima se za pedeset
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hijada puta umanjuje uticaj magnetnog polja Zemlje, kako bi okolni nepozeljni sum bio el-
eminisan.

H B B, L

Transverse field — V I

Rnesion L . —

Slika 2.1 - Fizicka realizacija kubita. Preuzeto sa?

Kroz dipol se indukuje struja usled magnetnog fluksa ®;. Ako se struja krece u smeru kazaljke
na satu, onda generise magnetni moment u smeru "up”, a ako se kre¢e u smeru suprotnom od
kazaljke na satu, tada stvara magnetni moment nanize. U odredenom vremenskom intervalu,
preko Dzozefsonovog spoja napaja se dipol poprecnim fluksom ®,, te struja u istovremeno
tece i u jednom i u drugom smeru, i magnetni moment postoji u oba stanja. Takode spin
moze da tuneluje iz jednog u drugo stanje. Redajué¢i dipole u niz, kubiti mogu izvoditi
medusobne interakcije i izvoditi kvantna racunanja.

2.2 Nemogucénost kloniranja kvantnih bitova

U ovoj sekciji ispitacemo da li je moguce vrsiti kloniranje kvantnih bitova i kakve to
posledice ima pri daljem razvoju kvantne teorije informacija. Jedna od najzanimljivijih
oblasti u aktuelnim istrazivanjima, vezanih za pojam kvantne informatike, svakako je kvantna
kriptografija. Kvantna kriptografija koristi prirodnu neodredenost kvantne mehanike. Pomoc¢u
nje se moze uspostaviti komunikacioni kanal koji nije moguce prisluskivati bez ometanja
prenosa, tj. dva korisnika koja medusobno komuniciraju mogu otkriti prisustvo trece strane
koja pokusava saznati klju¢ [20]. Takode, osoba koja prisluskuje ne moze kopirati nepoznate
kvantne bitove - kubite, tj. nepoznata kvantna stanja, zbog teoreme o zabrani kloniranja,
koju su prvi dokazali Wooters i Zureck.

Akt merenja sastavni je deo kvantne mehanike. Generalno, merenje nepoznatog kvantnog
stanja promenice to stanje. Posledica promene stanja proizilazi iz rezultata Hajzenbergove
relacije neodredenosti, kao i iz teoreme o zabrani kloniranja [20]. To se moze iskoristiti
kako bi se detektovali pokusaji prisluskivanja komunikacionog kanala. Moze se rec¢i da sig-
urnost komunikacije zavisi od verodostojnosti vazenja teoreme o zabrani kloniranja [17].

Koriséenjem kvantne superpozicije i kvantnog entanglementa, te ukoliko se Salju infor-
macije u vidu kvantnih stanja, moze se implementirati komunikacijski deo koji otkriva na-
padaca.

U Kklasi¢noj teoriji informacija koristi se operacija COPY [20]. Njome se kopira, tj.
klonira, stanje sistema kojim se obraduju informacije. Sada ¢emo proveriti da li je ovu

Zhttp://www.seoexpert.rs/blog/wp-content/uploads/2014/07/Kvantni-kjubit. jpg
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operaciju moguce izvesti i u sistemima kojima upravlja kvantna teorija? Neka je dato
proizvoljno nepoznato stanje kubita:

W) = |0) + 5[1) (2.1)

Ovo stanje je u mogucénosti posedovanja dve kopije: |¥)|¥) i sebe samo - |¥), a bez pozna-
vanja vrednosti koeficijenata o i 5. Ovo proizilazi iz osobine linearnosti.

Kako su pocetno i finalno stanje kloniranja jedini¢ne norme, zakljucujemo da ove transfor-
macije odgovaraju unitarnim operacijama u prostoru stanja. Pretpostavlja se da je moguce
jednom masinom koja formalno operise kao unitarni operator, klonirati dva razli¢ita neor-
togonalna stanja [20]:

U0) = |00) (2.2)
Ul1) = [11) (2.3)
UlT) = a|00) + A[11) (2.4)

Svakako, ako bi U bio u stanju da klonira stanje |¥), tada bi vazilo:
U (|0)) = |0)|¥) = ?|00) + af|01) + Sal10) + 5%[11) (2.5)

Ocigledno, poredeci poslednje dve relacije lako se da ustanoviti da to nisu identiteti, sto
ima za posledicu da je kloniranje proizvoljnih nepoznatih kvantnih stanja nemoguée [20].

Nemoguénost kloniranja je mocan alat u kvantnoj informatici. Ukoliko bi se uspelo
klonirati nepoznato kvantno stanje, tada bi se moglo, u sustini, kreirati nebrojeno mnogo
kopija tog istog stanja na osnovu kojih bi se vrsili eksperimenti i zaljucivalo bi se o kakvom
stanju je re¢. Kako je ovo nemoguce, samim tim se zakljucuje da postoji ogranicena koli¢ina
informacija koja se moze doznati iz nepoznatog kvantnog stanja [20].

Ovo je u totalnoj suprotnosti sa zaklju¢cima koje nudi klasicna fizika. U svetu klasi¢ne
fizike se uvek moze doznati (sve?) o klasi¢nom sistemu, ¢ak iako se poseduje jedna kopija.
Klasi¢na merenja su neinvazivna i ne unistavaju stanje merenog sistema. Grubi primer ovoga
bio bilo bi fotokopiranje dokumenta - ukoliko neko fotokopira dokument, time ne unistava
njegovu sadrzinu [20]. U svetu kvantnih kompjutera ova osobina kazuje da se u sred kvantnog
racunanja ne moze napraviti "back up” kopija.

Ovu teoremu treba jos malo precizirati. Naime, zabrana kloniranja vazi za proizvoljna,
nepoznata stanja. Kako bi se ovo dokazalo, najlakse je pretpostaviti suprotno [20]. Za dva
neortogonalna stanja vazi:

(Wi|®j) # di (2.6)

Medutim, ukoliko se pretpostavi da je kloniranje neortogonalnih stanja moguce, tada bi
masina koja formalno operise kao unitarni operator mogla klonirati dva razlic¢ita neortogo-
nalna stanja. Opisano kloniranje, ako se prikaze matematicki, oblika je:

UlWA)[0)5 = [¥)a¥) 5 (2.7)
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Ul®)al0)s = [®)al®)5 (2.8)
Medutim, skalarnim mnozenjem levih i desnih strana dolazi se do sledece relacije:
(U|©) = (Q[¥)* = (W[ ®;) =y, (2.9)

Ovo je u suprotnosti sa polaznom pretpostavkom. Iz dokaza sledi da nema zabrane
kloniranja za dva medusobno ortogonalna stanja, kao ni za trivijalni slucaj |¥) = |®).
Fizicki smisao lezi u nemogucnosti konstrukcije takve masine koja bi bila univerzalni kloner
stanja, ali je pak moguée konstruisati masinu koja bi klonirala stanja iz nekog posebnog
unapred zadatog bazisa [20]. Dakle, ne postoji univerzalan unitarni operator koji ¢e klonirati
proizvoljno, nepoznato stanje iz Hilbertovog prostora stanja sistema [20].

Ako se ide jos detaljnije i kaze da ukoliko je moguéa razli¢ivost neortogonalnih stanja, tada
je moguce i kloniranje. Ovim se da zakljuciti da klasi¢na operacija COPY nije primenljiva
u kvantnoj informatici [20].

2.3 EPR eksperiment

Veé 1935. godine trojica fizicara koji su verovali u nekompletnost kvantne teorije -
Ajnstajn, Podolski i Rozen [2], razvijaju misaoni eksperiment, poznat pod nazivom "EPR
paradoks”. Ovaj eksperiment imao je za cilj da pokaze nekompletnost kvantne mehanike [2].

Kako se u ovom eksperimentu koristi EPR par fotona ili dva entanglirana fotona [6], prvo
¢emo opisati kako se dobijaju dva takva fotona i Sta je to sto ih ¢ini entangliranim, odnosno
spletenim. Uoceno je da kada se kroz neki kristal sa nelinearnim optickom karakteristikom
[6] propusti UV svetlost postoji mala verovatnoc¢a da dode do cepanja jednog fotona u dva
fotona sa veéim talasnim duzinama . Takode, za ta dva fotona se zna da ¢e imati suprotne
polarizacije tj. da ¢e jedan foton biti horizontalno polarizovan, a drugi vertikalno polarizovan
[6]. Ti fotoni se emituju u obliku dva konusa koji su simetriéni u odnosu na pravac pocetnog
UV fotona. Bitna karakteristika je to da jedan konus sadrzi sve fotone sa horizontalnom
polarizacijom a drugi sve fotone sa vertikalnom polarizacijom. Moguce je izvesti eksperiment
tako da se ta dva konusa seku i njihov poprecni presek je prikazan na slici 2.3.

—= nelinearan -
kristal =

Slika 2.3.1 - Proces dobijanja EPR fotona. Preuzeto sa [6]

U presecnim tackama ta dva konusa nalaze se fotoni koji sigurno imaju suprotne po-
larizacije ali kako ne mozemo znati kom konusu koji foton pripada, njihove pojedinacne
polarizacije ostaju nam nepoznate [6]. Dakle, sve §to znamo o tim fotonima je da imaju
suprotne polarizacije. Takva dva fotona ¢ine EPR par. Uopste, EPR par mogu biti bilo koje
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dve cestice koje su povezane nekom sumarnom osobinom kao $to su dva elektrona suprotnih
spinova, dva atoma istih impulsa itd. Bitno je da pojedina¢ni spinovi, odnosno impulsi,
nisu poznati, tj. preciznije, da informacija o njima ne postoji nigde u univerzumu. Ono $to
se matematicki ispostavi za ove Cestice je da merenje izvrseno na jednoj od njih trenutno
utice na drugu cesticu. Stanje ovakvog entangliranog para opisuje se pomoc¢u jednog iz seta
Belovog bazisa.

Cilj trojice fizicara je ukazivanje na nekompletnost kvantne teorije [?]. Oni se nisu mogli
pomiriti sa ¢injenicom da se u konceptu kvantne teorije ne podrazumeva pojam realnosti i
lokalnosti. Sta se pod tim podrazumeva? Ako govorimo o pojmu realnosti, tada je, prema
njihovom zastupanju, bilo neshvatljivo da kvantni objekat pre merenja nema svoju pripadnu
osobinu. Konkretno, ukoliko se govori singletnom stanju dva elektrona, nemoguce je da se
neposredno pre akta merenja ne zna koji elektron se nalazio u stanju "up”, a koji u stanju
”down” (Slika 2.3.2) [26]. Tok posto se izvrsi akt merenja, tada se sa sigurnoséu moze
utvrditi koji elektron se nalazi u stanju "up”, a koji u stanju ”down”. [26]

Pre merenja:

Nakon merenja: E

Slika 2.3.2 - Vizuelno predstavljanje stanja dva korelisana elektrona pre i nakon merenja

Svakako, jedan od tipiénih primera je primer Sredingerove macke [22] iz prethodno opisanog
eksperimenta. Pre akta merenja, mi ne znamo da li ¢emo macku zatec¢i zivu ili mrtvu. Tacnije
receno, tek posredstvom merenja mi stanje superpozicije prevodimo u neko od konacnih
stanja, sa odredenom verovatno¢om [17]. Sto se nelokalnosti tice, u kvantnu mehaniku
je uvedena pod svojstvom da se nelokalni dogadaji odvijaju istovremeno izmedu fizickih
objekata odvojenih u prostor-vremenu [20]. U tom sluc¢aju, vreme nije uklju¢eno izmedu
uzroka i posledice procesa. To je u susStoj suprotnosti sa Ajnstajnovom teorijom, prema
kojoj nista u Svemiru ne moze imati veéu brzinu od brzine svetlosti. Kvantno entanglirane
Cestice reaguju kao jedan sistem, naizgled nerazdvojeno [26]. Zasto? U prethodnom poglavlju
bilo je reci da entanglirano stanje nema odvojena stanja podsistema, ve¢ samo sistema kao
celine. Ukoliko se merenjem ispostavi da prvi elektron ima spin "up”, to istovremeno znaci
da se drugi elektron nalazi u stanju "down”. Da bi se to dogodilo, potrebna je trenutna
komunikacija izmedu dve Cestica, drugim re¢ima, nelokalna, jer ove cestice, teorijski gledano,
mogu biti udaljene na velika rastojanja (npr. rastojanje Zemlja - Mesec) [17].

Ono §to je kvantna mehanika uspela da odrzi jeste pojam nelokalnosti i pojam kvantne
nerealnosti. Dakle, Ajnstajn, Podolski i Rozen su zeleli po svaku cenu da prenesu Njutnov
princip deterministicke realnosti, ali bezuspesno.

Dokaz o nelokalnosti i kvantnom pristupu pojma realnosti iznosi 1964. iznosi Dzon Bel
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3], koji je teorijski dokazao stvarnost nelokalnog dejstva kvantno entangliranih cestica, $to
je postalo poznato pod nazivom Belova teorema (Belova nejednakost).

2.4 Razlikovanje neortogonalnih stanja - komuniciranje brze od
brzine svetlosti?

U ovoj sekciji bice re¢i o moguénosti da se uspostavi komunikacija izmedu dva objekta,
a da brzina komunikacije bude visa od najvise ostvarive brzine predvidene teorijom rela-
tivnosti - brzine svetlosti. Kako bi se ovaj fenomen pojasnio, uvode se tipi¢ni akteri u ovoj
prici, a to su Alisa i Bob [17]. Ova dva lika najcesée koriséeni likovi u oblastima kvantne
informatike, specijalno u kvantnoj kriptografiji [20]. Osnovni cilj kvantne kriptografije bazira
se na bezbednoj komunikaciji izmedu dve osobe, koristec¢i kvantna entanglirana stanja, tako
da tre¢a osoba nema uvid o kom kvantnom stanju je rec.
Neka Alisa i Bob dele par sistema u entangliranom stanju:

1

Uty = 0)1(1)2 +(1)1]0 2.10
[UT) \/5(| 21|12 + [1)1]0)2) (2.10)
SR D e} ) QS e e e e e et 9
% quar::jrics;eannel %

@

authenticated
Alice’s lab classical channel Bob’s lab
S8 e e e 4

Slika 2.4 - Alisina i Bobova laboratorija. Preuzeto sa3

Ako Alisa meri svoj (pod)sistem u bazisu {|0)1,|1);} tada i Bob automatski i istovremeno
dobija svoj sistem u istom bazisu, 1 to svako stanje iz bazisa sa verovatno¢om od po 50%.
Medutim, komunikacija podrazumeva kontrolisani (nestohasticki) izlaz od strane posiljaoca
(Alise u ovom slucaju) [20]. Tako, u ovoj postavci, ne dolazi do komunikacije iz razloga sto
Alisa ne moze kontrolisati izlaz (rezultat merenja) sa verovatnoc¢om od 100%. Medutim, ako
Bob moze razlikovati neortogonalna stanja, komunikacija brza od brzine svetlosti je moguca
[20].

Naime, stanje |U*) se moze zapisati u obliku:

1

[T) = —= ()1l =)2 + [=)il+)2) (2.11)

Sl

2
gde je

1

1£); = — (J0) £ [1),), i=1,2 (2.12)

S

2

Shttp://www.proselex.net/siteimages/alice%20and%20bod. jpg
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Sada Alisa moze poslati svoju poruku sacinjenu od bitova 0 i 1, tako da ove bitove kodira
merenjima na sledeci nacin: ako meri u bazisu stanja {|0)y, |1)1}, tada salje bit 0, a ako vrsi
merenje u bazisu {|+)1,|—)1}, tada salje bit 1. Naravno, ako je Alisa poslala bit 1, tada je
Bobovo kona¢no stanje jedno iz bazisa {|+)s, |—)2}.

Poenta je u slede¢em: ukoliko je Bob u moguénosti da razlikuje stanja iz skupa ne-
ortogonalnih stanja {|+)2,|—)2,]0)2,|1)2}, odnosno, da razlikuje Alisina merenja, tada bi
jednoznacno primio bit Alisine poruke [17]. Poruka Alise zbog kvantne nelokalnosti stize
trenutno - te ¢im se zavrsi merenje njenog sistema, stanje njenog sistema uspostavljeno je
istovremeno kada i stanje Bobovog sistema - brze od bilo kog fizickog dejstva - ¢ijim meren-
jem Bob utvrduje koji bit dobija od Alise. Ukoliko Bob utvrdi da je njegov sistem u stanju
|0)2, zna da meri u bazisu {|0)1,|1)1}, ¢ime bi zakljucio da je Alisa poslala bit 0. Naravno,
kako Bob nije u moguénosti da razlikuje neortogonalna stanja, sledi da ni komunikacija brza
od brzine svetlosti nije moguca [20].

2.5 Kvantna teleportacija

Zabrana kloniranja kvantnih nepoznatih stanja je ozbiljan hendikep u poredenju sa
klasi¢nom informatikom [10]. Uspesno procesiranje informacija zahteva uspesan prenos neiz-
menjenih informacija kroz prenos fizickih stanja u neizmenjenom obliku. Klasi¢no, ovaj pos-
tupak je trivijalan: izmeri se stanje sistema i ta informacija se implementira kao stanje drugog
sistema - COPY [20]. Upravo to merenje stanja pojedinac¢nih kvantnih sistema je nemoguce
- zahvaljujuéi teoremi o zabrani kloniranja. Odatle se, na prvi pogled, ¢ini da se ovim us-
postavlja ozbiljna prepreka u procesu obrade informacija unutar kvantnih sistema. Medutim,
pronaden je kvantni pandan klasi¢nog kopiranja putem tzv. kvantne teleportacije [20].

Po pravilu, informaticki protokoli imaju zahtev aktivnosti dva ¢lana u komunikaciji. U
ovom primeru to su Alisa i Bob. U protokolu kvantne teleportacije oni dele jedan jedini
(pojedina¢ni) par kvantnih Gestica koje su kvantno spletene. Svako od ucesnika moze, na
svojoj Cestici, tj. na svom kubitu, obavljati proizvoljna lokalna merenja [17]. Pod pojmom
lokalnosti misli se na merenja na paru kubita, jer ako nema drugih kubita, onda su merenja
nelokalna. Alisa raspolaze i trecom kvantnom cCesticom koja ima svoje, nepoznato kvantno
stanje. To stanje je kvantna informacija koju treba u nepromenjenom sadrzaju preneti Bobu
20].

Neka je nepoznato stanje prve cestice, koje treba teleportovati do Boba, dato sa

[W)1 = al0)1 + B[1)1 (2.13)
i neka je stanje para cestica 2 + 3 (entanglirano):
1
(W)23 = ﬁ(\ows — [1)2/0)3) (2.14)
Stanje ukupnog sistema dobija se tenzorskim proizvodom ova dva stanja:
1

[W)12s = (|01 + B[1)1) ® %

(10)2[1)s = [1)2[0)s) (2.15)
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Sredivanjem gornjeg izraza, on postaje:
1 1
[Whzs = 51T )12(=a|0)s = Bl1)s) + §|‘I’+>12(—04|0>3 + B1)s)
1 1
+ §|‘I)+>12(5’O>3 +all)s) + §|‘I)_>12(_5|0>3 + all);) (2.16)

Veé se iz ove relacije moze uociti kuplovanost stanja ¢estica 1 i 2 (Alisine ¢estice), Sto
¢e reéi da su to korelisana stanja. Medutim, nije tesko primetiti, percepcijom jednacine
(2.14) da su u ovom stanju korelisana stanja ¢estica 2 i 3. Ovo prebacivanje korelacija,
odnosno entangliranost sa para 2+3 na par 142 naziva se entangliranom zamenom [20, 17],
ili poznatije u literaturi kao entanglement swapping[20, 17]. U izrazu (2.16) uvedena su
stanja korelacija cCestica 11 2 kao:

)12 = (00 1)z + [1:10)) (2.17)

1
|0%)10 = E(|0>1|0>2 £ [1)1]1)2) (2.18)
Ova stanja su uvedena u prethodnom poglavlju i predstavljaju Belov bazis. Definisimo
sada opservablu sistema 14-2, ¢ija su ovo svojstvena stanja, na sledec¢i nacin:

By = Bi[UT ) (W] 4 o W) (WT| + B3 TP + Ba|2)(D| (2.19)

gde su f§;, 1 = 1,2, 3,4 svojstvene vrednosti ove opservable.

Iz izraza (2.16) uocavamo da merenje veli¢ine Bjs obavlja samo Alisa, te se uspostavlja
jednozna¢no, poznato konacno stanje slozenog sistema 1 + 2 + 3 [20]. Tako, na primer,
dobijanjem vrednosti B2 ukupni sistem nalazi se u kona¢nom stanju |U~)12(—a|0)5 —5]1)3) u
kojem oba podsistema, a misli se na 142 1 3, imaju odredeno stanje ¥~ )51 (—a|0)3—3|1)3).

Medutim, ovo rezonovanje ima znacajnu posledicu. Da se primetiti da su stanja trece
cestice (koja ima posle merenja ima svoje stanje - a nije kvantno korelisana ni sa jednim
kubitom) povezana slede¢im unitarnim transformacijama sa pocetnim stanjem | W) na sledece
nacine [20]:

I(=a|0)s = B|1)s) = [¥)3 (2.20)
Ur(=a|0)s + B[1)s) = [¥)s (2.21)
Us(B10)s + all)s) = [¥)s (2.22)
Us(=B10)s — al1)3) = [¥)3 (2.23)

pri ¢emu su matricne reprezentacije ovih operatora date sa

R L D S ) R
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Od sustinskog je znacaja da unitarni operatori, predstavljeni matri¢nim reprezentacijama
(2.24), ne zavise od konstanti o i 5 [20]. Iz ovog sledi da unitarni operatori ne zavise od
pocetnog stanja |¥) koje treba teleportovati. Pritom, ovi operatori su preko stanja na koja
deluju u jednoznacnoj vezi sa rezultatima merenja. Otuda je jasno: ako bi Bob znao koji
je rezultat merenja dobila Alisa (neki iz skupa f;,7 = 1,2,3,4), trebao bi samo da primeni
jedan od unitarnih operatora (2.24) i da shodno relacijama (2.20-2.23) prevede stanje treceg
kubita u njemu nepoznato stanje |V).

Sada je lako formulisati protokol kvantne teleportacije (Slika 2.4): Alisa na svom paru
kubita 142 meri opservablu Bjy [20]. O tome, klasi¢nim protokolom obavestava Boba. Bob
na osnovu dobijenog rezultata klasicnim protokolom primenjuje odredenu transformaciju
na svom, tre¢em kubitu i konacno stanje njegovog treceg kubita je |W)3. Tako je nepoz-
nato stanje prvog kubita teleportovano na treéi kubit, koji se nalazi kod Boba. Obi¢no se
transformacija stanja usled merenja naziva kvantnim kanalom. Klasi¢na veza kojom Alisa
obavestava Boba o rezultatu svog merenja naziva se klasi¢nim kanalom [17].

Na prvi pogled moglo bi se zakljuciti da je ovom procedurom izvrseno kloniranje prvog
kubita. Medutim, to nije slucaj. Kloniranje podrazumeva klasicno umnozavanje stanja,
tacnije, uvecanje broja kubita u istom stanju. U nasem slucaju broj kubita ostaje isti. U
zeljenom nepoznatom stanju |V) nalazi se samo treéi kubit, jer se sistem 142 nalazi u
entangliranom stanju, te nijedan podsistem nema svoje stanje (pri tome, u realnim eksperi-
mentima, obi¢no prva dva kubita nestaju - na njima se vrse neponovljiva merenja, te ¢ak ni
kubitovi kod Alise ne postoje vise fizicki) [17].

2.6 Belova nejednakost

Neka je dat par Cestica, u oznaci 11 2. Neka se cestice nalaze udaljene jedna od druge i
na svakoj od njih se mogu lokalno meriti proizvoljne jednocesticne merne veli¢ine: Q1,R; i
So,T5. Neka su jedine moguce vrednosti mernih velicina +1, odnosno -1. Uvodi se veli¢ina
[20]:

QS + RS + RT — QT (2.25)

Smatra se da su ovo klasicne merne velicine. Tada se moze pokazati vazenje Belove
nejednakosti [3]:

(QS) + (RS) + (RT) — (QT) < 2 (2.26)
Da bismo gornju nejednakost dokazali, polazimo od izomorfnog izraza oblika:
(@+R)S+ (R—Q)T (2.27)

te, ukoliko se akcenat stavi na moguce vrednosti mernih veli¢ina, tada sledi da jeili Q+R = 0
ili da je R — @ = 0. Odatle je

QS+ RS+ RT — QT = +2 (2.28)
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Ako nisu poznate srednje vrednosti ovih veli¢ina, tada se mora potraziti srednja vrednost:

QS+ RS+ RT —QT) = (QS)+ (RS)+ (RT) —(QT)

= > plgrst)gs+rs+rt—qt)
q,r,s,t==21

< ) plgrst)-2=2 (2.29)

q,r,s,t==+1

faktor p(q,r, s,t) ponderie merne varijable.
Pretpostavke koje su uvedene kako bi ova nejednakost vazila su [20]:

1. Klasi¢na realnost (neuslovljeno postojanje) vrednosti svih varijabli oba podsistema, u
svakom trenutku

2. Lokalnost - izvrSeno merenje na jednoj Cestici, nec¢e remetiti merenje na drugoj cCestici

Ono sto je zanimljivo jeste da se za ¢ista kvantna stanja slozenog kvantnog sistema zna da
ove pretpostavke (realnost, lokalnost) ne vaze. Postavlja se pitanje: ”Vazi i uopste Belova
nejednakost u kvantnim sistemima?”

Posao se svodi na to da se prvo prede na kvantne opservable i iskoristi se jedno stanje
iz etalona. Neka to bude spleteno stanje EPR para ¥~ )15 = (]0)1|1)2 — |1)1]0)2). Uvode se
sledec¢e merne velicine [20]:

Q=o,, S:—%(az—i-az), R =0, T:%(az—ax) (2.30)

Prilikom usrednjavanja veli¢ina po stanju [WU™ )1, vazi sledeca jednakost

1
<Q®S>:E:<R®S>:(R®T>:—(Q®T> (2.31)

Elementarnim ubacivanjem ovih vrednosti u Belovu nejednakost (2.26) sledi [3]:
(@S) + (RS) + (RT) — (QT) =2- V2 > 2 (2.32)

Fakat da je u kvantnoj mehanici moguca vec¢a korelacija medu podsistemima, koja je ne-
dostizna u klasi¢cnom svetu, proveren je i potvrden u celom nizu eksperimenata [3]. Na
taj nacin, nivo korelacija medu podsistemima 1 i 2 koji se nalaze u entangliranom kvant-
nom stanju previsava nivo korelacija koji se odreduje na osnovu ma kog fizickog zakona koji
opisuje ponasanje ¢estica pomocu klasi¢nih promenljivih, a ne kvantnih stanja.

Posledica nevazenja nejednakosti (2.26) u kvantnim sistemima, je da tada ne vazi jedna od
pretpostavki uvedenih prilikom dokazivanja Belove nejednakosti [20, 17]. Svakako, ono §to je
od ranije bilo poznato jeste da se kod kvantnih merenja ne podrazumeva klasi¢na lokalnost i
realnost. Medutim, Belova nejednakost ovo tvrdi na izuzetno elegantan nacin - svega putem
jedne jednacine, odnosno nejednacine [3]. Da stvar bude opstija, ova nejednakost predstavlja
jedan od kvantitativnih kriterijuma kvantne nelokalnosti i entangliranosti stanja - ukoliko je
Belova nejednakost narusena, tada se sistem nalazi u entangliranom stanju.

Dakle, kvantna mehanika svojim postojanjem uvodi dve vrste neodredenosti [20]:
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e Kvantna neodredenost - opsta karakteristika svih ¢istih stanja (ma kako prostih ili
slozenih) sistema. Ova neodredenost nije posledica nedovoljnog poznavanja (manjak
znanosti klasi¢nih informacija) - posledica je relacija neodredenosti i iskazuje se posto-
janjem kvantnog informatickog limita.

e Kvantna neseparabilnost (entanglement stanja) - odlika stanja slozenih kvantnih stanja.
Pod ovim pojmom misli se na nepostojanje stanja i vrednosti opservable podsis-
tema koji ¢ine slozeni sistem, izrazeno putem odredenih kvantnih korelacija i kvantne
nelokalnosti.

3 Entanglement u dvokubitnom anizotropnom Hajzen-
bergovom modelu

U ovom poglavlju ¢emo sprovesti detaljnu analizu entangliranosti u dvokubitnom ani-
zotropnom Hajzenbergovom modelu [14, 24]. Paznju posve¢ujemo XXZ [14] i XYZ [24]
modelu, gde je prisutna interakcija Palosinski - Morija. Najpre ¢emo Hamiltonijan prevesti
u matricni oblik, potom potraziti njegove svojstvene energije resavanjem svojstvenog prob-
lema Hamiltonijana i ujedno odrediti normirana svojstvena stanja. Sledeca bitna stvar je
nac¢i particionu funkciju sistema, a koriste¢i spektralnu dekompoziciju normalnog operatora
[17], nalazimo oblik matrice gustine. Pomoc¢u matrice gustine i matrice S koja je defin-
isana tenzorskim proizvodom dve ¢¥ Pauli matrice, nalazimo odgovaraju¢u matricu R koja
nam je neophodna iz razloga sto ¢e koreni njenih svojstvenih vrednosti definisati konkurent-
nost sistema. Konkurentnost sistema [25], je bitna fizicka veli¢ina jer nudi kvantitativnu
meru entangliranosti sistema. Ispita¢emo kako konkurentnost zavisi od temperature, kao i
od parametra Dalosinski - Morija interakcije koja ¢e biti definisana u sva tri pravca. Kad
uklju¢imo u razmatranje i magnetno polje [15, 27], ispitacemo zavisnost konkurentnosti od
jacine magnetnog polja [15, 27|, kao i od parametra nehomogenosti magnetnog polja [15, 27].
Analizu zapocinjemo sa trivijalnijim modelom, a to je XXZ anizotropni dvokubitni Hajzen-
bergov model [14].

3.1 XXZ model
3.1.1 XXZ model sa D, interakcijom

Razmatrajmo dvokubitni anizotropni Hajzenbergov XXZ lanac spinova propagiran DM
interakcijom, okarakterisanom parametrom D,. Hamiltonijan je oblika [14]:

Hp, = Joi ® 05 + Jo} @ 08 + J.0; ® 05 + D, (0] ® 05 — 0] @ 03) (3.1)

gde su u relaciji sa J i J, oznaceni integrali izmene, a Jf(z' =1,2),(j = z,y, z) prestavljaju
Paulijeve spinske matrice u reprezentaciji 2 x 2. U standardnom bazisu {|00), |01),]10), |11)}
Hamiltonijan raspisujuci potrebne tenzorske proizvode:

. {01 0 1

(3.2)

_— o O O
O = O O
o O = O
o O O
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0 00 -1
0 —i 0 —i 0 01 0
woat=(7 e (0 ) =10 Vo 0 (33)
-1 00 0
1 0 0
. . 1 0 1 0 0 -1 0 0
01®“2:(0 —1)®(0 —1): 0 0 -1 0 (34)
0 0 0 1
0 0 —i O
. 0 —i 1 0 0 0 0 —i
oo )e(o S)=10 0 0 % (35)
0 — 0 O
0 — 0 O
10 0 —i ¢ 0 0 0
z Yy __ —
01@"2_(0 —1)®<¢ 0)_ 00 0 i (3.6)
0 0 — 0
moze se zapisati u formi:
J, iD, —iD, 0
—iD, —J, 2J  iD,
Ho.=1p, 27 —J5. —iD, (37)
0 —iD, 1D, J,
Svojstvena stanja Hamiltonijana su:
0
1
V) =a 1 (3.8)
0
1
0
|Wy) =b 0 (3.9)
1
-1
J+=']z_w
W) =c| 2w (3.10)
2D,
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—1
Vo) =d | _ 2 (3.11)

21Dy

gde je:

w=+/(J+ Jz)2 +4D?
(3.12)

Kako su ova stanja ortonormirana ((V;|W;) = 0, ;), konstante (a,b,c,d) dobijaju se normi-
ranjem talasnih funkcija. Tako se za vrednosti ovih konstanti dobijaju izrazi:

1
a=b=— 3.13
7 (3.13)
odnosno
;
¢ = ——=sin 3.14
7 () (3.14)
1
d = ——=sin 3.15
5 n(e) (3.15)
gde su argumenti ¢ i ¢ [14]:
2D,
¢ = arctan (m) (316)
2D
QO = arctan (ﬁ) (317)

Neophodno je definisati standardni bazis {|00), |01), |10}, [11)}:

=(g) - m=(}) (5.18)

1

00) =0} @10) = | (3.19)
0
0

o =10 e=|, (3.20)
0
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0
0
10) = 1) @[0) = | ] (3.21)
0
0
0
1) =) ® 1) = 0 (3.22)
1
Te u ovom bazisu, normirane talasne funkcije |Wy), |Ws), |[¥3), |¥4) oblika su:
1
V1) = 5 (101) + [10)) (3.23)
02} = —= (100) +[11)) (324
1
|W3) = 7 (—2sin(¢)]00) + cos(¢)|01) — cos(¢)[10) + isin(¢)|11)) (3.25)
1
|W,) = 7 (—isin(¢)|00) 4+ cos(v)]|01) — cos()|10) 4 isin(p)|11)) (3.26)
Svojstvene energije Hamiltonijana poredane u opadajucem nizu:
o= —J4w Ey=2]—J. By=J. Es——J—w (3.27)

Zbog konvencije u radu, pretpostavlja se da je J, < J, tj. preferiramo ravansku anizotropiju
[14]. Sliéni rezultati dobijaju se i za J < J, [14]. Cinjenica je da su sva Cetiri stanja entan-
glirana. Stanje |¥3) odgovara stanju minimuma energije, ¢ija je konkurentnost C'(|¥3)) = 1.
Bitna karakteristika sistema je svakako particiona funkcija Z:

Z=Tr (e ") = (Uy|e P |W,) + (Wole P |Wy) + (Wsle PP Wy) + (Wyle PH|W,) (3.28)
gde smo sa Tr oznacili trag operatora e ? a g = %, sa usvojenom konvencijom kg = 1.
7 = Bl g o BRI-I) | B Ttw) —B(—T—w)
= 2(e7?’ cosh(B(J — J.)) + €’ cosh(Bw)) (3.29)

Koristeéi spektralnu dekompoziciju opisanu u prvom poglavlju [17], za matricu gustine do-
bijamo sledecu relaciju:

4
1 _BE,
po= 32 eI @ (1
j=1

_ Lo

(€000 © (W] e ) @ (] 4+ 7P |) @ (U
4+ PTTPTL) @ (Ty)) (3.30)
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Raspisujemo detaljno tenzorske proizvode u relaciji (3.29):

1 1 1 0 01
|\Ifl>®<%|=% 8 ® 8 :% 8888
0 0 1 001
0 0 00 0O
wretd=|1|e 1] =500 11 0
0 0 00 00
i B e
|W3) @ (V3] = 2| —cos() ® — cos(¢)
isin(¢) isin(¢)
sin?(¢) —isin(¢) cos(¢)  isin(¢) cos(¢)
_ 1| isin(¢)cos(¢) cos®(¢) — cos?(¢)
2 | —isin(¢) cos(¢) — cos?(¢) cos?()
— sin?(¢) isin(¢)cos(¢) —isin(¢@) cos(¢)
1 —isi?(g)o) —’iSiEl(S)@
1 cos(p cos(¢p
(Wq) @ (Ps| = — cos() ® — cos()
isin(yp) isin(yp)
sin?(¢) —isin(p) cos(p)  isin(p) cos(p)
_ 1 isin(y) cos(yp) cos®(p) —cos?(p)
2 | —isin(p) cos(p) — cos?(¢p) cos® ()
— sin(¢p) isin(y) cos(p)  —isin(p) cos(p)

Matrica gustine u ovoj reprezentaciji ima oblik:

pe —§ & pe
_i § vy v- —§
C22 | =€ vo vy €
p— & =& ps

p

gde su:
pe = € (P sin?(g) + P sin?(p))

vy = P20 4 (PU) cog?(¢) 4 PUH) cos? ()
& = i(eﬁ(‘]_w) sin(¢) cos(¢) + eB+w) sin(p) cos(y))

36

sin?(¢)

—isin(¢) cos(¢)
isin(¢) cos(¢)

sin(g)

sin®(y)

—isin(p) cos(y)

isin(p) cos(p)
sin’ ()

(3.31)

(3.32)



3.1 XXZ model 37

Sada trazimo R = pSp*S [14], gde je S = o} ® o) matrica koja je ve¢ izracunata i data je
obrascem (3.3) [14]. Dobili smo odgovarajuée kvadratne korene svojstvenih vrednosti matrice
R, a oni su redom:

N = LBl

A
1
)\2 = EGBJZ

A3 = %66‘] (cosh(ﬁw) + \/coshz(ﬁw) - 1>

Ay = %65‘] (cosh(ﬁw) - \/coshQ(Bw) — 1) (3.33)

Ukoliko je J, < J, kao §to smo i pretpostavili, tada za konkurenost dobijamo sledecu
relaciju[14]:

Cp(T)) = max{%( el (cosh(ﬂw) + \/coshQ(ﬁw) _ 1) _ o B

P’ (cosh(ﬁw) - \/cosh2(ﬁw) — 1) — #2200y 0} (3.34)

Analiziramo sluéaj D, >0, J, >0iJ >0

10

Slika 3.1.1.1 - Konkurentnost u funkciji 7'i D, za vrednosti J =11 .J, = 0.2
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Legenda:
10}
L Jz=0
Jz=0.4
L Jz=0.
08| e
06
04
02+
- T

Slika 3.1.1.2 - Konkurentnost u funkciji temperature za razlicite vrednosti J, i D, = 1,J =1

Na slici 3.1.1.1 data je graficka zavisnost konkurencije u funkciji 71 D,, kada su vrednosti
J=11J, =0.2. Sa grafika je evidentno da sa porastom temperature funkcija konkurencije
opada, Sto ¢e rec¢i da se entangliranost sistema smanjuje, sve do neke kriticne temperature 7.,
kada kona¢no pada na nulu. Kriti¢na temperatura se moze dobiti numericki iz uslova C' = 0
za date parametre. Na slici 3.1.1.2 nacrtan je grafik funkcionalne zavisnosti konkuretnosti
od temperature, ali sada za razlicite vrednosti parametara J,, koji u ovom slucaju uzimaju
vrednosti 0,0.41 0.9, respektivno. Sa grafika je lako uociti da sa porastom .J, dolazi do porasta
kriti¢ne temperature i porasta entangliranosti na fiksnoj temperaturi, za odredene vrednosti
J,. Takode, sto je visa vrednost parametra DM interakcije D, to je veca entangliranost
sistema. Analizom ova dva grafika zakljucujemo da parametri D, i J, imaju efikasnu kontrolu
entangliranosti.

3.1.2 XXZ model sa D, interakcijom
Hamiltonijan ovakve postavke modela dat je jednacinom [14]:
Hp, = Joy ® 05 + Joi @ 0§ + J.0f ® 05 + D, (0] ® 05 — 0} ® 03)

Naime, kako se radi o anizotropiji tipa "XXZ”, tada je za ocekivati da ¢emo dobiti isti
rezultat kao i u slu¢aju razmatranja ovog modela sa D, interakcijom. Jasna razlika se uocava
prilikom razmatranja anizotropije "XYZ”, odnosno anizotropije najopstijeg tipa, kada je

Jo £ J, % ..

3.1.3 XXZ model sa D, interakcijom

Hamiltonijan dvokubitnog anizotropnog Hajzenbergovog ”XXZ” lanca sa DM interak-
cionim parametrom D, je oblika [14]:

Hp, = Joi ®@ o5 + Joi @ 0§ + J,0f @ 05 + D, (6] @ 08 — 0] ® 03) (3.35)



3.1 XXZ model

39

Tenzorski proizvodi u (3.34) su poznati, osim oni koje mnozi D, parametar. Oni su redom:

00 0 —i
rogr— (0 g (0 =1y _ |0 0 i 0
12711 0 i 0) o =i o o
i 0 0 0
00 0 —2
0 —i 0 1 00 —i 0
Y T __ _
Ul®02_<z’ 0>®(1 0)_ 0i 0 0
i 0 0
te Hamiltonijan zapisan u vidu matrice ima oblik:
J, 0 0 0
g |0 —J.  2J+42iD. 0
by =10 2J-2D, —J, 0
0 0 0 J.

Svojstvena stanja ovog Hamiltonija su:

|y) =

O O O
N— N—

_— o O O

W3) = a D:iiJ

—iw

W,) = b | D=+i7

gde je w = /D2 + J2,

Normiranjem talasnih funkcija za konstante (a,b,c,d) dobijamo sledeée izraze:

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)



3.1 XXZ model 40

Naravno, kao i u slucaju D, interakcije i ovde je zgodno uvesti odgovarajuce relacije koje ¢e
pojednostaviti izraz. Tako smo uveli sledece korisne relacije u proracunima [14]:

D

0=—= 3.44
: (3.44)
" = cos(f) + isin(6) (3.45)
sin(arctan(x)) = L cos(arctan(x)) = ! (3.46)
it Vite |
. 1 L= J+iD,
e = _ L = th . (3.47)
Vit i Vi
Kako je:
w D,—iJ  J+iD, (3.48)

D.+i] D.—ij /D t.?
konacan oblik talasnih funkcija dvokubitnog Hajzenbergovog modela sa XXZ anizotropijom
i DM interakcijom D, je:

w,) = J00) (349
|Wy) = [11) (3.50)
1 0

ws) = 7= (7l01) -+ 10)) (3.51)

02} = — (¢”]01)  [10)) (3.52)

V2

Svojstvene energije Hamiltonijana (3.37) su:
E1 :EQZJZ s E3: —JZ—|—2U) s E4: —JZ—QU) (353)
a particiona funkcija sistema je

Z = Tr(e ™) = (W|e P W) + (Wo|e | Wy) + (Ule 7| W3) + (Wyle P |Wy)
2¢777 (1 4 €*’* cosh(2Bw))) (3.54)

Matricu gustine trazimo u bazisu:

{100).101) = =™ (s + [04)).[10) = (s = [ ). [11)}
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(00]e=H100)  (00]e=#H|01) (00]e~PH]10) (00]e~PH|11)
(T)_l (01]e=PH|00) (01]e=PH]01) (01]e~PH|10) (01]|e~PH|11) (3.55)
PET= 7L (101e=85100)  (10]e=#H|01) (10]e=PH|10) (10]e=PH|11) '
(11|e=PH]00) (11]e=PH|01) (11]e PH|10) (11]e~PH|11)

Ove matricne elemente nije tesko nadi, jer je poznato koje su svojstvene vrednosti ukoliko
operator e ?# deluje na ma koje zadato stanje iz standardnog bazisa. Kao rezultat se dobija:

e BJ- 0 0 0

1 0 u  wve? 0
0

-8

W= | 0 e (3:56)
0 0 0 e Pk
gde je:
1
u= 5(1 + v ehlzm2hw
1
v = 5(1 — ethw)ehlem2pw (3.57)

U nastavku teksta razmatra¢emo kvantitativnu meru entangliranosti dvokubitnog sis-
tema, koji se nalazi u stanju opisanim matricom gustine p(7"), odnosno razmatramo konkurent-
nost sistema koja je definisana u prethodnom delu rada [14, 25]. Veé¢ smo napomenuli da
za trazenje konkuretnosti C'(p(7')) neophodno je prvo pronaéi matricu R = pSp*S, gde je
S = o} ® 0§ [14]. Kao rezultat kona¢no dobijamo:

e 28 0 0 0
1 0  wr+0v? 2uve? 0
ft= 72 0 2uve? w?24+02 0 (3.58)
0 0 0 e 287
Kvadratni koreni svojstvenih vrednosti matrice R su:
1
/\1 = )\2 = EQ_BJZ
1
A3y = Zeﬁwzﬂw) (3.59)
te je konkurentnost oblika:
eIBJZ
C(p(T)) = max{7(|625“’ — e W] T 72802 0} (3.60)

Konkurentnost je invarijantna na zamene J — —J i D, — —D, [14], te zahtevajmo J > 0 i
D, > 0 bez gubljenja na opstosti dobijenih rezultata [14]. Konkurentnost se kreée u intervalu
[0,1] s tim $to minimalna konkurentnost indicira na odsustvo entangliranosti sistema, dok
njega maksimalna vrednost ukazuje na maksimalnu entangliranost sistema [14, 25].

Ukoliko je J, > —w i T = 0, sistem se nalazi u osnovnom stanju [14]. Lako je zakljuciti
da od cetiri svojstvene energije koje smo dobili resavajuéi svojstveni problem Hamiltonijana,
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energija koja odgovara minimumu konfiguracije je Fj.

Tako, osnovno stanje je disentanglirano stanje |Wy) ili |¥y) kada je J, < —w, iz razloga
sto je tada konkurentnost jednaka nuli, ali kada govorimo o situaciji JJ, > —w, osnovno stanje
je entanglirano i zadato je vektorom |W¥,) i tom stanju odgovara maksimalna konkurentnost
(C(|Vq)) =1).

Sa porastom temperature u pricu se ukljucuju i termalne fluktuacije, kada se entangle-
ment odvija u kombinacijama osnovnog i pobudenih stanja [14]. Kada je T' > T, tada je
konkurentnost jednaka nuli. Tada kazemo da je izvrSen kvantni fazni prelaz [14].

‘*’::“
“‘1“‘,‘:““

Slika 3.1.3.1 - Konkurentnost u funkciji 7'i D, za vrednosti J =11 J, = 0.2

(34
Legenda

10/ Jz=0

r Jz=0.4

| Jz=0.9
08
06
04
02

1 | L 1 L I 1 T
5 6

Slika 3.1.3.2 - Konkurentnost u funkciji temperature za razli¢ite vrednosti J, i D, =1,J =1

Sa slika 3.1.3.1 1 3.1.3.2 uo¢avamo da sa porastom temperature dolazi do opadanja entan-
gliranosti sistema. Razlog je meSanje maksimalno entangliranih stanja sa ostalim stanjima.
Lako je uociti da se sa porastom interakcionog DM parametra D, javlja i porast entan-
gliranosti sistema. Na slici 8 moze se uociti da sa porastom .J, dolazi do porasta kriti¢ne
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temperature i porasta entangliranosti na fiksnoj temperaturi.

3.1.4 XXZ model - komparacija D, vs D,

Sada ¢emo na jednom grafiku objediniti konkurencije vezane za parametre DM interakcije
D,iD,. Uzetemo da DM parametri imaju iste vrednosti D, = D, = 2, a potom za odredene
parametre J = 11 J, = 0.2 uporedi¢emo ove dve krive. Rezultat proracuna konkuretnosti
za ova dva sistema prikazan je na slici ispod:

c Legenda

10 I Dx=2
Dz=2

08

06

04

02

1 L L L 1 L L L L L L 1 T

2 4 6 8
Slika 3.1.4.1 - Poredenje konkurentnosti za jednake DM parametre D, = D, = 2

Na osnovu slike 3.1.4.1 zaklju¢ujemo da parametar D, i D, ne kontroliSu entanglement u
jednakoj meri. Primecujemo da za iste vrednosti DM interakcionih parametara, ”jace” en-
tanglirano stanje je ono u ¢ijem sistemu je prisutna D, interakcija, dok je za istu tu vrednost
parametra D, = 2 sistem u ”slabije” entangliranom stanju.

No, sumarno, Hajzenbergov model sa ”XXZ” tipom anizotropije frustriran DM interak-
cijom moze se koristiti u izgradnji kvantnih racunara, gde bi kontrolni parametri u ovom
sistemu svakako bili integrali izmene J i J,, kao i parametri koji karakterisu Dalosinski -
Morija interakciju - D, i D,.

U narednoj sekciji, pokazacemo da kod Hajzenbergovog modela sa anizotropijom tipa
"XYZ” dolazi do razlike prilikom analize D, i D, komponente DM vektora interakcije, sto
ovde nije slucaj, ali smo tako nesto, obzirom na ”XXZ” anizotropiju, svakako ocekivali.

3.2 XYZ model
3.2.1 XYZ model sa D, interakcijom

Razmatrajmo Hajzenbergov Hamiltonijan sa anizotropijom tipa "XYZ” i prisutnom DM
interakcijom, opisanom parametrom D, [24]:

Hp, = J,0f @ 05 + Jy,0) @ 0§ + J,0f ® 05 + D, (0] ® 05 — 0] ® 03) (3.61)
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Hamiltonijan u matri¢noj formi ima oblik:

J., iD,  —iD, J,—J,
| —iD, —J. J.+J, D,
J,—J, —iD, D, 7,
Svojstvena stanja Hamiltonijana (3.61) su:
0
1
W) =al, (3.63)
0
1
0
(Wa) =01 (3.64)
1
—1
iy tw
[U3) =c z'(JnyDzﬂw (3.65)
2D,
1
—1
i(—Jy—J.+w
Wa) =d | i 3% 40 (3.66)
2D,
1

gde je w = /4D2 + (J, + J,)? Koristeéi ortonormiranost talasnih funkcija, dobili smo
sledece vrednosti konstantni:

a=0b=— (3.67)
1 2D,

S 3.68
¢ 2(Jy + J.+w)+4D? (3.68)

i— ! 2Dy (3.69)
V2 (=Jd, = J, —w) +4D? '
Uvodenjem [24]:
2D
— arctan | ———* 3.70
¢Emm(w+@+k> (3.70)
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¢ = arctan (#) (3.71)
normirana stanja su:
W) = 7(|01> +|10)) (3.72)
0y) = %(IO(D 1 ]11)) (3.73)
Ws) = % (sin(¢)[00) + i cos(¢)|01) — i cos(p)[10) — sin(p)[11)) (3.74)
Wy) = % (sin(¢)|00) — i cos(¢)|01) + i cos(¢)[10) — sin(¢)[11)) (3.75)

Svojstvene energije Hamiltonijana (3.62):
Ei=Ji+Jdy—J., Bo=J,—Jy+J., Esy=—J,+w , Ey=—J,—w (3.76)
Particiona funkcija ovakvog sistema je

Z=Tr(e ") = (U|e P70y + (Wy|e PH|Wy) + (Wg]e 7| W5) + (Wyle " H|0,)
2¢ 7 cosh(B(J, — J.)) + 277 cosh(Bw) (3.77)

Matricu gustine p(7") dobili smo koriste¢i spektralnu dekompoziciju [17]:

4
p(T) = EZ B @ (0]
1
= (eI @ (U] + e PETVER0) @ (B + e 0) @ (W
+ e P, @ (0y)) (3.78)
gde su:

00 0O
1o 1 10
e l=510 11 0
0 00O
1 0 01
110 0 00
1 0 01
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s S(inj(so)< | —isin(sg)( C()JS(@O) isin(p) gﬁsgs@) - S(in;(so)( |

_ 1| isin(p)cos(y cos? (¢ — cos?(p —isin(p) cos(p

[Ws) ® (s] = 2 | —isin(p) cos(y) — cos?(yp) cos?(ip) isin(¢p) cos(p)
—sin?(¢p) isin(p) cos(p) —isin(yp) cos(p) sin?(¢)

sin?(¢) i sin(gbg cos(¢p)  —isin(¢) cos(9) —sin?(¢)

B 1 —isin(¢) cos(¢) cos®(¢) — cos?(¢) isin(¢) cos(¢)
W) ® (Wa| = 2 | isin(¢)cos(¢) — cos?(9) cos?(¢) —isin(¢) cos(¢)
—sin?(¢) —isin(¢) cos(¢)  isin(¢) cos(¢) sin?(¢)

Konacno, relacija za matricu gustine postaje:

my q g My

qg N1 N2 (g
T = 3.79
D= o (3.79)

ma g q M

gde su:
mi o % (e’ﬁE2 + ¢ gin% () 4 e F sin’(¢))
nig = % (e_ﬁE1 + ¢ BFs cosg(go) + ¢ BFa COSQ((;S))
q= é (e_ﬁE3 sin(p) cos(p) — e PP sin(p) cos(p)) (3.80)

Izracunali smo matricu R = pSp*S, gde je S = o} ® 0. Njene svojstvene vrednosti, kao i
koreni svojstvenih vrednosti su:

1
)\1’2 == EGB(inw) (381)
1
)\3?4 = 265(7Jzijy$‘]z) (382)

Sada trazimo konkurentnost sistema, u cilju kvantitativnog odredivanja entangliranosti sis-
tema. Konkurentnost, sada, razlikuje dva slucaja [24]:

e Kada je J, > J, [24]:

1
C(p(T)) — max{z (|66(Jz+w) _ 618(7']17+Jy7<]z) _ eﬁ(r]z*w) _ eﬁ(*Jz*Jy‘i’Jz)) ’0} (383)

o Kada je J, < J, [24]:
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1
C’<p(T)) — mal‘{? (|66(Jx+w) _ 66(_Jx_Jy+Jz) _ eﬁ(Jac_w) _ eﬁ(_Jx'f'Jy_Jz)) 70} (384)

Bitno je svakako naglasiti, kada je rec o anizotropiji tipa "XYZ”, tada je za ocekivati J, #
Jy # J.. Specijalan slucaj kada je J, = J, ovu diskusiju svodi na tumacenje Hajzenbergovog
modela anizotropije "XXZ”, te se gornji rezultati svode na veé¢ obradene u ovom radu [14].

U antiferomagnetnom Hajzenbergovom ”"XYZ"” modelu, gde je J, > J., dobili smo sledece
rezultate:
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Slika 3.2.1.1 - Konkurentnost u funkciji DM parametra D, za T' = 3,J, = 1,J, = 0.5 1
J, =02
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Slika 3.2.1.2 - Konkurentnost u funkciji temperature za D, = 3,J, =1, J, =051 J, =0.2

Slike 3.2.1.1 i 3.2.1.2 svedoce o pojavi koja je pratila ovaj rad i do sad. Naime, sa poras-
tom DM interakcionog parametra, dolazi do porasta entangliranosti stanja, dok sa poras-
tom temperature dolazi do opadanja entangliranosti, sto za neku 7' = T, rezultuje nultom
konkurentnoscéu.

U antiferomagnetnom slucaju kada je J, < J,, dobili smo sledece rezultate:
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Slika 3.2.1.3 - Konkurentnost u funkciji DM parametra D, za T' = 3,J, = 0.2,J, = 0.5 1
J. =1
C
10
08+
06 |
04t
02
1 L L L L T
2 4 6 g

Slika 3.2.1.4 - Konkurentnost u funkciji temperature za D, =3, J, =0.2, J, =051 J, =1

Sa slika 3.2.1.3 1 3.2.1.4 zapazamo identican trend kao i u sluc¢aju slika 101 11, ali je evidentno
da je u ovom slucaju kriti¢na temperatura niza, kao i da se pojava konkurentnosti javlja za
vise vrednosti parametra D,.

U feromagnetnom Hajzenbergovom XYZ modelu, gde je J, > J,, dobili smo sledece
rezultate:
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Slika 3.2.1.5 - Konkurentnost u funkciji DM parametra D, za T' = 3,J, = —0.2,J, = —0.5 1
J, =-1
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Slika 3.2.1.6 - Konkurentnost u funkciji temperature za D, =3, J, = 0.2, J, = —-0.51
J,=—

U feromagnetnom Hajzenbergovom XYZ modelu, gde je J, < J,, dobili smo sledece
rezultate:
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Slika 3.2.1.7 - Konkurentnost u funkciji DM parametra D, za T = 3,J, = —1,J, = —0.5 1
J,=-0.2
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Slika 3.2.1.8 - Konkurentnost u funkciji temperature za D, = 3,J, = —1,J, = —0.5 1
J, =-0.2

U feromagnetnoj fazi dobili smo isti trend, s tim §to uo¢avamo visu kriti¢nu temperaturu za
antiferomagnetnu fazu u odnosu na feromagnetnu fazu. Takode je potreban vedi intenzitet



3.2 XYZ model

DM interakcije u feromagnetnoj fazi kako bi se sistem preveo u entangliranu fazu.
3.2.2 XYZ model sa D, interakcijom
Hamiltonijan ovakve postavke modela dat je jednacinom [24]:
Hp, = Jyo{ ® 05 + Jyo{ ® 0§ + J.0] ® 05 + Dy (0] ® 05 — 0] ® 05)

U matri¢noj formi on je oblika

J. D, ~-D, J,—J,
| Dy ~J, J.+J, D,
b=\ -p, J.+J, —J. -D,

J.—J, D, -D, J.

Svojstvena stanja ovakvog Hamiltonijana su:

W) = —=(01) +[10))

Sl

1

[W2) = —=(]00) —[11))

Sl

2

[W3) = —= (sin(¢)|00) — cos(¢)|01) + cos(¢)[10) + sin(¢)[11))

Sl

[Wa) = —= (sin(p)[00) — cos(¢)[01) + cos(p)[10) + sin(p)[11))

Sl -

gde su [24]:

2D
Cb = arctan <ﬁ)

t oD,
= arctan | —m—m—m—m——
14 T+ J. —w

w=\/AD2+ (J; + J.)?
Svojstvene energije Hamiltonijana (3.85):
Bi=Jy+Jo—J. . By=J,—Jo+J., Bi=—Jy+w, By=—J,—w

Particiona funkcija:

20

(3.85)

(3.86)

(3.87)

(3.88)

(3.89)

(3.90)

(3.91)

(3.92)

7 = fTr(e’ﬁH):: (U e PHIT L) + (U, |e™PH|Wy) + (Ugle PH W) + (U, le P 0,)

2¢ v cosh(B(J, — J.)) + 2€77v cosh(pw)

(3.93)
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Iz spektralne dekompozicije [17] matrice gustine dobijamo izraz za matricu gustine:

4
1 _BE;
p o= 2 ) ey
j=1

1
— E(e—ﬂ(Jy+Jx—Jz)|\I/1> ® <\I/1| + 6—/3(Jy_Ja:+Jz)|\I;2> ® <\I{2| + 6—5(_Jy_w)|\113> ® <\Ij3|

+ e PEITIDL) @ () (3.94)
Matrica gustine ovog sistema je:
my —q g Mg
p= —q N1 N2 —q (3.95)

q N2 N1 g
my —q q Ty

gde su:
mis = % (j:e*ﬁE2 + e s 5in? (@) 4 e PF sinz(w))
Ny = % (e PP + e P58 cos®(¢) + e P cos® (i)
q = % (e77" sin(@) cos(¢) 4+ e 7 sin(p) cos(p)) (3.96)

Vrsimo identi¢nu procedura kao kod svakog prethodnog slucaja: u cilju kvantitativne detek-
cije konkurentnosti, trazimo matricu R = pSp*S, gde je matrica S definisana kao S = 0¥ @0y
[14, 24]. Koreni svojstvenih vrednosti matrice R su:

1
/\1 — Eeﬁ(_*]y‘i'Jw_Jz)
1 gy
)\2 — Zeﬁ( Jy Jz+Jz)
1
1
A= E«f“y*“” (3.97)

Konkurentnost C(p(7")) razmatramo odvojeno za dva slucaja [24]:
o Za J, > J, [24]:
1
C(p(T)) = max{g (‘65(_Jy+J:c_Jz) — BUytw) | _ BTy —Jat)z) _ eﬂ(Jy—w)) (3.98)

o Za J, < J, [24]:

1
C(p(T)) = mam{? (’6_5(_‘711_(].7:"1‘(]2) — BUytw) | _ B(=IytJo—=Jz) _ eﬁ(Jy—w))} (3.99)

U antiferomagnetnom Hajzenbergovom XY7Z modelu sa DM interakcionim parametrom D,,
gde je J, > J., dobili smo sledece rezultate:
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Slika 3.2.2.1 - Konkurentnost u funkciji DM parametra D, za T' = 3,J, = 1,J, = 0.5 i
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Slika 3.2.2.2 - Konkurentnost u funkciji temperature za D, = 3,J, =1,J, =0.51 J, = 0.2

Ukoliko je, pak, J, < J,, dobili smo sledec¢e rezultate:
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Slika 3.2.2.3 - Konkurentnost u funkciji DM parametra D, za T' = 3,J, = 0.2,J, = 0.5 i

J, =1



3.2 XYZ model 53

0.8}
0.6

0.4

s s — T
2 4 6 8 10

Slika 3.2.2.4 - Konkurentnost u funkciji temperature za D, = 3,J, =0.2,J, =051 J, =1

Evidentno je analizom grafika 3.2.2.1, 3.2.2.2, 3.2.2.3 i 3.2.2.4 da se, nezavisno od situacije
da li je duz z ili z anizotropija jaca, dobijaju iste vrednosti. Ovo je i za ocekivati, jer DM
interakcija deluje duz y pravca, a kako se anizotropija duz te ose drzi konstantnom, dobijen
je 1 ocekivani rezultat, a to je da nema promene u kriticnoj temperaturi i u intenzitetu
DM parametra, kako bi entanglement nestao, odnosno nastupio. Ukoliko razmatramo
feromagnetnu fazu ovog modela, gde su su c¢lanovi izmenske interakcije negativni, u tom

slucaju smo dobili sledece rezultate:
Ukoliko je J, > J.:
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Slika 3.2.2.5 - Konkurentnost u funkciji DM parametra D, za T' =3 J, = —0.2,J, = —0.5 i
J, =-1
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Slika 3.2.2.6 - Konkurentnost u funkciji temperature za D, = 3,J, = —0.2,J, = 0.5 i
J,=-1
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Ukoliko je J, < J.:
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Slika 3.2.2.7 - Konkurentnost u funkciji DM parametra D, za T =3 J, = —1,J, = =0.5 i
J, =—-0.2
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Slika 3.2.2.8 - Konkurentnost u funkciji temperature za D, = 3,J, = —1,J, = —0.5 i
J, =—-0.2

Kao sto mozemo videti sa prethodna cetiri grafika, ista situacija dobijena je i u feromag-
netnoj fazi. Naime, nije doSlo do promene kvantitativnih vrednosti kriticne temperature
entanglementa, kao ni do promene minimalnog parametra DM interakcije kako bi nastupio
entanglement. I kod ovog modela, primeceno je da se u sluc¢aju antiferomagnetne faze dobija
visa kriti¢na temperatura nego u slucaju feromagnetne faze. Takode, kada se sistem nalazi u
feromagnetnom uredenju, potreban je veci intenzitet DM parametra kako bi se sistem preveo
u entangliranu fazu.

3.2.3 XYZ model sa D, interakcijom
Hamiltonijan ovakve postavke modela dat je jednacinom [24]:
Hp, = Jy,0f ® 05 + Jyof ® 0§ + J.0f @ 05 + D, (07 ® 0§ — 0] ® 03) (3.100)

Matricni oblik ovog Hamiltonijana dat je izrazom:

J. 0 0 Jp —Jy
- 0 —J. Jo+J,+2iD, 0
Hp. = 0  J.+J,—2D, 0 (3.101)

Ty — J, 0 0 J.



3.2 XYZ model 55

Svojstvena stanja ovog Hamiltonijana su:

W) = (00 + 1)
¥ = —=(00) = J11)
W) = (o1 = |10)
o) = %(X]01>+]10>) (3.102)
ede je:
Jy+J, — 2iD,

(3.103)

N Lt ) T AD?
Svojstvene energije dobijene resavanjem svojstvenog problema Hamiltonijana (3.100) su:

ELZ == :i:qu:Jy—i—JZ
E473 = —Jzﬂ:w (3104)

gde je [24]:

w= /4D + (J; + J,)? (3.105)
Particiona funkcija ovog sistema dobijena je iz sledece relacije:

Z = TT’ (€_BH) = <\I/1|6_6H|\I/1> —+ <\I/2|6_6H|\I/2> + <\I/3|6_6H|\I/3> + <\I/4|6_6H|\I/4>
2¢ A7 cosh(B(J, — J,)) + 277 cosh(Bw) (3.106)

Matrica gustine dobijena je koristeé¢i definiciju spektralne dekompozicije normalnog opera-
tora [17]:
=
p = ;Ze_BEj|‘1’j>®<‘1’j|
j=1

1
_ E(e—ﬁ(Jz—Jy+Jz)|\I,l> ® <q;1‘ + e—ﬁ(—Jz+Jy+Jz)|\I,2> ® <q;2‘ + e—ﬂ(—Jz—w)’\I;3> ® <q;3‘

+ e PEETVIT) @ (Ty) (3.107)

Matrica gustine ovog sistema:

m 0 0 k
N D —xn 0

p_E 0 —v'n p 0 (3.108)
k 0 0 m
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gde je:
2¢% cosh(B(J, — J,))
e—B(JrJerJz)(l _ 625Jz)

= 277 cosh(pw)
2¢77= sinh(Bw) (3.109)

S = > 3
|

U cilju kvantitativne detekcije konkurentnosti, trazimo matricu R = pSp*S, gde je matrica
S definisana kao S = o} ® o
citekinezil kinezi2. Koreni svojstvenih vrednosti matrice R su:

1
Al = Eeﬂ(‘lziw)

1
A3y = Eeﬁ<¢Jwin—Jz> (3.110)

Konkurentnost C(p(T")), razmatramo odvojeno za dva slucaja [24]:

o Za J, > J, [24]:

o Za J, < J, [24]:

C(p(T)) = maz{|A\1 — A3| — Aoy — Ay, 0} (3.112)

Ukoliko razmatramo antiferomagnetno uredenje, tada su dobijeni sledeci rezultati:
Za Jy > Jy:
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Slika 3.2.3.1 - Konkurentnost u funkciji DM parametra D, zaT =3 J, = 1,J, = 0.5 i
J, =02
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Slika 3.2.3.2 - Konkurentnost u funkciji temperature za D, = 3,J, = 1,J, =051 J, = 0.2
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Za J, < Jy:
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Slika 3.2.3.3 - Konkurentnost u funkciji DM parametra D, za T'=3 J, = 0.2,J, = 0.5 i
J, =1
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Slika 3.2.3.4 - Konkurentnost u funkciji temperature za D, = 3,J, =0.2,J, =051 J, =1

Kao sto se moze primetiti sa slika 3.2.3.1, 3.2.3.2, 3.2.3.3 i 3.2.3.4 kada operiSemo sa DM
interakcionim parametrom D,, a menjamo izmenski ¢lan J,, dolazi do kvantitativno razlic¢itih
rezultata. U prethodnoj sekciji, bilo je rec¢i o parametru D, a izmenska interakcija J,
drzala se konstantna, te su se dobijene vrednosti kvantitativno slagale. Ukoliko je izmenska
interakcija duz z ose jaca, tada se dobija visa kriticna temperatura entanglementa. Moze se
takode uociti da za visu vrednost izmenske interakcije J, je neophodan manji intenzitet D,
parametra, kako bi se sistem preveo u entanglirano stanje.

Analizom feromagnetnog uredenja ovakve postavke modela, dobijeni su sledeéi rezultati:
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Za Jp > Jy:
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Slika 3.2.3.5 - Konkurentnost u funkciji DM parametra D, za T'=3 J, = —0.2,J, = —0.5 i
J, =-—1
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Slika 3.2.3.6 - Konkurentnost u funkciji temperature za D, = 3,J, = —0.2,J, = —0.5 1
J, =-1
Za Jy, < Jy:
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Slika 3.2.3.7 - Konkurentnost u funkciji DM parametra D, za T =3 J, = —1,J, = =0.5i
J, =—-0.2
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Slika 3.2.3.8 - Konkurentnost u funkciji temperature za D, = 3,J, = —1,J, = —0.5 1
J, =—-0.2

Analizom slika 3.2.3.5, 3.2.3.6, 3.2.3.7 i 3.2.3.8 dolazimo do sli¢nih zakljucaka kao i kod an-
tiferomagnetnog uredenja. Naime, sa porastom izmenske interakcije .J,, dolazi do povisenja
kriticne temperature entanglementa, kao i do pojave snizenja intenziteta DM interakcionog
parametra u cilju uspostavljanja entangiranog stanja. Naravno, kao Sto se i ocekivalo, u
feromagnetnoj fazi javlja se niza kriticna temperatura nego u antiferomagnetnoj fazi, cemu
svedoce gore prilozeni rezultati.

Inace, iz analize XYZ modela moze se uociti da je funkcionalna zavisnost konkurent-
nosti od temperature i interakcionog parametra DM interakcije kvalitativno ista za sva tri
slucaja (D,, Dy, D,), za oba tipa magnetnog uredenja (FM, AFM). Zbog obimnosti, bi¢e
predstavljen jedan trodimenzionalni grafik na kom se jasno vidi kvalitativna i kvantitativna
funkcionalna zavisnost konkurentnosti od temperature i parametra DM interakcije D,, u
slucaju feromagnetnog uredenja, za J, < J:

<
.
PO oN

Slika 3.2.3.9 - Konkurentnost u funkciji 7" i D, za vrednosti parametara J, = —1,
Jy =—0.5, J, = —0.2

Svi rezultati, u slucaju kada je J, = J,, svode se na rezultate predvidene Hajzenbergovim
XXZ modelom. U narednoj sekciji u pricu ukljucujemo nehomogeno magnetno polje, te
¢emo videti da li ¢e do¢i do kvalitativne izmene funkcionalne zavisnosti od temperature, DM
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interakcije. Takode ¢emo analizirati zavisnost konkurentnosti od magnetnog polja odnosno
od parametra nehomogenosti polja.

3.3 Hajzenbergov XYZ model u nehomogenom magnetnom polju

U prethodnim sekcijama analiziran je XXZ i XYZ Hajzenbergov model u prisustvu
balosinski - Morija interakcije [14, 24, 15, 27]. Korisno je ista¢i ¢injenicu da je kontrola en-
tangliranosti sistema putem parametra izmenske interakcije J;, (i = x, vy, z) eksperimentalno
gotovo nemoguéa [14, 24, 15, 27]. Razlog lezi u ¢injenici da se parametri izmenske interak-
cije Jy,Jy 1 J. ne mogu kontrolisati zasebno i stoga se ovi parametri ne mogu proizvoljno
podesavati u cilju kontrole entangliranosti spinskih sistema. Dakle, studije entanglementa za
razli¢ite tipove anizotropija su veoma zanimljive iz teorijskog aspekta [14, 24, 15, 27|, pogo-
tovo ako razmatramo beskona¢no dugacke spinske lance, u cilju detekcije kvantnih faznih
prelaza, te nemaju veliku prakti¢nu primenu u fizickoj realizaciji kubita [15].

U sistemima kondenzovane materije, poput Hajzenbergovih spinskih lanaca, uvek je
moguce ostvariti nehomogeno zemanovsko kuplovanje [15]. Heterostrukture sistema kon-
denzovane materije su obi¢no nehomogene, uz prisustvo magnetnih nesavrsenosti, kao i de-
fekata. Jedan od glavnih izazova jeste da se u ovim sistemima realizuju identi¢ni kubiti
[17, 10]. Konstrukeija priblizno istih sistema u poluprovodnickoj tehnologiji je uvek bila
teska, jos uvek je, ali oni su izuzetno bitni u kvantnoj tehnologiji [28].

U ovom delu rada, razmatramo dvokubitni sistem u nehomognenom magnetnom polju
[15, 27], kao i svojstva entanglementa ovog sistema. Na ekstremno niskim temperaturama,
pretpostavljamo da se ovaj kubitni sistem nalazi u osnovnom stanju [15]. Stoga, prou¢avamo
osobine entangliranosti osnovnog stanja. Naravno, realni fizicki sistem uvek se nalazi na
kona¢noj temperaturi i sastoji se od mesavine entangliranih i neentangliranih stanja, koja
zavise od temperature [27, 15]. Kako se radi o spinskom sistemu koji se sastoji od dva spina,
rezultati koji ¢e biti prikazani relevantniji su za problem konstrukcije kvantnih racunara
28, 15], ali ne i za tumacenje problema kvantnih faznih prelaza [27, 15] sto zahteva tretman
beskona¢no dugackog spinskog lanca, sa kojim se ne operise u ovom radu.

Medu brojnim konceptima razmatranim u cilju realizacije kubitnih sistema, pristup za-
snovan na poluprovodnickim kvantnim tackama nudi veliku prednost u izradi minijaturnih
verzija kvantnog racunara [29, 30]. Kvantne tacke su veoma male ¢estice u sastavu poluprovod-
nika [32]. Otkrivene su u sistemima kondenzovane materije 1980. godine od strane ruskog
fizicara Alekseja Ekimova [32]. To su kristali veli¢ine svega nekoliko nanometara i predstavl-
jaju centralnu temu nanotehnologija (Slika 3.3.1) [33].
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Slika 3.3.1 - Prikaz kvantnih tacaka u poluprovodnickom kristalu C'dS. Preuzeto sa’

Imaju sposobnost emisije svetlosti odredene frekvencije ukoliko se na njih primeni elektriéna
struja ili svetlost od strane spoljasnjih izvora [28, 32]. Primenom niskih napona na elektrode,
moze se stvoriti struja koja protice kroz kvantne tacke i time se mogu napraviti precizna
merenja u spinskim sistemima [29, 30]. Sa nekoliko entangliranih kvantnih tacaka (u nasem
slucaju kubita), mozemo dobiti fleksibilan na¢in za vrsenje kvantnih operacija, prorac¢una i
na taj nac¢in u moguénosti smo konstruisati fleksibilan kvantni ra¢unar [28, 15].

Razmatrajmo dvokubitni sistem sacinjen od dva elektrona ogranicena pomocu dve kvantne
tacke (QD) [15]. Ako se kubit predstavi jednim elektronom u kvantnoj tacki, on moze biti
manipulisan i o¢itan od strane spoljasnjih uredaja [15]. Hajzenbergov model (najjednos-
tavniji model za izucavanje svojstava spinskih lanaca) zgodan je za modelovanje dvokubit-
nih sistema koji ukljucuju spin - orbitalnu interakciju (SO interakcija) [15]. SO interakcija u
nanostrukturama izucava se pomoc¢u metoda kvantne optike. Ova interakcija izaziva novi tip
anizotropije i naziva se spin - orbitalna anizotropija [15, 27]. Efekat SO interakcije dvoku-
bitnog XX sistema u odsustvu magnetnog polja izucavana je od strane brojne grupe fizicara
[15, 27]. Pokazano je da se kriticna temperatura entanglementa poveéava sa porastom ap-
solutne vrednosti parametra koji karakterise SO interakciju. Takode, ispostavlja se da je
termalni entanglement u ovako definisanom sistemu isti za feromagnetno i antiferomagnetno
uredenje [15, 27].

U ovom radu, SO interakcija koja ukljucuje SO kuplovanje drugog reda nije uzeta u raz-
matranje, ve¢ samo SO interakcija prvog reda koja je proporcionalna sa kuplovanjem putem
izmenske interakcije [27]. Interakcija putem koje se vrsi SO kuplovanje prvog reda je inter-
akcija Palosinski - Morija.

‘https://en.wikipedia.org/wiki/Quantum_dot
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Hamiltonijan ovako definisanog modela dat je sledeé¢im izrazom [15]:

1
H = 5 (Jyoios + Jyoi08 + J.0705) + By - o1 + By - 09
+ D (o) x03)+60,-T -0y (3.113)

U ovoj relaciji, o7, (i = 1,2),(j = ,y, ) predstavljaju Paulijeve spinske matrice, T’ pred-
stavlja simetri¢ni tenzor SO interakcije drugog reda [15], B2 = By se, = B £ b predstavlja
magnetno polje, b je parametar koji karakterise nehomogenost magnetnog poljai D = J,De,
predstavlja vektor Dalosinski - Morija interakcije, koji zajedno sa parametrom ¢ predstavl-
jaju bezdimenzione parametre.

Naglasili smo, a ista¢i ¢emo da se u ovom radu zanemaruje SO interakcija drugog reda
[15, 27], §to ¢e reéi da se u Hamiltonijanu (3.112) zanemaruje ¢lan doy - T - o [15, 27]. Nakon
Sto smo precizno definisali sve parametre, Hamiltonijan se moze zapisati u sledecoj formi:

1 B+b B—-b J.D,
H = 5 (Jpoios + Jyoiol + J.o703) + Taf + 5 5 5

oy +
Sada ¢emo iz gornje relacije eleminisati operatore 0¥ uvodenjem novih operatora, ot i o~
slede¢om relacijom:

(0708 — olo3)(3.114)

ot = % (c® £i0?) (3.115)
Kako je
stoy = Mot viehos—io})
= i(a‘fag —iojoy +ioloy + oi0}) (3.116)
odnosno
sl = ST il + o}
= i(afag +ioyod —ioloy + olad) (3.117)

Ukoliko od (3.115) oduzmemo (3.116) i izrazimo zeljeni ¢lan kojeg se zelimo resiti u Hamil-

tonijanu, dobijamo:
otol —oloy = 2i(0] 0y — oy 0F) (3.118)

Ukoliko saberemo i oduzmemo operatore oy, i o7, dobijamo:

Jf +o0; = o7
oy +o, = 0} (3.119)
odnosno
%(Q —oy) = of
%(0; —0y) = oy (3.120)
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Koristedi (3.118), konactno Hamiltonijan (3.113) postaje [15]:

H = Jy(ofof +o;05)+ J(o]o, +0705)

J. B+ B—-1b . _ _
+ Eafog + Taf + o5 +1J,D (Uf(r2 — 0, 0';_)

= Jy(oyos +oy0y)+ (J+iJ.D)oyoy +(J—iJ.D)oyoy

J. ., B+b ., B-b ,

+ 30102—%701—1— 502 (3.121)

Ovde su uvedene slede¢e konstante: J = % predstavlja srednju ravansku anizotropnu
Jo—Jy

izmensku konstantu kuplovanja XY, a v = daje meru anizotropije i (-1 < v <

TotJy
1) [15, 27]. Sada je neophodno, pre samih prora¢una preéi na matricni zapis i raspisati

neophodne tenzorske proizvode u ovom Hamiltonijanu. Naime,

1 . 01
+_ (47 vy —
o —2(0 +io?) (0 0) (3.122)
0 001
01 01 0000
+ o ot — _
on- (D)2 00 -
0000
1 0 0
S SN
o —2(0 ioY) (1 0) (3.124)
0 00O
_ _ 0 0 0 0 0000
o7 ® 0, _(1 0)@(1 o>_ 0000 (3.125)
1 000
0 001
- 0000
of ®of +oy0, = 000 0 (3.126)
1 000
0 00O
0 1 0 0 0010
+ oo — _
on- (N[0 -
1 000
0 00O
00 01 0000
- @ ot — _
on- (00 (0 )-[r 0 0 .
0000
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1 0 0 0
. . |10 =1 0 0
a®n=1y o _1 o (3.129)
0 0 0 1
10 0 O
1 0 10 01 0 O
01®1—(0 _1>®(0 1)— 00 -1 0 (3.130)
00 0 -1
1 0 0 0
. (10 1 0y [0 -1 0 O
1®“2_(0 1)®<0 —1)_ 00 1 0 (3.131)
0 0 0 -1
Hamiltonijan, nakon uvrstanja ovih tenzorskih proizvoda postaje:
L+ B 0 0 Jy
0 —L+b J+il.D 0
=1 0 J-ip -Z-b 0 (3.132)
Jy 0 0 L B
Svojstvena stanja ovog hamiltonijana su:
Wy) = < ]OO —1—]11))
Uy) = 00) + |11
vy = a1 (2500 + )
b—
|W3) = N~ <J |01 —|—\10>)
b+€
Uy = 01) + |10 3.133
) = N (2 jon + 10)) (3.133)
gde su:
n=vB*+(J7)
1 1
M* = ———=N*= ——— VPP (LD (313)
1+ (Bi”> N CEY § )
Pripadne svojstvene energije su date izrazima:
J.
E1,2:5¢77
J.
Ej3=——=¢ (3.135)

2
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Particiona funkcija ovog sistema je izrazom:
Z = Tr(efH) =B 4 BT+ 4 o=BF -0 4 o~BlF+)
= 2% (cosh(B€) + e+ cosh(Bn)) (3.136)

Koriste¢i spektralnu dekompoziciju matrice gustine [17], dobija se sledeca relacija za p

4
1 _BE.
p = ;Ze B @ (W)
j=1

1 : p P
= Z(EFEIN) @ (0] + e HE ) @ (W] +HCF 00 @ (14

+ FETOL) @ (1)) (3.137)

Nakon nalazenja odgovarajucih tenzorskih proizvoda u prethodnoj relaciji, dobijamo konacni
izraz za matricu gustine:

jya 0 0 1%
0O wy =z O
=1 zi w0 (3.138)
v 0 0 p-
U ovoj matrici je, zbog konciznijeg zapisa, uvedena slede¢a notacija [15]:
e B
e Pz )
pe = — (Cosh(ﬁn) F o smh(ﬁn))
BF b .
Wy = A cosh(j3¢) ¥ Esmh(ﬁf)
Jye 7
v = —%772 sinh(/n)
J +iJ,D)e? %
I Hzg ) nh(Be) (3.139)

U cilju ispitivanja konkurentnosti ovog sistema [25], odredena je neophodna matrica R =
pSp*S, gde je sa S oznacena matrica S = 0¥ ® o¥. Koreni svojstvenih vrednosti ove matrice
su:

/\172 = |\/w1wgi|z||
Azg = \VM1N2$V| (3.140)

Bez gubljenja na opstosti, mozemo pretpostaviti da je J > 01 v > 0, sve dok je formula
za konkurentnost sistema invarijantna na zamenu J — —J i v — —~ [15]. Analiziranjem
specijalnog slucaja kada je D = 0 dobijamo rezultate kao $to je prikazano u referenci [27].
Kako sada u analizu ukljuc¢ujemo i polje, kao i parametar nehomogenosti polja, od interesa
nam je da ispitamo kako ovi parametri uti¢u na entanglement sistema [15].
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Slika 3.3.2 - Konkurentnost u funkciji temperature 7' i parametra nehomogenosti b za
vrednosti parametara J =1, J, =05 B =5, D=3, 7v=0.3

Slika 3.3.3 - Konkurentnost u funkciji temperature 7' i ja¢ine magnetnog polja B za
vrednosti parametara J =1, J, =05b=2, D =3,v=0.3

Prema slikama 3.3.2 i 3.3.3 mozemo zakljuciti da kako parametar nehomogenosti, tako i
jac¢ina magnetnog polja mogu biti kontrolni parametri entanglementa sistema. Naravno,
za ocekivati je bilo da i u ovom slucaju konkurentnost opada sa porastom temperature.
Takode, ona opada sa porastom jac¢ine magnetnog polja, ali raste sa porastom parametra
nehomogenosti polja. Naravno, ova tri parametra (7',B,b) su parametri koji se eksperimen-
talno mogu menjati, dok smo ve¢ na samom pocetku naglasili da je kontrola entanglementa
pomocu izmenskih integrala gotovo nemoguca, jer je tim parametrima tesko upravljati u
eksperimentalnim uslovima. Kontrola entanglementa od strane izmenske interakcije je ¢isto
teorijskog karaktera.
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4 Termodinamicka analiza dvokubitnog Hajzenbergovog
modela

U ovom delu rada, analizira¢emo termodinamicke aspekte dvokubitnog Hajzenbergovog
modela. Sracunac¢emo pojedine termodinamicke funkcije poput: slobodne energije, entropije,
unutrasnje energije, potom nacrtati njihove graficke zavisnosti od temperature. Svakako,
kad u pricu budemo ubacili polje, tada mozemo naci i srednju vrednost z - komponente
spina, koja ¢e samo u prisustvu polja biti razli¢ita od nule. Pomoc¢u nje, mozemo dalje naci
magnetnu susceptibilnost ovako definisanog sistema. Centralni deo ovog poglavlja zauzimace
trazenje termodinamicke i entanglirane entropije, kao i prikaz njihove graficke zavisnosti od
temperature, u cilju uoc¢avanja postojanja kvalitativnih i kvantitativnih karakteristika ove
dve vrste entropije.

4.1 Termodinamicka analiza ” XXZ” modela

4.1.1 ”XXZ” model sa interakcionim parametrom D,

Hamiltonijan ovog modela definisan je relacijom (3.7), particiona funkcija relacijom
(3.27), a matrica gustine relacijom (3.30). Pomoc¢u ovih parametara, potrazi¢emo adek-
vatne termodinamicke funkcije. Prvo trazimo srednju vrednost z - komponente spina. Za
ocekivati je da van magnetnog polja ova veli¢ina bude jednaka nuli. Zaista:

10 0 0
T 4 10y [01 0 o0
sl_slm_(o _1>®(0 1)_ oL (4.1
00 0 -1
pr —§ & p-\ (1 0 0 O pe —§ =& —pe
1L E vy v =101 0 0 | & vy v ¢
pSI =57 e v b, € 00 -1 0|~ |—¢ v —v, —¢ (4.2)
p— & =& py) \O O 0 -1 p— & & —pg

' pe =& =& —p-

AN 2\ 5 v —V_ g o

(S0 =Tr(pS)) =Tr | o7 | ¢ ) e |70 (4.3)
p— € £  —H+

direktnim racunom potvrdili smo tvrdnju da je srednja vrednost z - komponente spina, u
slucaju isklju¢enog magnetnog polja, jednaka nuli.
Unutrasnja energija sistema:

Mt _f 5 M- Jz ZDm _ZD:E 0
_ _ e vy ve €| |-iD, —-J. 2] D,
U=(H)=TrpH) = 57 —& v. vy £ iD, 2J —J. —iD, (4.4)

pe € —€ pe) \ 0 —iD, iD, J.
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Nakon mnozenja matrica i trazenja traga novodobijene matrice, izraz za unutrasnju energiju
jer

1
U= (s 4 4i€D;s — Jovs +4Jv-) (4.5)

r

Slika 4.1.1.1 - Funkcionalna zavisnost unutrasnje energije sistema od temperature, za
parametre J =1, J, =02, D, =1

Specificni toplotni kapacitet dobijamo ukoliko potrazimo parcijalni izvod unutrasnje energije
po temperaturi:

o
- oT

Co

(4.6)

T
4 6 B 10

Slika 4.1.1.2 - Funkcionalna zavisnost specificnog toplotnog kapaciteta od temperature, za
parametre J =1, J, =02, D, =1

Sa grafika je interesantno uociti da je temperatura faznog prelaza iz antiferomagnetne u
paramagnetnu fazu (Nelova temperatura) ovog sistema procenjena na Ty ~ 1.5K, dok je
kriti¢na temperatura na kojoj se desava kvantni fazni prelaz procenjena na Ty =~ 4K, sto je
priblizno 62.5% visa temperatura od Nelove. To sugeriSe na ¢injenicu da cak iako povisimo
temperaturu sistema, toliko da se magnetizacija svede na nulu i nastane paramagnetno
okruzenje, temperatura jos uvek nije dovoljna kako bi se sistem preveo u neentanglirano
stanje. Svakako, govorimo o vrlo niskim eksperimentalno dostupnim temperaturama, ali
svakako je od znacaja istaci ovo svojstvo sistema.

Sledec¢a bitna termodinamicka velic¢ina je slobodna energija sistema:

F=—kpTn(Z) = —ksT <1n(4) +1n (cosh (Jk;T‘]) cosh (k:%T))) (4.7)
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T

4 6 g 1o

Slika 4.1.1.3 - Funkcionalna zavisnost slobodne energije od temperature, za parametre
J=1,J,=02,D,=1

Termodinamicka entropija sistema:

oF J—J, w J—J, J—J,
S = _8_T = k’B ln(4) + k’B In (COSh ( kBT ) cosh (kB_T>) — T tanh ( T )
w w
— hl — .
Ttan (k;BT) (4.8)

T

4 6 g 10

Slika 4.1.1.4 - Funkcionalna zavisnost entropije sistema od temperature, za parametre
J=1J.,=02,D,=1

Sa slike 4.1.1.4 uocavamo tipi¢no ponasanje entropije u funkciji temperature. Vidimo da se
ovaj grafik (do na konstantu) slaze sa onim koji predvida definicija Fon Nojmanove entropije.
Sto se tice XXZ modela sa D, parametrom, dobijaju se identicni rezultati, te prelazimo
odmah na analizu XXZ modela sa D, interakcijom.

4.1.2 7XXZ” model sa interakcionim parametrom D,

Hamiltonijan ovog modela definisan je relacijom (3.38), particiona funkcija relacijom
(3.54), a matrica gustine relacijom (3.56). Prva veli¢ina koju zelimo izrac¢unati je srednja
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vrednost z - komponente spina (S?).

e BJ 0 0 0 1 0 0 0
. . 1 0 u  wve? 0 01 0 O
W = TrpS)=TrlZ | o w® o o 00 -1 0
0 0 0 e Pk 00 0 -1
e=BJ= 0 0 0
1 0 U —pet? 0
= TT E O ’U€_Z9 —u O = O (4 9)
0 0 0 —e B
Unutrasnja energija sistema:
U = (H)=Tr(pH)
J,e B 0 0 0
_ 7 1 0 —uJ, +20e®(J —iD,) 2u(J+iD,) — Jve? 0
7 0 —Jve ™ +2u(J —iD,) 2ve ®(J+iD,) — J.u 0
0 0 0 J, e B

Nakon racunanja traga gornjeg izraza, elementarnijim sredivanjem dolazimo do relacije za
unutrasnju energiju:

U= = (J.e """ —uJ, 4+ 2v(J cos(0) + D.sin(0))) (4.10)

2
Z

03

-10

T

4 6 8 10

Slika 4.1.2.1 - Funkcionalna zavisnost unutrasnje energije sistema od temperature, za
parametre J =1, J, =02, D, =1

Specifiéni toplotni kapacitet dobijamo tako Sto trazimo parcijalni izvod unutrasnje energije
po temperaturi. Kako je izraz izuzetno dugacak, nece biti prikazan u radu, vec je ovaj izvod
odraden na rac¢unaru i potrazena je funkcionalna zavisnost specificnog toplotnog kapaciteta
od temperature.
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Cr

T
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Slika 4.1.2.2 - Funkcionalna zavisnost specificnog toplotnog kapaciteta od temperature, za
parametre J =1, J, =02, D, =1

Kritiéna temperatura faznog prelaza o¢itana sa gornjeg grafika (Nelova temperatura) procen-
jena je na Ty ~ 1.35K. Kriticna temperatura entanglementa ovog sistema za iste parametre
procenjena je na Tc ~ 2.6K, §to je priblizno 50% visa temperatura od Nelove. Ovde se
javlja, kao i kod "XXZ” modela sa D, , interakcijom situacija da iako se izvrsi fazni prelaz
u paramagnetnu fazu, ovaj magnetnik zadrzava svojstvo entangliranih stanja.

Slobodna energija sistema:

F = —kpTn(Z) = —kpT(In(2) — kpTln (cosh <;B—"“T)) (4.11)

T
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Slika 4.1.2.3 - Funkcionalna zavisnost slobodne energije sistema od temperature, za
parametre J =1, J, =02, D, =1

Termodinamicka entropija sistema definisana je izrazom:

S = —g—i = kg <ln(2) +1n (cosh <;B—WT))> - %tanh (ijiT) (4.12)
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Slika 4.1.2.4 - Funkcionalna zavisnost entropije sistema od temperature, za parametre
J=1,J,=02,D,=1

Takode, vidimo tipi¢no ponasanje koje se dobija ukoliko bi se nacrtao grafik funkcije entropije
prema definiciji Fon Nojmana. Svakako, to je i za ocekivati, jer je entropija fizicka veli¢ina
definisana do na konstantu.

4.2 Termodinamicka analiza ”XYZ” modela
4.2.1 ”7”XYZ” model sa interakcionim parametrom D,

Hamiltonijan ovakve postavke modela dat je izrazom (3.62), particiona funkcija opisana
je relacijom (3.77) a matrica gustine data je izrazom (3.79). Najpre trazimo srednju vrednost
z - komponente spina (S%)

miy q q° my 10 0 O
N o g n1 ng g 01 0 O
me q° q My 00 0 -1
my q —q° —mgy
o N A R T (4.13)
qg N2 —Ni1 —q
my q° —q —my

Unutrasnja energija sistema:

U= (H)=2(J,(m1 —ny) +2iD,(¢" — q) + ma(Jy — Jy) + na(Jy + Jy)) (4.14)
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Slika 4.2.1.1 - Funkcionalna zavisnost unutrasnje energije sistema od temperature, za
parametre J, =1, J, =0.5 J, =02, D, =3

Specifiéni toplotni kapacitet dobijamo tako sto vrsimo diferenciranje unutrasnje energije po
parametru temperature.

Cp

T

4 1 g 10

Slika 4.2.1.2 - Funkcionalna zavisnost specificnog toplotnog kapaciteta od temperature, za
parametre J, =1, J, =05 J, =02, D, =3

Fazni prelaz iz antiferomagnetne u paramagnetnu fazu u ovom sistemu uocava se na Ty ~
3.2K, dok je kriticna temperatura entanglementa za iste parametre procenjena na Ty ~
8.2K. Poredeéi ove dve temperature, entanglirana temperatura je visa za oko 60%, a ovu
situaciju smo ve¢ imali i u prethodnim situacijama, te sledi isto objasnjenje.

Slobodna energija sistema:

F=—kpTln(z) = —kpT (ln(4) +1n (cosh (%) cosh (l@%))) (4.15)
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Slika 4.2.1.3 - Funkcionalna zavisnost slobodne energije sistema od temperature, za
parametre J, =1, J, =05 J, =02, D, =3

Termodinamicka entropija:

. oF J, = J. w
S = 37 = kg (111(4) +1In (cosh < T ) cosh (kBT)>)

Jy —J. Jy—J w w
“tanh | 22—~ tanh | —— 4.1
+ kpT ( kT )+kBT o (kBT) (410

04

T
4 6 g 10

Slika 4.2.1.4 - Funkcionalna zavisnost entropije sistema od temperature, za parametre
Jpo=1,J,=05J,=02,D,=3

I na ovom grafiku se uocava tipicno ponasanje definisano Fon Nojmanovom definicijom en-
tropije.

4.2.2 7”XYZ” model sa interakcionim parametrom D,

Hamiltonijan XYZ modela sa DM interakcionim parametrom D, dat je izrazom (3.86).
Particiona funkcija definisana je obrascem (3.93), dok je matrica gustine data izrazom (3.95).
Kao i u svim prethodnim sluc¢ajevima, ispostavlja se da je srednja vrednost z - komponente
spina jednaka nuli. Ova srednja vrednost bic¢e razlicita od nule u slucaju kada u analizu
modela uklju¢imo spoljasnje magnetno polje. Unutrasnja energija definisana je izrazom:

U=Tr(pH) =2myJ, — 8¢Dy + 2my(J, — Jy) + 2na(J, + J,) — 2n1J, (4.17)
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Slika 4.2.2.1 - Funkcionalna zavisnost unutrasnje energije sistema od temperature, za
parametre J, =1, J, =05 J, =02, D, =3

Specifiéni toplotni kapacitet:

Cy = = (4.18)

Cy

04

T

4 & g 10
|

Slika 4.2.2.2 - Funkcionalna zavisnost specificnog toplotnog kapaciteta od temperature, za
parametre J, =1, J, =05 J, =02, D, =3

Sa grafika funkcionalne zavisnosti specificnog toplotnog kapaciteta od temperature procenju-
jemo Nelovu temperaturu na Ty ~ 3K, dok je za iste parametre kriti¢na temperatura entan-
glementa procenjena na Ty ~ 7.7K. Ukoliko uporedimo ove dve temperature, zaklju¢ujemo
da je kriticna temperatura entanglementa oko 61% visa od Nelove. Ovo je situacija koja
je pratila ovaj rad i do sada, te isti komentar vazi kao i za prethodne situacije. Slobodna
energija sistema:

F=—kgTn(Z)=—kpgT(In(4) + In(cosh(B(J, — J.))) cosh(fw)) (4.19)
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Slika 4.2.2.3 - Funkcionalna zavisnost slobodne energije sistema od temperature, za
parametre J, =1, J,=0.5 J, =02, D, =3

Termodinamicka entropija:

oF
S = —57 (4.20)
= kp(In(4) 4+ In(cosh(B(J, — J.))) cosh(fw)) + % tanh(8(J,—.)) + k;UT tanlid@i)
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Slika 4.2.2.4 - Funkcionalna zavisnost entropije sistema od temperature, za parametre
Jo=1,J,=05J,=02, D, =3

Potvrdena je funkcionalna zavisnost Fon Nojmanove definicije entropije od temperature.
Naravno, rezultat je definisan do na konstantu, kako i jeste definisana sama entropija.
4.2.3 7XYZ” model sa interakcionim parametrom D,

Hamiltonijan ovog modela opisan je relacijom (3.100), particiona funkcija data je jednacinom
(3.106) i matrica gustine zadana je relacijom (3.108). Unutrasnja energija sistema:

U =Tr(pH) = 2mJ, + 2k(J, — J,) — 2pJ, — n(Jo + J,)(x + x*) + 2iD.(x — x*) (4.22)



4.2 Termodinamicka analiza "XYZ” modela 78

Slika 4.2.3.1 - Funkcionalna zavisnost unutrasnje energije sistema od temperature, za
parametre J, =1, J, =05 J, =02, D, =3

Specifiéni toplotni kapacitet dobijamo ukoliko izvr§imo izvod unutrasnje energije po temper-
aturi.
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Slika 4.2.3.2 - Funkcionalna zavisnost specificnog toplotnog kapaciteta od temperature, za
parametre J, =1, J, =05 J, =02, D, =3

Kod Hajzenbergovog ”XYZ” modela sa interakcionim parametrom D, procenjujemo Nelovu
temperaturu na Ty ~ 2.7K, dok je za iste parametre kriticna temperatura entanglementa
procenjena na Tgo ~ 7.4K. Kao §to mozemo uociti, kriticna temperatura entangementa
visa je za oko 63%, kao $to je dobijeno i u prethodnim situacijama, $to ¢e reéi da cak
iako se narusi antiferomagnetno uredenje kristalne resetke, sistem ¢e ostati u entangliranom,
odnosno spletenom stanju, sve do temperature od 7.4K.

Slobodna energija sistema:

F=—kgTIn(Z) = —kpT(In(4) + In(cosh(B(J, — J,) cosh(Bw)) (4.23)
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Slika 4.2.3.3 - Funkcionalna zavisnost slobodne energije sistema od temperature, za
parametre J, =1, J, =05 J, =02, D, =3

Entropiju dobijamo tako S$to trazimo parcijalni izvod slobodne energije po temperaturi, sa
predznakom minus

§ =~ 00 = kp(n(4) +In(cosh(8(J. — J,) cosh(Bw)) — 2=

— % tanh(fw) (4.24)

tanh(8(J, — J,))

T
4 6 g 10

Slika 4.2.3.4 - Funkcionalna zavisnost entropije sistema od temperature, za parametre
Jo=1,J,=05J,=02, D, =3

Kao sto se moze videti, i u ovom sluc¢aju dobijena je funkcionalna zavisnost ista ona koju
predvida i Fon Nojmanova definicija entropije.

4.2.4 7”XYZ” model sa interakcionim parametrom D, i spoljasnjim nehomogenim
magnetnim poljem

Hamiltonijan ”XYZ” modela sa interakcionim parametrom D, i nehomogenim spoljasnjim
magnetnim poljem, okarakterisanim ja¢inom magnetnog polja B i parametrom nehomogenosti
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b dat je relacijom (3.132). Particiona funkcija ovog sistema data je relacijom (3.136), dok
je matrica gustine opisana izrazom (3.138). U ovom momentu zgodno je potraziti srednju
vrednost z - komponente spina, jer smo viSe puta naglasili da oc¢ekujemo da c¢e ista biti
razlicita od nule kada je polje ukljuceno.

(S.) = Tr(pS.) = (s — =) — (wy — ) (4.25)

Dakle, direktnim proracunom je potvrdena pretpostavka da ¢e ova srednja vrednost biti
razlicita od nule kada je u sistemu prisutno spoljasnje magnetno polje. Isto tako, lako se
mozemo uveriti da ukoliko u relaciju za (S,) uvrstimo B = b = 0 i srednja vrednost ¢e biti
jednaka nuli, §to je i za ocekivati.

Unutrasnja energija sistema

U = Tr(pH)
Jz Jz * . *
= |5 +B ) +2vJy— 5<w1 + wy) + b(wy —wq) + J(2 +2%) +iJ.D(z" — 2)
+ o (JE - B) (4.26)

-40
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Slika 4.2.4.1 - Funkcionalna zavisnost unutrasnje energije sistema od temperature, za
parametre J =1,y=03 J, =05, B=5b=2i1D, =3

Specifiéni toplotni kapacitet opisanog sistema u spoljasnjem magnetnom polju sracunat je
putem rac¢unara i prikazujemo njegovu funkcionalnu zavisnost od temperature na slici ispod.
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Slika 4.2.4.2 - Funkcionalna zavisnost specificnog toplotnog kapaciteta od temperature, za
parametre J =1,7v=03 J, =05, B=5b=21D, =3

Ono sto je novina u odnosu na dosadasnje graficke zavisnosti specificnog toplotnog kapaciteta
od temperature svakako je ta sto se pojavljuju dva pika na slici 4.2.4.2. Postojanje dva pika
pripisujemo tzv. Kagoma klasterima [31] i ova pojava se javlja u velikom broju antifero-
magnetnih jedinjenja. Naime, pik na nizoj temperaturi posledica je nemagnetnih ekscitacija
koje se javljaju oko samog energijskog gepa [31]. Naravno, bitno je napomenuti da pris-
ustvo Dalosinski - Morija interakcije ne menja opstu strukturu znacajno, ve¢ unosi neznatnu
promenu u temperaturskoj zavisnosti toplotnog kapaciteta [31]. Za nas je bitan drugi pik,
koji odgovara faznom prelazu sistema iz antiferomagnetnog u paramagnetno uredenje [31].
Nelova temperatura ovog prelaza iznosi Ty =~ 2.5K, dok entanglirana temperatura za ovaj
slucaj iznosi T ~ 1.7K. Po svemu sudedi, ovde dobijamo obrnutu situaciju u odnosu na
onu koju smo imali do sada. Naime, kriti¢na temperatura na kojoj iStezava antiferomag-
netno uredenje je visa za oko 32%. Iz ovoga mozemo zakljuciti da ¢e prvo sistem preci
u neentanglirano stanje, pa tek povisenjem temperature do otp. 2.5K dolazi i do rusenja
antiferomagnetnog uredenja. Ono Sto je bitno istaci je da se situacija bitno obrnula uko-
liko u analizu uklju¢imo i magnetno polje. Naravno, temperature na kojima se desavaju ovi
fazni prelazi izuzetno su niske, ali svakako ovaj model predstavlja najrealniji eksperimentalni
model, zato Sto magnetnim poljem mozemo lako kontrolisati entanglement, Sto se ne moze
rei za situaciju u kojoj je kontrolni parametar entanglementa samo izmenska interakcija.
Slobodna energija sistema:

F =—kgTIn(Z) = —kgT(In(4) + In(cos(5E) cos(6n)) (4.27)
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Slika 4.2.4.3 - Funkcionalna zavisnost slobodne energije sistema od temperature, za
parametre J =1,v=03 J,=05, B=5,b=21D,=3

Entropija sistema:

oF

S:_a_T:

kp(In(4) + In(cos(BE) cos(Bn)) — %tanh(ﬁﬁ) - %tanh(ﬁn) (4.28)
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Slika 4.2.4.4 - Funkcionalna zavisnost entropije sistema od temperature, za parametre
J=1,v=03J,=05,B=50=2iD,=3

U analizi ”XYZ” modela sa D, interakcionim parametrom, a koji se nalazi u spoljasnjem
nehomogenom magnetnom polju, dobijena je ista funkcionalna zavisnost entropije koju smo
dobijali i dosad, a ona takode potvrduje Fon Nojmanovu funkcionalnu zavisnost entropije
od temperature.
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Zakljucak

U ovom radu analiziran je dvokubitni anizotropni Hajzenbergov model. Rad smo kon-
cipirali u cetiri poglavlja. U prvom poglavlju opisan je kvantnomehanicki alat i neophodni
teorijski minimum koji je potreban kako bi se pratio dalji tok rada. Izmedu ostalog, navode
se kvantnomehanicki postulati, definisan je pojam kubita koji nas prati do samog kraja
rada i definisan je Belov bazis koji predstavlja bazu entangliranih stanja. Takode, prvo
poglavlje nas je uvelo detaljnije u sam pojam entanglementa, Sta on predstavlja i odakle
potice. Kako bismo mogli uopste pric¢ati o ovoj temi, neophodno je sto jasnije dati definiciju
¢istih i mesanih kvantnomehanickih stanja, a odmah zatim definisati pojam matrice gustine.
Matrica gustine ima izuzetno bitan znacaj, jer ona sadrzi veliki broj informacija o kvantnom
sistemu, zajedno sa particionom funkcijom sistema. Naravno, kada pricamo o mesanim stan-
jima, bitan je i pojam redukovane matrice gustine, koja je takode opisana u ovom poglavlju.
U prakticnom delu rada, za meru entanglementa uzeta je fizicka velicina konkurentnost, koja
nam daje kvantitativni opis entanglementa, te je upoznavanje sa ovom fizickom veli¢inom
takode obradeno u prvom poglavlju rada.

Drugo poglavlje rada bazira se na modernoj grani savremene nauke, a to je kvantna in-
formatika. Sama tematika kvantne informatike opisana je u uvodnom delu ovog poglavlja, a
potom su definisane novine koje nosi ova disciplina poput: kloniranja kvantnih bitova, EPR
eksperimenta, komuniciranje brze od brzine svetlosti, kao i kvantna teleportacija. Poslednja
sekcija ovog poglavlja posvecuje se Belovoj nejednakosti koja jasno predvida entanglement
u kvantnim sistemima i definiSe je kao nuznu posledicu vazenja kvantnomehanickih zakona.

Trece i cetvrto poglavlje ovog rada predstavljaju prakticne rezultate. U tre¢em poglavlju
detaljno je analiziran entanglement u dvokubitnom anizotropnom Hajzenbergovom modelu,
za razlic¢ite vrednosti anizotropije i DM interakcionog parametra. Videli smo da parametri
koji mogu kontrolisati entanglement su: DM interakcija, izmenska interakcija, ja¢ina mag-
netnog polja, parametar nehomogenosti polja, i niSta manje bitna temperatura. Najbitniji
za praksu je naravno model koji u sebi ukljucuje interakciju sa spoljasnjim magnetnim pol-
jem, bilo homogenim, bilo nehomogenim. Ovde je realizovano nehomogeno polje, tako sto je
na jednom ¢voru kristalne resetke polje pojacano za vrednost parametra b, a na drugom je
smanjeno za isti iznos.

Cetvrto poglavlje je posveéeno termodinamickoj analizi dvokubitnog Hajzenbergovog
modela, sa razlicitim anizotropijama i DM interakcionim parametrima. U radu je gotovo
svuda ispracen trend da se prvo narusava magnetno uredenje antiferomagnetnog tipa, a tek
nakon toga, daljim povisavanjem temperature i entanglement sistema. Jedino u sluc¢aju kada
sistem ima interakciju sa spoljasnjim magnetnim poljem, tada se javlja obrnuta situacija, gde
magnetno uredenje ima visu kriticnu temperaturu faznog prelaza od kriticne temperature
entanglementa.

Ovaj rad nudi teorijski uvid u fizicko tumacenje entanglementa u sistemima kondenzo-
vane materije. Povezanost ovog rada sa poljima istrazivanja kvantne informatike je veoma
bliska. Naime, u buduénosti, planirano je da Hajzenbergovi spinski lanci budu sistemi koji ¢e
se koristiti u fizickoj realizaciji kvantnog entanglementa, te ovaj rad nudi detaljniju fizicku
analizu i mogucnost realizacije entanglementa i njegove kontrole u ovakvim sistemima, te
predstavlja koristan materijal za one koji planiraju da se bave tematikom kvantne infor-
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matike, ili za ljude koje sam pojam entanglementa i kvantne informatike zanima uopste.
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