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Uloga Neterinog naboja u savremenim fizickim teorijama sa aspekta funkcionalnog formalizma

Uvod

Svoju ¢uvenu teoremu, Emi Neter je dokazala 1915. godine. Sam Ajnstajn, koji je
procitao njen rad, napisao je Hilbertu pismo koje je u sebi sadrzalo sledec¢u recenicu : ” Juce
od gospodice Neter primih veoma zanimljiv rad o invarijantama. Zadivljen sam ¢injenicom
da se takvi problemi mogu razumeti na tako opsti nacin.”

Naime, teorema Emi Neter nudi jasnu vezu izmedu simetrije datog fizickog sistema i
velicina koje se ocuvavaju tokom vremena. Najpoznatije zakone, sa kojima se susre¢emo
tokom osnovnog skolovanja, a to su: zakon odrzanja impulsa i energije, Neterina teorema
lepo dokazuje na osnovu cisto matematickog formalizma, a zahtevajuc¢i da dejstvo lagranzeve
funkcije bude invarijantno na infinitezimalne transformacije. Ova teorema, kao §to ¢e se
pokazati kroz rad, dozivljava svoju Siroku primenu ne samo u analitickoj mehanici, nego
i u klasi¢noj teoriji polja, koja predstavlja osnovu ka kanonskoj kvantizaciji i prelasku na
kvantnu teoriju polja, i u fizici kondenzovane materije. U poslednjem poglavlju analiziran
je Hajzenbergov model fero i antiferomagnetnog uredenja i primenom ove teoreme, jasno se
pokazuje koji su integrali kretanja kod ova dva sistema magnetika. Vazno je napomenuti da
ona svoju primenu nalazi i u teoriji elementarnih cestica, kojoj u ovom radu nije posveéena
paznja. Akcenat je stavljen na sisteme kondenzovane materije. Rad je baziran na cetiri
poglavlja, od kojih je u prvom posvecéena paznja funkcionalnom formalizmu i nalazenju
funkcionalnih izvoda odredenih funkcionala koji su koris¢eni tokom pisanja rada.

Slika 1 - Emi Neter sa svojim cuvenim kvadrivektorom struje'

U radu su tro - vektori (trodimenzionalni vektori) oznaceni boldovanjem.

1Slika je preuzeta sa sajta http : //www.famousscientists.org/emmy — noether/
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Uloga Neterinog naboja u savremenim fizickim teorijama sa aspekta funkcionalnog formalizma

Poglavlje 1

1 Funkcionalni formalizam.

Funkcionalni formalizam se pokazao kao krucijalan za razvoj teorijske fizike, prven-
stveno zato $to je olaksao uopstenje procesa kvantizacije (od kvantne mehanike, do nerel-
ativisticke i relativisticke teorije polja, pa sve do teorija struna i polja u zakrivljenom
prostor-vremenu), no i zato sto je u jedinstveni formalizam obuhvatio dva osnovna pravca
teorijske fizike: fiziku visokih energija (tj. fiziku elementarnih cestica) i fiziku kondenzo-
vanog stanja materije, omogucivsi time razmenu niza osnovnih ideja izmedu ove dve oblasti
(npr. narusenje simetrije i fazni prelazi). Funkcionalni formalizam je idealan za proucavanje
simetrija neke teorije. Na primer, kod gejdz? teorija ovaj formalizam omogucava da na el-
egantan nacin zadrzimo relativisticku kovarijantnost teorije istovremeno fiksirajuéi kalibra-
cioni uslov. Nesto S§iri krug teorija se moze proucavati aproksimativno i u izvodenju raznih
aproksimativnih Sema je funkcionalni formalizam bio od posebne koristi. Ipak, najveéi broj
teorija od interesa moramo reSavati iskljucivo numericki, kako bismo dobili zadovoljavajuce
rezultate. Ovde se vidi dodatna velika prednost funkcionalnog formalizma, posto je defini-
cija funkcionalnih integrala kao limesa diskretnih izraza izuzetno pogodna za numericki rad.
Jedna od najvaznijih osobina funkcionalnog formalizma je ¢injenica da omogucava primenu
moc¢nih numerickih metoda, kao $to je Monte Karlo, za resavanje relevantnih fizickih prob-
lema. Treba napomenuti, medutim, da su numericke simulacije za rac¢unanje funkcionalnih
integrala izuzetno racunarski zahtevne [1, 2.

Po definiciji, funkcija je pravilo koje elementima jednog skupa M pridruzuje elemente
drugog skupa N:

prx—>Plx) ; xeMAp(x)eN (1.1)

Sa druge strane, funkcional je definisan kao preslikavanje sa normiranog linearnog prostora
funkcija na polje realnih (kompleksnih) brojeva.

S ¢(x) = S[p(x)] € R(C) (1.2)

Klasi¢ne jednacine kretanja dobijamo iz stacionarnosti dejstva pri infinitezimalnim transfor-
macijama tipa:

¢(x) = ¢(x) + 00(x) (1.3)

gde je d¢(x) - infinitezimalno mala funkcija, odnosno mala popravka na funkciju ¢(z). Sada
kada je definisana infinitezimalna transformacija tipa (1.3), mozemo sli¢no kao i u obi¢noj
analizi, ponasanje funkcionala prilikom male promene njegovog argumenta definisati izvodom
funkcionala [4]:

IS0 1 (5104 cste )
W—QOE(S[GH d(z —y)] = S[g]) (1.4)

2Gejdz ili lokalne simetrije su dinamicke simetrije koje zavise od prostorno - vremenskih koordinata[1].
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gde ed(x — y) = 0¢(x) igra ulogu male varijacije argumenta funkcionala lokalizovanog oko
tacke y.

Gornju definiciju funkcionalnog izvoda treba dopuniti uslovom da se grani¢na vrednost
lim,_,¢ uzima pre svih drugih koji se mogu pojaviti u izrazu. Tako osiguravamo odsustvo
problemati¢nih ¢lanova tipa [6(z — y)]™, gde je m > 1. Vazan je i uslov da varijacija
funkcije ¢ iS¢ezava na granicama integracije. U nastavku ¢e biti odradeno nekoliko primera
funkcionalnih izvoda zanimljivih za fiziku.

1.1 Primeri

Primer broj 1: Neka je dat funkcional: S[f] = f; dt f%(t). Naci njegov funkcionalni izvod.
Resenje: Koristimo definiciju funkcionalnog izvoda (1.3):

Sl =l (S1f et =) - SUD
- 113%% (/:dt[f(t) +65(t—r)r - /abdth(t))
= it ([ ]+ 20 - - £))
_ g/%ﬁ@m@—ﬂ
= QfElT) (1.5)
Primer broj 2: Neka je dat funkcional: S[y] = [} dtf(y(t), §(t)). Od svih funkeijay = y(t),

pronad¢i onu za koju integral S[y| ima mlmmalnu (ekstremnu vrednost).
ResSenje:

Sylr) e

39S 1 ! d
[y] = lim — (/ dtf <y +ed(t — 1), %(y +ed(t — 7'))) — f(y, y)> (1.6)
to
Razvicemo funkciju f (y + €d(t — 7), 4 (y + €6(t — 7))) u Tejlorov red do linearnih élanova:

f (y+65(t—7),%(y+65(t—7))> fy, y)+%e§(i—7)+%e%(5(t—7) (1.7)

Iskoristi¢emo (1.8) u relaciji (1.7):

6Sly] iml B of d .
sy(r) 1—>0¢ </ dt[MJF S-f0(t —7) + % Ot —7) = MD (1.8)
oSlyl " 10f d [of 0 gor
Sy(r) /t |5, 00 =)+ (Gt ) = 5500 - 7) (1.9)
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Clan koji je u (1.9) jednak nuli, jednak je iz razloga $to varijacije iS¢ezavaju u tackama
integracije. Kako trazimo ekstremnu vrednost, izjednaci¢emo (1.9) sa nulom:

05ly] _ /t a5t — 1) [ﬁ _ ia_f} 0 (1.10)

Iz (1.10) sledi:

Rt (1.11)

Resavanjem diferencijalne jednacine (1.11) dobijamo onu funkciju y = y(t) za koju integral
Sly] ima ekstremnu (minimalnu) vrednost. Ove jednacine su poznate pod nazivom ” Ojler
- Lagranzeve jednacine”

Primer broj 3:

Neka je dat funkcional: F,(¢) = ¢(z). Naéi funkcionalni izvod.

Resenje:

0F%(¢) 0¢(x)

6(y) oy )
= lim~ (MJF@(%— y) — ok])
= (5($—y) (1.12)

Primer broj 4:
Neka je dat funkcional: F,(¢) = V,¢(x). Nadi funkcionalni izvod.
Resenje:

OF,.(¢) .1

soly) lim g (Vo(o(x) + ed(z — y)) — Vaoo(z))
= 11_{% (NotTT + ¢V,0(x — y) — Naofz))
N W(z —Y) (1.13)

* Napomena: Ako su ¢(z) i A(x) nezavisne promenljive, tada je:

0¢(x)
= 1.14
() 0 (1.14)
Primer broj 5:
Neka je dat funkcional S[z,y| = ft y(t), z(t),y(t))dt. Naéi funkcionalni izvod po x
i y komponenti.
ResSenje:

0S[z,y] [ Sf ox(t)  Of 6yg/)/ 5f 555@/ 5f 59/
_/to dt M(t)dx(Tﬁ(sy( N5 T mesan Tnosn | Y
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$Sfe] _ ' 0F s (i)
Sx(t) /to dtém(t)é(t )= dz(7) (1.16)

Analogno dobijamo rezultat za funkcionalni izvod po y komponenti:

SSlel _ [1 0 s dfed)
Sy / R R A e (L.17)

Trazenje funkcionalnog izvoda (1.17) prema definiciji (1.4), navesée nas na oblik (1.9), te ako
bismo iskoristili uslov stacionarnosti, kao rezultat dobijamo Ojler - Lagranzeve jednacine,
definisane relacijom (1.11).

Primer broj 6:

Neka je dat funkcional S[y] = ftz dtf(t,y,y',y"). Od svih funkcija y = y(t) naéi onu za koju
integral S[y] ima ekstremnu vrednost.

Resenje:

2

3S5[y] L/ ,%(wsé(t—f)) —f(y,y’,y”)(>-18)

=lim- [ dt <f(y+€5(t—7'),

d
Syl amc ) (y+ed(t —1))

dt

Razvijamo funkciju f(y + ed(t — 7), L(y + ed(t — 7)), %(y +¢ed(t — 7)) u Tejlorov red, uz
aproksimaciju do linearnih ¢lanova:

fly+ed(t—r1), i(y +ed(t — 7)) -

dt T di2
! Vi 8f o af d _
fy.y.y") + 3y€5(t )+ oy di (t—7)+

(y+ed(t—7)) ~

of &
ay//é‘@é(t — 7') (119)

Jednakost dobijenu razvijanjem u Tejlorov red ¢emo uvrstiti u relaciju (1.18), te, traze¢i
ekstremnu vrednost datog funkcionala, izjednac¢i¢emo funkcionalni izvod (1.18) sa nulom.

of of
oy oy’

1 t
lim — dt <

e—0 SZ( to

of & B
oo gt~ 7)) =0 (1.20)

2ot — 1)+ g‘%é(t—ﬂ—l—

Integral (1.20) se sastoji od tri sabirka, od kojih dva mogu da se zapisu konciznije i u formi
koja je nama zgodna za dalji rad. U tom cilju, sredujemo drugi sabirak:

tafd ot (d (of Y
taf d [t odof
/to dta—yla (t - 7') = — /to dtaa—ylé(t — 7') (122)

Ostaje nam da sredimo treéi ¢lan u izrazu (1.20)

tO9f trd (Of d d of d

0
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U relaciji (1.23) prvi sabirak ¢e analogno prethodnom ¢lanu biti jednak nuli, te ostaje samo
drugi sabirak, a njega resavamo parcijalnom integracijom, uzimajuéi za vrednost u = %%,
azadv = %5(75 — 1), te nas to nakon trivijalnog ra¢una dovodi do kompaktnog zapisa treceg

sabirka iz (1.20):

df d ' & of
/t it ,,@5@—7) /t ot =) 5 (1.24)

Dobijene rezultate (1.22) i (1.24) vrac¢amo u (1.20):

/tdté(t—T) <%—1ﬁ+d—28f) ~0 (1.25)

Oy dtdy — dt? 0y"

Te iz (1.25) sledi:

of dof & of

dy dtdy ' dt®dy”

—0 (1.26)

Relacija (1.26) predstavlja Ojler - Lagranievujednaéinu kada je funkcija oblika f = f(y,v',y").

"

Analogno, ako je data funkcija tipa f = f(y, 9/, v",y", ...,y™), opéti oblik Ojler - Lagranzeve
jednacine glasi [3]:

of dof d* of d of
B N ST G | s 1.2
dy dtdy  dt? 0y" +(=1) dtn Oy 0 (1.27)
ili konciznije [3]:
i(—l)’“d—k oF (1.28)
p dtk oy*)
Primer broj 7:
Neka je dat funkcional S[q fto f L ( , az’ %). Od svih funkcija ¢ = ¢(s,t) naéi onu
za koju integral S[g| ima ekstrernnu vrednost
ResSenje:
§Slq) dq 0Oq
ot = lim (/ dt/ ds ( 10,5, @)) (1.29)
gde je:
q +ed(t—T1)0(s — o)
X = J 4 (q+ed(t—T)d(s—0)) (1.30)
Z(q+ed(t —7)d(s —0))
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Razvi¢emo funkciju L = L(X) u Tejlorov red, uz aproksimaciju do linearnih ¢lanova:

L(X) =~ L(q, g‘i gq)+g_L 5(t—7)5(s—0)+8%2)55(5—0)%5(15—7)
oL d
90uq) 5(t—7)d85(s—0) (1.31)

Ako sada izraz (1.31) uvrstimo u (1.29) nakon sredivanja dobijamo izraz:

05l - —T)o(s—0O oL s—ai - T
54(r.0) /to dt/ ds( 55 t )o( )+ 8(atq)55( )dté(t )
d
8((95(]) 5(t—7)d85(s—0)) (1.32)

U izrazu (1.32) trebamo dovesti drugi i tre¢i sabirak na koncizan zapis, te kao i u prethodnim
primerima, bez detaljnijeg izvodenja kazemo da se izraz (1.32) svodi, uzimajuéi u obzir da
varijacije iSCezavaju u granicama integracije, kao i da trazimo ekstremnu vrednost funkcionala

L(q) na oblik:
i oL d oL
/dt/ ( - dm@q)—%awsq))(sa—ﬂa(s—a):o (1.33)

Iz (1.33) sledi:

oL d 0L d OL

gL 4 v 4 9v _ 1.34
0g  HO0g)  d500u) (1:34)

Na rezultate dobijene u prethodnim primerima ¢emo se pozivati u narednim poglavljima.
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Poglavlje 2

2 Hamiltonov princip u Analitickoj Mehanici.

Posmatrajmo stvarno kretanje cestica bez ili sa idealnim holonomnim vezama i potencijalnim
silama. Definisimo Hamiltonovo dejstvo:

S[qi(t)} :/tdtL ((t),q(); i=1,2,3,...,N (2.1)

to

Kretanje se vrsi tako da je dejstvo minimalno, odnosno:

0.5[qi(t)]
0q;(T)

"Stvarno kretanje sistema cestica bez veza ili sa idealnim holonomnim vezama @ potencijal-
nim silama se vrsi tako da Hamiltonovo dejstvo duz pravog puta ima stacionarnu vrednost u
odnosu na vrednosti dejstva svih zaobilaznih puteva.”[5]

Koris¢enjem definicije funkcionalnog izvoda, lako se moze naéi eksplicitan oblik funkcionalnog
izvoda Hamiltonovog dejstva. Ovaj izvod je izracunat, a kao rezultat je dobijena relacija
(1.11). Formalnom smenom:

=0 (2.2)

y(t) = qi(t) 5 9(t) = @(t) 5 fly, 9] = Lla, &

Dobijamo:

oL  doL _

(2.3)

Diferencijalne jednacine (2.3) su tzv. Ojler - Lagranzeve jednacine za varijacioni princip
[5].

Hamiltonov princip predstavlja jedan opsti integralni princip mehanike, jer je formulisan
u vidu uslova koji mora zadovoljavati dejstvo zadato u integralnom obliku. Analizom se moze
pokazati da se §2S[qg] za dovoljno mali vremenski interval uvek svodi na minimum dejstva[5].
Hamiltonov princip i Ojler - Lagranzeve jednacine su ekvivalentni medusobno, tj. Ojler -
Lagranzeve jednacine odreduju upravo one funkcije ¢;(t) za koje Hamiltonovo dejstvo pri
dovoljno malom vremenskom intervalu (¢;,¢;) ima minimalnu vrednost[5].

Stav: Sve Lagranzeve funkcije koje se razlikuju totalnim izvodom po vremenu ma kakve
funkcije polozaja i vremena su medusobno ekvivalentne, tj. daju iste Ojler - Lagranzeve
jednacine.

Dokaz: Neka je data Lagranzeva funkcija L'(g;, d;,t) koja se razlikuje od prvobitne La-
granzeve funkcije totalnim izvodom po vremenu bilo kakve funkcije vremena i koordinata:

. . d
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Kako su Lagranzeve jednacine ekvivalentne Hamiltonovom principu, potrazimo dejstvo La-
granzeve funkcije L'(g;, G;,t):

t t
d
W= [+ [ i i

to to

= W—i—/tdf(qi,t)

to

= W+ flq,t) — f(qo, to) (2.5)

Pri variranju dejstva W’ drugi i treéi ¢lan rezultuju nulom, jer varijacije is¢ezavaju u grani-
cama integracije. Dobija se kao rezultat:

SW =W =0 (2.6)

time je stav dokazan.

Hamiltonov integralni princip, kao tipican predstavnik varijacionog principa, pokazuje
izvesnu mo¢ koncepcije varijacionog racuna. On u kompaktnoj formi sadrzi svu mehaniku
sistema sa potencijalnim silama i holonomnim vezama i u njemu figurisu veli¢ine koje nisu
vezane posebnim sistemom koordinata, te kazemo s toga da je ovaj princip invarijantan na
bilo kakve transformacije generalisanih koordinata [5].

2.1 Teorema Emi Neter u analitickoj mehanici

Neka je mehanicki sistem opisan Lagranzijanom L i dejstvom S:

SZZﬁmeﬁmoﬁ (2.7)

Svi zakoni odrzanja su posledica simetrije fizickog sistema. Ispitivanje simetrije sistema
svodi se na ispitivanje ponasanja dejstva pri simetrijskim transformacijama. Pri kontinual-
nim transformacijama, generalisane koordinate i vreme prelaze u nove, primovane general-
isane koordinate i primovano vreme prema:

t—t'(t) ; q(t) — ¢.(t) (2.8)
Ogranic¢imo se na infinitezimalne transformacije:

st =L+ 5t (t) (2.9)

Gi(t) = qi(t") = qit) + 0¢;(t)

Sa dt(t) smo oznacili infinitezimalnu promenu vremena koja moze zavisiti od vremena, a sa
d¢;(t) infinitezimalnu promenu generalisanih koordinata.

Potrazimo sada promenu dejstva pri transformacijama (2.9). Dejstvo se menja zbog
promene koordinata i vremena. Takode, menjaju se i granice integracije. Donja granica
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postaje t| = t; + 0t(t1), slicno vazi i za gornju granicu. Promenu dejstva definisemo na
slede¢i nacin:

55 =8 — 8= /t L((t), (), 1) d — /t CL(g(t), 4(t), 1) dt (2.10)

U dejstvu S’ smeni¢emo promenljive; sa ¢’ ¢emo preéi na t. Iz transformacije vremena, lako
dobijamo tu vezu medu promenljivima:

dt’ = dt (1 + %) (2.11)

Kao i da je:

L(d(t),qdt),t) = L(qdt+dt),d(t+dt),t+dt)

— (.00 + LI, (2.12)

U drugom sabirku relacije (2.12) éemo ukloniti primovane generalisane koordinate i brzine
od kojih zavisi Lagranzijan, te prelazimo na neprimovane veli¢ine, jer racunamo u prvom
redu po malim velicinama. Taj ¢lan je infinitezimalno mala veli¢ina prvog reda zbog ¢lana
ot. Transformisano dejstvo S’ sada ima oblik:

S = /t;f dt (1 + %) (L (d(t),q'(),t) + %&)
/ti 7 <L (¢(8), ¢/(8),1) + d%f“) (2.13)

sa tacnoséu do prvog reda po malim velicinama. Ako uvedemo varijaciju forme koordinata
sa:

12

doqi(t) = q;(t) — ai(t) (2.14)

onda je:

L({0.40.0) = Lanit0.0+ X 5o+ S gin () )

Koristeci Ojler - Lagranzevu jednacinu mozemo izraziti:

oL d (0L

Pa ako nju iskoristimo u relaciji (2.15) dobijamo koncizniji zapis:

L(d(t),q(t),t) = L(q(t),q(t),t) +% ( ‘ (‘%50%> (2.17)
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Prema tome, infinitezimalna promena dejstva 6.S iznosi, nakon elementarnijeg sredivanja:

L
58 = <L5t +y gq'éo%) i (2.18)

Pretpostavimo da je dejstvo invarijatno na tranformacije, odnosno 65 = 0, onda kazemo da
su te trasformacije simetrija naseg modela. Tada sledi da je:

oL
00G; 2.19
ER 0q ( )

Q=Lot+»
konstanta kretanja.

Ovaj iskaz je poznat pod nazivom Teorema Emi Neter. Teorema Emi Neter igra ve-
liku ulogu u klasi¢noj i kvantnoj teoriji polja, kao veza izmedu simetrijskih transformacija i
zakona odrzanja [6].

Relacija® (2.20) je tacna u linearnom redu po varijacijama &t i dg;, zato je:

00Gi (t) = 0oGi (t,)

Uopstenije, dejstvo je invarijantno ukoliko je promena Lagranzijana izvod po vremenu neke
funkcije F.

ty
59 — / a0 _sp
t;

ty
2.21

Promena dejstva, tj. dF, nalazi se eksplicitno zamenom transformacije (2.9) u dejstvo. Ako
se ispostavi da je 0 F # 0, tada je:

oL
0oq;i — OF 2.22
EX 0q ( )

Q=Lot+y
konstanta kretanja[6].

2.1.1 Zakon odrzanja energije kao posledica vremenske translacije

Data je translacija sistema u vremenu:

' =t+r (2.23)

4 (t') = qi(t)

3Varijacija forme koordinate Joq;(t) je povezana sa totalnom varijacijom koordinate dg;(t):

0qi(t) = doqi(t) + ¢:(t)dt (2.20)
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gde je 7 konstanta. Ako Lagranzijan ne zavisi eksplicitno od vremena, tada je 6F = 0,
odnosno 05 = 0. Iz:

0g;(t) =0 = doqi(t) = —qi(t)T (2.24)
Tada se kao integral kretanja po Teoremi Emi Neter javlja:
oL
Lét+)  =-00a = LT =) pidir

9q
= —T(Z pigi — L)

= —7F = const. (2.25)

Zanemarujudi konstantu —7, prepoznajemo u (2.25) da je ¢lan u zagradi zapravo Lezandrova
transformacija Lagranzijana, a to je upravo Hamiltonova funkcija, Sto nam kazuje da je
integral kretanja energija sistema.

2.1.2 Zakon odrzanja momenta impulsa kao posledica rotacione invarijantnosti

Lagranzijan slobodnog izolovanog sistema cestica koje interaguju centralnim konzervativnim
silama:

N

N
1 ) 1

i=1 ij=1
invarijantan je na rotacije:

=t (2.27)

ri=r;+0Q xr;

Tako da je F = 0. Prema teoremi Emi Neter, kao integral kretanja se javlja:

N

oL A
Z 81.(501'Z = Zmiri . ((59 X I'i)
! i=1

=1

N
= 00 E mu;r; XTI,
=1

= 0Q-L = const. (2.28)

Ugao rotacije 6€2 je konstantan, pa je moment impulsa sistema konstanta kretanja. Rota-
ciona simetrija daje moment impulsa kao o¢uvanu veli¢inu u toku kretanja.
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2.1.3 Zakon odrzanja impulsa kao posledica translacione invarijantnosti

Posmatramo identican Lagranzijan (2.26). On je invarijantan na translacije: r, = r; +n gde
je m proizvoljna veli¢ina. Posledica ove simetrijske transformacije, prema teoremi Emi Neter

jeste da se kao integral kretanja javlja:

N
Zmii'm = pn = const. (2.29)

=1

Kako je n neka konstanta, sledi da je impuls sistema konstanta kretanja. Translaciona
simetrija daje impuls kao ocuvanu veli¢inu tokom kretanja.
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Poglavlje 3

3 Osnovi klasi¢éne teorije polja

Klasi¢no polje tretiramo kao sistem sa beskonacnim brojem stepeni slobode i moze se opisati
funkcijom koja je definisana u svakoj tacki prostora i vremena. Radi jednostavnosti, razma-
tra¢emo realno klasi¢no skalarno polje:

¢ =0¢(x,1) (3.1)

Ukoliko polje poseduje vise komponenti, govorimo o vektorskim ili tenzorskim klasi¢nim
poljima. U klasi¢noj teoriji polja se uvodi i pojam unutrasnjeg stepena slobode (spin, izospin,
boja, ukus ...) tako da moze biti skalar u odnosu na Lorencove transformacije i istovremeno
imati slozeniju strukturu u odnosu na unutrasnje stepene slobode.

U teoriji polja, kako kvantnoj, tako i klasi¢noj, samo polje je dinamicka promenljiva. Zato je
od interesa pronaci jednacine kretanja za polje. To je moguée uraditi polazec¢i od analogije
sa mehanikom sistema cestica.

Jednacine klasiéne teorije polja su bitne, naroc¢ito u Hamiltonovom formalizmu, jer ot-
varaju put ka kanonskoj kvantizaciji polja. Takode, jednacine klasi¢ne teorije omogucavaju
ispravno tumacenje relativistickih verzija Sredingerove jednacine. Jednacine klasi¢ne teorije
polja su prvo razmatrane u Lagranzevoj formulaciji, jer se u tom formalizmu najlakse vrsi
prelaz od mehanike Cestica prema teoriji polja.

Lorencova invarijantnost, jedna od fundamentalnih principa savremene fizike, najlakse
se ostvaruje u Lagranzevom formalizmu. Nakon kratkog osvrta na Lagranzev formalizam,
uveden je Hamiltonov princip koji predstavlja osnovu za prelazak na klasicnu teoriju polja.

3.1 Varijacioni princip za klasi¢no polje i veza sa mehanikom cestica

Za siroku klasu mehanickih sistema, dinamicka evolucija je odredena Hamiltonovim prin-
cipom [7]. Posmatrajmo idealan holonomni sistem koji se sastoji od N cestica i u kojem
deluju potencijalne sile interakcije. Kinematicko stanje tog sistema je odredeno poznavan-
jem svih generalisanih koordinata i brzina* u svakom trenutku vremena i reprezentovano je
tackom u p prostoru - prostor kinematickih stanja.

Stanje sistema se moze pratiti i u konfiguracionom prostoru u kojem su koordinate
reprezentativne tacke samo ¢, (¢). Prema Hamiltonovom principu se stvarna evolucija posma-
tranog sistema odvija po putanji u konfiguracionom prostoru duz koje Hamiltonovo dejstvo
ima konstantnu vrednost [7]:

55 [{aa(t). du(t)}] = 6 / Y QL (6a(t), qu(8),8) = 0 (3.2)

1

Kada uradimo varijaciju Hamiltonovog dejstva i nametnemo uslov da ono mora imati ekstrem
(najcesce je to minimum u pitanju), kao rezultat dobijamo Ojler - Lagranzeve jednacine

Hqa(t),da(t)}, gde se vrednost a kreée od 1 do 3N
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viSecestitnog sistema [7]:

OL  d oL
0¢a  dtOGa

(3.3)

Prelazak na teoriju polja vrsimo na sledeéi nacin [8, 9, 4]:

1. Pretpostavimo da je prostor izdeljen na elemente zapremine koje prebrojava diskretni
vektor n.

2. Neka se u svakom elementu zapremine nalazi po jedna Cestica ¢ije je stanje opisano
generalisanim koordinatama i brzinama:

g(t),di(t) 5 i=1,2,3

3. U grani¢nom slucaju, kada pomenuti elementi zapremine teze nuli (i dalje ispunjavajudi
ceo prostor), diskretni indeks n postaje kontinualni vektor polozaja x.

4. Ako se sada za opis sistema kao nebitne mogu ispustiti dve generalisane koordinate po
elementarnoj ¢eliji (tj. po ¢€estici) i njihove odgovarajuée brzine, dolazi se do pojma
skalarnog polja kao funkcije definisane u svakoj tacki prostora i vremena:

In(t) = gx(t) = 9(x,t) = ¢(x)
pri cemu smo uveli oznaku x za kvadrivektor polozaja

r = (x,1) (3.4)

Da bi ¢(x) bilo skalarno polje, mora se ponasati na odredeni nac¢in u odnosu na Lorencove
transformacije. Neka je A matrica Lorencovih transformacija takva da pri prelazu + — Az
za polje ¢(z) kazemo da je skalarno ako vazi [10]:

o) = ¢ (z) = (A ') (3.5)

U mehanici ¢estica vreme je parametar, a dinamicka promenljiva je vektor polozaja, odnosno
impuls ¢estice. U teoriji polja, dinamicka promenljiva je funkcija ¢(x,t). Prostorne koordi-
nate x postaju parametar koji zajedno sa vremenom karakterise dato polje ¢(x,t) u svakoj
tacki prostora i vremena. Od fundamentalnog znacaja je pojam slobodnog polja®. Poz-
nat primer toga je odredivanje elektromagnetnog polja na osnovu ponasanja naelektrisanih
¢estica u njemu (sondiranje). Ako su poznate trajektorije naelektrisanih ¢estica u odsustvu
polja, vektore elektricnog i magnetnog polja mozemo nac¢i pomoc¢u Lorencove jednacine sile
i dovoljnog broja eksperimentalnih merenja putanja naelektrisanih c¢estica u prostoru koji
ispunjava ispitivano polje. Tada obi¢no zanemarujemo uticaj elektromagnetnog polja koje
generisu probne cestice, odnosno ispitivano polje je po pretpostavci slobodno. Sliéni primeri

5To je u principu matematicka idealizacija, pogotovo u kontekstu kvantne teorije polja, jer se informacije
o nekom fizickom sistemu dobijaju uz pomo¢ njegove reakcije na spoljasnja pobudivanja.
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postoje i u fizici kondenzovanog stanja materije kada neke informacije o sistemu dobijamo
uz pomo¢ odzivnih funkcija (magnetna susceptibilnost, toplotni kapacitet, itd.). Pojmu slo-
bodnog polja odgovara sistem slobodnih cestica u mehanici. Lagranzijan takvog sistema je
naprosto zbir Lagranzijana svake od pojedinih cestica.

Prilikom prelaska sa sistema Cestica na polje, taj zbir lagranzijana postaje integral po
prostoru u kojem se nalazi polje, te Lagranzeva funkcija postaje funkcional:

L (au(1). du(0).1) = L [o(0). /c b(x.1), d(x.1)) (3.6)

U gornjem izrazu, za prostorni integral usvojena je konvencija koja nudi pregledniji zapis:

/ P — / (3.7)

Uvedena je i nova fizicka velic¢ina - gustina Lagranzijana £. Ona je funkcija polja i njegovog
izvoda po vremenu. U gustini Lagranzijana, é(x, t) se pojavljuje kao posledica prisustva
generalisanih brzina u Lagranzijanu sistema cestica. Konacan oblik gustine Lagranzijana
koji se koristi u klasi¢noj teoriji polja sadrzi i izvode polja po prostornim koordinatama
Vo(x,t) koji opisuju varijacije polja od tacke do tacke. Dakle, konac¢an oblik dat je izrazom:

L[o(0).6(0)] = [ £(6x.0).61x.0). Vorx. 1) (39

Najcesée se koriste gustine Lagranzijana koje sadrze samo é(x, t) 1 Vo(x,t), a ne i izvode
viseg reda, kako bi jednacine kretanja polja bile diferencijalne jednacine drugog reda. U
principu, mogu se pojaviti i izvodi viseg reda [11]. Gustina Lagranzijana ne zavisi ekspicitno
od vremena i od vektora polozaja. Kvadrivektor x se moze pojaviti u gustini Lagranzijana
ako se razmatra sistem koji nije zatvoren [12]. Prisustvo ¢lana Ve(x,t) u (3.8) se moze
obrazloziti i sa stanovista STR. Kako opis fizickog sistema prema jednom od Ajnstajnovih
postulata ne sme zavisiti od izbora inercijalnog sistema reference, prisustvo ¢lana (b(x, t) u
gustini Lagranzijana automatski povlaé¢i i postojanje V¢(x,t), jer se prilikom Lorencovih
transformacija:

polje ponasa kao komponenta kvadrivektora (ako je ¢ skalarna funkcija).

Lorencove transformacije mesaju komponente kvadrivektora tako da gustina Lagranzijana
napisana u proizvoljnom inercijalnom sistemu reference mora sadrzati izvode po sve cetiri
koordinate [8]. Ovaj zakljucak vazi i za polja slozenije strukture (npr. vektorski elektromag-
netni potencijal), jer su Lorencove transformacije linearne, te se izrazi tipa 9, A? transformisu
kao mesoviti kvadritenzori.

Dejstvo polja definiSemo analogno dejstvu Lagranzijana u mehanici cestica:

Sle(t)] = /t ! atL [o (1), / dt / $x.1). Vo(x. 1) (3.10)
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Sli¢no uopstavamo i Hamiltonov varijacioni princip koji tvrdi da ¢e polje evoluirati u prostoru
i vremenu na taj nac¢in da dejstvo ima ekstremnu (najéesée minimalnu) vrednost [8, 4, 11]:

55[¢] =0 (3.11)

Pretpostavlja se i dalje da varijacija polja na granicama integracije iS¢ezava. Za dalja razma-
tranja u Lagranzevom formalizmu, pogodno je uvesti kovarijantni kvadrivektor gradijenta:

(abanayJaz) = (80781782783> = a,u (3]-2>
Relativisticki invarijantan element zapremine u 4D:

d*z = dtd*x (3.13)

Sl) = / ' L(0(x), B (x)) = / £(6(x), 8,0(x)) (3.14)

x

/ d'r = /z (3.15)

Te u konciznijem zapisu Hamiltonov princip postaje:

Gde je, opet, usvojena konvencija:

5 [ £lotw). 0,0() =0 (3.16)

Znacajna osobina funkcionala dejstva S|[¢| je da se sve informacije o dinamici sistema upravo
nalaze u funkciji gustine Lagranzijana L. Zbog toga se jednacine kretanja mogu izraziti
pomocu parcijalnih, a ne pomo¢u funkcionalnih izvoda [13].

3.2 Qjler - Lagranzeve jednacine klasi¢ne teorije polja

Jednacine kretanja za klasi¢no polje se dobijaju trazenjem ekstremuma funkcionalnog izvoda
Hamiltonovog dejstva. Slican rezultat je veé dobijen (poglavlje 1, primer broj 2), s tim, Sto
ovde kod formalnog izvodenja moramo voditi racuna da je delta funkcija data kao d(x —y) =
d(x —y)d(t — 7). Takode, treba ukazati i na momenat u trazenju ekstremne vrednosti
funkcionalnog izvoda Hamiltonovog dejstva, gde se pojavljuje integral tipa:

[ 08— = [ (0 (5550 =9) ~ g 506 0)

Prvi sabirak predstavlja integral po zapremini divergencije kvadrivektora £. On je pravi
Lorencov skalar, a moze se prevesti u povrsinski integral 4D varijantom Gausove teoreme.
Ovaj sabirak nestaje, te od izraza preostaje:

S _ [y [ o £ ]
5¢(y>‘/$‘5( 2 [&b a“awm)} ! (3.17)
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Te iz relacije (3.17) dobijamo Ojler - Lagranzeve jednacine klasi¢ne teorije polja:

0L 5 £
0¢  "0(0,9)

ili, razdvajanjem prostornih i vremenske koordinate, gornja jednacina dobija oblik:

£ + 0, £ —8—£:O (3.19)
(Vo) " 0(09) 09

Kao sto je napomenuto ranije, jednacine kretanja za klasi¢no polje se zaista mogu izraziti
samo pomoc¢u gustine Lagranzijana £. Gornja jednacina je izvedena za slucaj skalarnog polja.
Ukoliko skalarno polje ima vise komponenti ¢¢, povezanih sa unutrasnjim stepenima slobode,
Ojler - Lagranzeve jednacine postaju:

-
ot " 0(9,¢")

=0 (3.18)

Va

=0 (3.20)

gdei=1,2,3,....,n

Postavlja se pitanje: ”Na koji na¢in odabrati gustinu Lagranzijana £ da bi se dobila
korektna teorija polja?” Savremene teorije polja daju odgovor na to pitanje u vidu dodatnih
simetrija koje trebamo nametnuti funkciji £ i funkcionalu Hamiltonovog dejstva, a one su:

e Gustina Lagranzijana £ mora biti Lorencov skalar. Tada je Ojler - Lagranzeva jednacina
invarijantna u odnosu na Lorencove transformacije [11].

e Dejstvo mora biti realna funkcija, ¢ime se obezbeduje jednak broj jednacina i kompo-
nenti polja [11].

Dodatna ogranicenja na izbor gustine Lagranzijana namecu tzv. ”kalibracione simetrije”
8, 10, 11, 12]. Lagranzev formalizam u teoriji polja ima prednost da prostorne i vremenska
koordinata ulaze simetricno u jednacine kretanja, tako da je u ovom formalizmu Loren-
cova invarijantnost lako vidljiva. Hamiltonov formalizam je pogodniji za uvodenje jednacina
kvantnih polja, a i viSe se koristi u fizici kondenzovane materije, jer tu simetrija izmedu pros-
tornih i vremenske koordinate, kao ni Lorencova invarijantnost nisu toliko bitni. Pokazuje
se da se Lorencova rotaciona invarijantnost u kristalnim sistemima moze primeniti samo kao
jednacina kretanja za polje u Lagranzevom formalizmu.

$ 1 ¢ se smatraju nezavisnim promenljivim, vazi 4]:

dp(x,t) Sp(x,t) _ six
0p(y,t)  8o(y,t) ox—y) (3:21)

Zatim, mozemo potraziti funkcionalni izvod Lagranzijana L[¢(x), ¢(x)] po polju ¢(y).
Kako je postupak gotovo jednak prethodnom, kao rezultat proizilazi novi oblik Ojler - La-
granzevih jednacina za polje:

o 0L18:9] _ OLIg,d]
Y 0¢

=0 (3.22)
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Ovaj oblik Ojler - Lagranzevih jednacina kretanja ima vaznu ulogu prilikom formulisanja
zakona kretanja u Hamiltonovom formalizmu. Osim toga, Ojler - Lagranzeve jednacine
napisane na ovaj nacin najviSe podsecaju na jednacine kretanja sistema cestica iz kojih
dobijamo gore navedene jednacine za fizicko polje formalnom zamenom [9]:

qa(t) = o(x,1t) 0—0

3.3 Hamiltonov formalizam

Slicno mehanici sistema Gestica [7], prvi korak prilikom prelaska sa Lagranzevog na Hamiltonov
formalizam u teoriji polja je definisanje impulsa kanonski konjugovanog polju. U teoriji polja,
njegova definicija se dobija formalnom zamenom obicnog izvoda sa funkcionalnim [4, 10]:

_ 0L[¢, 9]
w(x) = 40} (3.23)

Gornja relacija se moze uprostiti koriS¢enjem definicije izvoda funkcionala, pri ¢emu treba
voditi racuna da su u Lagranzevom formalizmu ¢ i ¢ nezavisne promenljive. Kao rezultat
se dobija:

oL
0 = B

Kada je definisan kanonski impuls, Lezandrovom transformacijom se uvodi gustina hamil-
tonijana H [4, 8, 11]:

(3.24)

H(x,t) = H(p(x,t), Vo(x,t), m(x,t), Vr(x,1))
1(x, 0)d(x, 1) — £ <gb(x, 1), Vé(x, 1), d(x, t)) (3.25)

Tada je hamiltonijan sistema dat funkcionalom:
Hp(t), n(t)] = /H((b(x,t),VqS(x, t), m(x,t), Vr(x,t)) (3.26)
U Hamiltonovom formalizmu, nezavisne promenljive su polja ¢(x,t) i impulsi 7(x, t), te:
do(x,t)  om(x,t)

do(x,t) B _ s(x
om(y.t) R t)  om(y.t) o= (3.27)

Zbog toga se u definiciji gustine Hamiltonijana implicitno pretpostavlja da su u gustini
Lagranzijana veli¢ine ¢(x, t) izrazene preko kanonskog impulsa m(x, t).

Jednacine kretanja u Hamiltonovom formalizmu dobijaju se variranjem hamiltonijana u
odnosu na ¢(x,t) i m(x,t) [11]. Pozivajuéi se na funkcionalni izvod dat primerom 5 (poglavlje
1), dobijamo Hamiltonove jednacine u teoriji polja:

dH|[op, 7

om(x,t) = 9(x,1)

SH|[op, 7

—(5¢(X, ) = —7(x,t) (3.28)
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Kako je Hamiltonijan izrazen pomocu zapreminskog integrala gustine Hamiltonijana, vari-
jacije iz (3.28) se mogu sprovesti do kraja, a kao rezultat se dobija:

OH[p(t), n(t)]  OH _v OH
Sp(x,t)  p(x,t) I(Vo(x,t))
dH[p(t),n(t)]  OH OH
on(x,t)  On(x,t) Va(vw(x, t)) (3.29)

Primec¢ujemo da u Hamiltonovim jednac¢inama (3.28) i (3.29) prostorne koordinate ne ulaze
ravnopravno sa vremenskom, tako da Lorencova invarijantnost ovako formulisane teorije nije
ocigledna. Medutim, ovaj prilaz je mnogo pogodniji u fizici kondenzovane materije.

3.4 Teorema Emi Neter u teoriji polja

Razmatrajmo slucaj da se integral dejstva ne menja ako koordinate =, (u = 0, 1, 2, 3) podlezu
kontinualnoj transformaciji. Uslov neprekidnosti neophodan je kako bi se mogle tretirati
samo infinitezimalne transformacije. Dovoljno je posmatrati infinitezimalnu transformaciju
tipa [4]:

T, = 1, +dx, (3.30)

gde je 6z, mala popravka na koordinatu.
Odgovarajué¢a promena polja ¢,.(x) bice:

¢ (@) = dv(2) + ¢, () (3.31)
Date promene rezultuju promenom gustine lagranzijana:

L'(z') = L(x)+6L(x) (3.32)
Radi preglednosti i konciznijeg zapisa, smatramo je gustina lagranzijana funkcija sledec¢ih

promenljivih [4]:

£(o) = £ (ot %(x)) (3.33)

Vazno je shvatiti da se prethodne varijacije zapravo sastoje od dva procesa:
e transformacija koordinata kvadrivektora = — z’
e promena oblika funkcije polja usled promene koordinata kvadrivektora ¢(z) — ¢'(z')

Kao primer, zamislimo da vektorsko polje promeni svoj pravac usled rotacije koordinatnog
sistema. Korisno je definisati modifikovanu, tzv. totalnu varijaciju koja ¢uva vrednost
komponenti kvadrivektora z i uzima u obzir samo promenu oblika funkcije polja ¢ — ¢’ [4]:

0,(x) = @) — br(x) (3.34)
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Ove dve vrste varijacija su povezane preko sledece relacije:

0r(@) = ¢(x) = dr(2) + ¢(') — &1 (w)
= 0¢(x) — (¢,.(2') — ()

- 06 ()
~ ¢.(r) oz, oz,
06,
~ 0o, (x) — &f (3.35)
I

Prilikom dobijanja ove relacije, dodali smo i oduzeli ¢lan ¢/.(z'), a u tre¢em redu smo isko-
ristili razvoj funkcije ¢/ (2') u Tejlorov red, pri ¢emu smo se zadrzali na linearnim ¢lanovima
po izvodima u prvoj aproksimaciji, te smo nakon te aproksimacije izvrsili jo§ jednu, sma-
trajuéi u prvom redu ¢!.(x) — ¢,.(z), respektivno.

Tako ova jednacina, kao i ostale koje iz nje proizilaze su validne u prvom redu vari-
jacija. ReSenja su zadovoljavajuca sve dok radimo sa infinitezimalnim transformacijama.
Modifikovana varijacija komutira sa izvodom te im smemo zameniti redosled [4]:

2 5, (a) = 52

Oz, 8_:@

¢r(2) (3.36)

a to se svakako vidi iz relacije (3.34), od koje ¢emo sada potraziti gradijent po koordinatama
kvadrivektora x,, respektivno:

0 0 0
— (09, =—a¢ (') — —o, .
5o (00,2) = 50" = 5-00(e) (3.37)
Opet koristimo "trik” da jednacini (3.37) dodamo i oduzmemo ¢lan a%é(,m J.
“w

(@)

0 (06,(x)) = (&bi(m’) B 8@(@) RLACH I

¢
Ox,, Ox), Oz, oz, Ox),
_(00() | 02 00() 96l (a)
B 5( oz, ) i Oz, Oz, o, (3:38)
Upotrebi¢emo sledeéi identitet koji vazi u prvoj aproksimaciji:
o’ o | 002"
or, Oz,
0 0, (x) 0P (x")0dz”
— (86, — 5 =2 e T
Oz, (9¢r(2)) < Ox,, ) * 0z 0x,,
B 0, (x) 0, (x) 0dx”
B 6( oz, )+ dxv Oz, (3:39)

Kako infinitezimalne transformacije koje smo upotrebili ostavljaju integral dejstva intvari-
jantnim sledi:

W =0= / ld‘*x’ﬁ'(:c’) — /Q d*zL(x) (3.40)
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gde je ' ista zapremina kao i {2 samo je opisana novim koordinatama z’.
SW = [ d*a'0L(x) +/ d*a' L(z) — / d*zL(x) (3.41)
% / Q

Transformacija elementa zapremine d*z’ vrsi se preko Jakobijeve determinante, $to nas u
prvoj aproksimaciji dovodi do:

14+ 96z0 0920 9620 0920
9z0 ozl Ox2 oz3
. ax',u . Adxt 1 + ozt ozt Aol A
d'z' =| =— | d'z = | 2= ot bz o, | d'x (3.42)
oz o) 962 Aoz :
O 220 DT L+ @;2 s
dox3 9z dox 1 + 9x3
0x0 ozl Ox2 Ox3
oot
d*r =1+ d*z
ozt

Zanemarili smo sve clanove koji sadrze varijacije viSeg reda, te u prvom redu aproksimacije
dobijamo:

Qo
_ 4 4
ow o = /Qd x£($)+/9d zL(x) o

= /Q d'z (gﬁ(xH 0Liz) ) + /Q s (z) 2

OxHdxH oz

— /Q dz (Ez,(g;) + 9 (ﬁ(m)ém“)) (3.43)

ozt

Sada ¢emo izraziti totalnu varijaciju gustine lagranzijana:

L)+ OL(x) ~ (00,(x)

L@ = 3, 5@(@*@@@)5( oz, )
OL(x)~ 0 0L(x) ~
(Z5250n(0) = - e o))

_ (9L 0 OL) \s, 0 (0L@) : -
N (3¢>7~ Oz, a(am)) 0¢r + o, (a@wbr)wr(x)) =0 (3.44)

Prvi sabirak u jednacini (3.44) predstavlja tzv. Ojler - Lagranzeve jednacine koje nase zadato
polje zadovoljava, a po definiciji je ceo prvi sabirak tada jednak nuli, dok nam preostaje:

(5@(3;) - %5%) + E(w)éwu} =0 (3.45)

o [ 0L(x)
oz, {awm

Ova jednacina predstavlja jednacinu kontinuiteta za vektorsko polje [4]:

Gin() =0 (3.46)
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gde je:

_0L@) o\ OL() 06, N
= 80,00 (8(8H¢T)axv 9 L( >)5 (3.47)

kvadrivektor gustine Neterine struje.

Kao sto je poznato, jednacina kontinuteta je jedan od oblika zapisa zakona odrzanja
zapisan u diferencijalnoj formi. Ovo postaje oc¢igledno ako jednacinu (3.46) integralimo u
trodimenzionalnom prostoru i iskoristimo Gausovu teoremu [4]:

0 0
3 » _ 3 - 3,00 .
/Vd xa%j#(a:) /Vd maxojo(x) + /vd V- j(x)
d

— o [ i)+ fév 40 -j() (3.48)

Ju()

Vrednost povrsinskog integrala 0V jednaka je nuli posto pretpostavljamo da polje i izvodi
polja opadaju veoma brzo u beskonac¢nosti. Dakle, ostaju nam velic¢ine:

Q:/Vd?’xjo(x) (3.49)

kao konstante kretanja (vrednosti im se ne menjaju sa vremenom), a koje se ¢esto nazivaju
Neterini naboji [4].

Ovo je esencijalni rezultat Neterine teoreme koja glasi:
”Neka je dejstvo W invarijantno na transformacije tipa (3.30), (3.31) i (3.32). Tada je moguce
definisati Neterin kvadrivektor gustine struje j,(x) prema (3.47) tako da 0,j,(x) = 0, a
velicine Q = [, d*xzjo(x) su konstante kretanja i ¢ine Neterine naboje.” [4]
Slede¢i podnaslovi bi¢e posveéeni nekim vaznijim primenama Neterine teoreme.

3.4.1 Invarijantnost usled translacije. Simetrizacija tenzor energije - impulsa
Neka je data infinitezimalna translacija tipa:
xt =gkt (3.50)

koja diktira homogenost prostor - vremena. Pretpostavimo da se oblik polja ne menja usled
translacije, odnosno [4]:

¢ (2') = ¢r(2) (3.51)

Lokalna varijacija iSezava, tj. d¢, = 0, te ¢e kvadrivektor gustine Neterine struje imati
jednostavan oblik. Diferencijalni oblik zakona odrzanja (3.46) sada glasi:

LI a3
o

gde ©,,, predstavlja tzv. kanonski tenzor energije - impulsa dat izrazom [4]:

0L 09,
@/»W = m@ g#yﬁ (353)
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Zbog v =0, 1,2, 3, ispostavlja se da imamo ¢etiri o¢uvane veli¢ine, od kojih je jedna energija
E a druga vektor impulsa P polja. U ¢etvorodimenzionalnoj notaciji:

E
o 1
P = P —/ d*x0% (x) = const. (3.54)
P, ¢y
Py

Vazno je naglasiti da tenzor O, definisan preko (3.53) u nekim sluc¢ajevima nije simetric¢an.
Moguce je, svakako, pre¢i na simetrican tenzor energije - impulsa 7}, = T}, dodavanjem
pogodnog ¢lana koji nestaje primenjujuci 4 - divergenciju. Novi tenzor takode zadovoljava
zakone odrzanja (3.52) i daje iste vrednosti kvadrivektora P*. [4]

Definisimo modifikovan tenzor relacijom [4]:

T,uzz = @,uu + aGXa,ulz (355>

gde je tenzor x,,,, proizvoljan, osim u slucaju permutacije prva dva indeksa, kada pokazuje
osobinu antisimetrije, respektivno [4]:

Xopw = —Xuov (3.56)
Ovako uveden tenzor zadovoljava jednacinu kontinuiteta:
M, = 0"O,, +0"0" Xow
= 0"Ou + %3"3"(XW + Xuov)
— 90, =0 (3.57)

Svakako, totalna energija i impuls se ne takode ne menjaju uvodec¢i modifikovan tenzor:
B, = / F2 Ty, — / (00, + o0, + o) = / #2049, = P, (3.58)
1% 1% 1%

Xoor i8Cezava zbog (3.56), a xor, opada dovoljno brzo na velikim rastojanjima, tako da je
osigurano da povrsinski integral koji dobijamo Gausovom teoremom moze biti zanemaren.
4]

Naravno, ovako konstruisan tenzor energije - impulsa 7}, je simetrican na permutovanje
indeksa, tj.:

T =T, (3.59)

Svakako, tenzor energije - impulsa konstruisan je na nacin koji pruza jednostavniju formu-
laciju zakona odrzanja za ugaoni moment. Definisimo modifikovani tenzor ugaonog momenta
[4]:

—~

M,Lw)\ = T,u)\xu - T,ul/x)\ (360>
Pokazimo da ovako formulisan tenzor zadovoljava jednac¢inu kontinuiteta:

a“]/\\jw,,\ = (G“Ty,\)x,, + gﬁTl,)\ — (8“Tw/)l‘,\ — gKTMV = 1y)\ — T)\l, =0 (361)

Stranica 27



Uloga Neterinog naboja u savremenim fizickim teorijama sa aspekta funkcionalnog formalizma

gde je iskoriS¢ena osobina simetrije tenzora 7). Tenzor M,,, moze se predstaviti preko
kanonskog tenzora ugaonog momenta M, [4]:

M/.l,l/)\ = M;w)\ + @Uga;w)\ (362)
gde ¢ iskazuje osobinu antisimetrije na permutaciju prva dva indeksa:

éa,uu)\ = _f,ucw)\ (363>

3.4.2 Lorenc - invarijantnost

Cetvorodimenzionalan (4D) prostor - vreme izmedu ostalog ispoljava osobinu homogenosti
usled translacija i izotropnosti usled rotacija. Ono §to je bitno, jeste invarijantnost usled
primenjenih Lorencovih transformacija na sistem koordinata.

Lorencove transformacije su one linearne transformacije koordinata 2’ = Az, gde je A
realna 4 x 4 matrica, koje ne menjaju kvadrat duzine kvadrivektora, tj. za koje vazi z'2 = z2.

Matrica Lorencovih transformacija data je sa [14]:

g v =By 0 0] |
il _|=By v 0 0 |z
zh| | 0 0 10 To (3.64)

Matricni zapis se moze zapisati na elegantniji nacin:

!
xt = Aaz¥

Dakle, Lorencove transformacije mozemo tretirati kao uopstenje rotacije 3D koordinatnog
sistema na rotaciju 4D koordinatnog prostor - vreme sistema, gde se pored tri vremenske
komponente ukljucuje i vreme koje vise nije samo parametar, kako su predvidale transfor-
macije galilejevskog tipa [14]. Zarad toga, posmatrajmo opStu infinitezimalnu rotaciju datu
na slede¢i nacin:

H = gt 4 dwh T, (3.65)
Matrica dw* zavisi od uglova rotacije u Cetiri dimenzije i ona je antisimetricna:
oWt = —ow"" (3.66)

Ovako data rotacija obezbeduje da duzina kvadrivektora x*, merena respektivno Minkowski
metrici, ostane invarijantna usled transformacija. Dokazimo datu tvrdnju.
Napravimo skalarni proizvod:

e, = (o + 0w x,) (T, + dw),)
2t xy + 6w roxy + Swlatz, + O(w?)
atx, + 27,1,00" ~ 2z, + 1,7, (0w + dw') + O(w?)
a2z, + O(w?) (3.67)

Q

Q

Q

Stranica 28



Uloga Neterinog naboja u savremenim fizickim teorijama sa aspekta funkcionalnog formalizma

¢ime je tvrdnja dokazana i tacna je u najnizoj aproksimaciji, gde smo zanemarili sve ¢lanove
viSeg reda od linearnog.

Transformisana funkcija polja ¢!.(z") dace linearnu zavisnost od uglova rotacije i od vred-
nosti polja ¢, (z). Opisa¢emo ovu zavisnost preko opsteg pristupa:

(') = 0y(2) + 0 (1), 04(2) (3.65)

Velicine /" nazivaju se infinitezimalni generatori Lorencovih transformacija. Fizicka polja
¢, transformisace se prema ireducibilnim reprezentacijama Lorencove grupe. Dakle, (I*),
su elementi matrice reprezentacije koje korespondiraju infinitezimalnom generatoru rotacija.
One opisuju mesanje komponenti visekomponentnog polja (npr. spinorno, vektorsko, itd.).
Infinitezimalni Lorencovi generatori mogu biti izabrani tako da budu antisimetriéni respek-
tivno Lorencovim indeksima p i v, I"” = —["* jer simetri¢ni deo ne doprinosi (3.68), zbog
(3.66). Prema tome, postoje Sest nezavisnih generatora. To su, respektivno oznaci (u,v),
slededi generatori: (1,2),(1,3),(2,3),(0,1),(0,2) i (0, 3), koji opisuju Lorencove boost — ove.
Zbog kompletnosti, napomenuc¢emo da generatori Lorencovih transformacija zadovoljavaju
sledec¢e komutacione relacije [4]:

|:[;wa [ :| = +g1/0'[;m' + gu‘rIl:o - gm'[;m' - guo'[;T (369)

Lijeva algebra definiSe strukuru Lorencove grupe, i ona je validna u ma kojoj reprezentaciji.
Matricni elementi 7, s,--- u gornjem komutatoru nisu pisani, zbog preglednosti zapisa.
Relacije za transformaciju koordinata (3.65) i za polje (3.68) sada mogu biti ubaceni u

Neterinu teoremu. Dobijamo izraz za gustinu Neterine struje:

. oL 1 VA VA

]M(I') = W§(3WV)\(I gbs( ) @MV(S(A) ZE)\) (370)
gde je ©,, ve¢ pomenuti tenzor energije impulsa dat relacijom (3.53). Ako iskoristimo
antisimetri¢no svojstvo dw"?, poslednji ¢lan u gornjoj relaciji mozemo zapisati kao:

1
@Wéw”)‘x,\ = 5&0”)‘ (Oxx — On1,) (3.71)
tada Neterina gustina struje dobija oblik:
. 1.,
Jul(z) = 5500 AM () (3.72)
sa uvedenom oznakom:
oL 1

M,LLV)\(I) - G,u)\xu - @,quA T aAa (]VAQbS( ) (373)

9(01,) 2
Odgovarajuca konstanta, odnosno, odgovarajué¢i Neterin naboj koji se ocuvava u toku vre-
mena jeste sledeci antisimetrican tenzor:

oL

VA
LoNE S(126,(1) (3.74)

M,\ = / >z {@0,@” —Op Ty + =————
v

Stranica 29



Uloga Neterinog naboja u savremenim fizickim teorijama sa aspekta funkcionalnog formalizma

Ovde M, igra ulogu tenzor angularnog, odnosno ugaonog momenta [4]. Ovo postaje
oc¢igledno za prostorne rotacije, odnosno, kada za Lorencove indekse v i A uzimamo vrednosti
1,2,3 , respektivno. Tada (3.74) postaje zbir dva ¢lana:

| My = Loy + St (3.75)
gde:
oL 0 0
Lnl = /Vdgaj(xne)ol - xl@0n> = /Vdgma(ﬁo@) (xn@ - xl%) (bT(x) (376)
a
o 3 a‘c nl
Sni = /Vd xa(a%r) (I™),50s() (3.77)

Prvi deo, L,;, predstavlja vektorski proizvod izmedu vektora polozaja i vektora impulsa,
tako da on predstavlja orbitalni moment impulsa, ortogonalan kvadrivektorima x, i z; [4].
Drugi ¢lan, S,,;, sadrzi matrice Lorencovih generatora transformacija, te on predstavlja spin-
ski angularni, odnosno ugaoni moment, koji ima veoma komplikovanu formu za skalarna,
spinorna ili vektorska polja [4].

Prostorne komponente tenzora angularnog momenta, M;,, imaju tri nezavisne kompo-
nente, koje se mogu opisati trodimenzionalnim vektorom ugaonog momenta J. Ovo se postize
kontrakcijom antisimetri¢nog tenzora [4]:

My = € d” (3.78)
Dekartove komponente vektora J su tada date kao:
J* = M,, JY=M,, J* = M,, (3.79)

ili zapisane u konciznoj formi:

1
JT = §€mnanl (380)

Ovu relaciju dobijamo pravilom kontrakcije totalno antisimetri¢cnog tenzora III ranga, tzv.
Levi - Civita tenzora [4]:

Enlk€nlm = 26km (381)

3.4.3 Zakon odrzanja naelektrisanja kao posledica unutrasnje U(1) simetrije
kod kompleksnog (skalarnog) polja

Neka skalarno polje ima dve realne komponente, ¢, i ¢o, respektivno [12].
1 .
¢ = 7 (¢1 + igp2)

L TR
¢ —ﬂ(aﬁl $2) (3.82)

Stranica 30




Uloga Neterinog naboja u savremenim fizickim teorijama sa aspekta funkcionalnog formalizma

Lagranzeva funkcija je zadata u sledeéoj formi [12]:

£ = (9,0) (9"6") — m*6"6 (3.83)

Ako tretiramo ¢ i ¢* kao vremenski nezavisna polja, Ojler - Lagranzeve jednacine dace dve
Klajn - Gordonove jednacine [12]:

(O+m?) ¢=0 (O+m?) ¢" =0 (3.84)
Lagranzijan je ocito invarijantan na transformacije tipa:
¢ — e 9" — " (3.85)

gde je A realna konstanta.
Ova transformacija je poznata kao gejdZ transformacija prve vrste. U infinitezimalnoj
formi ova transformacija (3.85) ima oblik [12]:

S =—idg 06" =iNe®  0(0,0) = —iNdud  6(0,87) = +iNd0"  (3.86)

Neterina teorema daje ocuvanu struju:

oL oL
= i) + " 3.87
Ubacivanjem (3.83) u (3.88) dobijamo:
=i (60" — p0¢") (3.88)

Iz (3.84) neposredno sledi da primenom 4-D divergencije na relaciju (3.88), rezultat ¢e dati
nulu, odnosno d,j* = 0, §to je ve¢ poznat rezultat, a kao korespondirajuc¢a ocuvana velicina

javlja se [12]:
oy (00 00N
Q—/deV—z/V<qﬁ o ¢at>dv_0 (3.89)

ova fizicka veli¢ina moze se identifikovati sa naelektrisanjem, odnosno elektri¢nim nabojem
[12], te relacija:

oQ
o 0 (3.90)
predstavlja zakon odrzanja naelektrisanja [12].

Kada je polje realno, tada je ¢ = ¢* te je odgovarajuca gornja ocuvana veli¢ina jednaka
nuli. [12]

Gejdz transformaciji (3.85) mozemo pruziti i adekvantnu geometrijsku interpretaciju.
Ako polje zapisemo u obliku:

@ = pre; + doe, (3.91)
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odnosno kao vektor u dvodimenzionalnom prostoru razlozen prema svojim ortonormiranim
bazisnim vektorima e, e,. Lagranzijan sada ima oblik:

L= (0,6)(0"¢) - m’p - ¢ (3.92)
Gejdz transformacija se moze zapisati u obliku:
b1 +idy = e (o1 +ign)
$1 — iy = NP1 — igh2) (3.93)
Sto je ekvivalentno sa:

(b/l = 108\ + ¢ysin A

Gy = —p1sin\+ ¢y cos A (3.94)
Ove relacije predstavljaju ¢istu rotaciju u (1,2) ravni vektora ¢ za ugao A (slika 2) [12].
24

5
1

Slika 2 - rotacija polja 5 u unutrasnjem prostoru®

Rotacija u 2D prostoru odgovara grupi SO(2) [12]. Sa druge strane, kako su transformacije
reprezentovane preko e, sto predstavlja jednodimenzionalnu unitarnu matricu:

e (e =1 (3.95)

te se radi o grupi U(1) [12].

Lako je videti da su ove dve grupe iste: svaki element u SO(2) je dat preko ugla 6 -
ugla koji predstavlja rotaciju vektora u ravni. Prostor grupe je onda prostor vrednosti 6.
Ako identifikujemo 0 sa 6 + 27,0 4+ 47 itd. , svima njima odgovara ista rotacija. Prostor
grupe je tada krug (slika 3). Grupa U(1), je, sa druge strane, grupa svih brojeva forme
€'® = cosa +isina. Sve dok vazi cos? a + i sin? o = 1 prostor ove grupe je takode krug [12].

Al

6 8 +2n

Slika 3 - prostor grupe SO(2)7

6Slika je preuzeta iz [12]
"Slika je preuzeta iz [12]
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Dakle, zaklju¢ujemo da je posledica unutrasnje U(1) simetrije kod kompleksnog skalarnog
polja, odnosno gejdz transformacija koja ostavlja dejstvo invarijantnim dala kao rezultujucu
ocuvanu vrednost naelektrisanje (elektriéni naboj) Q [12].

3.5 Poasonove zagrade u teoriji polja. Tenzor energije - impulsa

U Hamiltonovim jedna¢inama polje i konjugovani impuls, ¢(x) i m(x), ne nastupaju simetriéno,
respektivno. Ovaj prilaz, kao ni Lagranzev, ne omogucava da se direktno nade vremenska
evolucija proizvoljnog funkcionala F[¢, w]. Ovi problemi se u teoriji polja resavaju sli¢no kao
i u mehanici, uvodenjem tzv. Poasonovih zagrada.

Posmatrajmo funkcional F'(t) = F[¢(t),n(t)]. Ukoliko ne postoji eksplicitna zavisnost
od vremena, jednacina kretanja za ovu veli¢inu je data sa:

F(t) = / (5F—(t)q5(x,t)+5F—@)>7'r(x,t)) (3.96)

dp(x,t) om(x,t
Ako upotrebimo Hamiltonove jednacine (3.28), jednacina kretanja za F'(t) postaje:
F(t) = [F, H]p, (3.97)

pri ¢emu je iskoriséena definicija Poasonovih zagrada dva funkcionala (argument t kod ¢ i 7
je ispusten radi preglednosti):

[ (SF()IGE)  GF(t) 6G(1)
[F’G]PZ‘/x(w(m 57 (x) 5w<x>5¢<x>) (3.98)

Dakle, uvodenjem Poasonovih zagrada se direktnim putem resava problem dinamicke zavis-
nosti proizvoljnog funkcionala F[¢, 7.

Sto se ti¢e nesimetrije Hamiltonovih jednacina u odnosu na polje i konjugovani impuls,
prvo treba primetiti da je:

So(x,t) SH(t)  S¢(x,t) SH(t) ) _ O0H() (3.99)

[6(x, 1), H(t)]p, = /y (M(y’ t)yom(y,t) om(y,t)dp(y,t))  om(x,t)

pri cemu smo iskoristili jednaé¢ine (3.27). Sli¢nu jedna¢inu dobijamo i za konjugovani impuls,
tako da Hamiltonove jednacine izrazene pomoc¢u Poasonovih zagrada glase:

1) = (60, t), H)]py 5 7(x,8) = [r(x, 1), H(t)] oy (3.100)
U jednacinama (3.97), kao i u (3.100), H(t) predstavlja Hamiltonijan sistema, a (3.100) je
trazena forma jednacina u kojoj polje i konjugovani impuls ulaze simetri¢cno. Konacno, od

interesa je Poasonova zagrada samog polja i konjugovanog impulsa. Nije tesko pokazati da
se kao rezultat dobija:

[0(x,1),w(y, )] py = 6(x =) (3.101)
pri ¢emu treba obratiti paznju da se, shodno (3.27), i polje i konjugovani impuls uzimaju
u istom trenutku vremena. Ako polje poseduje vise komponenti, jednacina (3.101) tada
postaje:

[0i(x, 1), (¥, t)] py = 6(x — ¥)dy; (3.102)
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gde 0;; predstavlja Kronekerov simbol, respektivno.
Takode, nije tesko pokazati da vazi i:

[(bi(Xv t)> (bj (yv t)]PZ = [ﬂ-i<xv t)> Ty <Y7 t)]PZ =0 (3103>

Jednacine (3.97), (3.100) i (3.101) ¢e omoguditi prelazak sa klasi¢ne na kvantnu teoriju polja
metodom kanonske kvantizacije, slicno kao sto se sa klasicne mehanike prelazi na kvantnu
mehaniku [9].

U skladu sa osnovnim idejama Specijalne Teorije Relativnosti, informacije o energiji i
impulsu se mogu objediniti uvodenjem tzv. tenzora energije - impulsa. Njegove komponente
su definisane relacijom [11]:

oL
9(0,9)
Kao sto je poznato, ocuvanje komponenti tenzora energije - impulsa je posledica invarijant-
nosti dejstva u odnosu na vremensku i prostorne translacije. Uvodenjem tenzora energije -
impulsa, moguce je definisati i kvadrivektor impulsa kao [11, 4, 12, 10]:

TH = §1L — 0,0 (3.104)

P, = /TB(X) = (—Py, P\, P, P3) (3.105)
Lako je videti da je:
Rt = [ (58£ - %m) = [ (£=7(i) =—HO.x0] (@100

pri ¢emu je iskoriséena definicija kanonskog impulsa (3.24). Takode, posto za prostorne
komponente kvadrivektora vazi P; = P' iz (3.105) sledi:

[ (500 9 4 ) _ |
r-/ (cxc S0 ) = = [ #0000 (3.107)
Odnosno, impuls pridruzen polju je:

P(t) = —/7T(X7 H)Vo(x,t) (3.108)

Izrazi (3.25), (3.26), odnosno (3.106) i (3.108) igraju vaznu ulogu prilikom interpretacije
kvantovanih polja, odnosno operatora u drugoj kvantizaciji.

Vazno je naglasiti da je osnovni uslov koji se namece na Hamiltonijan slobodnog polja
taj da ono bude pozitivno definisana veli¢ina.
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Poglavlje 4

4 Primena Neterine teoreme u fizici kondenzovanog
stanja materije. Spontano narusenje simetrije.

U prethodna dva poglavlja bilo je re¢i o Neterinoj teoremi, odnosno, pojavi integrala kretanja
usled postojanja kontinualne simetrije, sa osvrtom na mehaniku cestica, kao i teoriju polja.
Neterina teorema, pored primene u teoriji elementarnih cestica, svoju primenu nalazi i u
fizici kondenzovane materije. U ovom radu, paznja ¢e biti posveéena magnetnim sistemima
uredenja tipa feromagnetika i antiferomagnetika, opisani Hajzenbergovim modelom. Usled
simetrije Hamiltonijana, kao i simetrija osnovnih stanja na odredene grupe rotacija, uocice
se da li je osnovno stanje feromagneta, odnosno antiferomagneta invarijantno na kompletnu
grupu rotacija G = O(3), ili samo na podgrupu grupe G, H = O(2).
Diskusiju je najkonzistentnije zapoceti od pojma Goldstonovih bozona.

4.1 Goldstonovi bozoni

Goldstonovi bozoni su bezmasene cestice koje se javljaju pri niskim energijama u sistemima
gde dolazi do spontanog narusenja globalne simetrije (konkretno narusenja simetrije os-
novnog stanja). Neke od njihovih osobina su [15]:

e jedni od Goldstonovih bozona jesu magnoni ¢ija energija tezi nuli kada talasni vektor
k — 0.

e za njihovo nastajanje potrebna je izuzetno mala koli¢ina energije.

Nambu je 1960. godine pokazao da se ove kvazicestice pojavljuju u magnetnim ¢vrstim te-
lima, kada usled primene magnetnog polja dolazi do narusenja rotacione invarijantnosti [17].

Goldstonova teorema u nerelativistickom slucaju relevantna je za fiziku kondenzovanog
stanja materije, jer predvida kolektivne ekscitacije sa energijskim gepom ravnim nuli. Vazi
u odsustvu spinske anizotropije, te ako je ona prisutna, simetrija H postaje ekvivalentna
simetriji osnovnog stanja sistema, te prestaje vazenje Goldstonove teoreme. To dovodi do
pojavljivanja gepa u centru Briluenove zone [15].

4.2 Analiza integrala kretanja Hajzenbergovog modela fero- i an-
tiferomagneta

Hajzenbergov model opisuje magnetne sisteme sa lokalizovanim spinovima koji "sede” na
¢vorevima kristalne reSetke i dat je Hamiltonijanom H:

H=

|

Z Sn-Spia J = const. (4.1)
n,A
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gde je S,, vektorski operator spina na ¢voru reSetke n. Sumacija se vrsi po najblizim susedima
¢vorova kristalne resetke.

Hajzenbergov model je uspesno primenljiv za izu¢avanje ponasanja ekscitacija u okolini
osnovnog stanja, konkretno za izucavanje spinskih talasa i njegovih kvanata - magnona.
U fizici kondenzovane materije, spontano narusenje simetrije se uspesno razmatra i resava
metodom efektivne teorije polja.

Invarijantnost Hajzenbergovog hamiltonijana H, respektivno Lijevoj grupi G = O(3),
odnosno invarijantnost na rotacionu simetriju, sto ¢e reci rotacijom svih spinova za isti ugao
dobijamo isti hamiltonijan, okarakterisan je generatorima naboja @);:

[QH} — 0 (4.2)

sto daje ocuvane velicine, tzv. Neterine naboje (opisane u poglavlju 3):

Qi = / d*xJ? (x) (4.3)
Ovi generatori zadovoljavaju komutacione relacije:

[Qm@;’] = i€ Q (4.4)

Konkretna simetrija G = O(3) spontano je narusena na H = O(2), ali treba napomenuti
da je Hajzenbergova teorija invarijantna u celom domenu grupe G, ali osnovno stanje je
invarijantno samo u podgrupi H.

Za mikroskopski opis feromagnetika, generator grupe simetrije jeste suma operatora spina
po svim ¢vorovima reSetke, tacnije, ukupan spin sistema:

Q=) 8i (4.5)
i vaze komutacione relacije u opstem slucaju:

gde je pored klasicne relacije koja se sre¢e na kursu kvantne mehanike vezane za spinske
komutacione relacije dodat i kronekerov simbol, jer posmatrajuci kristalnu resetku, dva op-
eratora spina na razli¢itim ¢vorevima resetke komutiraju.

Korisno je zapisati hamiltonijan feromagnetika u slede¢em obliku:

. . 1 /. » ..
=2 ; <s;s; at3 (s;s; SRSt H)) (4.7)

Pomoéu ovako zapisanog hamiltonijana, lako je uociti da je osnovno stanje feromagnetika

zapravo ono u kome su svi spinovi orijentacije "up”®.

8po konvenciji, bira se stanje "up” kao osnovno stanje feromagnetika
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Slika 4 - magnetno uredenje feromagnetika®

Generator rotacije spinova reprezentovan je unitarnom transformacijom [19] :
U(0) = exp (ZS : 0) (4.8)
gde je 8 ugao rotacije, te:
U@)HU'(0) = H (4.9)

jasno uocavamo da je hamiltonijan feromagnetika zapravo invarijantan na rotaciju spinova,
Sto ga ¢ini invarijantnim respektivno Lijevoj grupi O(3).

Osnovno stanje feromagnetika, sa druge strane, kod koga su svi spinovi usmereni u istom
smeru, navodi na to da duz treée ose (recimo z - osa) u spinskom prostoru je invarijantno
samo na grupu H = O(2). Ako bismo izvrsili rotaciju osnovnog stanja, dobili bismo novo
osnovno stanje koje je ortogonalno na ve¢ originalno osnovno stanje. Preciznije:

U(0)|up) # |up) (4.10)

te sistem poseduje spontano narusenje simetrije, jer osnovno stanje spontano bira orijentaciju
spinova "up”. Ako se u atomima koji "sede” na Cvorovima kristalne resetke nalazi jedan
nespareni elektron u stanju 1, tada ¢e usled elektrostatickog kulonovskog odbijanja izmedu
elektrona prostorna talasna funkcija biti antisimetri¢na, a kako ukupna talasna funkcija mora
biti antisimetri¢na, tada spinska talasna funkcija mora biti simetri¢na, te nekuplovani spinovi
u ¢vorevima kristalne reSetke poprimaju orijentaciju "up”. Tada nam se kao ocuvani naboji
javljaju vrednosti:

Q.=>_S; (4.11)
te nam je oCuvana veli¢ina po definiciji:
S = / ] (4.12)

9Slika je preuzeta sa sajta: https : //www.ornl.gov/content /thin — magnetic — crystals — are — path —
ferromagnetic — graphene
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Ako gornju jednac¢inu usendvic¢imo izmedu osnovnog stanja |up) dobijamo:
NS = V{up|J°|up) (4.13)

gde N predstavlja ukupan broj ¢voreva kristalne resetke, S je maksimalna srednja vrednost
spinskog operatora SZ, a V' je ukupna zapremina kristala.

Prema tome, ocuvana vrednost z - komponente operatora Neterine struje u osnovnom
stanju je razlicita od nule:

N
(up Plup) = 57 = 67 (4.14)

gde ¥ predstavlja spontanu magnetizaciju.

Ova velicina predstavlja parametar uredenja feromagnetika, te razlicitost od nule ove
velicine je direktni ukazatelj na spontano narusenje simetrije. Ako bi osnovno stanje fero-
magnetika bilo simetriéno respektivno grupi O(3), nijedan od operatora jlo , koji se trans-
formise netrivijalno u grupi O(3) ne bi dao oc¢ekivanu vrednost u stanju |up) razlicitu od
nule. Cinjenica da se ovo ne dogada sa komponentom jg, direktno ukazuje da osnovno
stanje feromagnetika nije invarijantno respektivno grupi O(3), ve¢ je ono invarijantno re-
spektivno podgrupi H = O(2), te nam <up]j2\up> # 0 nudi kvantitativno merljivu veli¢inu
kao ukazatelj spontanog narusenja simetrije [18].

Antiferomagnet je sistem koji se sastoji od dve ili vise podresetki, tako da najblizi susedi
pripadaju razlicitim podresetkama. Neka spinovi u podresetki a budu usmereni 1, a spinovi
u podresetki b u smeru |. Time zakljucujemo da je spontana magnetizacija antiferomag-
netika jednaka nuli.

- ® 0
(]

re-0 9 0

VA

J

S —b-o
<Q-

a
Slika 5 - magnetno uredenje antiferomagneta®
Hamiltonijan, nakon uvodenja operatora podizanja i spustanja Stis ~, respektivno, postaje:
& J Oz Oz 1 G Oo— Oo— Q
A=5% (sn<a> )+ 5 (S @Sa ) + 57 <a>s:+x<b>)) (4.15)

nea,\

10Slika je preuzeta sa sajta: http : //images.iop.org/objects/jio/labtalk/3/11/5/ figurel.jpg
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pri cemu se sumiranje vrsi po najblizim susedima.
Stanje u kome svi spinovi a podreSetke bivaju u T orijentaciji, a oni iz podresetke b u |
orijentaciji, predstavlja osnovno stanje klasicnog antiferomagneta i naziva se Nelovo stanje

[13]:
INel) = ] 15,5% = +5)n [] 15,57 = —)m (4.16)
nea meb

Analiza antiferomagneta u okviru teorije spinskih talasa zahteva postojanje jedinstvene ose
kvantizacije. Kako ovde imamo spinove u fazi up” i "down”, ovaj problem resavamo tako
Sto npr. podresetku b rotiramo oko x - ose za 180°[20, 21|, odnosno zamenom:

Sam(0) = +SE(0)  SL(b) = =55, (b) (4.17)
ako sada (4.17) iskoristimo u (4.15) dobija se:

NI A A 1 /4 A Al AL
=55 (“52080 4 § (@500 + S@8,0) ) (@)
T,
Dok se za Nelovo stanje dobija:
INel) = ] 18, 5% = +8)n [] 1.9 = +5)m (4.19)
nea meb

U novom, tzv. lokalnom koordinatnom sistemu, Nelovo stanje izgleda kao feromagnetno.
Takode, jasno je da zbog ¢lana S;(a)gr;r)‘(b) nije osnovno stanje Hajzenbergovog antifero-
magneta. Pravo osnovno stanje antiferomagneta odlikuje se kvantnim fluktuacijama (odstu-
panjima od Nelovog stanja), koje se, usled strukture hamiltonijana (4.15) prenose kroz celu
resetku [16].

Kvantne fluktuacije snizavaju vrednost magnetizacije podresetke u osnovnom stanju. Hamil-
tonijan nakon bozonizacije Holstajn - Primakov reprezentacijom!!, uz aproksimaciju linearne
teorije spinskih talasa, zanemarivanjem proizvoda etiri boze operatora!'?, kao i kona¢nom
dijagonalizacijom hamiltonijana Bogoljubovljevom transformacijom, dobija se hamiltonijan
u aproksimaciji spinskih talasa:

Hgw = Z Zwa(k)f\/f + const. (4.20)
a k
Osnovno stanje opisano je kao vakuum boze cestica (M = 0). Elementarne ekscitacije

sistema (kvantni tzv. spinskih talasa) nazivaju se magnonima, sa energijama jednakim
w*(k). Pri zagrevanju magnetika, toplotni kvant smanjuje projekciju spina na jednom ¢voru
kristalne resetke za jedinicu, usled ¢ega spin pocinje da precesira oko svoje nove srednje
vrednosti. Ovaj poremecaj se zbog interakcije izmene prenosi na ostale ¢vorove magnetne
resetke usled ¢ega se pojavljuje talas ”zaljuljanih” spinova, tzv. spinski talas [23].

HFurijeova transformacija nije kanonska za spinske operatore, a jeste za bozonske, te zato vrsimo bo-
zonizaciju hamiltonijana. Furijeova transformacija predstavlja alat za prelazak u recipro¢ni prostor koji daje
potpunu informaciju o simetriji nekog kristala [22].

127 anemarivanjem ovog proizvoda zanemarujemo zapravo magnon - magnon interakciju, §to je dozvoljena
aproksimacija na niskim temperaturama, gde magnone tretiramo kao neinteragujuce Cestice [16].
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Slika 6 - Spinski talas'

Pritom, vakuumu sistema odgovara (ng)o # 0, $to govori o postojanju kvantnih fluktuacija
u osnovnom stanju sistema, Sto rezultuje smanjenjem magnetizacije podresetke na T =
0K ((5’2(6!))0 < S), koje je, uzgred, eksperimentalno potvrdeno [16]. Parametar uredenosti
kvantnog antiferomagneta je Nelov vektor:

N=> "Su(a) =) _ Sm(d) (4.21)

nea meb

Dakle, ve¢ je napomenuto da pravo osnovno stanje antiferomagneta, u oznaci |2) odlikuje se
kvantnim fluktuacijama za razliku od Nelovog stanja, | Nel). Nelov vektor definise preferirani
pravac u spinskom prostoru i osnovno stanje antiferomagneta je invarijantno u odnosu na
rotaciju oko tog pravca. Nelov vektor nije integral kretanja, sto uzrokuje velike posledice na
osnovno stanje Hajzenbergovog modela antiferomagneta, nego ono zadovoljava komutacione
relacije [15]:

[NH} = -2} 8,(a) x Spyald) [SN} = ieiju Vi (4.22)

A

Radi poredenja sa eksperimentalnim rezultatima, pogodno je Nelov vektor izabrati da lezi
duz z - ose.

Tada se za parametar uredenja, koji karakterise antiferomagnetnu fazu, koristi magne-
tizacija podresetke (srednja magnetizacija obracunata po ¢voru kristalne resetke) o = a, b,
definisana kao [15, 16]:

(5°(@)) = 5 S(Si(0) (4.23)

gde je N, broj ¢vorova podresetke.

Dakle, za slucaj feromagnetnog uredenja parametar uredenja je ukupni spin sistema,
definisan relacijom (4.5), koji komutira sa operatorom Hajzenbergovog hamiltonijana, pred-
stavlja integral kretanja, te se u osnovnom stanju ne javljaju kvantne fluktuacije, dok se
kod antiferomagneta kao parametar uredenja uzima magnetizacija podresetke, a kako Nelov
vektor ne komutira sa operatorom Hajzenbergovog hamiltonijana, jasno je da kod osnovnog
stanja antiferomagneta dolazi do kvantnih fluktuacija.

13Slika je preuzeta sa sajta: https : //i.ytimg.com/vi/pW Q3r — 2X jeo/hqde fault.jpg
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5 Zakljucak

U radu je predstavljena teorema Emi Neter. Videli smo da usled invarijantnosti dejstva
pri kontinualnoj transformaciji koordinata datom fizickom sistemu pripisujemo integral kre-
tanja (veli¢inu koja se o¢uvava u toku vremena). Upravo vezu izmedu simetrije sistema i
tzv. zakona odrzanja u analitickoj mehanici diktira Neterina teorema. Naime, usled transla-
cione, rotacione i vremenske invarijantnosti, primenom Neterine teoreme dobili smo zakone
odrzanja impulsa, momenta impulsa i energije, respektivno. U teoriji polja, gde se primen-
juje relativisticka mehanika i zahtev da lagranzijan bude Lorencov skalar, kako se ne bi
menjao prilikom primene Lorencovih transformacija, formulisan je Neterin 4 - vektor, ¢ija
vremenska komponenta usled integracije u 3D prostoru daje konstantnu kretanja - tzv. Ne-
terini naboji (naelektrisanja). Sledeéi analogiju sa klasicnom, u relativistickoj mehanici se
usled translacione invarijantnosti javlja kao integral tenzor energije - impulsa, a usled rota-
cione invarijantnosti se kao integral kretanja javlja tenzor ugaonog momenta. Ako sistem
poseduje tzv. U(1) simetriju, tada se neposredno primenom Neterine teoreme javlja kao
integral kretanja naelektrisanje. U poslednjem poglavlju primenjena je Neterina teorema
na fizicke sisteme fero - i antiferomagnetnih materijala opisanih Hajzenbergovim modelom.
Kao integrali kretanja javljaju se ukupan spin sistema (feromagnet), odnosno magnetizacija
podresetke (antiferomagnet).
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