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1. UuvobD

Predmet ovog rada je ispitivanje termodinamickih osobina fononskog stanja u
idealnim strukturama i filmovima i njihovo poredenie.

Analogno fotonu koji je kvant energije elektromagnetnog talasa uvodi se fonon
kao kvant energije vibracije kristalne refetke il elasticnog talasa. ZvuZni talasi u
kristalima su "sastavljeni" od fonona. Toplotne vibracije u kristalima su toplotno
(kreirani) fononi - analogno toplotno pobudenim fotonima elektromagnetnog zracenja
crnog tela. Takav eksperiment, direktno analogan fotoelektricnom efektu, nije dosada
izveden sa fononima. Fotoelektri¢ni efekat ne potvrduje da je foton Cestica, ved
pokazuje da elektromagnetno polje vr3i razmenu energije sa drugim sistemima u
nedeljivim elementarnim iznosima od he. Ovo pokazuje da se energija
elektromagnetnog polja kvantuje. Ovakvo isto razmatranje vaZi i za elasticne talase-
fonone, tj. i oni su kvantovani.

‘Oblast istraZivanja u okviru ovog rada bic¢e podeljena na dva dela. U prvom delu
bice analizirana fononska pobudenja u kristalima gde ¢e se razmotriti tri slucaja:
oscilovanje jednoatomskog linearnog lanca, oscilovanje jednodimenzione dvoatomske
redetke i oscilovanje atoma idealne trodimenzione refetke. Zatim éemo analizirati
termodinamicke osobine kristala uslovljene fononima, unutragnju energiju, specificnu
toplotu toplotno Zirenje i toplotnu provodnost kristala. U drugom delu rada se izvrgava
analiza fonona u film-strukturama i termodinamicke osobine fonona u film-strukturama,
a na kraju drugog dela analiziraju se odnosi termodinamickih veli¢ina u film-
strukturama i idealnim kristalima. Na kraju, u zakljucku, je dat rezime najvaznijih
rezultata istraZivanja i njihov kratak komentar.
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2. FONONSKA POBUDEN]JA U KRISTALIMA

U svakom ¢vrstom telu, pri bilo kojoj temperaturi (ukljucujudi i 0 K), atomi stalno
osciluju oko svog srednjeg ravnoteinog poloZaja. Pri malim amplitudama takve
oscilacije mogu se smatrati harmonijskim. Sa povecanjem temperature ove oscilacije se
povecavaju kao i energija oscilovanja. Po3to su atomi jako povezani jedan sa drugim,
oscilovanje jednog atoma ktistalne refetke prouzrokuje oscilovanje susednih atoma i
nastaje mehanicki talas.

Sve mogude oscilacije jako medusobno spregnutih atoma mogu se predstaviti
kao skup interagujucih elasticnih talasa razlicitih talasnih duZina odnosno frekvencija
koji se prostiru u celoj zapremini kristala. Kako je dvrsto telo ogranicenib dimenzija, na
datoj temperaturi se uspostavlja stanje stacionarnih oscilovanja, koje predstavija
superpoziciju svih talasa, mogu da nastanu stojeéi talasi i ovaj proces je slican
prostiranju zvucnih talasa u ¢vrstim telima.

Oscilovanje atoma kristalne redetke vezano je sa mnogim fizickim pojavama u
kristalu kao $to su: specifi¢na toplota, toplotna provodnost, termicko %irenje, elektrticna
provodnost itd. Fononi su osnovna pobudenja u &vrstim telima.

2.1.  Fononska stanja u kristalima

Fononska stanja u kristalu ¢emo posmatrati na primerima:

1. Oscilovanje jednoatomskog linearnog lanca
2. Oscilovanije jednodimenzione dvoatomske re¥etke
3. Oscilovanja atoma idealne trodimenzionalne refetke
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2.1.1. Oscilovanje jednoatomskog linearnog lanca

Posmatramo redetku od N (N>>1) jednakih atoma mase M koji se pod dejstvorn
elasti¢nih veza pomeraju du¥ prave linije. Svaki atom u takom’sistemu ima jedan stepen
slobode a ceo sistem N stepeni slobode.

n-3 . n-2 n-1 n n+1
U, u, Upay

81 1 Linearna redetka jednakih atoma

Po¥to su svi atomi ravnopravni dovoljno je nadi jednacinu kretanja nekog n-tog
atoma. Na osnovu Hukovog zakona elasti¢nosti.

F;a =Aun+l 1Lun~l —len) (2-1-1)

/- konstanta sile koja je povezana sa konstantom elasti¢nosti C=/fa,
a - meduatomsko rastojanje u polocaju ravnoteZe.

- Na osnovu II Njutnovog zakona moZe se napisati: -
d’u, A y 1 o
M ar zﬂunﬂ ity *‘”n) (2.1.2)

Refenje jednacine (2.1.2) je u oblika:

u, = yye' e or) (2.1.3)

@ - ugaona frekvencija oscilovanja posmatranog atoma

u ,
@ =i{—4—g) zsin(éfl—) (2.1.4)
M 2

Bududi da @ ne moZe biti negativna, znak minus odgovara oblasti negativnih
vrednosti & Zavisnost funkcije @=w(k) data je na slici 2 i predstavljazakon
disperzijefonona u monoatomskom lancu. ..
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miN

Sl 2. Disperziona kriva linearne jednoatomske resetke

Kako je |k} =27/ 4 i pri =24 iz jednacine (2.1.4) sledi da je:
A A
403\72 I\ 2
_(_/_’) sinZ _(ﬂ’) 2.15)

Opste redenje linearne jednacine kretanja za harmonijska oscilovanja n-tog atoma
moZe se predstaviti u obliku superpozicije progresivnih talasa. Svaki od njih se

karakterife talasnim brojem 4, frekvencijom @, i amplitudom A,. Tada se pomeraj u
moZe predstaviti u obliku:

4, = S A€ K n) (2.1.6)
k

Ukupna energija linearnog harmonijskog oscilatora sastoji se od zbira rljegOVC
kineticke i potencijalne energije i odreduje se klasi¢nim izrazom

M
E, -qu = wlq; (2.1.7)

gde je:
M - masa oscilatora

q, - normalna koordinata

- kruZna frekvencija

Ukupna energija oscilovanja atomskog lanca je:

E=T +U =U, +)E, (2.1.8)
k

T - kineticka energija
U, - potencijalna energija u stanju ravnoteze
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Kvantnomehanicko re3enje za energiju linearnog harmonijskog oscilatora dobija
se iz Sredingerove jednacine za stacionarna stanja

h_¥w+M@£

Ty =— S ~yw=F_w 2.1.9
VETOM i 2 Ve (219

odnosno reavanjem svojstvenog problema hamiltonijana LHO:
_ 1 , .
Ey =hw,| n 5 (n=0,12,.) (2.1.10)
pa je ukupna energija atoma u regetki onda:

E=U, +Eha)k(n +-;-) (2.1.11)
k ;

2.1.2. Oscilovanje jednodimenzione dvoatomske refetke

Ovaj model predstavlja lanac du? kojeg su naizimenicno poredani atomi sa
razlic¢itim masama M, i M,, a sile medu parovima susednih atoma su jednake.

Zh. I+l 42 a3
. aAVAVAST i ¢ _\/\/\/’@“A\/\/\’@_\/\/\[‘@‘J AVAVA =

| 20 | c=pa M

Sl 3. Dvoatomska linearna refetka sa masama M, /M,

Rezultujuce sile koje deluju na susedne atome imaju oblik, prema II Njutnovom
zakonu, imaju oblik:

d’u
M, dt§" = ﬁ(”znw + Uy - 2"2n)
, (2.1.12)
d‘uy,
M, _.d_t?zi = ﬁ(”znu +uy, — 2”2n+1)

;

Re3enja ovog sistema diferencno-diferencijalni jednacina u obliku progresivnih
talasa su tipa:

___u’ei(ana-al)

i(2n +1)ka—ar)

Honeg =U2E

Han (2.1.13)
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Redavajudi jednacinu (2.1.12) dobija se sistem sa netrivijalnim re3enjima samo
ako je determinanta sistema jednaka nuli, odakle se za kvadrat frekvencije dobija izraz:

2
(k) = MM ) ol MM Y 4

+ sin’ ka (2.1.14)
MM, MM, MM

2

Negativna kruZna frekvencija @ nema fizickog smisla, zato je interesantna samo
pozitivna vrednost @. 1z (2.1.14) sledi da svakoj vrednosti talasnog broja k odgovaraju
dve vrednosti , kao i dva tipa oscilovanja.

Grani¢ne vrednosti za ove frekvencije (iz jednacine (2.1.14) za slucaj malih
talasnih vektora) su:

(2.1.15)

2p

@, ~ka |————
M, +M,

(2.1.106)

Vrednost @, se zove opticka grana a vrednost @, akusticna grana pri

ks X
2a 2a
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Sa (8.4 vidi se da su dve grane odvojene zabranjenom trakom frekvencija i u
toj:

2AIM, < 4o < 2p/M,

jednacina (2.1.12) nema redenje

Na taj nacin, u celom intervalu: 0 <k <x/2a, u refetki sastavljenoj od dve vrste
atoma, sledi podela oscilovanja na akusticku i opticku granu. Pri tome za akusticki deo
atomi oba tipa krecu se u sa¥etom talasu zajedno (u fazi). Za opticki deo oscilovanija
susednih atoma odvija se u protivfazi.

2.1.3. Oscilovanje atoma idealne trodimenzionalne reetke

Posmatra se trodimenziona re3etka koja se sastoji od atoma jednakih masa M tako
da zapreminu V dolazi N elementarnih primitivnih Braveovih éel ija. Ukoliko svaki atom
ima tri stepena slobode to ceo kristal karakterige 3N stepeni slobode. Ovde se umesto

pomeraja ¥ mora uvesti vektor pomeraja i4; u obliku progresivnih talasa:
- =Y kR~
% =A;gv(k)e’( i) (2.1.17)

gde je:
k - talasni vektor opredeljenog pravca prostiranja talasa,

A; - amplituda oscilovanja;

£v(k) - jedini¢ni vektor polarizacije normalnog modela, kojim se opisuje pravac
u kom se krecu joni;

R ;- radijus vektor j-tog atoma u ravnote?noj konfiguraciji;

-x/a Q- -M!E k

SI.5. Disperziona kriva za primitivnu 3d redetks

-10-
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Sa disperzione krive se vidi da za svaku vrednost talasnog vektora k postoje tri
nacina oscilovanja koji odreduju tri grane disperzione relacije:

—

w=w[k) (v=1,2,3) (2.1.18)

gde postoji jedan £ - longitudinalan talas i dva ¢, i 1, transferzalna talasa.

Isto tako se vidi da se promene talasnih vektora mogu ograniciti granicom prve
Briluenove zone, tj. od —zf/a <k < rfa. U slucaju oscilovanja atoma trodimenzionalne
redetke sa bazisom, kada na elementarnu deliju pada r atoma (sistem sa 3rN stepeni

slobode), re3enje 3rN jednacina dovodi do postojan ja 3r grana oscilovanja i disperzione
relacije tih grana mogu se zapisati u sledeem obliku:

(oz(o“‘,(ﬁ') (v: 1,2,3; s= I,2,3,...,r) (2.1.19)

-x/a 0 ] ‘ +1I:E k

S1.6 Disperziona kriva trodimenzione redetke sa bazisom

’

Tri niZe grane sa slike koje pri malim vrednostima talasnog vektora pribli¥no
linearno teZe ka nuli nazivaju se akusticnim, a ostale (3r-3) su opticke.

Ukupna energija oscilovanja kristala jednaka je sumi kineticke i potencijalne
energije i ima oblik:

“11-
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£-T3n(F) =5 g{ns(;z) %}m‘(z) wu, @120

U, - potencijalna energija atoma u stanju ravnoteze;

U mnogim zadacima vezanim za toplotna svojstva cvrstih tela potrebno je znati

srednju vrednost broja fonona <ns(E )> i energiju h(os(lz) koji moraju biti na datoj

promenljivoj temperaturi 7' Za nala¥enje srednje vrednosti broja fonona <ns(l? ))

neophodno je znati srednju energiju kvantnog oscilatora, datu Plankovim zakonom:

_ ho (k) ho(k)
< >— ehm,()‘c)/m _J * 2

(2.1.21)

ky = 1.38-10"% J/K - Bolemanova konstanta

Drugi ¢lan jednacine (2.1.21) pri izracunavanju srednje vrednosti broja fonona

<n,( k )> moZe se zanemariti posto ne zavisi od temperature, tako da je:

-y (E) !
(ny(k)) = hao 7] = T (2.1.22)

lzraz (2. 1.22) predstavlja poznatu Boze-Ajnétajnovu raspodelu.

2.2 Termodinamika kristala uslovljena fononima

U ovom delu razmotrice se Dilon-Ptijev zakon, Ajn¥tajnova i Debajeva
aproksimacija kod izracunavanja specificne toplote koja je povezana sa vibracijama
reSetki kristala; naznacene su glavne crte taénijih izracunavanja. Zatim se razmatraju
efekti anharmonijskih interakcija u refetku koji ukljucu: toplotno Sirenje i toplotnu
provodnost kristala.

2.2.1. Dilon-Ptijev zakon

U kristalu na bilo kojoj temperaturi T pri promeni toplote atomi osciluju oko
srednjeg ravnoteZnog poloZaja. Pri zagrevanju kristala toplota sa troé na intezivnije
oscilovanje atoma. Mogude je pokazati da'se amplituda oscilovanja atoma pri umereno

visokim temperaturama menja proporc¢icnalno TY2. Specifi¢na toplota pri stalnoj
zapremini definie se kao koli¢nik promene energije i temperature.

oF
el 221
© (Wl @2D

-12-
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Dilon i Pli su eksperimentalno do#li do zakona, da specificna toplota pri
konstantnoj zapremini na vrlo visokim lemperaturama ne zavisi od temperature nego je
konstantna veli¢ina i iznosi priblizno 25 J/molk. Srednja energija za idealan gas bozona
data je izrazom:

kT ' (2.2.2)

&

[ S Y.

Izraz za srednju energiju idealnog gasa moZe se iskoristiti za izracunavanje
srednje energije sistema Cestica koje harmonijski osciluju tj. koje podleu Hukovom
zakonu. Pri harmonijskom kretanju cestica dolazi do promene cnergije, odnosno
kineticka prelazi u potencijalnu i obrnuto, i te dve energije na osnovu zakona odrZanja
su jednake.

e
Ex =Ep =S kT 2.23)

Ukupna energija oscilatora jednaka je zbiru kineticke i potencijalne energije.

T =Ly +E, (2.2.4)

&

Posto se svaki kristal sastoji iz Avogadrovog broja atoma N, = 6.023- 10 mol™ i

tri stepena slobode, tada svaki kristal ima 3N, stepeni slobode. Ukupna srednja toplotna
energija kristala iznosi:

E = 3N k,T (2.2.5)

Odatle specifi¢na toplota pri konstantnoj zapremini iznosi:

Cy

:(GE) = 3N, ky = 3R (2.2.6)

m“ ¥

gde je R=8.314 J/molK - univerzalna gasna konstanta, a tada je specificna toplota
jednaka c, =25 J/molK.

»

2.2.2. Ajn3tajnova teorija specificne toplote

Za razliku od dobrog slaganja teorije i eksperimenta pri visokim temperaturamia,
pri niskim temperaturama kriva odstupa od Dilon-Ptijevog zakona, i u girokom intervalu
temperature postoji neslaganje. Pri niskim temperaturama specifi¢na toplota nema
konstantnu vrednost nego se povecava od nule do Dilon-Ptijevog ogranicenia.

-13-
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€, &J/kmaol)
c.=3R
. SN e S
[
m, 5
15§ Cu
(Ty=315)
10-
5 L
; v
100 200 300 400 T M

SI.7. Zavisnost specificne toplote od temperature

Za obja¥njenje ovog neslaganja vide nije mogla posluZiti klasicna fizika, nego je
odgovor na to dala kvantna statistika. Za definisanje zavisnosti specilicne toplote od
temperature T neophodno je znati kako toplotne energija kretanja zavisi od temperature:

o
1. —nho/kgT
> nhwe hm( ¢ HOST | 5 = 2h0k5T 4')

E)=n=0_ = - . (2.2.6)
< > Ze—"h‘ﬂ/"’sT I+e Aok, T + 2e Zh(o/kBT+m
n=0
Ako se uvede nova promenljiva x = -ha/k,T
: . h
(E)=ho —d—ln(1+ e’+c2"+...): ho —d—ln r . _1(0 27D
dx de I-¢* e -1
i kona¢no
he oy -
(E)= —amr— , (2.2.9)

Ovo je izraz za srednju energiju kvantnog oscilatora, a ukupna energija u kristalu koja
ima Avogadrov broj atoma.

ho ,
E=3N,(E)= 3N, T (2.2.10)

-14-
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Specifi¢na toplota je tada:

oF 3N, ho %;——
¢, =| = | = — "B h/ksT 2.2.11)
(m)y (eh(’)/kﬂ‘r - 1)2 ( T

odnosno:

-

3N .k ("‘” )
AMBl T
kB7 ehw/k,T

¢, = (oo (2.2.12)
Ovaj izraz razmotri¢e se u dva krajnja temperaturska slucaja.
1.) Visoke temperature (k;T >> hw)
U ovom slucaju imenioc iz formule (2.2.12) se moZ¥e razviti u red
(et _ 1)’ :( I _go? . ,)Zz[ %@f )2 (2.2.13)

Nadalje eksponencijalni ¢lan %7 tezi jedinici, pa tada formula (2.2.12) dobija oblik:
¢, =3Njky=3R=25 J/molK (2.2.149)

Odavde se vidi da pri visokim temperaturama Ajn3tajnova formula dobija oblik
Dilon-Ptijevog zakona.

2.) Niske temperature (kT << ho)

U ovom slucaju je %7

(2.2.12) dobija nov oblik:

>> 1 pa se jedinica u imeniocu moZe zanemariti i izraz

’ 2 ...h_m._ :
¢, = 3NAkB(,—:97—,) e " (2.2.15)
B

I2

1z ove formule se vidi da kad temperatura teZi nuli, eksponencijalni mnofZitelj je
dominantniji, i odavde sledi da specifi¢na toplota takode eksponencijalno opada sa
smanjenjem temperature.

-15-
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< (10’9

}

15

10

T=1, 69

SI.8 Zavisnost srednje energije oscilatora od temperature pri T <T,
1 klasicni 2 kvantni oscilator

- Temperatura T, na kojoj specifi¢na toplota pocinje brzo da opada dobila je naziv
karakteristicna temperatura Ajn¥tajna. Ajn3tajnova temperatura je jedna od bitnijih
velicina koje karakterisu kristal. Pri temperaturama koje su niZe od karakteristi¢ne
temperature T<<T, neophodan je kvantan pristup, a pri T>>T, moZe se prebaciti na
klasic¢an prilaz.

2.2.3. Debajeva teorija specificne toplote

Ajn¥tajnova formula za specifi¢nu toplotu dobila je dobre rezultate samo za
temperature bliske Ajntajnovoj temperaturi, no pri vilo niskim temperaturama slaganje
je loge podto specifi¢na toplota pri vrlo niskim temperaturama bre opada nego 3to je to
eksperimentalno utvrdeno a utvrdeno je da specificna toplota opada sa kubom

temperature T°.

16
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.............

¢, ki/mol)
B e -
A e
,_:—:?/7
20 /
151 ,’I

10 !

'

5% :’

S >

100 200 300 400 T ®

SL9. Zavisnost specificne toplote od temperature
L eksperimentalna kriva 2 Ajn&tajnova teoretska kriva
Ukupna energija oscilovanja kristala (toplotna energija), u opstem slucaju pri

temperaturi T, jednaka je zbiru energija 3rN atoma koji medusobno ne interaguju.
(2.2.10)

(Ea) #{E,)

E :;%’(ES(IE)) =

(Ea>— energija akusticnih oscilovanja redetke

<Ea>- energija optickih oscilovanja
3 h(ox(lz)
E) = a (2.2.17
< > f;i cho;,ikj/kgT _J )
(2.2.18)

ha,(k)

<E0>=ZZW

s=4 k e
Sumiranje u ovim gornjim jednacinama se vri po svim talasnim vektorima koji se nalaze

u Briluenovoj zoni. U formuli (2.2.17) zameni se sumiranje po talasnim vektorima sa
(2.2.19)

integracijom, te izraz za akusticku energiju prelazi u:

ho

E, = | —pprr—aN

dN - broj normalnih oscilacija u intervalu od & do k+dk integracija se vi%i po

celoj Briluenovoj zoni.
-17-
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SI 10. Sferni sloj debljine dk prostoru talasnog broja

Zapremina sfernog sloja data je izrazom:
4 4. .
dVy, =n3.’f(k +ak)’ --_3i’k3 ~4 ik dk (2.2.20)

Zapremina jedne Celije data je izrazom:

3

2 2z (22)
av = dk dk gk, =27 7T 27 _(27) (2.2.22)
N,a Nyb N, V

U sfernom sloju sa zapreminom dVy,; broj ¢elija u jednoj akustiénoj grani je:

\% 2 Py
_dVy, _4aViCdk _ Vkdk (2222

dN =
% 87 27

Debaj je u ovom modelu pretpostavio da je brzina zvuka jednaka za sve talase i
da ne zavisi od polarizacije tj. sve tri akusti¢ne grane podlezu istom linearnom zakonu
disperzije.

o,(F) =vk (s=1.2,3) (2.2.23)

v, - brzina zvuka (konstanta) ’

Odatle sledida je u intervalu ® i @+dw broj normalnih oscilacija:

vV 1 | , .
dN = — S o’do (2.2.24)
2n° V]

-18-
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odnosno :

2
aN _ C'( 1)
Vdaw

o) 77\? (2.2.25)

Funkcija G(w) naziva se spektralnom funkcijom raspodele ucestanosti. Po&to su u

kristalu moguca tri tipa akusticnih oscilacija, jedna uzdufna sa brzinom v, i dve

poprecne sa brzinama zvuka v,, to se spektralna funkcija moZe podeliti na dva dela:

o’ 20°  30?
ilo) 22V 2V 270 (2.2.26)

pri ¢emu je v, je odredeno kao:

_’_2_ : £[LZ+_?2_} (2.2.27)

Izraz (2.2.19) za akusti¢nu energiju dobija oblik:

op=vkp
E, = j VG(w)
0

ho

Debaj je predloZio da spektralna funkcija raspodele mo¥e predstaviti kao:

—— 0 = An’ (o <w,)
0 (co <co,,)

onda izraz za akusti¢nu energiju na bilo kojoj temperaturi za ovu funkciju raspodele
prelazi u:

E_

a= 5 23
2nfv; e

3vh P wdo
i s > (2.2.29)

i kada se uvedu smene x =hw/k,T i T, =hw, [k, dobija se:

3vh (k,TY "o xPdx.
E = kT (2.2.30)
¢ 27t2v‘3( h ) £ e” ~1.
Tp 3
E=(E,) =Nl 1 X4 _ sn p(T,/T) (2.2.31)
(TD/T)3 0 € —1
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Izraz (2.2.32) nosi naziv interpolaciona formula Debaja, a

3 off gy
D\T,/T) = 2.2.32
( D/ ) (TD/T')j [Cx _—1 ( )

se zove funkcija Debaja. Formula (2.2.32) interesantna je zato ¥to je energija a samim tim

i specifi¢na toplota na svim temperaturama izra¥ena preko jednog parametra Tp, koji se
naziva karakteristicna temperatura kristala ili temperatura Debaja. Njen fizicki smisao je

u tome 3to velicina kpT), =h@,, predstavlja maksimalan kvant energije koji je sposoban
da elasti¢no pobudi oscilatornu regetku. Kao i kod Ajnétajnovog tako i kod Debajevog
modela mogu se razmotriti dva krajnja temperaturska slucaja.

1. Visoke temperature (ho << k,T)

U ovom slucaju interpolaciona Debajeva formula posle aproksimacije ima oblik:

4 Tpr
E =<Ea> =9NkBTD(}7;) szdx =3Nk,T =3RT (2.2.33)
D 0

odnosno izraz za specifi¢nu toplotu:
¢, = @) =3R (2.2.349)
aI’ y
'O'i/aj izraz ne zavisi od temperature i isti je Dilan-Ptijevom, i Ajn¥tajnovom.

2.) Niske temperature (hw >> k,T)

Za ovaj slucaj integral Debajeve funkcije dobija oblik:

w 3 4
[ dx _m (2.2.35)
0 e*—1 15

i izraz za akusti¢nu energiju prelazi u:

£ =(,) < INakalon’ (T 3N T (T 2236
“ 15 T, 5 Tp o

!

Odatle se specifi¢na toplota izra%ava kao; .

A 4
. =((I) LT oy 2.2.37)
a),” 5T,
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Ova zavisnost se dobro slaZe sa eksperimentom datim u uskom intervalu
temperature bliske 0 K

2.2.4. Toplotno Zirenje kristala

Teorija vibracije redetke, koja je razmatrana u prethodnom i ovom odeljku bila je
ograniCena na razvoj potencijalne energije u red do kvadrathog ¢lana po
meduatomskim pomerajima. Ova teorija je bila dobra za izuc¢avanje specificne toplote,
ali je lo3a za izratunavanje toplotnog &irenja kristala moraju se uzeti u obzir i
anharmonijski clanovi u izrazu za potencijalnu energiju.

U(x) =-U, +% —gx’ +.... ' (2.2.38)

gde su: B= (zg) - i g =———[Zg) B

0

Da bi se izracunala srednja vrednost odstupanja medu atomima koristi se
Bolcmanova funkcija raspodele.

Jxe—zu( x)fegT dx

(x) =22 (2.2.39)
J xe—U(l)/*anx

-0

Ako se uvrsti izraz (2.2.38) i (2.2.39) uz aproksimacije:

e‘u(x)/ka'l' _ (eu,/kuT )(e-ﬁx? JigT )(1 N gi)

kT

gx /k,T 1+ gx :
kyT

i izracunavanjem odgovarajucih integrala dobija se konacan izraz za srednje rastojanje
izmedu atoma:

(x)= ;é%kBT o (2.2.40)

Odavde se vidi da ako se uzme u obzir anharmonijski ¢lan iz formule za
potencijalnu energiju, da pri povedanju temperature dolazi do povecdanja ne toliko
amplitude oscilovanja atoma, koliko do uvedanja srednjeg rastojanja medu njima, &to
ustvari i dovodi do 3irenja kristala. Koeficijent linearnog irenja se racunamo pomodu:
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1 dx) 3k
LY @.2.41)

x, dI'  4x,B
i odatle se vidi da je koeficijent toplotnog Sirenja za dati hemijski element konstantna
veli¢ina, i proporcionalna je koeficijentu anharmonicnosti g

2.2.5. Toplotna provodnost kristala

Svi kristali u manjoj ili vecoj meri, jedni dobro a drugi loge, provode toplotu. U
izotropnom kristalu provodenje toplote podleZe Furijevom zakonu:

q=-Kgradl = —K(%) (2.2.42)

gde su:

g - fluks toplotne energije

T - temperatura

¢ T/én - gradijent temperature

K - koeficijent toplotne provodnosti

Znak ( - ) u izrazu (2.2.46) znaci da se energija ne prostire pravo kroz kristal nego
difunduje i suprotna je gradijentu temperature tj. krece se od toplog ka hladnijem mestu.
Izraz za anizotropna tela mora se drugacije defenisati.

ar

q;= .J(‘.j-a-; (2.2.43)
J
pri ¢emu Kj; - predstavlja simetrican tenzor drugog reda
Ky K K5
K =Ky Ky Ky ; K; =K (2.2.49
Ky K;p Ky
Ako se ovaj tenzor svede na glavne ose (X, Y, Z) mofe se zapisati u obliku:
K, 00
0 K, 0 , (2.2.45)
0 0 K, '
pa tada izraz (2.2.43) prelazi u:
ar ar ar
=—Ky — =-K, — =-K;, —. (2.2.40)
ax X4 & Y & q 275
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3. FONONI U FILM STRUKTURAMA

Razvoj savremene tehnologije izrade kristala omogucdio je stvaranje uzorka vrlo
malih dimenzija. Medu njima veoma su znacajne tzv. film-strukture ¢ije su dimenzije

L, iL, mnogo vece od debljine L, Fizicke osobine tankih filmova uzdu? njegove
debljine jako se razlikuju od istih osobina uzdu? druga dva pravca. Interesantno je
istraZiti upravo taj uticaj granica sistema na fononska stanja i spektre.

3.1 Fononska stanja u filmovima

Posmatramo tanak film ‘"istrgnut" iz izotropne kubne idealne strukture sa

konstantama redetke a, = a, = a, = a, uz pretpostavku da film ima konaé¢nu debljinu u z-

y
pravcu, dok su x,y-pravci beskonacni. Da bi smo odredili pomeraje koji nastaju u tankoj
film-strukturi, kre¢emo od hamiltonijana fononskog podsistema u aproksimaciji
najbliZih suseda. Hamiltonova funkcija moZe se napisati u obliku zbira dva bitna dlana:

H=Hy, +H, (3.1.1)

gde je:
H g - hamiltonijan koji opisuje pomeranje atoma granicnih slojeva

H,, - hamiltonijan koji opisuje pomeranje atoma unutra¥njih slojeva

2
* s 2 Cw{z(uaﬂ:,l;;.o)z +2(”a.n,,n,,1vl )2 + (3.1.2)

an

2

2 )
+(”a,n,.n,,0 —uﬂﬁxﬂ,",.o) +("a,n,.n,.0 _ua,n,—l.n,.o *
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2

+ +

2
(ua'"x'"y"vl_l —ua"'.v"erz) +(uaﬁx}'yo’ *ua,n,,ny,o)
( A il
N\lonony0 “Uapn,+10] \bapn,0 '_“a.n,,n,—l.v) *
( 3.1.2)

2
+ Uapn, n,N, '°ua,n,+l,n,.N,) +("a,n,.n,.N, ”"a.nrl,ﬂ,.N,) +

2
+(ua,n,.n,,N, _"am,ﬁ,+l,N,) +(ua.n,.n,.N, “Hann, 1N, }

2
1 \Dan, n,m x
e

an,n, n,=1 an, n, n,=1

1
I{V='2‘

2

2
{( u";"x+1,"y."z - ua;”x ,"y,"z) +(ua,"x“1:"y,"z - u"-',v"x,"y,"z ) +

2 2
+(ua,nx,n),-#l,ﬂ,z - ua,nx ,n),,nz) + (ua,nx,n.y—l,nz - ua,nx,ny,uz)

2 2
+(ua.”x Aynz ua,"x,"y,"z) +(ua."x Mynz=1 ua;"x »”y,”z) } (.1.3)

Da bi smo odredili konacne jednacine kretanja za pomeraje krenuéemo od
klasi¢nih hamiltonijanovih jednacina:

,‘,-=~£H— iy =+ H ; a€(X,Y,Z) (3.1.9

oAl an
d‘a;ﬁ d’ o;i

~

NalaZenjem odgovarajucih izvoda, zatim diferenciranjem nadenog izraza za #

jo¥jednom po vremenu i njihovim sredlvanjem dobije se sistem od N, +1 homogemh
diferencno-diferencijalnih jednacina:

b

u’a,nx ny T “(Zm(ua ne+lny, 0 U, e =1,7,,0 - Zu(z,nx iy 0 + ua’,ﬂx,ﬂy+l,0 +

N

+ ua,"x n y“l,o - zua:nx :"y;o + ua;“x M y»l _zua»"x My .0) = O (3 ]5)

za 1<n, < N, -1 naisti nacin, dobija se:
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u’a,nx ny0 - '(‘??xa( u’a,nx iy, 0,

+ U

‘ang-Lnyny _2ua,nx My fy + u’a,nx Aytlny +

~2u

any nyn, + L My ny 4l Uyn, My tg-1 _Zua,nx R ) =0

+u

a,nx,n),—l,nz

(3.1.6)
za n,= N, dobija se:

ua,nx My Ny Qt)za(ua,nxﬂ,ny,l\fz + “a:,nx ~Lny N, ~zuaz,n;‘, My Ny + ua,nx AtV , +

2u

v Tongny Ny

a,nx,ﬂy—lﬂz - +u

o,y Np—1 ~21‘a»"x My Nz ) =0

3.1.7)

Re3enje ovog sistema jednacina potraZicemo u obliku (razvoj po ravnim talasima
duZ x i y pravaca):

=Y
ua.'n,.n,.n, - LAmr,

kxkz

(kz)eia(n,kxﬂtyk,)—inx (318)

A, - predstavlja nepoznatu amplitudu oscilovanja

Nakon uvr3tavanja izraza po nepoznatim funkcijama A, 't
z

Aa,l(kz) + pajAa,O( kz) =0
Au,z(kz) + Aa,O(kz)+ paEAa,l(kz) =0

Aa}(kz) + Aa,l(kz) + pajAa,Z(kz) =0

A","z +1(kz) + Aa,nz—l(kz) + paj;Aa,nz (kz) = O (3 19)
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Aa,Nz (kz) + Aa,NZ-2(kz)+ pa’EAa,NZJ(kz) = 0

An,Nz—l(kz) + pa,;;Aa,Nz (k,,) =0

2
Dy i k. ak
gde je Pog = ~[—§£—~45¢'112a—2"——4sin2—§1—2

u sistem jednacina dobija se sistem od N, +1 homogenih diferencnih algebarskih
jednacina.

Da bi ovaj sistem jednacina imao netrivijalna refenja, determinanta sistema mora
biti jednaka nuli. Determinanta predstavija jednu od reprezentacija Cebievljeovih
polinoma druge vrste i za nju se moZe pisati:

sin(N, +2)¢,

- , 6o, #0 ,  p=2cos, 3.1.10
sing, : :

DN,«#I (p) =

Izjednacavajuci ovu determinantu sa nulom dobija se:

ey =0,2,3, N, + 1 (3.1.11)

S =N 2

Nakon izjednacavanja dva izraza za p dobijamo izraz za normalne (fononske)
frekvencije u nedeformisanim filmovima:

’ k : k ) _
o, =202 _ |sin’ ik—"— +sin’ b +sin’l &2 (3.1.12)
a,k,,ky,kz aa 2 2 2

pri cemu su:

T M
£2,.=4 M k, =——"2— p =123,...,N,+1
o Caa/ 4 aNz +2 /

Ako prethodni sistem jednacina podelimo sa nultom amplitudom A,, dobija se
sistem jednacina u novom obliku ¢ije je re¥enje:

_ (_1),,1 sn'n(g(nz + 1))

(3.1.13)
sin{

B

Ry

a pofto je

Agn Ay =B, (3.1.14)
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( 1),,1 sin(é(n, ’Ll))é;,

A, . =(~

an,,v .
et sing,
2

Aa,O (3 1. 15)

Zamenjujudi ovaj izraz za nadene amplitude atomskih pomeraja u jednacinu
(3.1.8) dobijamo konacan izraz za atomske male pomeraje oko ravnote#nih polo¥aja:

5y sin(dn, +D)ey  idn gy mp)

A @pp g pt 4 -
Ugnopymy = Agpe 7 e (3.1.16)
@k kb, smg,

Posle normiranja odredujemo A4, i izraz (3.1.16) postaje;

Uon, n, ,n,(’) = ¥ (- J h eia(n,k,myk,)—-ia)m,,x_,,yhf

ok kyn, MNxNy(Nz Kfz)rl‘)o!,'lc,,,ky,nz

(3.1.17

Na ovaj nacin odredene su kanonske jednacine fononskih pomeraja i njihove
frekvencije, odnosno, mogude energije. Bitno je uociti da one zavise od debljine filma i

da u grani¢nom sluc¢aju, kad N,—-)(NX,N),)—> o, ovaj izraz prelazi u Kklasi¢an

trodimenzioni fononski slucaj:

3.2 Termodinamika filmova uslovljena fononima

Da bi se dobila kompletnija slika o osobinama anizotropnih struktura uslovljenu
uocenom promenom u zakonu disperzije, posmatrade se promena nekih relevantnih
veli¢ina, unutradnje energije, specificne toplote, slobodne energije, energiju i gustinu
fononskih stanja.

Na kraju éemo izracunati odnos specificne toplote, entropije i gustina fononskih
stanja, u filmovima i idealnoj strukturi. U skladu s ovim analizirade se specifi¢na toplota
ali pre toga mora se izracunati unutra3nja energija. Ako podemo od standardnog oblika
unutradnje energije: '

) 17 :
=3 ZE() BT (3.2.1)

Prelaz sa sume na integral se izvr¥ava na slededi nacin:

3NxN N +1)a*?r
- jd jkdk (3.2.2)

2 AN +D Y

ke ke ke, e,
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i ako ga iskoristimo u jednacini (3.2.1) dobijamo:

3N,N/(N, +D)a*?F *w  Ja®k’E, + A
U, =2 NAR P78
p " [dg | T (3.2.3)

0 0 E

gdeje sina~a , kK =ki+kl i A=ak]"™

Ako se sada izvr¥i integracija izraza (3.2.3) dobide se konacan izraz za unutra¥nju
energiju posmatranog sistema:

Ur =3211’E§2 tr{[20) -5 28] 21 2,5) -8+

+ z(;{)z[zxx) - 23(&)]} (3.2.4)

4 i . .
gdesux =—— i Z(x)=_j"e™™ Dajsonova funkcija.
kT e
Za nalaZenje specifi¢ne toplote krece se od standardnog izraza:

éUl
3.25)

. 1
y =L

Diferenciranjem unutra3nje energije po temperaturi i sredivanjem tog izraza
dobija se:

C’Z{ :31\;/7?;;871 {x[(ex —1)4 -é‘?(e"&’ —1)4} 4—3[2,(x) *6‘?2((5x)] +

<62 [2,() -57,(50) +6(§)2[z3(x) -z ,sx))}

I2

(3.2.6)

¢ijom zamenom u (3.2.5) se dobija konacan izraz za specifi¢nu toplotu po jedini¢noj
Celiji za posmatranu strukturu:
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o =~’;—i‘;‘§ {x[(e’ —1)4 —(?(e_& —1)—'] +3[Z,(x) —(522,(&)] +

+ 6;1—[22(x) ~8Z,(éx)) +6G)2[z3(x) _23(&)]} (3.2

Pored unutradnje energije i specificne toplote moZe se posmatrati ponaanje i
slobodne energije kao i entropije posmatranog sistema.
Naime, slobodna energija se defini¥e kao:

Fo=0 ) Infl-e™ (328

kx,ky,kl,a

Prelaskom sa sume na integral kao i u malopreda¥njem slucaju gorniji izraz se svodi na:

g _SNN(N, +1)a KT [do[kinf 1-¢ |k (3.29)
0 0

/ 47

Sredivanjem ovog izraza i izvr8avanjem parcijalne integracije dobijamo izraz za
slobodnu energiju:

3N

F, 2
4k,

1
- x
= kT {1 —e7) =6 bn(1 —¢*)] -3U; (3.2.10)
Da bi se posmatralo pona3anje entropije posmatranog sisterma moramo potraZiti
izvod slobodne energije po temperaturi. Standardni izraz za entropiju je dat u obliku:

or,
S/:__.L..._f_ : (3.2.11)
N, or

Kada se izvr¥i diferencijacija dobija se konacan izraz za entropiju sistema u
obliku: ’

5, =3A2k§ ({1 —e2) - 5 n(1-¢%) +3[2(x) -6'7,(&)] +

2 nlt,

X

+ 6_”;[22():) —6Z,(&)] +a(i)z[z3(x) ~Z ax)]} (3.2.12)
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Sada ¢emo potratiti gustinu fononskih stanja u filmu. U oblasti frekvencija o i
@ +d ukupan broj stanja moZemo definisati kao:

n =Mz(_}\{£t.l_)azk2

3.2.13
ir ( )
Polazedi od izraza za gustinu stanja nalazimo:
" dn  (do, " NN(N,+1) |
D,(o) = =| —1 ro: ik (3.2.14)
do, ak 2n
Sredivanjem izraza (3.2.14) konacno se dobija izraz za gustinu stanja u filmu:
2NN (N, +1 .
D,(m):“—z-’iﬁ—)m (3.2.15)
v

2x

Sada cemo prvo napraviti odnos izmedu specili¢nih toplota u filmu i idealnoj
strukturi.

% =%A—§§f—0{x[(e* 1) -8 —1)”’] +3[2,(x) ~87,()] +

+ 6!_[22(x) — 8Z,(&x)] +6(_1_)2[ Z(x) -7 (Yx)]} (3.2.16)

X x
Izraz za odnose entropija su u obliku:

S, _4548kyE,
S, 86

{ln(l —e“‘) —é'zln(l —e‘s”) +3[Z,(x) ——c‘)‘?Z,((Sx)] +

+ 6—’);[22()() ~ 8Z,( )] +6(£)2'[z3(x) - Z (5x)]} (3.2.17)

dok su odnosi gustine fonoskih stanja:

’

D) _LorzgaNet

(3.2.18)
D(w) 3 N,
Sli¢no tome, moZemo odrediti odnos Debajevih frekvencija:
7
®p_p 1 (3.2.19)
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koji pokazuje da Debajeva frekvencija ima ne¥to niu vrednost u filmu nego u
odgovarajucoj idealnoj strukturi iz koje je "i¥¢upan” film, odnosno :

o> ol (3.2.20)

Napred izloZene analize su pokazale, da je populacija fononskih stanja na
Debajevim frekvencijama dosta manja, u strukturama koje poseduju dve grani¢ne
povrsine nego li kod struktura koje nemaju takva ogranicenja.

Kako su fononi upravo sa Debajevim frekvencijama odgovorni za elektricna i
toplotna transportna svojstva materijala, moZemo zakljuciti da e se ove fizicke osobine
razlikovati u ova dva slucaja iako kod posmatranih struktura nema hemijskih, odnosno
strukturnih razlika.
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4. ZAKLJUCAK

Ispitujuci i uporedujuci fononska stanja u idealnim strukturama i strukturama sa

narulenom translacionom simetrijom duZ jednog privilegovanog pravca dodli smo do
slededih bitnih zakljucaka.

1.

Mehanicke vibracije u idealnoj beskonacnoj strukturi su ravni talasi u svim
smerovima, dok u tankim filmovima predstavljaju spoj stojecih talasa u z-praveu
(koji je normalan na grani¢ne povréine filma) i ravnih talasa u XY ravnima.

. 4
Amplituda fononskih pomaka u filmovima zavisi od debljine filma i (N;/N{)’z

puta je veéa od onih koje se javljaju u "bulk” strukturama. Ovo ukazu je na njihov
vedi elasticni "manevarski prostor" i to bez negativnog uticaja na mehanicke
osobine materijala, a to rezultira vi¥dm tackom topljenja kod filmova.

Sve tri akusticke frekvencije u masenim strukturama tefe nuli kad k -0, dok u
tankom filmu teZe nekoj minimalnoj vrednosti koja zavisi od debljine filma. To
znaci da fononi u tankim strukturama poseduju energetski gep, da je za njihovo
pobudivanje (kreiranje) potrebno uloZiti odgovarajucu energiju.

Prisustvo gepa u fononskom spektru ima za posledicu razli¢ito termodinamicko
pona3anje filmova u poredenju sa idealnim strukturama. Na relativno niskim
temperaturama specificna toplotaa i entropija masenih uzoraka menja se sa

temperaturom ~Tdok je kod filmova ta zavisnost ~T 7 exp( —const/T). Ovi

zakljucci su u saglasnosti sa analiziranim Debajevim i Ajnétajnovim modelom.
NiZe vrednosti za entropije kod filmova ukazuju da ove strukture sve do srednjih
temperatura predstavljaju uredenije termodinamicke sisteme nego %to su maseni
uzorci. '

Gustine fononskih stanja i Debajeve frekvencije imaju manje vrednosti u tankim
strukturama nego u odgovarajuéim idealnim 3d strukturama. To ukazuje na to da
se u filmovima fononska pobudenja "teZe" javljaju, odnosno, da su oni tu slabije
zastupljeni, kao i da su nastali fononi energetski "mek3i" od onih koji se javljaju u
"bulk" strukturama. S obzirom da fononi sa Debajevim frekvencijama defini¥u

" toplotna i elektri¢na svojstva materijala, ovo bi moglo da ukaZe na to da su film-

strukture slabiji i toplotni i elektriéni provodnici.

Sve napred navedene razlike u fononskim spektrima i termodinamickim
osobinama u film strukturama u odnosu na idealne smanjuju se sa poveéanjem
debljine filma i u grani¢nom sludaju kada ona te%i vrlo velikim vrednostima

(Nz — o0) iscezavaju.

-32-



5. LITERATURA

1. B.S.To%i¢, J.P.Setraji¢, D.1J.Mirjani¢, Z.V.Bundalo, Physica A 184 (1992) 354.

2. M Panti¢, Fononska stanja u strukturama sa naruenom simetrijom,Mr. teza, FF PMF
Beograd 1993.

3. B.S. Tosic, Statisticka fizika, PMF IF, Novi Sad 1878
4. I1.b.ITaBnos, A.®.Xoxnos, Pu3uka TBEpAOro Tena, beicias mkona, Mocksa 1985.

5. Ch.Kittel, Uvod u fiziku ¢vrstog stanja, Sav. Administracija, Beograd 1970

-33-



	1
	2
	3

