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I.UVOD

JoS 1824 godine J.S. Russel je opisao prostiranje neo-

biffnog talasa Csolitary wave} na vodi u jednom kanalu, koji

je zadrzavao oblik i konstantnu brzinu tokom kretanja.

ObjaSnjenje ove pojave lezi u slededem. Predpostavimo da se

u nekoj sredini formirao talasni paket tako da se svi

njegovi djelovi kredu istom brzinom Ctj . nema disperzije},

uz zanemarljivo trenje. Takav talasni paket bi se prostirao

bez promjene oblika i brzine. To je mogude u sredinama bez

disperzije i trenja i cija svojstva ne zavisi od stanja

sredine Ctj. vaze linearne jednacine kretanja}. U op§tem

sluCaju realne materijalne sredine posjeduju gornje osobine

a i osobinu nelinearnosti, tJ . da svojstva sredine zavise od

stanja sredine. Posmatramo sada sredinu koja ima samo

osobinu disperzije Cpojava zavisnosti brzine talasa od

njegove talasne duzineD. U takvoj sredini doSlo bi do

promjene oblika talasnog paketa t J. on bi se rasplinuo.

SliCno bi se desllo ako bl sredina posjedovala samo

nelinearnost. Medutim, ako se talasni paket krede u sredini

u kojoj postoji disperzija i nelinearnost uz zanemarljivo

trenje, tada on moze da se prostire bez promjene oblika i

brzine. Ovaj slucaj se javlja kada Je disperzija kompezovana

nelinearno§du i ovakav talas se naziva solitonom. Eksitacije

solitonskog tipa javlju se u drugim sredinama Cosim u vodiD

kao na primer u: poluprovodnicima; superpro- vodnicima;

feromagneticima, ltd. Gledano sa matematicke strane solitoni

su rje§enja razliCitih nelinearnih talasnih jednaCina i



posjeduju niz interesantnih osobina. Spomenuli smo ved da

zadrzavaju oblik i brzinu, a svakako najinteresantnija je

osobina da pri uzajamnom sudaru solitoni ne menjaju oblik ni

brzinu Cved samo fazu u onim sluCajevima kad su solitonska

rjesenja data kompleksnim f unkci jamaD .

Sve gore navedene osobine podsjedaju na osobine elemen-

tarnih Cestica pa zbog toga i termin soli ton. Detaljnije o

osobinama solitona u razlicitim sredinama kao i njihovoj

ulozi u tumacenju mnogih fenomena moze se nadi u literaturi

Cnpr. |1| i reference citirane u tim knjigama}.

U ovom radu demo posmatrati solitone u anizotropnom

Hajzenbergovom lancu, ciji Je hamiltonijan sisterna u aprok -

simaciji interakcije najblizih suseda dat u obliku:

H = -J ^ 2» S -ux Y S2 — JT y S2 S21 Cl 1 3
n n n

gdje je: J integral izmjene; T= <~T~Z' koeficijent anizotro-

pije; p je spoljasnje magnetno polje; Sn -operatori spina na

cvoru n. Zbog prisustva fonona Coscilacija resetkeD integ-

ral izmene se menja, §to dovodi do spin-fonon interakcije. U

linearnoj aproksimaciji po fononskim pomerajima dobijemo:

4-

u=oJCn-nD ^ J(n+Un-m-Um) ^ JCn-nO * (Un-Um)

= JCn-nD 4- gCUn-Um)

za R= n-m >O ; —- = g

Koristedi navedeni raz voj, hamiltonijan dobije slededi

oblik:
2

H = \ -i- £ V CU,,^4-U^'- J > Sn S^t- JT

i- 9T
n

n



Ako uzmemo da je osnovno stanje si sterna dato sa Sz= S,

mozemo pisati:

- JNS2- tu*HS - JT (<£ S^-S2) - JrNS2- g (Un+1-Un)
n

- 9T
n

n

Sume poslednja dva clana su jednaki nuli pri periodiCnim

granicnim uslovima, i energija osnovnog stanja je data kao:

E0 = -/J*NS - JCl+rDS2N

Medutim u slucaju kada u sistemu postoje soli tonska pobu-

denja posljednja dva clana nisu jednaki nuli jer fononski

pomjeraj ima oblik kinka, tako da ti clanovi doprinose

energiji sistema. Zbog toga je pogodno hamiltonijan napisati

u obliku:

H = Eo * Hph + H8 + Hint - gCl+TDS CUn+4-Un) Cl.3.3

Z

gdje su: Hph = M + CUn+1-Un)- hamiltonijan fononskog
n n

podsi sterna,

n !">

- hamiltonijan spinskog podsisterna

Hint- -S
n

-hamiltonijan spin -fonon interakcije

U slededoj glavi, koristedi specijalnu unitarnu trans-

formaciju, pokazademo kako se moze uracunati doprinos

posljednjeg clana u hamil toni Janu Cl . 3I>.



II. GLAVA

Unitarna iransf ormacija Hand. It oni J ana si sterna sa

spin-fonon interakcijom i prelaz na kontinuunu

Da bi smo mogli vidjeti koliki je doprinos poslednjeg

Clana u hamiltoni janu C1.3.D, energiji sistema izvrgidemo

unitarnu trnsf ormaci Ju hamiltoni j ana.
* **4 **

q̂ = U HU gde je U=
** .A

pn'?n ; f?n - real an broj

Koristedi osobinu da U komutira sa svim operator! ma osim Un

i s obzirom na relaciju:

u"*UnU = Un+ ^n

dobi j amo :

Hint-

- g

Ako stavimo:

dobi j amo:

Heq= E0 - JR

gde je:

- E -- h.0

->n+i n

- 9T J
n

C3. 1

Htnt i- Hph



Kao Sto vidimo unitarna transf ormaci j a dovodi do

renomalizaci Je integral a izmjene i smanjenje energije osnov-

nog stanja. Po§to svaki sistem tezi stanju sa Sto nizom

energijom, ovom transf ormaci jom smo u stvari stabili zoval i

hamiltonijan sistema. U daljem radu koristidemo transf ormi-

sani hamiltonijan u obliku.

H = Heq- E0= -JR

Hph

C2. 2.D

Da bi dobili klasicnu hamiltonovu funkciju vr§imo usrednja-

vanje hami 1 toni j ana C2. 2. D po proizvodu spinskih koherentnih

i fononskih stanja.

m n
gde je za spin S=l/2

<t>S
m m

|oSn> = - |0>=
2xl/2

CpnUn-
= e ft |O> C2.5D

Pri prelazu na kontinuum koristimo sledecfe razvoje:

o?̂  2 A 2 A 3 A** A-*• -^- *» _k. v^ 3i w c> SL v î  x
^ A^ ^->T _ 01 a • • • J

a2 d2U a3 d3U

y — ̂  —

i prelazimo sa sums na integral po pravilu
n

Jednostavnim Cali dugaCkinO rafiunom za hamiltonovu funkciju



u konti nual noj aproksimaci ji dobijamo:

H •

T "phJ
Ako C2. 3. D napi2emo u obliku

oo

H = -a
-oo

za gustinu hamiltonijana dobijemo:

J a2 #̂ .2 2

ga3 dU .d .̂2 ^U/c^2 ^^ gra3dU" ~ 9Ta ~ - " l,dS2.2]
" 2c*r5 J

Koristedi hamiltonijan C2. 4.} mozemo dobiti klasifine

JednaCine kretanja J 2 j Cjednacine Landau-LifsicaD, za kon-

jugovane kanonske promenjive C0, Sz=scos<S>):

^z ax ax i ax
s dccos ey

kao i hamiltonove jednacine kretanja za fononske promenjive

(UCx,t:>, PCx,t3).

S obzirom da je cilj ovog rada ispitivanje osobina

magnetnog lanca u prisustvu solitonskog pobudenja Ctzv.

stacionarno stanjeD, ne demo ovde navesti eksplicitno gornje

jednacine, ved demo problem razmatrati u Lagranzevom forma-

lizmu. Razlog za§to to radimo je prakticne prirode, jer je

6



jednostavnije odrediti LagranSevu funkciju stacionarnog

stanja sisterna Cu prisustvu solitona} nego hami 1 tonovu

funkciju, jer da bi odredili ovu poslednju moramo izvr§iti

kanonsku transformaciju hamiltonove funkcije na nove

kanonske promenjive, §to je mnogo komplikovanije Cvideti

nap. 121. lap.



III. GLAVA

3.1. Efekiivni lagranzijan sisterna u stacionarnom stanju

LagranSijan si sterna definisemo relacijom Cvideti |4 |D:

gdje je |y/> ranije definisana funkcija koherentnih stanja

C3. 3. D .

Koristedi analogni postupak kao u predhodnoj glavi, u

kontinualnoj aproksimaci ji dobijamo:

L = -f> dx

gde Je gustina LagranSijana sisterna:
9 A fc

j. 1ii2 Mv ,,2 JBa ,ds.2+ -u; —— u; —»^- c^p + JRT

JnTa2

a
JTa \f\j | f^f, \r *j a. r*"^> ^ I ( ' • ^ 1

Iz gustine Lagran2ijana nadidemo jednafiine kretanja za

fononske pomjeranje:

tako da dobijemo:

MUlt- Mv2Uxx = - gar

gra9 d f ^S2 1
+ 3 die [ 7̂ ~ 2^Sx* J C3. 3 .5

OpSte rjeSenje gornje jednacine mo5e se napisati u obliku:

UCx.tD = U4Cx-v0t) + U2Cx+v0t)+ U8(x-vt)

RjeSenje homogenog del a jednacine Cprva dva ClanaD opisuje

8



talase koji se kredu u suprotnim smjerovi Clijevo i desnoD u

odnosu na lanac. Ako je brzina tin talasa vo Cbrzina zvukaD

mnogo veda od brzine solitona Cv5 oni se brzo udaljavaju od

solitona. U torn sluCaju ostaje samo soliton, koji se krede

brzinom v du2 lanca, §to zna£i da pretpostavljamo da u

staci onar nom stanju postoji samo rjesenje UaCx-vtD.

Iz C3. 2. D u torn slucaju dobijamo, koristedi graniCne uslove

paC±ocD = O. SzC±ocD = S :

g- = p.Cx-vO = —&>e *

gdje Je: v= ™ •
vo

Mi demo u daljem radu detaljno analizirati sluCaj

izotropnog f er omagnet nog lanca t J . kada je r=O. Tada izraz

C3. 3. D dobija oblik:

.. 2Mv0

Ako C3. 4 . D zamjenimo u C3. l . D dobijemo efektivni Lagranzijan

si sterna, koji Je funkcija samo spinskih kordinata. Imajudi u

vidu da je Ut= -v-U , dobijamo:

Mv2

8 .2 4 ,. 2 X2 Vdx' 2M v0(l-v )

C3.5)

Po2to demo u daljem raCunu zadrzati kontinualnu aproksima-

ciju do tredeg stepena po konstanti resetke tJ. a iz C3.S.D

dobijamo:

9



dobi jamo:

a 2 dvr

tako da je gustina energije stacionarnog start j a:

A*&

9C = —. d> — a, Cdodamo Zemanov ternO
8 a<p

C3 .7 .D

Iz C3.7 .D vidimo da se u ovoj aproksimaci ji jedini doprinos

spin-fonon interakcije ogleda u renormalizaciji integrala

izmjene.

3.2. JEDNACINE KRETANJA I SOLITONSKA RJESENJA

Da bi dobili jednacine kretanja za kanonski konjugovane

promenjive (Sz=Scos© i <#>) uvodimo novu promenjivxa y:

cos©=y Ca=lD

Koristedi relacije:
_ yv y*¥ yy^

y =-sin©-© © = „
!_v2 ? 2 2

y Ci-y ) Ci-y )

= S2(@ +sin2©*2) - - C S " ) = 3S2(y2 + yy )
< <:<

hamiltonijan C3. 7. D dobija oblik:

Cy-lD + ̂  \^— C« + S*Cl-y^ <.^> \.
2 U-y2 ** **

Na osnovu ovog hamilt-oni jana formiramo jednaCine kretanja za

yCx.O i fl5<x,t^:

10



_ i f<K«ea d ,$x
- i [ay ~ ax Cay

-JRS
L(i-y")" — — J i-y* «x~

C3.1O. D
X 2

Ako Jednacinu C3.10. 2) pomno2imo sa /1-y » vratimo se na

pr omen jive 0 1 0 dobijamo:

sin© ̂  = -/j»esin© + JRS j© - sin©cos©^2xj C3. 11. D

dok jednacina C3. 9. D ima sad oblik

|- cos© = JRS I- ("sin2© gl C3.12.D
&t R dx L ^^J

Da bi mogli integraliti jednacine C3. l l .D i C3. 12. D

defini sademo amplitudu ©o solitona uslovom:

za f=O ©= CS. z-oseD=©0 © COD=O

©0 - maksimalni ugao skretanja spina.

za £=±co ©=O ®.f=0 sin©=0 cos©=l

imajudi u vidu da je :

d dg d _ _

dt dt d? V d?

a

jednaCina C3. 12. D daje:

£-v - cose = JRS

odnosno poslje integracije:

11



gdje je:

V= redukovana brzina prostiranja pobudenja

Da bi integralili JednaCinu C3.11.D uvodimo smjenu

<p= Ot + $<?3» Sto daje:

T sine - Y Sin® -©_ + sin© cos© - - - C3. 14.
1+cos© ?? Cl+cos©:>2

gdje je: P =

Integraledi jednafiinu C3.14.D dobijamo:

_r cos© + _ 0 + = 0
1 +cos© 2 ?

V2Konst,ant,u c odredujemo iz granicnih uslova ©,,=0 P— 5~=c,
s c^

Sto daje:

..2 1 -cos© fi +cos© V21
4fJ C3.15.3

E>a bi smo rjeSili Jednacinu C3. IS. D pogodno Je uvesti promen-

IJivu ft relacijom:

fi- =O za ij =O

Jednacina C3.15.D sada prelazi u:

2 1 -cosa/? I" 1 +cos2ft _ V2"!
' ? l+cos2/3 [ 2 4 J

odnosno:

= r cos^ -- C3.16.3
cos2/?

Za ?=O ; /?=O , dobijamo amplitudu ©o=2/?o

V rt r. ^0 „ -7~ = cos ft, = - g — ° C3. 17.

Jednacina C3. 16. D sada dobija oblik:

2

= P cos^ - cos^ C3. 18.
cos (3

12



Da bi integrisali jednaCinu C3.18. } napisademo je u obliku:

dC si n/?D . _ixz . rt / 2,- V— - ' — = ± T sin/? V ~. rt ,- - _ „ „
sin/? V cos ^ ~ 7p C3.19D

Uvodedi smjenu sin2/? = <pz dobijamo:

odnosno

Nakon nove smjene p = d̂ > = - u""'r dobijamo:

/ r ci - 2- ^>cur

mozemo napisati u obliku:

C3.20.D

Izraz pod korjenom transformirademo smjenom

1 1 vz
z= Va «> - ^4 ; B2= -J- gdje je a= 1 - ̂

2Va

z =Va r ~ I
si n/? 2ya

Integral en jem Cuz kori§denje pocetnih uslovaD dobijemo:

2

0 = ^__ gdje je ^ = i-Cos2/?0 = 1- —

chaF

odnosno:

sin/? = —

ch2["yr sin/?0?l

13



ill

cos© = i - 2sin ftrt C3. 21.5

ch

Izraz C3. 21.D opisuje solitonsko rjegenje jednacine C3.16. 3,

koje je grafiCki prikazan na slici 1. za proizvoljno

odabr ane vrednosti /?„ i P.

cose-

14



IV. GLAVA

ENERGIJA, IMPULS I MAGNETIZACI JA LANCA U PRISUSTVU SOLITONA

Izrazi za energiju, impuls i magnetizaci ju lanca mogu

se izvesti pomodu Lagranzeve funkcije, all mi demo samo

navesti konafine obi ike S :

-«-oo

E = J Se d?

-oo
+00

= f d* ? Cl-cos0DJ dx
-oo
+00

Mz=Sj d? C 1 -COS0D

C4. 13

C4.2}

C 4 .

-oo

Pri izracunavanju gore navedenih integral a, integraciju po

zamenjujemo integracijom po /?.

Iz C3. 165 imamo:

2 sin2/? z V2
^? = - *- (cos f) - T ) » odnosno ako uvedemo oznaku
'

2 2 V
B2 = cos2/? -

* cos2/?

Koristedi izraz C3.

V
2

1

cos

V 1

cos

15



za impuls dobijamo:

P . avs
O O

koristedi izraz C3. 17,5 impuls tada ima oblik

oo

P = 4Scos/? f ̂ ^ | d/?' oJ cos/? B
o

Transf ormisani izraz za magneti zaci ju je:

oo

M = — f cos/?sin/? | d/?

Da bi izrafiunali energiju polazimo od gustine hami Itonij ana:

u voded i s menu :

0 = 2/9

i koriSdenjem izraza C4.4. D i C 4 . 4 . a . D hamiltonijan dobija

oblik:

COS /? COS

tako da za energiju dobijamo:

oo
f 2 2 2

E= 2N2uttS sin /? + j* 4F *— B + * • —S±ii_J£ I ±. *~"af^ df)
* * l ^ 2 *. 2 I — . c ^ i v N / v 1

^ cos /? cos /? J-/T
-oo

E = J sin/? cos/? | d/?

16



odnosno:

Po

E =

o / 2. V2cos 0 - --/«

Koristedi smjenu U=cos"/9 dobijamo posle integracije:

E = uxM^, + 2J..S2 /4r - V2

2.

C4.9.

Mz= -- / 1- ~ = -- sin/30 C4.10.
yr 4r yr

dok za impuls dobijamo:

|p - 1)}P = 33 - arcsin c - 1) C4.11.D

odnosno:

p y, vz
4S = V l - 4T =

sin -^g = V 1 - — = sin/90 C4. 13. ^

Koris'tedi dobijene razultate za energiju, magnet i zaci ju i

impuls solitona, mozemo napisat,i energiju kao funkciju

magnet/ i zaci ju i impulsa solitona.

E = JUK + JSr*L C4.13. 5

Imajucfi u vidu da se magnet i zaci j a moze napisati u obliku:

. . p
-=3 sin/3 = —sin ™ C4 .14 .D
yr ° yr 4:=>

iz C4. 14. 3 sljedi:

P
4s

2to posl je zamjene u C4. 13. } daje:

Q

E = n*M, •«• 16Mi>S sin2 7§ C4.15.D

koristedi izraz C4. 12. D za brzinu dobijamo:

17



V2 . P zP _ \
4T " Sln 4S "* C°S 4S ~ 4F

..2 ._. Z P 64S2 . 2 P 2 P
V = 4F cos -r= = — — sin T cos -r4S .2

odnosno

v = sin cos = a sin s
Diferencirajudi izraz za energiju C4.15.D za P dobijamo

grupnu brzinu.

&E 4J.>S2 . P , . . „ x
v= ~x5 ~ ~tf sin ^^ C4.17.51yf^ Pi f*f^»

Znajudi da Je V=J^§ vidimo da su izrazi C4.16.5 i C4.10.5

identicni, §to je i trebalo ocekivati.

Ako dimenziju soiitona d definiSemo na slededi naCin:

cos® = 1 - n ' n , na osnovu rjesenja C3. 21. D dobijamo:

YT sin^3 sin
C4.18 .3

Posmatrajudi izraze za: dimenziju, ampiitudu, energiju i

brzinu soiitona mozemo izvudi sledede zakljuCke:

aD spin-fonon interakcija ne dovodi do promjene amplitude

soiitona, ved je ona odredena impulsom:

p
sin^0 = sin ~

Cne zavisi od r enor mal i zovanog integral a izmjene JR}

bD dejstvo spin-fonon interakcije ne menja dimenzije

soiitona

1d = as . 2 p
sin 4S

Cne zavisi od renormalizovanog integrala izmjene

18



cD spin-fonon interakcije mjenja energiju sisterna:

dD dejstvo spin-fonon inter akcije i brzina se mjenja:

4Jo*
V = 4JS- . P. „ + a^lx , v. . ri + a-s-

Mz

Na kraju demo izraCunati fononski pomjeraj u stacionarnom

stanju. Polazedi od izraza C 3 . 4 . D imamo da je:

znajudi da je:

koristedi C3. 13. 5 i C3. 15. D imamo:

^2 1 -cos© fl +cos© V2

x 1-t-cos©

tako da je

[1 +cos© _ V ~\ 4rJ

Iz C4.19. 5 dobijemo da je:

x

u_ = -- 3 - f arszci-cos©3 dx C4.ao.:>
8 9 9 J

Koristecii rjesenje C3.21.D dobijemo:

, 2 2 . , 2
ch ? Mz

odnosno:

x
dx'r

'-oo d



Koristecfi smjenu:

^ Cx'-vO=kd •; dx'= dkd

dobi J amo k onaC no C s=-I>:

U8Cx.tD = |a fl - th Cx-vo.

gdje je:

C4.21

2,_ 2.
C4.22.

VJ.

Kao §to se vidi sa slike 2. U<8> ima oblik kinka

20



ZAKLJUCAK

U ovom radu analizirail smo solitone u izotropnom

Hajzenbergovom lancu sa spin-fonon interakci jom. Pokazali

smo da je glavni doprinos spin-fonon interakcije u renorma-

lizaciji integrala izmjene, §to vazi i u opstijem sluCaju

anizotropnog feromagnetnog lanca. Ispitivanje osobina

feromagnetnog lanca vrsili smo u prisustvu solitonskog pobu-

denja Cstacionarno stanJeD i problem smo razmatrali u

Lagranzevom formalizmu. Koristedi Jednosolitonsko rjesenje,

dobili smo izraze za energiju, impuls i magnetizaciju

sistema. Pokazali smo da pod dejstva spin-fonon interakcije

dolazi do promjene brzine i energije solitona, dok amplituda

i dimenzija solitona ostaju nepromjenjene za dati impuls

magnetnog sistema. Na kraju rada izraCunali smo i fononski

pomjeraj u stacionarnom stanju. Potrebno je Jos napomenuti

da u ovom radu nismo razmatrali pitanje da li je dato

koherentno stanje rje§enje Sredingerove jednafiine ili drugim

reelma da li de sistem ostati u koherentnom stanju u svakom

trenutku t>to ako se u trenutku to nalazio u torn stanju. Mi

smo u stvari predpostavili da je sistem dovoljno dugo u

koherentnom stanju tako da ima smisla razmatrati solitonska

pobudenja. Ovo je uobiCajena predpostavka u literaturi. a

analiza koliko je ona tacna prelazi okvine ovog diplomskog

rada.
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