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U Vv oD

MedJju metodams pribliZnog proudavanja stanja sistema
viSe kvantno - mehanilkih festica, posebno mesto zsuzima
Hartri - Fok-ov metod. Sultina Hartri - Fok-ove aproksima-
eije jo da se sistem posmatra kao skup nezavisnih Cestica
koje se krefu u usrednjenom elektrostatikom polju.

Hetod je nafiao Hiroku primenu ne samo u atomskoj, veé
i u nuklearnoj fizieci kao i u fiziei dvrstog stanja.

Smisao ovog rada se sastoji u primeni Hartri -~ Fokovog
metoda na izrafunavanje funkeija diskretnih pobudjenih sta-
nja elektrona u atomu 1li jomus To je drugi korak u komple-
ksnom problemu relavanja osnovnog, diskretnih pobudjemih i
neprekidnih pobudjenih stanja.

Problemu nalaZenja funkcija diskretnih pobudjenih sta-
nja ée mo vriiti dva prilasa. Prvi je razmatranje takvog
atoma preko konfiguracije sa nepopunjenim ljuskama, Sto Je
opitiji ali i komplikovaniji prikasz.

Drugi bi se sastojao u posmatranju pobudjenog elektro~
na u polju jezgra i svih ostalih N-l elektrona. U ovom dru-
gom postupku se predpostavlja da pobudjivanjem jednog elek-
trona, stanja preostalih N-l elektrona ne trpe znatnije pro-
mene u odnosu na osnovno stanje. Zato se one uzimaju u Hartri-
Fok-ovom pribliZenju za osnovno stanje.

Kako, dakle, ovaj praktifno najvaZniji prilaz zahteva
muZno poznavanje funkecija osnovnog stanja atoma, to ée dru-
gi i delom treéi odeljak rada biti posveéeni odredjivanju
funkeija osnovnog stanja. Narolit akeenat je stavljen na
nalafenje funkeija osnovnog stanja atoma ¢ije konfiguracije
se sastoje i iz nepopunjenih ljuski.

“/U daljem tekstu &emo uvek pisati "atom", podrazumeva- o
juéi da se izlaganje odnosi i na jone/. ey




/Odeljak 1/

APROKSIMACIJE U IZRACURAVANJU ATOMSKIH STRUKTURA
/ Hartri - Fokova aproksimacija /

Veé klasi®na mehaniksa se suodila sa problemom sistema
vife Cestica ali €ak ni u slufaju " samo * tri tela problem ni-
Je mogao biti egzaktno reien, Shodno tome i u kvantnoj mehani-
ci se ukazala potreba za metodama pribliZnog tretiranja vilSe-
eatidnih sistema.

Prvi korak je bio primena ideje malih smetnji koja se
veé pokazala kao pogodna u klasilnoj mehanici pri reSavanju as-
tronomske problematike., Primena ovog metoda je moguta samo u
sludajevima koji ispunjavaju sledeéu bitnu predpostaviu. Nainme,
potencijal, za koji reSavamo problem ovom metodom, moZe se za
malu perturbaciju prvog reda razlikovati od potencijala pri ko-
me moZiemo taino rediti Sredingerovu jednaiimu.

Ako bismo za jedan viSeelektronski atom predpostavili
da elektroni intereaguju samo sa centrom sile / jeuzgrom / a ne
i medjusobno, mogli bismo naéi relenje Credingerove jednaline
u egzaktnom obliku. lMedjutim, smetnje koje nastaju usled EKulo-
novih interakeija elektrona medjusobno,nisu male u odnosu na
centralni potencijal i tako nije ispunjen uslov za uspeimu pri-
memu perturbacione teorije.

Za stacionarno stanje konzervativnog sistema viie elek-
trona, bez spin orbitalne interakeije i bez spoljainjeg magnet-
nog polja, wopitena Sredingerova jednalina ima vid:

HY-LY | RV

qcle je: N /
gde 4 /‘/=”EI;AJ—ZTI+2‘;‘FJ /1.2/

ako su masa i naelektrisanje izraZeni u atomskim jedinicama. Ovde
J.-"}'Aj kvantno mehanidki operator odgovarajuéi kinetickoj energ

giji Jj-te Zestice u klasiinoj mehaniei, —%— s Operator koji 0%
govara potencijalnoj energiji j-tog elektrona u Coulomb-ovom po~
lju jezgra rednog broja N; ,7% je operator koji reprezentuje
interakeiju 7 «tog i j~tog elektrona sistema.
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SJ je talasna funkeija koja zavisi od koordinata svih
elektrona.

0d svih moguéih svojstvenih funkeija operatora /1l.2/
f£izidki smisao imaju samo one koje su antisimetricne u odnosu
na permutacije svih parova elektrona. Takva reienja jednostav-
no nazivamo antisimetrilnim., Zahtev za antisimetriinoiéu reie-

nja je jedna od formulacija Paulievog prineipa.

Kako je konalno egzaktno odredjivanje funkeije stanja
neizvodljive, moraiemo uvesti dodatne olaksavajuée predpostavke
o njenom obliku. One nas, dodule, neée dovesti do tainog reienja
ali ée proces redfavanja ufiniti izvodljivim i ogranifenim na ra-
zumno kratko vreme izvodjenja.

Te dopunske, olak3avajuie predpostavke nisu proizvoljne
i vestalke, veé odgovaraju fizifkoj realnosti koja je uslovlje-
na specifilnoiéu gradje atoma i njegovom simetrijom.

JoE pre zasnivanja kvantne mehanike Bor je izneo ideju
da se svaki elektron atoma nalazi u stacionarnom stanju u polju
jezgra i usrednjenom centralnom polju ostalih elektrona., Ta ide-
ja je uila u osnovu njegovog atomskog modela. I prvobitna formu-
lacija Panlievog principa je polivala na ovakvoj aproksimaciji.

Palasna funkeija koja bi odgovarala ovakvoj aproksima-
ciji nezavisnih Zestica ima oblik proizvoda jednoesticénih talas~
nih funkeija svih elektrona.

RA AR Al s

gde su £, 2,4 --- 7 indeksi jednoelektronskih talasnih funkeija
od kojih svaka odgovara odredjenom popunjenom stanju, dok su 1,
2ees /2, indeksi elektrona, pri femu odgovarajuéi indeks oznada~
va skup prostornih i spinskih koordinata tog elektrona.

Ukoliko pribliZna talasna funkeija koja odgovara datim
predpostavkama ima oblik /1.3/, onda [Y(5)) daje srednju gus-
tinu naelektrisanja / ~tog elektrona koji se nalazi u stanju
odgovarajuéem talasnoj funkeiji %, . Na osnovu predpostavie o
nezavisnosti festica svaka od funkeija ¥ % --¥ treba da se odredi

kao reds fredingerove jednaline za jedan elektron u u jes-
era { &J @ raspodele naelektrisanja svih ostalih oleggm:’
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koji se nalaze u stanjima odgovarajuéim ostalim jednocestilnim
talasnim funkeijama. Polje srednje rasporedjenog naelektrisanja
odredjenog elektrona odredjuje se pomoéu izraunatih talasnih
funkeija %% -- ¥r o i ono mora odgovarati poljima koja se koris-
te pri izrafunavanju tih funkeija. Na osnovu iznete osobine, atom-
sko polje, odredjeno takvom metodom nazvano je " samousaglaseno
polje ". Oblik /1.3/, ¢ak i uz napomenu da su sve talasne funkei-
je¥, . v raglifite,ne zddovoljava uslov antisimetriZnosti.

Uslov antisimetrifnosti bife ispunjen ukoliko pribliZna
talasna funkeija ima oblik determminante sainjene iz jednoelek-
tronskih talasnih funkeija: ‘

Ylt) Yele) Ye(s) - -Yelp)

Qb= N Gr) Yle) Gi5) - alp)
/L8/
Yitt) Gle) %(3)----- - Yalp)

U razvijenoj formi determinanta /1.4/ jednaka je sumi ¢lanova
oblika /1.3/ od kojih svaki predstavlja novu permutaciju elektro-
na 1,23 - o po stanjima % ¥ ¥ « Suma se sastoji od svih mo-
guéih permutacija i uz sabirke stoje faktori +1 ili -1, za -
visno od toga da 1li je odgovarajuéa permutacija parna ili nepar-
na. Ovakva konstyukeija pribliine talasne funkeije je posledica
Zinjenice da jedan odredjeni elektron nije moguée pripisati tal~
no odredjenom stanju. Drugim refima, muino je izvrSiti permuto-
vanje svih elektrona po svim moguéim stanjima.

Sada Gemo uvesti jod dve predpostavke o jednolesticnin
funkecijama ¥, %, - ¥ koje &e biti od izvanrednog znafaja u iz-
vodjenu jednafina Hartri - Foka. Poito se na osnovu opStih oso-
bina determinanata, /1.6/ ne menja ako > zamenimo sa %A% ,
gde je A proizwoljna konstanta, to svaku od jednodestiénih
talasnih funkeija moZemo fvarcovim postupkom dovesti u stanje
ortogonalnosti =a svim ostalinm funkeijama. Ova predpostavka ne
smanjuje opitost razmatranja, Isto tako, normiranje bilo koje
od jednolestiinih talasnih funkeija dovodi do pojave faktora nor-
miranja kao mnoZitelja determinante. Kako se u naSim kasnijim
razmatranjima ti faktori skrafuju, predpostavka o normiranosti
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svih jednolestilnih funkeija takodje ne smanjuje opitost razma-
tranja. , :

Poslednja dopunska predpostavka koju éemo udiniti u od-
nosu na jednolestitne talasne funkeije je da one budu tipa cen-
tralnog pq].:a

Uli)= 7 Pinatti) Y (£ama . %) 1) N/

Dakle, u funkeiji su separirane promenljive. To ée nam takodje
doneti znaajna olakSanja u procesu dobijanja Fokovih jednadina.
Funkeije uglovaih promemljivih Y[/, m.6;,%) su sferni harmoni-
¢i koji su ortogonalni ako se barem jedan od kvantnih brojeva
(l«;/m) razlikuje u dvema od njih. U polju sa centralnom si-
metrijom svakom paru kvantnih brojeva (n¢) odgovara ((2/+1) fune
keija stanja. Sve talasne funkeije koje odgovaraju jednom paru
(nl) obraguju " ljusku " ili " sloj ". Ukoliko sve moguie talas-
ne funkeije jedne ljuske ulaze u Slejterovu determinantu /1.6/,
onda je data ljuska popunjena.

UobiZajeno je da se broj talasnih funkecija 7m¢) date
ljuske (n¢) veprezentuje u obliku (n¢)° . U usvojenoj aproksima-
eciji atomska struktura ée biti kvalitativmo odredjena ako su 4
poznati brojevi popunjenih stanja u svakoj od datih ljusiki (7¢) .
Primera radi, osmovno stanje Ne;[v-/0]/ ima sledeéu konfigura-
eiju:

Ne 5 (13)* (28)°(2p)¢

Poznati brojevi popunjenih stanja u svakoj ljusci (nl) odredjuju
ono 5to nazivamo * konfiguracijom " datog atomskog sistema.

Koriiéenje talasnih funkeija koje odgovaraju centralnom
simetriinom potencijalu uslovljeno je fizilkom realnoiéu radijal-
ne simetrije atoma sa popunjenim 1ljuskama. Konfiguraciji sa po-
punjeninm ljuskama odgovara nedegenerisani term 'S . Talasna
funkeija odgovarajuéa takvom stanju mora biti izotropna. Smisao
izotropnosti je u tome da su vrednosti talasne funkeije u tadka-
ma (7,7, --.) & (F%-- ) jednake ukoliko (%, 7 ..-.-) prelaszi
u (%" ----) pri prelasku osa koordinatnog sistema u smerove
suprotne prvobitnim. Ako bis'se , naprotiv, desilo da data rota-
cija dovede do nove funkeije ¥, , to bi ¥. i ¥ bila dva rez-
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liZita redenja koja bi odgovarala jednoj istoj vrednosti energi-
Je, a to protivureli predpostavei o nedegenerisanosti stanja .
Delbrik”je dokazao da se pri rotaciji koordinatnog sistema sferni
harmonici transformiZu na takav nalin da /1.6/ ostaje izotropna
samo pod uslovom ako jednodestine talasne funkeije imaju oblik
/1e5/

/0deljak 2/

IZVODJENJE HARTRI-FOKOVIH JEDNACINA ZA KONFIGURACIJE
POPURJENTH SLOJEVA®™ |

Da bismo bili u moguénosti da izrafunavamo talasne funkei-
Jje atoma fije se konfiguracije sastoje i iz nepopunjenih 1ljuski,
moramo prethodno izloZiti slufaj konfiguracije sa svim popunjenin
ljuskama., Takav put biramo zbog znatno jednostawnijeg prelaza sa
popunjenih konfiguracija na nepopunjene, neposrednim njihovim po-
redjenjen, nego Zto Jje izvodjenje iz osnova Hartri-Fokovih jed-
nadina za konfiguracije sa nepopunjenim ljuskama. S druge strane,
da bismo mogli izrafunavati funkecije diskretnih pobudjenih sta-
nja, 3to nan je u krajnjoj liniji i e¢ilj, moramo znati kako dola-
zimo do Hartri-Fokovih funkeija osnovnog stanjae

Poito je skoro svaki matematilki korak u narednim izvo-
djenjima prilino glomazan, da se u tekstu ne bi £izifka sustina
podredila matematifkom formalizmu, pribeglo se prenosenju detalj-
nijih izradunavanja u dodatak. Sve je to ulinjeno sa motivacijom
da ée se tako lakSe slediti ideja izvodjenja, ali bez gubljenja
potrebne strogosti.

SluZiéemo se aproksimacijom koja je obrazloZena u odeljku
1, jer se ona pokazuje kao dovoljno dobra za izrafunavanje ener-
gija osnovnog i niZih pobudjenih stanja, uz napomemu da se njenom
primenom u sludajevima izradunavanja drugih fizifkih velilina do-
bija manja tafnost. Dakle, zanemariiemo spin-orbitalmu interakei-
ju i predpostaviti da je funkeija osnowvnog stanja atoma data Slej-
terovom determinantom jednodesticnih talasnih funkeija:

Yolt) Yal2) --- W (r)

2 LR - /2.1

Yrlt] Yale) - - - - Z!II/P)
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Polazna talka izvodjenja Hartri - Fokovih jednadina je
zahtev za stacionarnost energije sistema koji proistile iz opiteg
Varijacionog principa. Energija sistema je hmkc:lonal talasnih
funkeija koji ima sledeéi oblik:

i JBHP AT
jgé az
¢ /2.2
gde je, L
i
He-) lraed)e ) 5
J=1 < ;i (i#d) /2.5/
Smenom Hamiltonijana /2.3/ u /2.2/, dobijamo:
oo L )E [0 T 0
J6dde
0&igledno, pojavlijuje se potreba za redavanjem sledeéa tri inte-
grala:
= bk
2l AL ril g /2.4/
JoPE /2.5/
_/ ZA"‘( @OIN | /2.6/
cdili%d)
Integracija se proteie po oblasti promene kooxd.iut& oolog vide~
elektronskog sistema, i shodno tome je LR pBsate
5= oo - -+ 5, 7247/

gde Jje iz =12 sine; dh-c/aza’ﬁ. element zapremine u prostoru koordi-
nata ¢ -tog elektrona. Skraéeno Gemo oznalavaki o?:-/'dr duw:
gde je .duw.-sineidedy « Medjutin, szahvaljujuéi strukturi Hamilto-
nijana, zatim strukturi Slejterove determinante i predpostavei
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o ortonormiranosti jednofestifnih funkeija, moguée je odvajanje
integracije po koordinatama pojedinih elektrona, pri Jemu se do-
biju tri sledeéa tipa integrala:

Le=-3E (4 + ¥nudy 2.8/
Jao = [ 5 61/ 0 85 1249/

TV 1) L W (5
VR A AR AN AT I
Jp = odgovara Kulonovskoj interakeiji i-tog elektrona koji

se nalazi u stanju % i /- tog koji je u stanju Vs .

Hup = odgovara efektu izmene dva elektrona (,j) izmedju dva sta-
nja % i Y .

Jasno je da integral I« zavisi jedino od toga kakav je
oblik jednolestiine talasne funkeije Y~ , a ne od indeksa elektro-
na, jer svi elektroni imaju isti oblik " usendvilenog " operato-
ra i istu oblast integracije po koordinatama. Sli¢no, i integrali
Jp 4 Kup zavise samo od indeksa o i 2 , odgovarajuéih
talasnih funkeija.

Detaljan 'mm koji je dat u dodatku /2.1/ dovedi
do sledeée zavisnosti [  od integrala /2.8/, /2.9/ i /2.10/.

& b o _
B=)1 ij Jgo gm/s /2.11/
Prim, gore kraj sume, oznafava iskljudivanje slulaja «£-3 , jer

u takvom sluaju je K«s=J«p 4 pa se &lanovi potru. 5 druge stra-
ne, ukoliko su spinski faktori funkeija % i ¥ ortogonalni
/ spinovi suprotni /, oligledno da integral X« postaje nmula.

Da bismo oznadili iskljudenje i tih slucajeva, gore desno, kraj
treie sigme stavljamo joi jednu zapetu.

E,= ZIeL +Zl{p"z"]/d/j
oL < op

/2.22/



Tako je izraz za £’ znatno pojednostavljen, jer smo integraci-
Ju po prostoru koordinata svih elektrona sveli na integracije
po koordinatama jednog, odnosno dva, elektrona.

Dosadainje rezonovanje je primenljivo na proizvoljan sis-
ten destica koje se pokoravaju Paulievom principu. S obzirom na
veé udinjemu predpostavim /Odeljak 1/ o sfernoj simetriji atoma
kao celine, iskoristidemo &dinjenicu da su jednolestilne funkeije
takvog sistema oblika /1.7/. Tako nam se pruia moguénost da iz-
vodjenje ufinimo joi jednostawnijin:

K (g/: é P(n e, f;) )’//d’,m(l 9 ?}/5/_.,4/

0%igledno je da szbog razdvojenosti promenljivih zahtev za normi-
ranoséu %/;) implieira:

[Pttt © [tmasinet

Isto tako je neposredno vidljivo da za odredjeni sloj () sve

radijalne talasne funkeije, odgovarajuée svakom od 2(2(+1) rag=
nih stanja, su jednake.

Iz teorije specijalnih funkeija je poznato:

,%é ZUQ(".'S) Pe (cos¥) /218/
R
Pl oI5l p2as/
‘ _C_: za <4
w J.‘ uk(r,ﬁ}= 4 ) /2016/
2 za T4

Fin

Pe(cost) jo polinom lelandra stepena k po (c0sy) o Sasvim je jasnmo
da je (cosy) funkeija od 6,,0;.% 1 % « Eada se u svetlu
gornjih Sihjenica razmotre integrall I, J«p ¢ X«p [/ kao Ebo je
udinjeno u prilogu/2.2// dobije se:

L. = _é"_/p(%,;.)[c% ¥ 27;7’— ng’}]P/mA,g/(/g = I(nf)
6 /2.17/



:70(/3 =§0Q{&,m«, Z/i,'m/s} )E,é (Mx/a(, Mp f/:)

/2.18/
gde Je:
D (Laymu, &, mp) = f Yl mep: %:) Pa (61,6, sg,-}‘)’e(l,,,n;,,e‘,‘,?,)c/w; de;
s /2419/
4
Fi (nels m/,l/,} =/ﬂf%,, ?.c,f}/ZUe/ﬁjj/P/m/a, Z/o,s)/.zdhdd /2.20/
]{d/, =;&Iz (de,ma, Z/A,fm/;) Gk (M b, np L) /2.21/

gde Je:

[m( [4,”"x,fp,’f”/a)= / Yl me 26 Y /l,o My, % e,—/ﬂc (cos¥) Y [beme, g %) Y//A"}s,%‘f,}du,-dw/ 2.22/

6&,(’”« g.c,msl/s) =ffP(‘nJ¢,r) P("Pep,r)p{m&,é) P(ﬂplp,d)Ut(Cs)o'rdé /2423/
oo

Sugiranje po k u /2,18/ i /2,21/ bi se izwodilo-na osnovu razvo-
ja u red za sve celobrojne vrednosti k od 0 do « o Medjutim,
dokazuje se da k ne moZe biti veée od k+!s , Taj zbir za u praksi
razmatrane konfiguracije iznosi najvide 4. Shodno tome, postoje
tablice izrafunatih vrednostid.i b« sve do indeksa k = 4, Prve takve °
tablice izrafunso je snaterf o

Kako se koeficijenti 0. i 4« u naSem razmatranju sma-
traju datim, to dolazimo do momenta kada £’ postaje funkeional
samo radijalnih delova talasnih funkeija P(m¢r) o U podrobnom
razmatrenju datom u prilogu /2.3/, dobijena je sledea zavisnost

E’ od nove dobijenih integrala /2.17/, /2.20/ i /2.23/.

F’= ZQ/nZ}I(ne) +Z’gg(ne)[9(ne)—4]/:o (ne,ne) +Zg{ne)2(«'e'} Fo(ue,w'e)

(ne) (ne) (ne), (n'¢')#nt)
) AteFelntnt]~ ) Bua Gulntme) /2.24/
(n2], & (nk],(n'e) ke

za dato (n¢) i k su svi Fe(w,n!| Jednaki,pa sabiranjem svih Oc(¢m. ¢mp)



“w ¥ -

uz iste re(n/n¢|,dobijamo Arx o Na slidan nadin su uvedeni i koe-
ficijenti Buk o

Da bi smo uspeli postiéi Hto zgodnije efekte primenom
varijacionog rafuna, uveséemo pomoéne fuhkeije od r.
Ve (ntn'tyr) < ffu/c/nsjP/nfs/P/w'é 3)dls_=
/ ()P (nt,) o, 3 +/ (2)Dfnt,s) pfwt:5)cls /2.25/

J=0

Pomoéu ovih funkeija intagnli F/e/nf n'e| i Ce(nt,n't) mogu biti napi-
sani u sledeéim formama:

Fee (ne,m'e!)= /P/ner/ Ye(nt'n'e)r)dr /pl{»’(,f/lf.e/nener/dr /2426/

& (Mm’é'/=5/P/%&’/ PIn'4;1r) it Ye(nt,n'e; 1) or /2.27/

Eonano, pogodno je uvesti novu skradenu oznaku za prvi od dva
integrala na desnoj strani jednafine /2.25/.

Lo (nt,me,r)= | (£)P(ne,s) Prwe;s)dls
:I[or / / 2.28/

Jednostavninm transformacijama i, koristeéi osobine diferenci-

ranja pod znakom integrala, mogu se dobiti /prilog 2 ta&.s/

diferencijalne jednadine za novouvedene funkecije

C-C!'l—r,?z(”e."'l'l"} = P(nbr|PMme,r)- -;,?z'c (ne,n'e,r) 72429/
c%' Ye (ne, we)r| = - ﬁ [(2k+1) 2e[ne,n'e, r}- (k+1) Ye(nt,m'2', r)] /2.30/

Predhodni sistem diferencijalnih jednalina treba da zadovolja™a
i grenidne uslove koji proistiu iz definicionih izraza zu date
funkedje.

Iz /2.28/ neposredno sledi

Ze(ne,me', 0]=0 /231/

jer se gornja i Jdonja granieca integracije poistoveéuju, S druge
strane, prema /2.,25/ 7¢e:

Ye(me,merr)-2e(neme;r)>0 24 r= oS /2.32/

Iz jednalina /2,29/ i /2.30/ se jednostavnim postupkom /prilog
/244/ moie dobiti sistem diferencijalnih jednalina drugog reda



b u Rl
PO Ye(nl,m'¢,r] koje ne sadrie Ze(ntn?y),
g , y
gf—bl’»(nz,'n'ezr)= B0 Yu tnt,mwe;r)- 22 pint,rfo(rtln]) o 33y

Novouvedsne pomoéne funkeije Ye(n{n4/r) i Ze(nf,n')r) nisu sludajne
izabrane, naprotiv, njima se moZe pripisati f£izilki smisao,
Predpostavimo da je u abomu naelektrisanje sferno simetriino
distribuiranoc, Neka je, zatim U/ naolektrisan;je po Jjediniei
radijusa, Gustina naelektrisanja je tada f-.7 , Velilina Z2(4701
odredjuje jafinu polja,na rastojanju r od centra simtriao,lmsa
Je uslovljena raspodelon naelektrisanja radijalne gustine:
= PMmly|pP/n'e,r
L(r] = Plnéy] P(n'e,r] gy
Yo (m€ m'e/r)

S druge strane, velifina ———— Dbi odgovarala potencijalu
istog poljae Na slidan nadin ‘molemo tumaditi da 2’“““’;”"”
i Le(lr'tllgqgovaraju polju i potencijalu u sludajevima kada
Je guatina naelektrisanja /njena sferna distribucija/ odredjena
LeZandrovim polinomima P:(coss)e

PRIMENA VARIJACIONOG PRINCIPA

Vratimo se ponovo na izraz za £ dat u obliku /2.24/,
Uodavamo da je £’ funkecional svih radijalnih talasnih funkeija
date konfiguracije jer one figuridu pod integralima I(n¢),Fe(n!n'¢
i Gr(me,m'e'| « Izrazimo fr il preko Y. i izvriimo pareijalmu
varijaciju po jednoj fiksiranoj radijalnoj funkeiji Pintr) . Os=
tale talasne funkeije, koje se u odnosu na ovu varijaciju pona-
Saju kao konstante oznadimo sa P7¢r). U dodatkiu /2,5/ je deta-
1jno data varijacija svakog sabirka u izrazu za . fezultat
tog radunanja je:

JEF'=-3ne) fofp(ne )L 2 Lo pmtr)oh +
‘3 g/ne/[g/ne/—/] I//JP{ne t) LPntyr) Yo (me,me,r) dr +
2(n£}2(11'e} % /Jp[ne,r/P/ne,r/)’,, (n'e,n'¢)r) dr—

{‘“U*(ﬂl’ o
f.ZjA& l,fJP{'n@ r)Pne,r) + Yr(nt me, rldr —
Yy °

=5 B 2/5%2 1) Plo'2 1) & Ya (m, e, )
me'] kR

/2435/
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Sumiranje po (¢ je odpalo, jer smo predpostavili da je P(n¢r)
fiksirana funkeija.

Zahtev za stacionarnoiéu energije bile ispunjen ukoliko
su njene prve parcijalne varijacije jednake muli. /JE=0/, To ée
bezuslovno biti ostvareno za proizvoljmu varijaciju JE™er] samo
ako je &itava podintegralna funkeija u /2.35/ jednaka nuli.
Koneidno napisano.g to bi izgledalo ovako

' [@me,r)dPMmerldr=0 24 Q(nér]=0

JE O/@/n r)3P(ne, ) e,

gde smo sa (/nlr) oznafili smogodlamu podintegralmu funkeiju. Pot-

setimo se da smo u izvodgenju izraza za £’ koristili predposta-

vku o normiranosti i ortogonalnosti talasnih funkeija sa istim £

a razninm n, Uvedimo, stoga, Lagranfove mnoZitelje i zahtevajmo
da velicina

E"=E"+ ) antme °/p/ne,r/ pme,r)dr 12437/

bude stacionarna, &ime ée biti ostvareno da i varijacije talasne
funkeije PMnly) zadovoljavaju uslov ortogonalnosti.

SE=JE’ + ZZ)\ne nlgfcfP(n!,r/ Pinie,r) dr
JE"- f [Grmer)+ 2 Z Amt, 7 '(P/fn'[,ﬁ]JP(n! e

(Q/ﬂgirj‘f 222%8.%8 P(’n'l,f/— 0

Ukoliko zamenimo eksplicitan izraz za (m¢r) izvré...?o grupisa=-
nje srodnih ¢lanova i celu Jjednadinu pomnoZimo sa — ¢ dobijamo:

/24387

Za /21-39/

2/"'1)
d neont = L [t r) = X(nr]+ ) Gt PE17)
[ Yo bana- L = o et
Gde J. Y('n?r) = Y{r}+Zo(u¢ Y,,,/nfme,r} . /2;41/
Yir)= N- gg(ne}Y,/ne' ne r) /2+52/
o(&:%l% zakfo i oo =1 /2443/
X(ne, r)—_-_—é:;ﬁifﬂkeh{ne wt,r) P(ner) 7208/

Bet'e
ovde Je 3t o]

Sumiranje u /2,44/ treba provesti po svim vrednostima (') osim
za (m'¢]=(ne), jer je taj Elam potrt sa istim takvim sa leve strane
jednaline/2.,80/s Jecdnacime oblika (2.40)



se nazivaju jednalinaema Poka ili jednaSinama "samousaglaSenog
pelja sa izmenom", Funkeije Y(mtr) i X(nfr) su izrafene preko
pomoénih funkeija Ye(nln'?!ir) koje su date u obliku integrala za-
visnih od ponadanja radijalnih talasnih funkeija u &itavoj ob-
lasti promene r. Stoga jednaline /2,40/ predstavljaju sistem
integro~diferencijalnih jednaina u odnosu ns radijalne talas-
ne funkcijee Integralni karakter se eksplicitno odridZava na
¢lan izmene X(n/») /dokaz za ovo dat je u prilogu 2.6/. HMedjutim,
kako funkeije predstavljaju reSenja renije dobijenog sistema
/2433/ diferencijalnih jednadina drugog reda, to /2.40/ zajedno
8a/2.33/ pretstavlja sistem obifnih simultanih diferencijalnih
jednafina u odnosu na funkeije Pn/,r) i Ye(nln'¢)r)

VaZno je istaféi da kod konfiguracija sa popunjenim
slojevima vaZe jednakosti (E.ene-0 2ax#n' /Dokaz za ovo vidi
u prilogu /2.7/. Ovakvo tvrdjenje ne vredi kod konfiguracija sa
nepopunjenim 1juskama.

U nekim sludajevima se vrii uproséavenje jednadina
Foka izostavljanjem &lana izmene X(n¢,r) o Taday ako je josS i -
Enemt =0 o sistem Pokovih jednafina biva znatno pojednostavljen
za reSavanje i tada je red o jednafinama "samousagladenog polja

bez izmene” ili Hartrievim jednadinama,.
Smisao samousaglaSenosti se ogleda u zahtevu da pro-

ces uzastopnih aproksimacija tele do momenta kads se funkeije
koriSéene za izradunavanje "potencijalnog &lsna®™ i"Clsna izme-
ne"” ne poklope sa funkcijama P(m¢r) koje su reSenja Fokovih
jednadina nakon te iteracije.
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KONFIGURACIJE XOJ5 55 SASTOJS 13 FOPUIANTH
I NEPOPUNJENIH LJUSKI®®

Nepopunjeno nazivamo onu ljusku /#¢/ kod koje je broj
zauzetih stanja 2/7¢ / manji od 2(2l+1)e

NaSe razmatranje ¢ée biti usredsredjenc na lskde
atome kod koJjih je spin - orbitna interakeija zanemarljiva kao
mala perturbacija prvog reda i Ciji momenti podleZu Rasel -
Sandersovom pravilu sprezanja. Kod ovakvog sprezanja su poje-
dina¢no oduvani i kventizirani ukupan orbitni moment atoma L
i njegove spinski moment S, Odredjenom paru /L,5/ odgovara term
atoma koJji se simbolidki oznalava sa “L Znaliy terin je skup
. stanja sa jednakom energijom,ukoliko je odsutna spin - orbitna
interakeija i spoljasnje magnetno polje. Inafe, term se usled
spin orbitne interakecije cepa u linije a ove, pod naknadnim
dejstvom spoljainjeg magnetnog polja u stanja. Podrobniji pri-
kaz konstrukeije termova koji odgovaraju szadatoj konfiguraciji
moZe se naéi u bilo kom standardnom udZbeniku atomske spektro-
skopije, a jedan primer je ilustrativmo dat u dedatku /3.1/.

Osnovni problem sa kojim se srefemo u dobijanju Hartri-
Fokovih jednadina za ovakve konfiguracije je: u kom obliku pred-
postaviti talasmu funkeiju sistema () . Uzmimo sludaj konfigura-
‘eije koja pored popunjenih ljuski sadrii i jedmu nepopunjemm tipa
(np)* , Evidentno je da dva elektrona mogu biti rasporedjena na
viZe nafina u 2(:£+1) moguéih stanja datog sloja. Broj tih raz-
nih rasporeda je, ofevidno, jednak broju kombinacija od Zest ele-
menata druge vrste.
HEE

Inajuéi u vodu da nijedno od postojeéih Sest stanja nema priori-
tet u zaposedanju elektronom, zakljufujemo da su sva stanja ravno-
pravna. Otuda se nameée zakljuak da reprezentovanje funkeije
stanja Q5 samo jednom Slejterovom determinantom ne bi bilo do-
bro.

U ovakvom sludaju funkecija stanja je predstavlijena line-
arnom kombinacijom petnaest determinanata od kojih svaka biva kon-
struisana na sledeéi nadin: uzmu se sve jednolestiine funkeije

stanja popunjenih ljuski i dve od Zest moguéih iz nepopunjene
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ljuske i sloZe u jedmu detemminantu. No, kako za odbir ovih
dveju poslednjih funkeija ima petnaest nafina, to éemo imati
tih petnaest determinanata koje ¢ée se razlikovati samo u posled-
njim dvena vrstama.

Ha analogan nadin formiramo linearne kombinacije deter-
minanata i za druge konfiguracije koje se sastoje iz popunjenih
ljuski i jedne nepopunjene ljuske.

FORMIRANJE IZRAZA ZAE

Da bi se doSlo do Fokovih jednadina, sledi se isti
misaoni put kao i kod konfiguracija sa samopopunjenim ljuskama.
Obrazuje se izraz za £', i iz uslova stacionarnosti £’ dobi-
ju se jednaZine. lMedjutim, ovde se javljaju i neke nove ockolnos-
ti. Svako stanje odredjenog terma ima, u odsustvu spin-orbitne
interakeije i spoljasSnjeg magnetnog polja, istu energiju. Kako
je, pak, desto jedno stanje sadriano u raznim termovima date
konfiguracije, da bi se odredile energije koje odgovaraju svakom
od tih termova pojedinadno, mora se u izraz za £’ staviti funk-
eija ¢ Xxoja je linearna kombinacija determinanata Sto odgo-
varaju tim pojedinin stanjima.

U nafem primeru razmatranom u dodatku /3.1/ vrednos-
tima M=0 i M=O odgovaraju tri moguie determinante:

(mp1+)(npi-] 5 (npo+)(mpo-) i (mpT+)(mpi-) /3.1

Svaka od gornjih zagrada oznafava jednolestiimu funkeiju stanja
nepopunjene ljuskej prva dva broja n i p odgovaraju glavnom i
orbitnom kvantnom broju, trefi je projekeija orbitnog momenta
na utvrdjenu osu, a Setvrti odgovara projekeiji spina. Negativ-
ne vrednosti projekeije orbitnog kvantnog broja su oznacene
ertom iznad broja. 0d cele determinante je, radi koneciznosti,
bilo dovoljno naznaliti samo dve jednolestilne funkeije koje od-
govaraju nepopunjenoj ljuski, Oznadimo determinante /3.1/ res-
pektivno sa: @, gé i st « Nesumnjivo ée i njihova linearna kom-
binacija imati iste vrednosti za M, i Ms

¢=,095’+£¢z+,c¢3 /3e2/
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Ovde su a, b i ¢ za sad neodredjene konstante. Ako smatramo
$,¢ ¢ §, sadanim, mofemo odrediti koeficijente a, b i ¢
iz uslova stacionarnosti (' . Slejter je pokazao da je u mno-
gim sludajevina moguée dobiti izraz za £’ ne odredjujuéi ek~
splicitno koeficijente a, b i c.

Heka su QS, ,@é (]53 normirane. Na osnovu jednofestil-
ne strukture determinanata sledi da su one i ortogonalne, nezavis-
no od oblika radijalnih faktora, jer je to uslovljeno ortogonal-
noiéu uglovnih i spinskih delova. Sada napiSemo izraz za £’

_ JEnpd
E~ g
u prilogu /3.2/ je dato izrafunavanje koje dovodi do relacije:

(0% 62+ Y E" = a*Hu + L lhee + .CPHss + 206 Hin +28cH:s +20CHrs /3.3/

gle Jo lmn=[F.H( 07 28 me 132,310 12,3

Da bismo odredili a, b i ¢, izvriimo parcijalm varijaciju jed-
nadine /3.3/ respektivno po a, ¥ i ¢. Tada iz uslova stacio-
narnosti £’ dobijemo, kao Zto je to ulinjeno u prilogu /3.2/,
gisten od tri homogene linearne algebarske Jjednadine,.

(H.,,-E’//Q'I'le@ + His€ =0

Hia + /Hu“576 tHyC =0

Hisa + /‘/zsg ; (Hss-E'/C =0

Radi dobijanja netrivijalnog reSenja za ) , isklju¥iéemo slu-

daj kada je a = b = ¢ = 0, To je ostvareno ako je determinanta
sistema jednaka 0.

/54/

Hu“E' Hu, HD
e He~ E* Hes | _
Hu st Hss“ E’

Razvojem determinante dobija se jednalina trefeg stepena po

.3 .f_ é =
—(,,}*‘/H,,-l»/-/;u‘f-/ss)/f) ME'+N =0 /5-6/

gde M i N predstavljaju polinome po Hm. , 8iji eksplieitni
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izrazi ovde nisu od prektilnog znafaja. Na osnovu opiteg svoj-
stva determinanata suma sva tri rejenja jednaline /3.6/ se svodi
na sumu dijagonalnih matrifnih elemenata.

SUM. ROR.E'= ty + Hiz+ Hss /37/

To je specijalan sludaj Slejterovog pravila " dijagonalnih su-
ma ". Determinante /3.1/ su odgovarajuée stanjima triju raznih
termova S, !D i’P sa razninm energijama. Ukolike je za neko sta-
nje terma D odnosno terma P moguée funkciju napisati u obliku
jedne determinante, lako je odgovarajue vrednosti energije po-
gsebno izrafunsti keo u slufaju popunjenih ljuski. Take preosta-
je da se iz /3.,7/ odredi £’ koje odgovara termu’S. Znali,
odredili smo vrednost £’ odgovarajuéu termu ‘'S, ne reSavajuéi
kubmu jednafinu /3.6/ i ne odredjujuéi koeficijente a, b i c.
Ofigledno je da nije bilo neophodno izrafunavati nedijagonalne
matriZne elemente H.,.. / zam # n /. IzloZeni slufaj je speci~-
jalan u okviru opiteg Slejterovog tretmana.

Ako razmatramo sve determinante odgovarajuce datoj
konfiguraciji / npr. svih petnaest koje odgovaraju (np) konfigu-
raciji / i oznalimo proizvoljm od njih sa §, , tada ée funkei-
ja stanja u usvojenoj aproksimaciji imati oblik

P-)"ad, 1348/

Pormirajuéi izraz f@/—/gsa’z" , uofavamo da su u njemu razlifiti
od nule samo &lanovi kod kojih @, i (O, imaju iste vrednosti
M, -)m, 4iMs=)m, o Ukoliko primenimo Varijacioni prineip
na [' dobijemo sistem jednadina po neodredjenim koeficijenti-
ma @y @, sses &, analogan sistemu /3.4/

(H«“E')G, + H'ZOL-I- sty 4
Hie Gy + //I'zz‘f.jaﬁ A=A

Qo

/3.9/

ooy
00 O

i -« +(Hnn=EYOn
Ovde se matrica elemenata H., raspada na submatrice od kojih
svaka odgovara po jednom paru / M., I/ date konfiguracije.
Ukoliko postoje submatrice koje se sastoje iz jedne vrste i jed-
ne kolone, onda one odgovaraju stanjima &ije talasne funkeije ima-
ju oblik jedne determinante, a to je analogno sluaju sa popunjeni
1juskamna.
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Suma dijagonalnih elemenata neke submatrice je, ustvari, suma
elemenata oblika [$,H D, koji odgovaraju istom paru /M, \Ms/e
Ukoliko odsustvuje magnetno polje, velifina £'za neki term /L,5/
ne zavisi od /M, iM./, tako da izraz za [’ tog terma dobijamo iz
sume dijagonalnih elehenata, kao $to je to pokazano za ‘S term
kod (7} konfiguracije.

Ima sludajeva kada konfiguraciji odgovaraju dva ili
vife termova sa istim vrednostima /L,S8/ i tada iz sume dijago-
nalnih matridnih elemenata nije moguée naéi ovim metodom izraz
za £’ odgovarajuci svekom termu posebno.

Racsh® je dao opitiji metod od pravila "dijagonalne
sume” i on reSava problem nalafenja izraza za L' svakog od ter-
mova koji odgovaraju istom paru /L,8/. Sam metod je prililno
hﬁonputovan‘ jer poiva na sloienom algebarskom formalizmu.

No, u najveéem broju praktiénih primera moZe nam
korisno posluZiti pravilo "dijagonalne sume". Posmatrajmo slu-
Zaj kada se stanje nekog terma moZe pretstaviti jednom determi-
nantom. Uolimo kakve se movosti javljaju u israszu za [’ datom
preko te determinante. Radi uspednijeg poredjenja sa sludajem
konfiguracije saiinjene od popunjenih ljuski, analizirajmo sle-
deée integrale koji se ovde Jjavljaju.

1. Integrali koJji sadrie samo talasne funk-
eije popunjenih 1ljuski.

2. Integrali I u koje ulaze samo talasne
funkeije ne popunjenih ljuski i integrali F i G wu ko-
jo ulaze po jedna funkeijs iz popunjenih ljuski a druga />+1¢/
iz nepopunjenih.

3, Integrali P i G u koje ulaze obe funkecije
iz nepopunjenih 1ljuski.

Doprinos integrala prve vrste ne zavisi od oblika
ne.popunjenih ljuski. Integrali I iz druge grupe zavise samo
od nepopunjene ljuske/» i imaju isti oblik kao i za funkeije
popunjenih ljuski. Neka je  talasna funkeija jedne popunjene
ljuske, (") a /v druge, popunjene ili ne popunjene, onda sume
integrala J;7/A) 4 25K (<) me savise od kvantnih brojeva m,
i m, funkeije /. Predpostavimo da ljuska (n.) sadrii 9(nt)
gaugetih stanja a (m'¢) , 9(n¢) . Doprinos izrazu za L' koji
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odgovara interakeiji ovih dveju ljuski jednak je doprinosu
koji bi postojao da su obe ljuske popunjene, pomnoZenom fak-
torom popunjenosti 2(7¢)/2(2t+4) 1juske / ¢ /o Na osnovu
toga, u sludaju jedne nepopunjene ljuske (m¢) , doprinos &la-
nova /3010 o"2/ izrazu za g JGS

2(n€}[[(n2}+ Z: 2 (ne) Fo(ne,wz'):]— ?%;;% [ Z Bet'e Ga(fne"n't')] /3.11/
(n't'])% (nk) . (n'e) ik

Koeficijenti Bi'k imaju ista znadenja kao i u sludaju konfigu-

racija sa popunjenim ljuskama. Ukoliko ima viSe nepopunjenih

1ljuski, za svaku se dobije izraz oblika /3.11/. Integrali ti-

pa /5.10.=3/ se razmatraju Racah-ovom metodom i koeficijenti

uz njih se odredjuju na osmnovu zakonitosti slaganja momenata.

%a sludaj konfiguracije sa samo jednom nepopunjenom BREX KKK X %~

xwon ljuskom (n¢) o doprinos integrala /3.10,=3/ izrazu za

ima oblik: :

,"ZA@I;, Fr, (nt,me) | /3.12/
R

gde su Atk uopiteni koeficijenti odredjeni Racah-ovom metodom.
Postoje tablice izradunatih koeficijenata za konfiguracije sa
po jednom nepopunjenom ljuskom.

DIFERENCIJALNE JEDNACINE ZA RADIJALNE
PALASNE FUNKCIJE

Baviéemo se sludajem konfiguracijea koje sadrie samo
po jednu nepopunjemu ljusku (n¢) . HNajpre éemo postaviti jedna
Zimm za radijalnu talasmu funkeiju koja odgovara nepopunjenoy
ljusei (n¢) o Oznaka (n"¢"] se odnosi na fiksiramu popunjenu lju-
sku, dok (n'¢) odgovara proizvoljnoj popunjenoj ljusci date kon-
figuracije. Jednalinu za radijalnu talasnu funkeiju nepopunje-
ne ljuske dobijamo iz zahteva da parcijalna varijacija £ ' po
P(nlr) obezbedi stacionmarnost £’ o« U tom smislu, od Citavog
jgraza za E£' o dovoljmo je tadmo poznavati onaj deo koji za-
visi od P(nl,r . Te &lanove smo veé ranije dobilit /3.11/ i /3.12/.
Veé smo napomenuli da se izraz /3.11/ raslikuje od odgovaraju-
éeg izraza za popunjenu ljusku jedino mnoZiteljem 20nL)fs (20+1)
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ispred druge sume. Znaéi, i odgovarajuéa varijacija po p/n¢ /)
ée se raszlikovati samo u tome. Na osnovu priloga /2.5/3/
neposredno sledi da varijacija doprinosa /3.12/ ima vrednost:

=& ) Ao Yo (nt,m,r) ppm,r) SPmeyr) /3.13/
R

Podpuno analognim postupkom kao u odeljku 2,kod konfiguracija
sa popunjenim ljuskama, ovde se mnodenjem uslova stacionarnosti
sa —?7/;@ i pregrupisavanjem &lanova /postupak dat u prilogu
/3+3// dobije: :

[g—-,;‘ + FZ)’[né,r/— Eme,me — %’i'-/]P/nf,r) = X(meé,r) /3.14/

gde je:
LY(mtyr)=2N=- )" 29me)Y, (we,m't;r)-2 [a(nt)~1]Y, (ne,nt,r) +

(m'e’)
4ALe
+ Z
o) Ye(nt,nt,r)

Sumiranje Z se odvija po svim popunjenim ljuskama a Z za
k>0 o Gom.ii koeficijenti A/t su, u opitem sludaju, rasli-
£iti za razne termove koji odgovaraju istoj konfiguraeciji,pa
su i radijalne talasne funkecije odgovarajuée pojedinim termo-
vina, razlidite.

Razmotrimo, sada, u &emu je doprinos nepopunjene [ ske
jednaling za radijalmu talasmu funkeiju fiksirane popunjene
1ljuske ("2" ¢ Iz /311/ i /3.12/ je @gasno da su od interesa
lanovi:

9(ne) [g(n"¢'] o (mt, n"2") -—f-—" Z Beti G (nt,n"’)

/3.15/

/316/

pazlika od &lanova koji bi odgovarali popunjenim 1juskama

(nt) 4 (") je samo u faktoru 2/n!)/;(;¢+) pred sumom. Kako taj
Zlan ulazi u igzraz za X(n{r) , to se u njemu i pojavlijuje raz-
1lika u odnosu na jednalimu koja odgovara konfiguraciji popu-
njenih ljuski, jer svaki &lan koji potife od (n{) ima faktor
Qme),/zfzéu) « Poteneijalni 8lan Y'!'r) Je isti kao i u
sluéaju popunjenih 1ljuski.
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Primetimo da kada imamo konfiguraciju sa dve ili
vije nepopunjenih ljuski, &lanovi u izrazu za £’ koji zavise
od dve nepopunjene ljuske su oblika (x(7¢,m'¢'| a oni ulaze
u funkeijul(nlr), Funkeija Y(n¢,r) ima uz &lanove koji poticu
od nepopunjenih ljuski odgovarajuée faktore 2("t)/2(20+1) &

Postoje specijalni slulajevau konfiguracija sa ne-
popunjenim ljuskama za koje izneto opite razmatranje dovodi
do znatno pojednostavljenih jednalina. Harolito jednostavan
sludaj imamo kod konfiguracija koje se sastoje iz popunjenih
ljuski i povrh njih, jedne ljuske sa samo jednim elektronom.
Pada u funkeiji Y (47 )odpadaju svi Slanovi oblika Y.(n,n¢]
Tako Fokova jednalina dobija obliks:

£/r1+A, N (,,Z;,i(ﬂ JYo(me, 'r)] ntnlt T e /3e17/

Kako koeficijenti uz P(7{,r) ne sadrie izraze zavisne od P/*//)
to je jednadina /3.17/ strogo linearna u odnosu na Pme,r) Bto
prufa znatnu olakiicu u njenom refavanju.

Istaknimo ovde jednu vrlo vainu &injenicu: naime,
kada postavimo jednafine za radijalme talasne funkeije konfi-
guracija sa nepopunjenim ljuskama, nafin njihovog reSavanja Jje
potpuno isti kao i u sludaju konfiguracija sa samo popunjenim
1juskamae.
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(3
C DISE I POBUDJENIH STANJA A i~

Elektron koji u aktu apsorpcije primi energiju i iz
osnovnog stanja predje u neko vide, pobudjeno stanje, nastave
lja da se kreée u polju jona sa preostalih N-l elektrona. Od-
laskom elektrona iz prvobitno popunjene ljuske nastaje "rupa"

i ljuska prestaje da bude popunjena. Funkeija stanja pobudje-
nog elektrona ne zavisi samo od njegovog orbitnog momenta i pro-
jekeije orbitnog momenta na stalmu osu //:m /, veé i od porek-
la pobudjenog elektrona, to jest, od poloZaja "rupe”.

Strogo razmatrano, atom sa pobudjenim elcktronon ima
konfiguraciju koja se sastoji iz popunjenih i barem dw\/@-pu-
njene ljuske. Jedna nepopunjena ljuska je ona koja pobudjiva-

- njem izgubi elektron.,a druga Je ona 5to primi pobudjeni elek-
tron. Na osnovu opiteg prikaza datog u odeljku /3/ o konfigura-
cijama sa nmepopunjenim 1ljuskama, podpuna talasna funkeija jed=-
nog atoma u diskretnom pobudjenom stanju je:

i” Z : .
= Cmsrm C:m ¢5'
LS‘.M‘.H;; e L

Ovde indeksi L, 8, MM i Ms oznafavaju respektiwnoj u-

kupan orbitni moment atoma, ukupan spinski moment, projekeciju

pnog orbitnog i projekeiju ukupnog spinskog momenta aboma.
“5; je Slejterova determinanta koja se razlikuje od one 3to
odgovara osnovnom stanju atoma po tome 3to je funkeija stanja
"pupe” /¥ / zamenjena talasnom funkeijom ¥ odredjenog pobu-
djenog stanja. Dalje, m. ¢ 4. su projekeije orbitnog i spin-
skog momenta "rupe"” a m < & , odgovarajuée vrednosti pobudje-
nog elektrona.

Koeficijenti C:nam i.C-ia su nastali slaganjem momenata
Racah-ovom metodom i odgovarajuéi su koeficientima a, b i c
/ vidi /3.2 / upotrebljenim u opitem rasmatranju konfiguraci-
ja sa nepopunjenim ljuskama, Sumiranje u /4.1/ se odvija po svinm
moguéim funkeijama stanja ljuske iz koje potile pobudjeni elek-
tron. To je zbog &injenice da sva stanja date ljuske mogu biti



na isti nafin pobudjena, pa ni jedno u odnosu na ostala nema
pﬂorit.t-

Kada nam je zadata konfiguracija pobudjenog atoma, mi
najpre konstruifemo talasmu funkeiju /4.1/, pa onda iz pravi-
la " diagonalnih suma " odredimo vrednost energije.

Ovakav put odredjivanja funkeija pobudjenih stanja je
isuvife komplikovan i ne koristi reszultate Hartri Fokove aprok-
simacije za osnovno stanje sa kojima veé raspolaZemo.

Predpostavimo da je red o pot;udaom- atom Sije jedno-
¢est. funkeije osnmovnog stanja u Hartri Fokovoj aproksimaciji
poznajemo.

Za osnovno stanje atoma Hartri-Fokova jednalina za pro-
izvoljmu jednolestifmu funkeiju stanja %.(7) ima oblik

N

(§-2.5 &% 150 )4 7 12’7 Spayo) [ZINED

r T R JF7T

= £.Y(F) /8.2/

Ukoliko u gornju Jjednalinu stavimo j=n, Sto bi fizidki
odgovaralo interakeiji elektrona sa samim sobom, odgovarajuéi
sabirei u prvoj i drugoj sumi ée se potrti. Na taj nafin, svaki
elektron osnovnog stanja atoma je posmatran u polju Jjezgra i
preostalih N=1 elekirona.

Ukoliko napifemo analognu Fokovu jednalinu koja ée od-
redjivati funkeije pobudjenih stanja atoma u polju jezgra i
svih N fiksiranih funkeija osnovmog stanja koje su date u HF
aproksimaciji, neée dolaziti do potiranja &lanova kao u /4.2/
jer je sada ¥.(7) ragliita od svih V() osnovnog stanja. Dakle,
ovde ée pobudjeno stanje biti posmatrano u polju jezgra i svih
N elektrona osnovnog stanja.
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nllymdo izvriio izraSunavanja pobudjenih stanja u po-
tencijalu koji potife od jezgra i svih N elektrona osnovnog sta-
nja zabe. Konfiguracija osnovnog stanja Be Je Be:(15)'(25)"

Fokova jednadina /4.2/ kada se izvr3i integracija po
uglovanim promenljivim biva svedena na obuk_:

AP L i) 2V0)PnE )26 Plntsr /53
gle je LP(0;r) padijalni deo funkeije pobudjemog stanja, V(r)
Je HF potencijal N elektrona i potencijal polja jezgra, £ =
energija pobudjenog stanja. Za (= 0 / granica diskretnog i kon-
tinualnog spektra / ponaSanje funkeije P/R ¢+ / odredjuje broj
diskretnih stanja pri vrednosti angularnog momenta i pri poten=-
eijalu V/+ /. Na slici su date mnkcido P/0,0,X/ i B/0,1,7/ u
sludaju berilijuma.

Kako funkeija P/0,0,7 /
ima dve nule iskljudujuéi onmu za s
y =0, to tim nulama odgovaraju
dve diskretne funkeije stanja, a
ostale leie u kontimmiranom spek- .,
tru. Te dve diskretne funkeije su
u stvard P(15,4) 4 P(25,r) o1
osnovnog stanja, a pobudjenim sta-
njima odgovara kontimuum. Funkeci-
ja P/O,1,% / ima monoton rast u %

S

P(RL, r)[at jed]

celoj oblasti definisanosti i naod 40 20 30 4o S0 &0 g
ne odgovara ni jedno diskretno -ta- 7 [at. jed]
nje k-ooqovara .glavmom kuoninom

broju u stucaju k.on'émua&nog
spekira

IstraZivanja su pokazala da, ukoliko u polju neutral-
nog atoma ima diskretnih nivoa izvan popunjenih stanja, njihov
broj je mali. Takvi slufajevi se javljaju kod atoma h2lpgenih
elemenata i time se kod njih i objadnjava nastajanje negativ-
nih jona, jer jedan strani elektron zaposedne neko od tih dis-
kretnih stanja.

Eksperimenti su pokazali da pobudjeni atomi imaju dis-
kretne nivoe koji se zguinjavaju i priC =0 prelaze u kontinuunm.
Sledi zakljudak da potencijal neutralnog atoma ne moZe biti ko-



riSéen za izralunavanja pobudjenih stanja atoma. "Hestanak" Jje=~
dnog eféxtronn iz osnovnog stanja dao je ideju da se pobudjena sta-
nja razmatraju u polju jezgra i preostalih N-l elektrona, &ije
funkeije stanja su fiksirane i produkt su Hartri - Fokovog prib-
liZenja.

Prva uspedna provera ovakvog pristupa bila je izvedena
izradunavanjem pobudjenih stanja neutralnog berilijuma. Ukoliko
Je pobudjen jedan elektron iz /25 / ljuske, jednaine za pobu-
djena stanja ¥.(7) imaée oblik:

- LU B o L ) ¢ [ BT )

[F-7
= Vs/r/%/r/ i 3
— [oF g LIl Il L () = En Y (P oy

Ukoliko umesto ¥:(”) i ¥.(7)u jednadimu /4.4/ smenimo
HF orbitale osnovnog stanja i redimo je, dobiiemo skup ertogo-
nalnih stanja ¥./7) medju kojima i ¥, (") i %, () . Redenje
Y, (F) jednafine se poklapa sa reflenjem HF 4.7/ gza osnowvno
stanje, dok se ¥(7) iz /4.4/ razlikuje od HFY./”) . Ta rag-
lika je mala i pojavljuje se na treéem decimalnom mestu, Kod
berilijuma je bazis ovako dobijenih funkeija pobudjenih stanja
koriSéen za izralunavanje korelacionih efekata po BG / Brueck-
ner - Goldston / teoriji i dobijeni su odlidni rezultati.

/8/
DISKRETNA POBUDJENA STANJA NEUTRALNOG KISEONIKA

Razmotrimo, sada, i sluajeve pobudjenih stanja neutral-
nog atoma kiseonika, Predpostavimo da je pobudjen jedan elektron
iz / 23 / ljuske,. Tada skup jednalina koje odredjuju stanja sa
vrednoSéu { =0 ima op3ti vid:

(ég,;;)P(mo,r}jL Zfdr P/m,r)Uo//,r/P/'rw,r} /a’f P(13,7)p(no,r)us (rir') P(13,1) +
/dr Pl28,r)Us(rr '/P('no,'r/+ l//Cr’P (zP/f/Uo/m’/P/W;’/ /0/’P/Z/’/"}P/"o"/u'/”/’o/zﬁ’}"

= Emo P(mo,r) + Easmo P(13, f/ + Eas,mo P(231) + Eepymo ’D[z/”r/

gde je 7n+#12 a (e(nr) je definisano ranije relac./2.16/ /4.5/

Sa HFP(ne,r] 0zNACAVAMG FuNKCIZE OSNOVNOG
stanja date u Hartri — Fokovo) a/sroks/macijc'
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Tako bi strogo trebalo da izgleda jednalina sa nedija-
gonalnim parametrima. FPojava nedijagonalnih parametara je uslov-
ljena neortogomalnoséu funkeija pobudjenih stanja i HF funkeija
osnovnog stanja. Ta dva skupa funkeija su neortogonalna zbog ¢i-
njenice da su to, u stvari, svojstvene funkcije dvaju razlifitih
operatora. Ksko su nedijagonalni parametri obicno mali, radi up-
roSéenja izradunavanja, u pofetku ih izjednadavamo sa nulom. No,
ima sludajeva kada oni nisu mali i njihov doprinos se suStinski
odraZava na sve rezultate. O podeSavanju nedijagonalnih parame-
tara biée rei u odeljku o reSavanju jednafina za pobudjena sta-
njlo

U jednadini /4.5/ suPisr)yP(sr)iPlrr) veé poznate Hartree~
Fock-ove orbitale osnovnog stanja. Ukoliko se pomoéu /4.5/ izra-
duna P(sr), ona se poklapa sa HF reSenjem za osnovno stanje, dok
se na isti nadin izrafunata P(sr)malo razlikuje od odgovarajuieg
reienja za osnovno stanje u HF aproksimaciji.

U prilogu 4. data je tabela u kojoj su uporedjene vred-
nosti radijalnih funkeija osnovnog stanja izrafunate u HF aprok-
simaciji,i vrednosti istih funkeija,ali izrafunate pomoéu jedna-
&ine /4.5/. Odstupanja u vrednostima P(/5,¥) se pojavljuju tek
na treéoj decimali. Medjutim, odgovarajuée vrednosti energije
se znafajnije razlikuju. Energija koja se dobije relSavanjem jed-
nadine /4.5/ iznosi:

646 = - 21,?26 ‘todﬁ. / 1 at-dﬂdc- 27’21 37 /

Vrednost koju daje HF metod je:

HFE4s = - 20'&9 at,jed.

Objasnimo ovu razliku analizirajuéi konkretne jednali~-
ne. U opiti oblik /4.5/ zamenimo P(noy) sa P'(1st) . Prim. gove
ukazuje da ovu radijalmu funkeiju treba razlikovati od HF P(isr)
koja takodje figuriZe u jednalini,ali bez prim-a. Imajuéi to u
vidu, dobijamo:

(.if/_z _8 P(13,7) +2 /,c/r’Pz/'fs,/rjuaﬂ;r}P’[M,Ir} /c/r'P/ﬁ,r}P/ﬁ )1 Pl13,7) +

+/dr'P2/24 7)o (i) P 13,7) + 4 / ol Py ) o) P83, ~
__[c/, Plopyr) P, iy (1, P)ptonr) = £ Pl13,7) (4.¢)
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Ako na osnovu opSteg izraza za Fokove jednadine /2.40/
napisSemo :jcdm&im za P(%r)ona ce iuti oblik:

-t /a'r P{u,r'}P/zs,r/ Us(ri?rIP(23,r] + 4 fo’r P /2p,r)uo{nr/P/H =

fc/r P[ZPI"}P(/5 "/U:(ff//o/z,blf/ Ers P(’-‘z"} . /8.7/

Vidi se da u jednalini /4.6/ potenci,jal sadrii dvostru-
ku direktnu interakeiju / drugi sabirak / i jednu interakeciju
izmene / treéi sabirak / sa uvritenim HF P(4/) stanjem, zatinm je-
dou direktmu interakeiju sa HF P(24r) stanjem kao i interakeije
sa HF P(2;it) i jezgrom. |

Medjutin, interekeija izmenme —)drPltsrIZ (1 riUs(nr)Pls ]
je vrlo bliska direktnoj interakeiji fdr'P’(fs,rvuofnr7P’/fs,r}
pa ih moZemo potreti u jedna¥ini ,, o/ g

Kada nakon te opaske uporedimo jednaline /4.6/ i /4.7/,
vidimo da one imaju odgovarajuée &lanove istog reda veliline
/ &ak vrlo pribliZnih vrednosti /, osim 3to u jednaini /4.7/ eg-
zistira dvostruki &lan direktne interakcije sa P(2r)stanjem i
negativni &lan izmene sa P(2sr) stanjem za razliku od jednaZine
/4:6/ u kojoj je prvi &lan jednostruk a drugog nema. No, kako
je &lan direktne interakeije mnoge veéi od &lana izmene, to je
ukupan poteneijal u /4.7/ pozitivniji, pa je i vrednost HF
vela.

Za sludaj [= 1, radijalna jednalina pobudjenih stanja
je sledeéeg oblikls
[ (ddz ,i ]P(n' r}+2f,df P(Hr}(./o[’}f’/p/nl,r/_

IrP (13,1) Plnayr) Ui (rir!) PO13,) + Z/d’ P2s,r) tolrir) p(na,r| —

Lfe
2
v PL28, ) Pl ) L (1 r) PL23, 1) + Jf dr P lapir)Us(rr) Plens) -

0\’80‘\8

:_}
.3 fdr z/2/=,f’/u;/r,r}P/m,/'/———- or' P/Z/’/"/P/”’/’fUJ/’/f’)P/zP/’/—
/ = Em P[m,r/ /4.8/
Pomoéu ove jednadine radunamo stanja u polju neutral-
nog kiseonika kome je pobudjen jedan / 2/ / elektron.
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Cesto je poZeljno izrafunavati pobudjena stanja kiseo-
nikovog atoma za /> 1 u Hartri - Fokovom polju osnovnog stanja
iz koga je udaljen / pobudjen / jedan /2r/ elektron. Za takva
stanja je odredjivanje koeficienata o~ i /¢ neEto komplikova-
nije.

Za l= 2 jednalina za radijalne funkcije pobudjenih sta-
nja ima oblik:

[2,( at ﬂ r]P(’nzr +Zfdr Pl uo(r,rr)P(m/r)-— dr P(13,r'| P(n2,r) s (1,#) P13, F) +
‘ 'Z/C/"P (237l r)Pnzr)= 5 -/- O’f’/’/z5,r'/P/fnz,r7ue/f,r'//?zmr/ -

+5/f/r Pl2p,rUs(t,r) Pfma,r)- o,fi/c/rP/zp,r)P/nz F)Us (7] Plep,r)= Eme Pln2, 7) 8.9/

Zal- 3, Pmy)su odredjene iz:

[%(—a‘g + :—E)—rﬁ P(/ns,r}+i /dr'P‘( 13,4} Us(v,r ) P(m3,F)- —;—o/ dr' P13, )Plmar)s(rr)P(13,1) +

+ Z/dr'P'ﬁZd,rj Uo(1,7'|P[73,1)- ;’/a’r'P(u, ¥) P(m3, r)Us(t;7) Pl23,r) +

43 / dr'Pepr) Us(rr) Pns, 1) - O,L/U/r’P/ZP, )Pl ppr) = Ens Plnsy) - {420/

Primena ovih jednaiina dovela je do redenja koja se
dobro saglaSavaju sa eksperimentalnim rezultatima. Jednalina
/4.5/ reSena po P(1sr) daje rezultate koji &ak pokazuju izvanred-
no slaganje sa analitilkim reSenjem Hartree - Fock-ovih jedna-
&ina koje su za ovaj slufaj izveli Bagus i Rothman. ReSenja su
se razlikovala u ciframa na etvrtom decimalnom mestu.

— U ovom odeljku jednadine za fumkeije stanja
misw 1zeafavane preko poméénmihk Fumkcijo
Yme,me,r), vec osu cdati njihovi Cksplicitwni dblici,
radi latiej /aoredery'a. pajedinil Slamova .
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NUMERICEKO RESAVARJE HARTREE-FOCK-OVIH JEDNACINA

Istaknimo odmah da procedura reSavanja Fock-ovih jednaSi-
na u principu ima istu formu, bez obzira da 1i su Fock-ove jed-
nadine napisane za konfiguraciju osnovnog stanja ili diskretnog
pobudjenog stanja. Raszlike se javljaju u numerilkim koeficijen-
tima ol « fpt0, kol zavise od koanfiguracije, kao i u pojavi nedi-
jagonalnih parametara Cn¢n? u sludaju pobudjenih stanja.
Sve te razlike su takve da diferencijalne jednafine koje treba
rediiti zadrZavaju isti oblik. Ukoliko u diferencijalnoj jednadi~
ni za pobudjeno stanje:

6%; + fY/’nf,r}— Enlynt — —‘%/é"i} Pnbr)= X (nbr)+ Z&a,n'e P(n',r)

m'(m'Em)
uvedemo koncizne oznake
~£Y(nbir)+ Entme + X542 = F(ntyr) ey
Y(ntr)+ Z Entne Plmit) = Qnlyr) /542/
tako da dobij:l(::m}
IPOLD _ Fintr)pintr) » @it 1543/

Pri redavanju ovih jednalina koristimo se numerilkim me-
todama koje su pogodne za rad sa automatskim elektronskim ratu~
narima., Jasno je da numerilke metode daju pribliZna reSenja. lie-
djutim, kako i sam Hartree - Fock-ov metod ne daje tafan opis
sistema, nema smisla ni insistirati na egzaktnom reSavanju Fock=-
ovih jednalina,.

Iz fizifke prirode radijalnih talasnih funkeija je jasno
da moraju zadovoljavati sledeée graniine uslove:

P(né0)= P(nt=)=0

Eksponencijalno opadanje funkeije P /nlr / kad |
daje za pravo da se pri mumerilkom refavanju uzme u razmatranje
samo konadan interval njene pribmene. Praktiino, sve bitno &to
se dogadja sa funkeijom P /n/ r / dogadja se u intervalu prime-
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ne / od O do nekoliko desetina 7. / gde je 7. Bohr-ov radijus /.

Bitna karakteristika koja odlikuje reSavanje Fock-ove
Jednafine za pobudjeno stanje od odgovarajuée jednafine za os-
novno stanje sastoji se u sledefem: za osnovno stanje je potreb~-
no reSiti sistem od onoliko jednafina koliko ljusaka ima data
konfiguracija. ReSavanje tede iterativnim metodom. Predpostave
se poletni oblici svih funkeija i zamene u izraze za Y0/ 7]

i X(mfr] i veSe se jedna¥ine. Novodobijene funkeije se pono-
vo uvrste kao poletne i sve tefe ispoletka. Iteracija traje
sve dok " neusaglaSenost ",to jest raszlika poslednjeg i njemm
predhodeéeg reienja ne bude manja od zadatog malog broja.

Pri odredjivanju funkeije diskretnog pobudjenog stanja
ne reSavamo sistem, veé samo jedmu diferencijalmu jednadinu i
u izrage Y(nlr) i X(nlr) zamenjujemo veé izradunate funkeije
osnovnog stanja, i za vreme izradunavanja smatramo ih fiksira-
nim., Odsustvom samousaglafavanja proces izradunavanja funkeije
pobudjenog stanja je znatno ubrzan.

Prva potefkoéa koju treba otkloniti pri relfavanju jed-
nadine /5.3/ je singularitet za <0, Uvodeéi smenu

j')'—‘- ar + 'é&l/}" /5.4/

otklanjamo ovu smetnju i za /=0 moZemo uzimati ekvidistantne
korake po ° a da se ne dosegne do nule. Pokaiimo da je smenom
/5+4/ oluvan karakter ponalapja funkeije P /v /o Priroewo, P
se ponasa kao + pa se P /n/,f / ponaSa kao P /nlr /. Zar—a0,
P /by [yt « Drugim redima P /'g!,ﬁ /~e“” exsponenci~-
Jjalno opada. Fo

Da bi nakon smene /5.4/ jednaina /5.3/ safuvala formu,
uvodimo novu funkeiju.

Dint,s) = 28 plntr) 5 r=ri3) 755/
Smenom P /70, v [/ u /e5.3/ dobijamo:

%J(g?:f}: F (e s)fme )+ Q(me,s) /546/



/0r+ } 2
gde je: F/’ﬂjf) [ar+é {ar+4)’—+ r F/’)’Z[,r/]

(Vnts)- () Qntr) /5.7/

Odredjivanje funkeija F /78 / i /S [/ sey u stva=-
ri, sastoji u reSavanju sistema simultanih diferencijalnih jed-
nadina /2.,29/ i /2.30/ koje posle smene promenljivih /S.4/ pos-
taju:

/C/ L Za(nt, ) = = 2y Ta(mt, L35+ /Wf) Jine.5)

/5.8/

Ned o) bt o] RkHL v
C—/}Yz(o’&g,Mf;f) S D Yk{’ng,fﬂ[,f} - Zb (mé,m ,5°)

Da bismo resSili dobijeni sistem jednadina, zamenimo
beskonadan interval promene S , konadmim S <S<S:
Uzima se da jeb=1if @ W07 - Eoeficijent a se odredi iz for-

mle:
,a=7f+~/ﬁ— bint)
Za 1; =607 4 a=0,5
Eako pri Po-oc 4 Zu(nfm'¢)S) opada znztno brie nego
J(nts), mofemo staviti da je:
Ze(nt,me,$8) =
S druge strane je:
Ye(nl,m', 5 )=2e(nlm?;s)

Ukolike se cela oblast promene § podeli na konalan
broj jednakih intervala duZine /,onda ée medju vrednostima tra-
fenih funkeija i njihovih prvih izveda u trima susednim talka-
na vredeti sledeée relacije:

Zim = Zones + 5 (5200 + 82t = Lis) /5+9/

Ym _ YMH - = (5 Y’ +8Iw+f"‘¥~n+a) /5.10/
Primenom ovih numerilkih obrazaca na jednaline /5.8/
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r—

12(a%t6)

_ Za(ne,m'e) Swa)+ ;S—Mf(nef )//n’t,ﬁ.)]}

Py

{ . ’ "
dobijamo: T (4, ne! 5. = -——m‘”{zk(ne,'n'(,fm..)J, %[SZh(nem 2 Bei) =

/5.11/
‘ 1
Yg(ne,n'f,fw)zﬁm{h{nf 77'2 .fmu [BYJ‘"Z n't, fnn =

aru‘\“é

- Yh( nen't’ 3"”1) J'(ZkHI T /ne n'e’ fm}]} /5412/

Iz ovih izraza odvedjuju se e (n{, 7S/« Ya(nl n'¢)s)
pri graniénim uslovima:

Tu(nlmt,£))= Zulnt,mt)82) =0 5 (Si=8-h)

1
*)
Yk_{'ne,ln'('lfmz} = Yk. ('nZ, 'n't;j’m,} & Zk,(ne,n’l',f”H} ;(9” =8,

Ako zadamo izvesmu vrednost parametra Cn¢ ¢ lako do-
bijamo funkeiju F*'/ 7¢ P / i Q" /nes /. U prvoj iteraciji izraz
Q* /m¢,$ / ne sadrii nedijagonalne parametre jer, radi jednos-
tavnosti, uzimamo da su mule. U sledeéim iteracijama ti parame=-
tri se odredjuju iz integrala " prekrivanja " i uvriduju se u
QC/ me.s /e

RESAVANJE FOCE-OVE JEDNACINE METODOM NUMEROVA

Sada pristupimo reavanju diferencijalne jednaline dru-
gog reda /5.6/. Vrlo pogodan za reSavanje ovog tipa diferenci-
jalnih jednadina je metod Numerova: Izvodjenje koje je dato u
prilogu /5.1/ dovodi do pribliine formule.

bir= 28+ 1. -——//m 104+ {"/ /5.13/

Greika koja se &ini primenom metoda Numerova je mala
velidina &iji je red / £’ /. Primenjena na jednalinu /5.6/ rela-
cija /5.13/ daje: /Prilog 5.2/

P08, 81) My =28 (n8,8:) s ¢ Jm0,5: M, = 2 /5014/



gde je: :
M:=1- -é-/ck('nf,ﬁ')

Ni= 1+2 LFne8) /5+15/
A= %Q[Q*(né,ﬁ-,,),tlo Qe $)+ C?'[m[,ﬁ‘_,)]

Kako funkeija F/n¢9/ predstavlja potencijalni &lan,
preciznije, odgovara raglici E - V /7 /,to ona u dvema talkama
menja znak. Ovo postaje razumljivije kada se vidi kvalitativni

grafik: hvin

Tacke u kojima potencijalni
dlan menja znak sul., i § . Tamo gde
je B /65 /<0 jednalina /5.6/ ima
stabilno refenje. Sa slike Jje Jjasno steditns resenic
da je to intexval [£/%] . U in- S R,

tervalu [£,f] refenje jednaline ! | r
/1.6/ eksponencijalmo raste ul[f,5] |- _N_ __ 32 _¢
ima oseilatoran oblik i u [5 5]

eksponencijalno opada.

Da bi se obezbedila stabilnost redenja,izradunavanje
furkeije 7(72,f) u gornjim intervalima vrSi se na razne nali-
ne. ReSenje u intervalu /£ ;5] se nalazi metodom " progonki ",
primenom na jednadimu /5.14/. lNeka je interval [£;f] podeljen
na N, jednakih delova duZine 2 pa je R=0+th ; =12, - w
Koristeéi poletni uslov Jf/»4,2)=0, u jednalini /5.14/ je
moguée eliminisati jedmu od tri nepoznate veliline i taj postu-
pak se induktivno uopitava i dovodi do relacije:

f{%!,ﬁ)= V{tll”)/{”é,ﬁu}‘/‘t/[zﬂ*'} /5.16/
/ : M
gcle su SR, L. A
V/z’ZH/_ 2 Ni = M-t V(-4 2)

Miey Uli8) =D é /5.17/

UL, L”) ) 2N = M- Vi1, %)
Velidine V/ ¢, ¢+¢1 /i U/¢, i+  ge izraiavaju
na osnovu rekurentnih formula /5.1%/ uz poletne uslove:

Ult)=0 ¢ V(o1)=0
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To izrafunavanje tele sve do tacke f . Ako je poznata vrednost
funkeije £(n¢,5), na osnovu jednadine /5.17/ mogu se odrediti
sve vrednosti /(¢ ®) w [%;f] iduéi s desna u lewo. Poito
se talasna funkeija mofie mommirati, izbor /(¢ 8) moie biti pro-
izvoljan i najlesée se uzima jedinica.

U oblasti [f5;5.] Jednalina /5.6/ ima stabilno reie-
nje. Stabilnost relenja se ogleda u tome Sto grelke oscilator-
nog dela funkeije nemaju isti,ve¢ suprotni znak,pa se u procesu
integracije ne nagomilavaju, veé se potiru. Hetod Numerova daje
u ovoj oblasti resSenja:

,[ i 2N: s M bt #2e
SEEET Mive

/5418/

Redenja u oblasti [5 , 5.] oznafavademo sa L)

U intervalu se [5, S, ] reSenje se opet nalazi metodom
" progonki ", Ali, kako se graniini uslov ovde javlja na desnoj
granici, " progonka " ide obrmutim poretkom / vrednosti /(n(s)
se odredjuju u smeru raiéenja P/

Fovy = Ui (imt,8) + V-1 8) s /5419/
b w0 Mi-t
V(i-1,i)= 2,:;_ —ML_;*(' ?(&T;'i; i
B gl i+t L+,8)-D¢
H {z—"L/=2N£ ~ M+t \7(5f'f,i-)
pri graniénim uslovinma.
LI(N-1,N] =0 528,
v (N-1,N)=0 /5«21/

Resemnje u oblost: [S’,_,S’,] cemd ozmnadavail s5d _7[7012,9}

PODESAVANJE PARAMETARA Enene i Enene

Dobijeno celovito relenje Fokove jednaine mora imati broj mule
koji je jednak //m-¢- 1) / da bi se funkeija ;Z/ m¢, s / mogla nor-
mirati. Taj zahtev se ostwaruje podeSavanjem parametra (nenl .
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Poito ¢&nene ulazi u sastav &lana F"/(f), sledi da, ukoliko je
ovaj Slan veéi po apsolutnoj vrednosti, funkeija //(S) se spori-
je menja. To uslovljava i sporiju promenu drugog izvoda pa je i
broj nula na istom intervalu manji. Zato, kada iteracija da re-
Senje koje ima vide nmula od zahtevanih (n-£-1) , €me,m¢ treba Do
modulu uveéati, i obratno, ake ih ima manje, treba ga smanjiti.

Hovi zahtev koji treba da ispuni parametar ¢, .. je .
da obezbedi dovoljno glatko spajanje grana £ (n4S/i f7(me®) wu
tadki 5. . Dalje utadnjavanje u tom smislu vrii se na osnovu
znaka razlike

8 (Enemt)= {{F Tnt,804)= e, Rek) } /5.22/
Svojstvenoj vrednosti energije Ememe = Ene
odgovara &(Ene)=0 . ;
N \ *
VeliZina 6(é«en) kmo funkeija od e
Enene ima kvalitativno sledeéi g (ns) : : b
oblik: ! l £me,s)
lrg(&nl.‘ne} ! !
9:. 9,""»

6/\8' A\& Entink

Indeksi uz epsilon /¢/ oznadavju da relenje Pme¢,f) 4ima toliko
korena. Vidi se da za paran broj korena vredi sledede zakljudi-
vanje. Ukoliko je 5<0 , treba povedati €ne,me a ako je 4>0,
smanjiti. Za refenja sa neparnim brojem korena vredi obrnuto re-
zonovanje. Sve te uslove koneizno izraiava formula:

(st ) £1) " 5iqn e(Eme,ne)
Em,e.m.o, o me,né {1 i+ /u(,} 6‘3”,2( : G} /502y
M e konstanta koja odredjuje velifinu " koraka " promene

Ememt o si.gn'Z(Cfe,ne) je znak velidine &(E::C,n&) e L
neusaglasenost talasne funkcije. Kada je koren " urakljen ",
on se dalje moZe utadnjavati sledeéim izborom:

£ B(ETne) v = BETie) £
ne,n Z(EZ.M)_ Zo(f.me,me)

/5.24/
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Kada razlika dve uzastopne vrednosti 822',% i 6"&,,.5 postane
dovoljno mala, manja od unaspred odabranog malog broja, znaci

da je uslovljena tainost postignuta i da treba prestati sa utad-
njavanjem. Sve do tog momenta reSavanje je bilo analogno relava-
nju jednafine za osnovno stanje, jer su parametri fne~¢ idjed-
nafavani sa nulom, Jedina razlika Jje Sto smo ovde funkeije osnove
nog stanja drZali fiksiranim., Sada treba odrediti nedijagonalne
parametre. U tom postupku éemo vrednost fme nc odriavati fiksiranom.

‘Vrednosti nadidtgonalnih parametara su proporcionalne
integralima " prekrivanja ":

(1)

énem"& = ,CfP{n'Z,r}PM/né,r/a/r /5'25/

gde je P(m'¢r) giksirana funkeija osnovnog stanja, a P"[7/) funk=
cija diskretnog pobudjenog stanja, C je brojni parametar uveden
za ubrzanje konvergencije. Ovake odredjeni parametri se uvrste

u jednadinu /5.6/ u izraz Q°"¢f) ., Onda se jedna¥ina reli sa
tadnoféu O~ koja je jednaka sumi integrala " prekrivanja ".

Ako se pri novom pribliZenju suma integrala " prekrivanja " po-
ka’e veéa od zadanog broja & , to parametre f.¢ ¢ popravlija-
mo za iznos novih vrednosti integrala " prekrivanja ":

vime = Evorme, + € [Plt,r) Pty ) dr 75426/
o

i raSun se ponavlja iznova sa tadnoiéu Jjednakom novej sumi in-
tegrala " prekrivanja ", Kada 6. postane manje od & , utainja-
va se vrednost fwwe i pronéumvnaisemakeijo, stanja do tog momen-
ta kad suma O~ i neusaglafenosti 7 za izralunatu funkeiju
stanja ne postane manja od&.

Da bismo dobijene funkecije normirali, koristimo se nekom
od numeridkih metoda integracije. Vrlo dobre rezultate daje aprok-
simacija funkcije parabolama koje su odredjene sa po tri uzastop-
ne talke., To je poznata Bimpsonova formula.

Ako oblast integracije [a,b] podelimo na paran broj
(2n) jednakih intervala h, tada Simpsonova formula za integre-
ciju ima vid:



% | - W -
f/yc/x=§[yo+:7m o[ty # Tst -t Ysnt) 8 (50t Fut - - +2/u-z)] /5:27/
Kako su diskretne vrednosti funkeije /m-~/;~-ﬁw y i)tz a2. o

veé odredjene, to njihova smena u /5.27/ daje vrednost traZenog
integrala.



OF1S_PEOGRAMA

Praktiéno izrafunavanje funkeija diskretnih pobudjenih
stanja se izvodi na automatskim elektronskim radunarima. Pro-
gram u mnogome podseéa na onaj za izradunavanje funkeija os-
novnog stanja ali ima i bitne nove karakteristike koje su veé
| naglafiene u izlaganju o numerilkom postupku reSavanja /Ode-
1jak 5/. Program reSava jednadinu oblika

yM = [pc)+Ar(x)]g + 3(x)
gde Jje Q{xlzfl{/r,x’/g/x'/dx‘

Globalan pregled programa je dat na Semi,

COMMON Je deo programa u kome se vrSi: deklarisanje promen-
ljivih koje udestvuju u procesu racdunanja, izdaju se
naredbe za njihove zapisivanje i oditavanje. U ovom
delu se odredjuju i granice promene funkcije /» i r /.

ZERO Zadsje pofetmu vrednost funkeije pobudjenog stanja dok
funkeije N-l elektrona osnovnog stanja ne zadaje jer
su one veé poznate i fiksirane pa ée u potrebnom momen-
tu biti uzete sa magnetne trake gde se "panta". Cvdde
se, takodje zada i podetna vrednost energije pobudje-
nog stanja.

VAR Predstavlja proceduru prelaza sa r na novu promenljivu
kao i izralunavanje koeficijentnih funkecija koje se ja-
vljaju u Fokovo] jednalini usled tog prelaza.

PTL Veii izralunavanje poteneijalnog &lana

E X C H Je deo koji sluZi za izradunavanje &lana izmene,

Podev od PTL pa do kraja programa svi proceami se zajednilkim
imenom oznadavaju kao MRIN, 3to znali, glavni deo programa.
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MRIN se sastoji iz viSe celovitih procedura koje su smeitene
u podblokove oznalene sa DMET uz koj@ ide odgovarajuéi index.
Radi veée jasnoée mi smo te podblokove ozradili pravougaoni-
cima u kojima je kratko naznacen proces koji se tu odvija.

Da bi smo jasno naglasili injenicu da se funkecije H-l
elektrona osnovnog stanja koriste u ovom programu kao poznate,
oznadili smo strelicom njihovo dovodjenje na MRAIN.

Program sa kojim smo raspolagali Jje pisan algol Jjeszikom
i salinjen je u institutu A.§ WOQPPE wu Lenjingradu.

Radi jlustracije navodime grafilke prikaze nekih funkei-
Jja pobudjenih stanja atoma argona i neona, Navedene su i vred-
nosti energije odgovarajuée tim pobudjenim stanjima. Rezultati
su dobijeni u veé spomenutom Institutu u Lenjingradu.
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Dodatak /l.1/

Da bi se olaksao proces svodjenja integrala /248/
/2.5/ i/2.6/ na jednostavnije oblike, uvodi se koncizno obele-
Zavanje

Q= Eupr o LOBEY () Yalp) /1/

gde koeficijent C«ps.-.7  poseduje sledeéa svojstva:

LIV IP 7 su proizvoljni &lanovi skupa celih brojeva 1l,2,.s.p

Eapy-- % =0, BKO medju indeksima postoje bar dva jednaka.

Supp-- u=+d , ako su svi indeksi razliliti i obrazuju parmu per-
mutaciju brojeva 1, 2, eeesP

Eapr----Ji==4 wfe oM W i obrazuju neparnu permutaciju

istih bmdm.

Ukoliko se u nekom izrazu ili proizvodu izraza srefe dvaput

neki od indeksa «,5,7--- % 4 po tom indeksu treba izvesti sumiranje

za sve vrednosti od l. do p. Tako je, na primer, . dux=f0 o Na

osnovu izloene konvencije nije tedko uvideti da /i1./ stvarno

predstavlja Slejterovu determinantu /2.1/. Ako je 4=« o onda

je fupr--- % nesavisno od vrednosti preostalih indeksa. Isto

ée vaZiti i u sludaju A'-«' tako da imamo: "

CoaAYs ¥ CL BN e x =0 ako je /=<
ili A=t
Fiksirajmo, sada, indekse « i/ tako da je «+# /2 . Tada je
Eap--7 =0 gamo ukoliko niz brojeva v - -7 nije permutacija brojeva
koji se dobiju kada se iz niza 7% - P iskljue < i / + Dalje,
Sopv--- 7 nije nula samo ako Je «=«¢ L=/ 1lid=8 1 4=« o
Odatle neposredno sledi:

Eac/”-~--/'i“€.¢'/>'r-.--57=0 /2/

ako nisu ispunjeni uslovi:
ol'= o 7B'=e :
1 /5/=/5¢°( iu 1 ‘o('_-_—,ﬂ:ﬁa(

Ukoliko je <=« 4 p=p#« o skupovi brojeva £A¢ T L4 7 gu
jednaki. Tako &e proizved Ew«es -7 -Eupy...7 Dbiti suma sabiraka
jednakih +1 za one skupove 7 ----- ¥ koji su permutacije (+-Z/
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brojeve 1,2 eeeep iskljudivii « i 4 s i jednakih muli
za sve druge skupove. Broj sabiraka ravnih +1 je (r-2)l
Na osnovu toga je:

£0(/51~---j¢' Earptyr---- T = (P-2)! 24 o'zt ¢ Bl=pFL
Eapr - Tiluin'vs--J = -(P-2)! za L= ¢ =L /3
S druge strane je:

2

J:(ol'd.d/j' - [L{/_,IJ/;“' =0
osim z2a d'=x ¢ A=/
jli za A=a ¢t d'=p

UkOlikG 330=c( k) Ond& Je d;;.y:d;.(' i d;&ﬁ':é:{/}' & pa 308
d;""d/-’ﬁ"‘d;/b'd;u' =0 , %a p=d« ili o(’::ﬂ’

44-0.0=+1 ZA ;:_:_:;; Yy BAEL
0 éa-ld',d;ﬁ! —,d;,;'é;'d: = { /3/
R AT o(':/b
0-0-11 { ZA o Bt
Na osnovu svega dobijamo:
TR R S e e /8/

Iz /4/ je lako dobiti posebne slulajeve:

£dpl--'ﬁ' &t'/sr---ﬁ = (P'UIJ"“" /5/

i Capp - & Eapr--- T = p! /6/

Iskoristimo ove rezultate za svodjenje integrala /2.4/, /2.5/
i /2.6/. #
a/ u konciznoj formi funkeija @55 je jednaka:

[eapr--a B Gt Gs)-- T lor ¥ [ 7t Burl) Brle) Gts) -~ Yle)]

Kori_.stino komutativnost:

BB onrx Eaprre [Beld Bld] s [ bdB ] x - [FrlP) Yole)]
Sumirenje se izvodi po svim vrednostima indexa difpy, .- &
00 - % jer su svi ponovljeni. Razmotrimo sada integral f£5$5°'5 .
Po nezavisno promenljivim 7,7, . ... 7, moiemo integrisati odvojeno:

ﬁ?d% Eupr--- 1 ELpT - x[/fam H'h/c/c’,])r[/ﬁle Yorle)dE, | - - X Z{E (P) %'{P)a’z,]

Primenom predpostavke o ortonormiranosti jednolestidnih funkeija
dobijamos
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f¢¢0/3 E«pr o Clpp. . R J;et J;,/y Ui 7L Cﬂzﬂ- = E«pr---f- &,,y....)r
pa je J§gdz= p! 17/

b/ Svodjenje integrala /2.4/

Posmatrajmo najpre oblik jednog sabirka, na primer &lana sa
J = 1. Tada imamo:
fgb(a, W) Gz =~ L Eaprow Eapir 1 xffﬂ(f) (8,42) g (r)dlz. ] x

x [JGGon]x - x| [GirBinon]
- - 2 () G [l (10r BT (0l

Uvedimo oznakus =__/9r(4/[4, )E{l}o’z", pa kako
se index o ponavlja,to po njemu treba izvriiti sumiranje.
- Ha taj nain smo dobili

z/?(lb }@c/z //’ ’//Z[*

Kako imamo p sabiraka gornjeg oblika. konaéno nalazimo:

~JEL L4+ )P = bl Tre = P y,

¢/ Svodjenje integrala /2.6/
Analizirajmo integral J @E 7y QSd" polazeéi samo od jednog
sabirka, na primer ¢lana sa i =113 =2

f@k PdT= Eupr - m- Eapy--- '[/9?,/'}7’ {f/;l‘ P (2) ¥y (2]t a’r,]x
[fg,{s)&; {3)0’&; g@-//’}%'/ﬁ/df;] Eapr-- T Eaipp'v--- T Uad! pp
848 3€  Lfew, 0m < [Tul) Yurlt) 7, Bole) U1 IE A
f@ L @dr = (p-2)!(dus' oy - (ﬂp'o;.c'}l/-u'/s/!'=/P-2/-’§(I«p- Xp)
gde smo uveli skraéene oznake:
Jups = J1%a )5 350 I
VW AR AT S AT

No kako u podpunom izrazu f@Z % $dr ima fp(r-t)
gabiraka oblika [P 4 7 Gdr, to éemo dobiti:

fCZS ; EJT di - zP!o;Yg«ﬁ"Idp)

gde se sumiranje izvodi po svim parovima («,3)., a poSto svaki

par uzimamo samo Jjedanput, to hzostavljamo . ispred gornje sume:




Tako, na kraju, izraz za £’ postaje:

v IZI«.*‘@IZ,(:]& "-Z(d ) ’
E £ P2 it el /’) :?I@*‘%j«p";j{dﬁ

Dodatak /l.2/

Ha osnova /1.7/ i/2.15/ neposredno imamo:

Le==4 [5 Plnt, ) Y (0.m, 6, )(8 ) it 1) Y (e, 0, 9) 12y e
gde je dw;, element sferne povréine duy = sing; dedy;
Onda, dalje, imamo:

Ix—~—/P/né r}/o,"+ - _/_&’/P/nt,/;/o’fff/!m &%) sine; de;jdly

i na osnovu nomiranosti sfernih harmonika

W g/m/

i fprne, ol - L ppnt )y = 1) o

Z(/j ://;{P/ﬁ(lg,f/)//& My, 6; V;}/Z;Ué //;j/Pg/G;H/'/ ¥ (p/.//-’ip/ﬂpl/glJ}Y//pmplej ‘f})/za/[,a/z;

g Z [ Y'(tem.,6: %) Aife: 9, %:%) Y (Lpmp,6; o) dus; c/a;l/ //P{m Lur)| el 3)[Plns Z,,,y)/ldra/:;
= N v

= Zﬂe(&c ’mu,l/b m’lp) Fk[’ﬂ«[a,ff?/sép) /2/
j{"(ﬂ = Zék (/me,lp m,a) Gle (4’2.: l.:, Np Z/a) /3/
k

Podjemo od izraza /2.12/ za £’

E’= ;Ia +Z,\7xp‘£’,:7{o(p

ap /s

Integral [« smo sveli na I(n¢), a kako su za dati () svi Il
jednaki, to ée doprinos od celog sloja (nl) prvoj sumi biti
jednak proizvedu iz broja stanja koja odgovargju tom sloju,
¢(ne) o i samog I(né]) o konstantnog za taj sloj. Takvo rezo-
novanje vredi za sve slojeve pa imamo:

) L= ) gint)I(ne) /1/

me)



Neposredno iz izraza za G. sledi da je za bilo koji par fun-
keija (4,2) @.= le Za bilo koji sloj (n¢) koji se sastoji iz
9(nt) stanja postodi L9m[am¢)-1] nadina kombinovanja funkeija
stanja u parove koji dovode do integrala F.(7¢,n¢) a uz svaki
od njih je koeficijent jedinica /a.= 1/ Na taj nafin se dobija
da je doprinos jednog sloja (nl] preko integrala fo(n¢,n¢| jed-

o 2 9(mt)[3(nt)-1]Fo(nl,n¢]

- Ukupan doprinos od svih slojeva je:

Z% Q(ﬂ/[e(ne/-d Fo(néme] /2/

; nl). )
~ Analogno, {za) par slojeva (n¢) i (n'?]#(n¢] xoeficijenti uz Fo(nt,n?|
su jedinice a kako postoji 2(n¢)-9/n'¢!  paznih kom=
binacija talasnih funkeija ta dva sloja, njihov doprinos izrazu
ga ' Je
g{néjg/m’éyfo{%//n’l’/
dok ée za sve slojeve biti

9(ne)2(n'e) Fo(ml,m'2) 73/
(me], (mit!] #(me)
Dokazuje se da u sluaju popunjenih slojeva koeficijenti .-
za k>0 dispunjavaju sledeéi uslov:

) Ou(te me tms) = O ,
mp

Za proizvoljno M« o gde se sumiranje izvodi po svim moguéim M),
koje odgovaraju datom )Z/s o Takav zakljuéak wvaZi za bilo koje m«
koje odgovara datom J. , Dakle, suma koeficijenata koji se jav-
ljaju @z iste integrale oblika f.(nl,n'l| za k>0 o jednaka je
nuli, Odatle proizilazi da integrali oblika Ffe(n¢,7%)  pew
daju nikakav doprinos izrazu za ' . Ostaju samo integrali obli-
ka Fe(ntmt) xoji potifu od pojedinih slojeva (v/) . Za dato
(nl] su svi Fe(né,nt] jednaki,pa moZemo sabrati sve Jdx(/m,Lm)

koji se tu javljaju i formirati novuv konstantu Ale kao
njihov zbir. Na taj nadin dobijamo da je doprincs integrala ob-
lika Fe(ménd| ga k>0 o izrazu za F’' , jednak:

& ZA"‘ Fe(nl,me) /5/

(nl), k>0



ol -

Sto se tife doprinosa integrala G.(nf,«'¢'/, tu nema ogranifenja
slifnih onim za Fr(ne,m¢) u (4) + te je njihov doprinos:

—ZB&% Ge (Mm’é’/ /6/
(), (el

gde je Beee suma svih be(¢m t'm| za date (%, (n'?) i ke Tada,
konaéno, imamo:

| Z g/uj[/nep)__l 1g(n)[gme]-1[Fo(n,me| + )~ L(mI20ne| Fofnt,ne -

(me] (ne) (nk),(n'e]#( 4]
"ZA(J@, Fe (n, mt) — 2 Burw Ge(nt,ne] /%
(nll ik (n],(n'€),
Dodatak A.4/

a/ 2u(mlmieir)= f (2)Pme,s) P(n'e)3)ds  /mmoZimo sa ¢° pa diferenci-
ramo po »/

ey /50p/n34/p(n'e’4/d5
44/1’ g s rk, C/Ze- d/5 P(M,s/P(ﬂ’l'd/alﬁ

4=0

Kr*'7, + re g_fn = ¥ Pme,r)p(nlr) =

d2e_ kg, o pmer)pimer)
i /X /

b/ Yk (ne,m'eir) = 2o (ne,me,r]+ /(;/P(né s|p(n'e, :}jc/;;
/vrii se mnoZenje sa » ' g diferenciran:je po x»/

-(k+2) % -(kte, % +
Lt /w)%)ri,¢ _ e TRy, Lyt ’de i« ’o///’/ P(nts|P(nes)ds -

_(es)r” ("”)f (£ f}" P(n&d}P{n'l HEr
el /Kf—")'f_(’l")zk. ir f’“)de. r'(/“}p(n@ r) p(n' e’f)

ReSavanjem po %;,Yf i smenom dZe i [ 4} dobijamo:
_c_/le_- 4[(2k4)20 - /wm] 727

¢/ Diferencirajmo jednadimu (2) po »

_@;_//_gkz %L[(ZKA‘-/}Zk ) (/(H/Ya]- ;{[[zuf}%iﬁ —(k+1) %%k]



smenimo dz" iz jednafine (/) a onda eliminiSemo Ze
is (2 . Posle tih smena i sredjivanja dobije se sledeéi
sistem diferencijalnih jednalina drugog reda samo PO Y. (nl 7 ';zIfJ

dZ.Yk.['nellnletl'r)_ __/__ k(k+ o 2L H] Lot
. = (k 4)Y/e(’n€,'n£,r}— = P/M.’)P{MZ,;')/ 5.

Dodatak /2.5/

Razmhtranje varigacija integrala koji ulaze u sastav izraza
/ 2024/ za &'

Lt
a/ J[/nz/-——{ /Jp/nz s+ 20— U fprme, r/afr+//>/nzr} ﬁ’-#ép/nz,r/dr}

dv
Iz izraza /u "'d’c / o d“ koji se dobija parcijalnom

integracijm relaci;}e
A

/OIU U,du) C/U’ .‘i‘!
dx" dx" pod

uslov:.ma datim na slici, sledij

jf’f"l }d,, O Z/!H_j/hz[nlr/a'r =

/JP{ or /dn 2w _ //é’#‘//P/nZ r)alr it e - <
ditne)- / o)l s 2 Uelpptrjar gy

b/ JF/@ (me, ’VI'Z') fJ[P/nlf}]rYQ(nZ n'!/c/r +/P/n[r/iJYk/”r£ o d%

no, kako Ye(n'l,m£;¥) ne zavisi od p(nt,r),

OFe (nt, |- 2[pintr) Pt e (v merler oy

¢/ u sludaju (%f (W) j_nam; o0 /
JFe (b, mt) = ]Z’f[p nbyr | Yo (nl,nbr)dr +/P‘(ﬂ!,r/;)/,e(rn£ 0t )

Ho, iz defim.c:.ae /”.26/ je :
; fP (ml,r) LYo (n'8 0 1 |dr = /P (n'd'r] £ Ye [ne, nl,r]dr

a jednakost integrala uslovljava i ;jednakost njihovih varijacija
po P(nl,r )

fJ[PZ{nZ r)J L Ye(n'e; we,r)ck = /P n'e, 1)L Yenl,me,k)dlr



o B W

Ako u poslednju jednakost stavimo (7'¢/=(n¢)  dobijemo:
fJ[P{né,r}],. Ye (né,ne, r}a’r—fP‘{né r) LY (ne,me,r|dr
Na kraju de:

dFe (n€,n£}=zf§[P‘(n€,r)]ﬁ Ye(nl,ner|dr= llfél’(ﬂe,r/P(ﬂ&r} LYe (e, ne,r)dr 73/

& Jbu(nt,nt)=[Ietntir) (1) £ Ya(nlnir)or + ) Ptr)peis) £ Ot (me, e, il

06k (ndyn'e]= 2 JOPtnt,r)P(nlr) £ Ye (n, 't 1)l 2

Kada se svi ovi rezultati imaju u wvidu, izraz za parcijalmu
varijaciju enargje poprj.ni vid:

JE'= -9/, Jopntr)fdir 2~ U "*’f/—“'/n! e +
Q/nl/g/n'e’/szP[ne,r/, Pmé,r) Yo(nt; n'e r/c/r +
/M;W;
¢ La(ne)[ame)-1] 4 /Jp(nz 1)L Pirtr) Yo nt,nt, 1] -
-ZA!A ‘/jlfpfnf r)P(ne, r/ Y,e[né nlé,r)dr -

- L tien 2 fltnt ot 1t 5/

Dodatak /2.6/

Dokaz integro-diferencijalnog karaktera Fokovih jednadina /2.40/
Uvedimo pomoému fugkeiju:

Hou(n'tr,3) = P'Lir) Ui (r,3) Prn'e! 3/ , o

tada Jer 1), (nl meir]Pinitir] = of,n (n'4; t,3) P(nd,5) s
i /2.,40/ prelazi u oblik:

2/;4 _YTC_"ZfL’:/ Ememe - ff:f) P/m’,r)___z,fko[nl r,3) P(nt,3)ds +§fn¢ne}’;véjr)

gde je: Mo(nlrs)=) Ku(neit 55y g8 (n')#(nt)
(m'e], ke

Dodamo 1i obema stranama jednaline (2) izraz —[Y(r) Y(ntir)]P(niir)
i iskoristim relaciju /2.41/ dobijamo:

' zrm Z/ Cll ) pingr) =2 [k (ne,13) P(nt, ) cls +Z£nz ne P(ni¢,r)
drz _/ e ./ e 73/

gde Je: [ infrs)- Ko(nlit3]+ ) stn He(nt,r;3) /4/



Napifemo jednadine za radijalne taiasne funkeije P ¢r) i
P(n.l,r) wu obliku (2.6/)
[d 4 2Y(r)-En me - m*”]p(m zr}--zju(m,e 3Pl &,81dls + ) Em b, e P(wie,¥)

wEwny

dr» ,.Y(r) Emyl el — _(ﬁ_’}P(n 4,1 -—sz(mt 1,58) P(n,{,3) d4+22m LWt P(me,r)
m'E N,

PomnoZimo prvu jednadimm sa - P(M:l,¢¥) a drugu sa P!l r], sa-

beremo ih i integrifemo po r od nula do 0 « Na levoj strani sume
svi ¢lanovi koji sadrie koeficijente En¢,n¢ gkrate sej na desnoj

strani promenljive r i s moZemo permubtovati:

(Em,l ml - E'ﬂze ﬂ;l//P{’ﬂg[ I"/P("Zl f'}C/f —
—Zf[K/M r,3)- K/me r,s)]P/n,é 1)P(n.b8)drdls = Ene,met, [P (m,,1)-Pn.t,1)] cr -
Z [ﬁﬂ,e n'e /P/me r) P(m'e,r)dr— Ene,me P/mz r)P(n'e,r) clr oy

m'E NN
Ragmatrajmo prvi integral sa desne strane:
Ponkeije K (m¢,r3) i k(nérs) sadrfe sumu odredjenu formulom
Ko(ml, rs) = Z}fb, (ner8) e za (n]F (W]
u ragliei Ko(ml,rs)- Ko [mz r,s) skrate se svi Clanovi te sume
osim Slanova saf-{ i m'=m, wkfmlns)i &lanova sa L'=( i
m'=my u /{/"ze:ﬁﬂ}
Onda sledi:
No ('nlz/ﬂf’}—k’o(mzemﬁ=Z[J{b('m£,r,5)‘Jfk(”qe,'r:é)]
R

i imajuéi u vidu (2-6/1,) :
Ut i frats) = 3 {Bece [ frtiis)- ol ra)] ol [l 18]~ s (i) }
R

No, kako iz definicije koeficijenata sledi:

9k = ook
podintegralni izraz prvog integrala sa desne stranme u (1) je
nula. Iz ortonormiranosti funkeija P¢r) i preostala dva inte-
grala sa desne strane su nule., Odatle sledi da za svako refenje
jednadine /2.40/ u kome su P(m(yr] i P(nl,r) normirane i

ZM,@,'n'& = Eme,'n'é =0
24 m'#m, g S A /2/



& un

Punkeije Pmlr) i P(mlr) su ortogonalne nmezavisno od vredno-
sti Cnemt¢ To je i trebalo dokazatil

Dodatak /3e1/

Konstrukeija termova koji odgovaraju konfiguraciji (/n/o)z

Napisaéemo sve determinante kojih ima 15,simbolicki predstavlja-
juéi samo po dve talasne funkeije koje odgovaraju nepopunjeno]
ljusei

(1) |(3p1+) (3p0O+) | MuL=1 Ms = L
(2) |-n-u- et 0 ]}
(3) —l=li= 1- o (o)
(#) |=t-n- 0- 1 0
(s) |-u=n- 1- 0 o)
(6) |(3po+)(3pi+) 1 i
(7) |-11-n- 1- 1 o
(8) |-n-u- 0- 0 0
fa) l=li-l= “ {= T o}
@o) | (3p7+)(3p4-) 0 0
(1) | -u-n-  0- T 0
lie) Leps e = Z (6}
(13) | (3p+-)(3po-) 1 1
(w) | -n-n- 1- 0 T
Gs] | (3p0-)(3p7-) T 1

Polito konfiguraciji samo sa popunjenim ljuskama odgovara ukupni
orbitni moment Jjednak nuli a takodje i ukupni spinski moment je
nula 3to odgovara termu ‘S. Tako je potrebno sabrati samo momente
koji odgovaraju dvema funkeijama iz nepopunjene ljuske. Uolavamo
da samo jedna determinanta ima takav oblik da su M, = 2 i Ms = 0
a isto tako samo je jedan sludaj sa M. =1 i Ms =1l. 5 druge strane,
postoje tri determinante /5/, /8/ i /10/ kojima odgovaraju M, =0

i M;=0.



- 11 =

U ragmatranom primeru najveée M, je 2, Sto znali da nema termo-
va sa L> 2. Inae,da takav term postoji, on bi morao sadriavati
bar jedno stanje sa M, > 2. Dalje, vidimo da za ML = 2 nema deter-
minante sa Ms> O. Odatle sledi da vrednosti L = 2 odgovara 8 = Oe
Ha taj nadin zakljuSujemo da je'D jedan od termova koji odgovara-
ju datoj konfiguraciji. Pri tome, determinanta kojoj odgovara

ML = 2 i Ms= O daje pribliZnu talasmu funkeiju jednog od stanja
toga terma. Ostalim stanjima /njih 4/ odgovaraju MHs= 0 i respek-
tivno M = 1, O, 1, 2. Talasne funkeije ovih stanja i ne moraju
biti pojedina¥ne determinante /ovo se odnosi na stanja koja se
pojavlijuja i u drugim termovima/. Isto tako sa priloZene tabele
vidimo da nema stanja u kome bi istovremeno bile MNo1 i Msy l.
Znadi, egzistira termsa M =11 5 =1 a to je >Pe Taj term ima

. ukupno devet stanja kojima odgovaraju M. =1,0 i 1 i pri svakoj od
ovih vrednosti Ms= 1,0 i 1. Preostaje nam joE jedna determinanta
sa M= 0 i Ms= O. Ona pripada jednom nedegenerisanom stanju terma
'3, Konadno, zakljuiujemo da konfiguraciji (nr)" odgovaraju tri
terma ‘D, P, i ‘S. '

Dodatak S5e2/
il Jlaf b cdlHlog 46+ o]
Jeg+88+cg)de

Zbog ortonormiranosti imamo:

f{a¢'+ /;g@c@)%’& a*+ b +.c*
pa jes:

i c)er - atfGu G+ ab[§H G + acFr P 1ok [ ndds
+ é?@iﬁéa’ﬂ éa/f;ﬁ@a/z"fQ#@;Hé%ﬁ&/ﬁ/%@dz*+
e HGT

Ermitski karakter operatora H dozvoljava:
(a‘+ 8% cHE = APl + Gl t CHos # 2abHin+2acHs +2bc Hes

gk - e W9
gda JQ //m”s f@ml‘/¢”0’l za n”m = 1’2.5 ins= 1'2’30
Varirajmo / / / respektivno po a, b i c

JaE'Aa + (a% 4% .ct)AE' = 2aHuda +2 6 Hizba +2CH AG

sbecionarnost se obezbedjuje sa AE'=0
(ZaE‘-— 2aHuy —26 Hr —Zc//u)Aa. =0



da bi ovo vredelo za proizvoljnoe Ja , mora biti ostvareno:

///,,-E'/O +leé'/‘/'/f.3'c=0 /2/

Na glifan nafin se za preostale dve varijacije dobije:

Hfza + (sz_E'/é o+ //25,6 =*0C)

/3/
Hisa + Hesb + (t‘/sa—E'//C =

Dodatak /3.3/
JE —-z{we)/JP/ner/[dL b2 Loy dlr
+ 2.9(ng)[2ne)-1] fo‘Prne )4 P(ntst)Yo[nt,ml,t)ch

+ ) g(nt)zime) f dP(nt,r] P(nur) Yol me e, ) clr -
(n)#(k] o

il Z L,Ag,&fcfP{né r)p(ne, rj Yo (né,m¢, r/a’r -

ZJBLZ'AZQ[M fé.P(M” P(ner) LYe(nt,n'€,r)dr=0
'),k ¥ 2~H)

ODAVDE SE JEDNOSTAVNO DoBIJE [3.1%)

DODATAK [4.1]
RADIJALNE FUNKCIIE P(13,7) -2A KISEONIK

r P(1%,r)* P(15,4)1% | P(15,1)¢

0,04 | 0,39219 059941 0,39 948

0,04 | ,2549¢ 1,25566 1,25560

0,08 | 1,83254 1,83339 183336

0,10 | 195985 196069 1,960%2

042 | 2,01283 2,01 45 2,01465 (#)
o1y | 2,01336 2,01394 2,61 404 (TaBeca uzers po Kebly- jg)
016 | 19%319 1,99359 197362

0,20 | 4481%24 181726 181%26

0,2y | 61023 1,60990 160982

0,29 | 138982 1, 58922 1,38912

0,30 | hegt64 | 1,2809% 1,28085

034 | 1103326 1,0364S 1,036Y40

ov0 | 0,8116% 0,#1086 0,81090

oo | 0,y8605 044512 044761

Q
P(18,7) — vReonosTI RACunATE wu PoLju (N-1) OSTALI# ELEKTRONA
p(u,r/‘— VREDNOSTI RACUNATE HARTRI- FOkovIM METODOM ZA OSNOYNO
STANJIE, UPOTREBOM |TERATIVNE NUMERICKE TEHNIKE

P(13,4)°~ HARTRI~ FOkOVO RESENIE ZA OSNOVNO STANJIE [IZVEDENO
ANALITICR] 0D BABUS-a [ ROOTHAAN-a



)

Izvodjenje relacije Fumerova za reSavanje diferencijalnih
Jjednaina oblika Y7 = plx)y + 9(x)

xi’—‘xo*i/\f t=02, - N
=t = flzerik)

Na osnovu I‘ajlcrove formule je:

Lo d bl 2 pn L 4% L4 o)
foom e bt Ly YAy LU

0 Zl

Dodakak /5.1/

Sabiranjem gornjih relacija dobijamo:

/iu 2/ /” [/.n [9 ﬂ' 0/5/ (,)
ReZimo poslednju relaciju po L7~

/Zz/a'”: /c‘ff—z/ /if ,2 % @'/'4‘/
LY, oy o)
LAEPIL)= B2t ho 2 ORY]

P Llh b B+ O

smenimo Z"/'E u (1)
/Nf 2/ /” ;z(‘“ ='—Z// /‘/" @/L/

Ako grefku Zestog reda po L zanemarimo bide:

i th e =E (10l ] /21

Dodatak /Se2/
Primenimo obrazac Humerova na jednadimu:

/ o F"/+ ar

/z‘ﬂ =0k + Loy = él/Fz‘t/ /L‘H + Qi +/0,E‘.‘/‘. +104; + Fc:/c‘—r +(Q:‘-')



sredjivangem sledi:
( e Ti—l—’) b - 2142 Z‘p://i- - - £lat, +o0a? + @t
uvedimo oznake:
Mi= = él/-‘f et /\—zf[z’ci* piles /_A;/Q:“ +1o0a; +Q:")

Pa dobijemo:

Miu //’"!;5?*4}~2/Vi //’n[,ﬁ'}'f' Mi—l//’n[/-ﬂ‘—t}: 2&




SEMA PROGRAMA  ZA  RACUNANIE FUNKCITA

ooy |

DISKRETNIH POBUPENIH STANIA

ZERO DOVOBENIE FUNKCj7A
| OSNOVNOG STANJA SA
y MAGNETNE TRAKE

—

[_/ ,\‘ VAR

PTL

]
) |

EXCH

al

=l
PODELA OBLAST| INTEGRACIIE
NA INTERVALE I,0] < I prema
ZNVAKU CLANA PTL+ E-RB

!

ODREDIVANIE KOEFICIIENATA U : V
u I 24 piekTNU , PROGONKU"

|

PROMENA ENERGITE INTEGRACIIA U OBLASTI Il popés‘AVANJe e
ZA PODESAVANIE METODOM NUMEROVA | hREBROJA- e
BroJa NuLa VANJE NUuA I GI3€ z4A GLATKO e

e [ 8roI NuLA =3
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