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Uvod

Poznavanje rasprostiranja difuzije, tj. zagadenja u vazduhu neophodno je za
razumevanje mnogih procesa u fizici i meteorologiji, posebno zbog zastite Zivotne
sredine. Fenomeni transporta predstavljaju dobro prouc¢avanu granu fizike koja prozima
mnoge oblasti primenjene nauke.

Svaki proces i svaka operacija odvijaju se u skladu sa zakonitostima hemijske i
fizicke Kinetike. Opsti zakoni fizicke Kinetike - fenomeni prenosa, odnosno rasprostiranja
difuzije, jednako su primenljivi za sve vrste zagadenja.

Rasprostiranje kontaminanata - polutanata razli¢itog agregatnog stanja pri realnim
ili ekstremnim uslovima kroz vazduh, u osnovi predstavlja zakone transporta - prenosa
mase razli¢itih hemijskih supstanci, kao i prenosa koli¢ine kretanja i transporta energije.

Operacije prenosa koli¢ine kretanja, koncentracije ili mase moguce je
matematicki jedinstveno formulisati, bez obzira na to da li se supstanca nalazi u obliku
Ciste teCnosti ili gasa, rastvora, rastopa, suspenzije i dr. Te matematicke formulacije
proizilaze iz strogih teoretskih zakona ili tamo gde to nije bilo moguce izvesti, iz
empirijskog iskustva. Matematike formulacije koje se izvode iz empirijskog iskustva je
najbolje resiti 1 numerickim putem da bi se videla tacnost relacija.

U ovom radu je uradeno analiticko i numeri¢ko reSavanje problema. Rad se, dakle
sastoji iz dva dela. U prvom delu je opisan problem prostiranja difuzije u vazduhui
izvedeno je njegovo analitiCko reSenje. Problematika prostiranja koncentracije podeljena
je u sledece celine:

* Opsti model difuzije

* Zakon odrzanja mase

* Proces difuzije (trenutni tackasti izvor)

« Uticaj grani¢nih uslova

* Kontinualni ta¢kasti izvori

* Advekcija i difuzija kontinualnog izvora

U delu koji razmatra opsti model difuzije dat je koncept zasnovan na haoti¢nom
kretanju molekula i njihovoj slobodnoj putanji. Teorijskim obrazloZenjem i animacijom

Braunovog kretanja dobija se Gausova raspodela molekula iz tackastog izvora.



Koeficijent difuzije D uvodi se kao koeficijent Fikovog zakona koji kaze da je maseni
fluks suprotnog smera i direktno proporcionalan koncentracionom gradijentu.

Zakon odrzanja mase primenjen na zapreminu izrazava se i u integralnom i u
diferencijalnom obliku. Dat je matematicki opis advekcije i difuzije u i iz zapremine, a
krajnji rezultat je jednacina transporta mase.

U nastavku istrazuje se Gausov koncentracioni profil koji se razvija nakon
trenutnog tackastog izvora. Naglaseno je nekoliko bitnih svojstava Gausove raspodele.
Kontinualnih tackastih izvora opisuje kontinualno ispustanje zagadenja u vazduh, npr.
dim iz dimnjaka.

U drugom delu rada je nadeno numericko reSenje problema. Ovde je opisano
numeric¢ko diferenciranje i integraljenje, numericko resavanje metodom konacénih razlika
I stabilnosti Sema. Numeri¢ko reSavanje je racunato u programskom jeziku Fortran
pomoc¢u numerickih Sema. Kodovi se nalaze u Dodatku rada. Numericke Seme koje su
koriséene su Eulerova, Heunova i Crank-Nicolsonova. Seme su radene za
jednodimenzioni, dvodimenzioni i trodimenzioni slucaj. Rezultati dobijeni ovim Semama
su prikazani graficki. Grafik za jednodimenzioni sluc¢aj je dobijen u programu koji se

zove Xmgrace, a za dvodimenzioni slucaj u programu Grads.



1. Analiticko reSavanje problema

1.1 Difuzija supstance

Mnoge reakcije i procesi koji su vazni za dobijanje i trajnost materijala zasnivaju
se na prenosu mase (molekula, atoma, jona) kroz ¢vrstu materiju. Materija koja se ovim
procesom prenosi kroz sredinu moze poticati iz ¢vrste, gasovite ili tecne faze. Ovaj
prenos mase kroz materiju se naziva difuzija. Difuzija je pojava uzajamnog prodiranja
jedne supstance u drugu. Drugim rec¢ima, to je mehanizam kojim se jedna vrsta materije
transportuje kroz drugu vrstu materije. Kretanje svakog individualnog atoma ili cestice je
ograni¢eno susednim atomima ili cesticama, pa je zato ovo kretanje niz slucajnih
preskoka i sudara. Medutim, krajnji rezultat velikog broja dogadaja moze da bude neko
ukupno specifi¢no pomeranje materije.

Ako je u nekoj smeSi koja se sastoji najmanje od dve molekulski razlicite
komponente, koncentracija obe komponente ista u celom prostoru u kojem se smesa
nalazi, tada do difuzije ne dolazi. Difuzija u datoj smesi se odvija ako koncentracija date
komponente, nije ista u celom prostoru. Dakle, uslov za nastanak difuzije je razlika u
koncentraciji, odnosno postojanje gradijenta koncentracije. Difuzija se odvija iz oblasti
vece ka oblasti nize koncentracije. Fenomen difuzije se moze demonstrirati upotrebom
difuzionog para, koji se formira spajanjem dve razli¢ite komponente gasa. Izmedu dve

komponente se uspostavlja blizak kontakt, $to je ilustrovano na slici
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Slika 1.1. Slika 1.2.
(a) Gas koji sadrzi dve komponente A i B, (b) Sematski prikaz polozaja molekula komponente
A (narandzasti kruzici) i komponente B (sivi kruzici) u difuzionom paru, (c) Graficki prikaz

koncentracija komponenti u zavisnosti od poloZaja u paru

Na slici 1.1.a je prikazan slucaj u kojem se nalaze dve gasne komponente, A i B,
na istoj temperaturi i pritisku, s tim $to su u po¢etnom trenutku odvojene i izmedu njih se
nalazi tanka pregrada. Dakle u po¢etnom trenutku nema difuzije.

Na slici 1.1.b difuzioni par je prikazan preko raspodele molekula u tom momentu,
ana 1.1.c graficki putem raspodele koncentracije na poc¢etku stvaranja difuzionog para.

Na slici 1.2. prikazan je raspored komponenti A i B nakon procesa difuzije. Ako
se pregrada ukloni, onda nastaje proces difuzije. 1z podrucja vise koncentracije (tj.
podru¢je koje ima vise molekula komponente A po jedinici zapremine) molekuli
difunduju u smeru u kojem opada njihova koncentracija. Isto se deSava i sa drugom
komponentom B koja difunduje u suprotnom smeru kako je to prikazano na slici 1.2.a.

Nakon nekog vremena Ciste gasove (samo komponentu A ili samo komponentu B) imamo



na krajevima difuzionog para, a izmedu, tj. u prelaznoj oblasti je smeSa ove dve
komponente. Na slici 1.2.c sa grafika se vidi da koncentracija obe komponente opada od
kraja gde je Cista komponenta (tu je koncentracija 100%) do kraja prelazne oblasti gde
vise nema te komponente (i gde je koncentracija 0%). Nakon izvesnog vremena
koncentracije komponenti se izjedna¢e u celoj zapremini komore tako da i$cezne

transport u bilo kom preseku komore.

1.2 Zakon odrZzanja mase

U okviru svih poglavlja, sve vreme, prisutan je zakon konzervacije ili zakon
odrzanja mase. On se moze definisati na slede¢i nacin.

Posmatra se sistem od dva molekula koji se sudaraju. Da bi se problem
pojednostavio pretpostavlja se da nema hemijske interakcije izmedu molekula (idealan
fluid) i da su molekuli homonuklearni (Hz, O,, Cly, N2) — atomska jezgra su jednaka.
Molekuli su u gasu male gustine, tako da nema potreba da se razmatra interakcija Ssa
drugim molekulima u blizini. Na slici 1.3. je prikazan sudar dva homonuklearna

dvoatomna molekula.
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Slika 1.3. Sudar izmedu homonuklearnih dvoatomnih molekula, kao sto su N»
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Slika 1.4.Vektori polozaja za atome na pozicijama 1 i 2

Dogadaje na atomskom i molekularnom nivou opisuje kvantna mehanika.
Medutim, na temperaturama nizim od 50 K, umesto kineticke teorije gasova moze da se
primeni Njutnova klasi¢cna mehanika (ovo ne vazi za najlakSse molekule H; i He).
Postavljaju se relacija pre i posle sudara. Pretpostavlja se da su molekuli dovoljno
udaljeni jedan od drugog 1 pre i1 posle sudara, tj. da na njih ne deluju medumolekulske
sile; na rastojenju ve¢em od 5 pre¢nika molekula medumolekulska sila moze da se
zanemari. Veli¢ine nakon sudara oznacene su sa .

Prema zakonu odrzanja mase (materijalni bilans), ukupna masa molekula pre i
posle sudara mora ostati ista:

m, +Mg =mjy +mj 1.1

gde su ma i mg mase molekula A i B. Posto nema hemijske reakcije, mase pojedinih
molekula takode podlezu zakonu konzervacije, tako da vazi i sledi:

A A
m, =m, i mg=mj



1.3 Opsti model difuzije i Fikovi zakoni difuzije

Kao $to je ve¢ reCeno osnovni nacin transporta mase je difuzija. U prirodi se
desava spontano, tj. ne mora uvek da sledi fluidne deli¢e. Druga vazna karakteristika je
da se difuzija desava gde postoji razlika koncentracija, od viSe koncentracije ka nizoj, sve
dok se ne postigne ravnotezno stanje uniformne koncentracije po celom posmatranom
prostoru.

Difuzija se definiSe kao prostorno rasprostiranje usled haoticnog kretanja. Model
za difuzivni protok moze da se konstruiSe na osnovu sledec¢eg jednostavnog primera.
Razmatra se jednodimenzionalni sistem kod koga se kretanje vrs§i samo u pravcu x-0Se.
Membrana B-B' razdvaja dve oblasti razli¢itih koncentracija, C; i Cp, levo i desno od
membrane. Kretanje svake Cestice je jednodimenzionalna slucajna putanja. U svakom
vremenskom intervalu, At, svaka Cestica prelazi rastojanje £Ax, krec¢uci se desno (+Ax),

ili levo (-Ax), sa jednakom verovatno¢om.
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Slika 1.5. Model protoka difuzije
Tokom svakog vremenskog intervala, bilo koja Cestica na rastojanju Ax od
membrane B-B’ ima 50% verovatno¢u da prode kroz povrSinu membrane B-B’. Broj
Cestica koje mogu da produ kroz membranu B-B’ sa leve na desnu stranu (pozitivan

maseni protok) je C,Ax-S, gde je S povr$ina membrane B-B'. U proseku polovina ovih

X



Cestica ima pozitivan pomak 1 prolazi kroz membranu za vreme At, tako da je protok za

. 1 e D . .
kretanje s leve na desnu stranu Ecle -S . Na isti nacin, broj Cestica koje se krecu sa

: . . 1
desne na levu stranu za vreme At (negativan maseni protok) iznosi ECZAX-S.

Rezultujuéi maseni protok, Jy, je:

~

EAX'S'Cl_Cz,
2 At

J =

X

1.2

Ako je C(x) kontinualna funkcija, tada je C, ~C, + Ax- aa_C i jednacina postaje:
X

Ax? _oC
PRS- 13
2At  OX

2

Clan AX
2At

se naziva koeficijent difuzije, oznacava se sa D. Difuzivnost molekula

u datom fluidu zavisi od lakoc¢e kojom se molekul krece i od toga koliko daleko moze da

stigne u datom vremenskom intervalu. Lakoc¢a kretanja molekula, a time i difuzivnost

odredene materije, zavisi od veli¢ine molekula i1 polarnosti, vrste fluida i temperature.
Brzina difuzije se izrazava Fikovim zakonom difuzije po kojem je maseni fluks

komponente proporcionalan gradijentu koncentracije:

oC
J=-DZ
ox 14

Brzina odvijanja procesa difuzije ili brzina prenosa mase se izraZava kao fluks
difuzije (J). Fluks ili protok difuzije se definiSe kao masa M koja difuzijom prolazi kroz
jedinicu povrSine (S) u jedinici vremena.

_ Broj ¢estica koje prolaze kroz jedinicu povrSine
Jedinica povrsine(S ) Vremenski interval

10
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Slika 1.6. Prikaz fluksa (protoka) difuzije J

Profil
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Slika 1.7. Profil koncentracije i smer difuzije
Jednacina 1.4 predstavlja matematicku formulaciju Fikovog zakona. Fikov
zakon glasi: protok rastvorene mase koja prolazi kroz povrSinu S, u vremenskom

intervalu At, u datom pravcu, npr. x, proporcionalan je gradijentu koncentracije u tom
oc ... . y . . L
pravcu, > ali je negativnog predznaka Sto znaci da se masa Cestica (protok) krece i1z

oblasti sa viSom ka oblasti sa nizom koncentracijom. Posto je protok u bilo kom pravcu
ili smeru proporcionalan samo koncentracionom gradijentu, Fikov zakon moze da se

prosiri na tri dimenzije:

¢.J,J, =|-Ds, € bs. §,—szy§ 15
OX oy 0z

11



Prvi Fikov zakon odnosi se na molekulski prenos mase — difuziju, dakle, na
prenos kod koga molekuli zahvaljuju¢i svom neprekidnom haoticnom kretanju i
medusobnim sudarima menjaju mesta u prostoru, pri ¢emu je transfer mase u makro-
smislu samo posledica ¢injenice da su se molekuli posmatrane komponente koji su na
pocetku preovladivali u jednom delu, tokom difuzije raspredili ravhomerno na ceo
raspolozivi prostor. Oni ni tada ne prestaju da se krec¢u i izmenjuju mesta, ali se u makro-
smislu viS§e ne moze zapaziti nikakva promena koncentracije. Tada kazemo da je
uspostavljeno stanje dinamicke ravnoteze.

Za molekularnu difuziju, koeficijent difuzije je izotropski, tj. jednak je u svim
pravcima. Za datu temperaturu koeficijent difuzije zavisi od veli¢ine molekula (veci
molekuli imaju manji koeficijent difuzije). Sa porastom temperature koeficijent difuzije
raste. Za materije koje se rastvaraju u vodi koeficijent difuzije D ima vrednost oko 2:10”°

m?/s, dok se za gasove koji disperguju u vazduhu kreée oko 2-10” m?/s.

1.4 lzvodenje drugog Fikovog zakona

U relativno mirnom vazduhu gasovi se kre¢u u pravcu gradijenta koncentracije,tj.
sa mesta ve¢e ka mestu manje koncentracije. Relacija izmedu mase supstance M, koja se
transportuje u jedinici vremena kroz jedini¢nu povrsinu i samog gradijenta koncentracije
moze da bude izrazena prvim Fikovim zakonom difuzije. Jednodimenzionalna jednacina
koja proizilazi iz ovog zakona prvi put je formulisana 1855.godine, na slede¢i nacin: ako
postoji razlika gustine ili koncentracije nekog gasa AC u dve tacke koje se nalaze na

rastojanju AX, onda je fluks supstance izrazen slede¢om relacijom:

j_-_p%
OX

gde je:

kg
2_S

o J—fluks difuzije, koji ima dimenzije masa-duzina®vreme™
m

12



e D — koeficijent difuzije komponente u smesi Koji zavisi od prirode svih

2

komponenata i ima dimenzije duzina®vreme™, —
s

. - . . .. 3 k
e C — koncentracija, koji ima dimenzije masa-duzina™, —93
m

e X —rastojanje, koji ima dimenzije duzina, m

Za dve ili viSe dimenzija se koristi nablaV, del ili Hamiltonov operator:

J=-DVC 16

Ako pretpostavimo da u tackama x; i X, postoji promena koncentracije u jedinici
vremena At kroz jedinicu povrSine S i da je rastojanje izmedu tacaka X; I X, dovoljno
veliko da promenu koncentracije u druge dve dimenzije mozemo zanemariti, imamo da

je:

AM _ AC
SAt AX 1.7

am=p|[ L] (L) | sat
OX OX 1.8

X5 Xy

Razvijajuéi u red promenu koncentracije u okolini tacke X, dobija se slede¢i izraz:

) () gy 2 [
ox ), \ox), 0 tox\ox ),

Zamenom u prethodni izraz, imamo da je :

oC ~0 ( oC oC
AM=D|| —| +& —-X —|— | —|— - SAt
(8x jxl ¢ 1’ax(ax jxl (8x jxl

odnosno:

13



AM _DAXa(acj

SAt axax
AM 1 _Jo°C
AXS At ox? 19

S obzirom da je lokalna koncentracija masa zagadujuc¢e materije C po jedinici nestisljivog
fluida, imamo da je :

oC _pd°C

ot ox® 1.10

Jednacina predstavlja drugi Fikov zakon. Drugi Fikov zakona definiSe promenu
koncentracije sa vremenom.

Za slucaj kada se difuzija odvija u dve ili viSe dimenzija drugi Fikov zakon ima

slede¢i oblik:

oC
——=DV°C 1.11
ot

Za slucaj kada koeficijent difuzije nije konstantan drugi Fikov zakon dobija
slede¢i oblik:

oC ~
& -v.QVC
- OvC . 1.12

Ako posmatramo stacionarnu difuziju, koja ¢e kasnije biti objasnjena,

koncentracija ne zavisi od vremena, pa levi deo jednac¢ine mozemo izjednaciti sa nulom

VC =0

1.5 Difuzioni mehanizmi

Difuzioni procesi se mogu podeliti na dva tipa: stacionarni i nestacionarni tip.
Oba tipa difuzije kvantitativho su objasnjeni Fikovim zakonima difuzije. Prvi
Fickov zakon se odnosi i na stacionarnu i na nestacionarnu difuziju, dok se drugi Fikov

zakon odnosi samo na nestacionarnu difuziju.

14



1.5.1 Odvijanje procesa difuzije u stacionarnim uslovima

Stacionarna difuzija se odvija pri konstantnoj brzini, §to zna¢i da kad jednom

zapocne proces difuzije broj molekula preko date povrsSine (fluks) je konstantan s

vremenom. To znac¢i da je kroz gas ((jj_C =const | Z—? =0.
X

Julaz S Jizlaz
- -

Slika 1.8. Prikaz fluksa difuzije J koji ude (Jyia;) i koji izade (Jiza;) Sa jedinice
povrsine

Za stacionarnu difuziju vazi:

J

Fluks difuzije se moze izracunati iz

ulaz — ‘Jizlaz

Sy =-D 2

‘J izlaz — AX

ulaz —

Negativan predznak oznaCava da je pravac difuzije duz koncentracionog

gradijenta od mesta vise do mesta niZe koncentracije.

15
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X

Slika 1.9. Sematski prikaz gradijenta koncentracije

1.5.2 Odvijanje procesa difuzije u nestacionarnim uslovima

Nestacionarna difuzija je proces koji zavisi od vremena, tj. brzina difuzije je
. .. dC . . dC
funkcija vremena. To znaci da se M menja s vremenom i s #0.
X

Promene koncentracije su date diferencijalnom jednacinom drugim Fikovim

2
(2) 3
ot OX

X t

zakonom:

Resenje ove jednacine je koncentracijski profil kao funkcija vremena:

C=f&t

16
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Slika 1.10. Prikaz drugog Fikovog zakona

1.6 Difuzija iz taCkastog izvora

Razmatra se oblak sacinjen od N cestica (ukupne mase m) na mestu x=0 i u
trenutku t=0. Usled dejstva molekularne difuzije, oblak se polako $iri. Koristi se model
slu¢ajnog kretanja da se predvidi raspodela koncentracije Cestica (mase), C(x,t). Ukoliko
se pretpostavi da je Cestica jedini¢ne mase, moze jednostavno da se uvede N=M. Radi
jednostavnosti, ponovo se razmatra jednodimenzionalni sistem, sa istim gore opisanim
zakonitostima haoti¢nog kretanja, tj. u svakom vremenskom intervalu At, svaka cestica
pomera se za +Ax ili -Ax sa jednakom verovatnocom. Vremenom se svaka cestica
pomera malo napred malo nazad. Verovatan polozaj pojedine Cestice nakon mnogo
takvih koraka (intervala) moze se predvideti centralnom grani¢nom teoremom. U
odredenom slucaju, pri ve¢em broju koraka, verovatnoca sa kojom se Cestica nalazi
izmedu MAx 1 (M+1)Ax pribliZava se normalnoj raspodeli sa nultom srednjom vrednoS¢u

1 standardnom devijacijom:

o =~2Dt 1.13

Verovatnoca kojom Cestice zavrSavaju izmedu X 1 X+AX je:
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Lol 1 Ll
p&t Ax= AX = e AX 114
o~N2rx 47Dt

Sada ¢e se razmotriti pun oblak od N ¢estica. U bilom kom vremenskom trenutku

t, broj Cestica izmedu x i x+Ax oéekuje se da je n€,t = Np&,t Ax. Koncentracija C na

~ n((,t\

mestu x je C &t » SA =, Zamenom n sa M i ako se viSe ne posmatra jedinicna masa,
X

raspodela koncentracije C(x,t) dobija slede¢i oblik:

X2

M

C&t=——ce ™ 115
47Dt '
C
0,61C,,
68% s |
95%
-30 -20 -0 0 +C +20 +30

Slika 1.11. Kriva raspodele koncentracije difuznog oblaka
Kao §to je ranije pomenuto, raspodela sa slike odgovara normalnoj raspodeli sa
nultom srednjom vredno$¢u i sa standardnom devijacijom, o = J2Dt . Raspodela formira
zvonastu krivu, kao $to je dato na slici. U bilo kom trenutku, 68% ukupne mase (ukupnog

broja Cestica) nalazi se na rastojanju +c 0d srednje vrednosti (x=0). U intervalu (-26,+20c)
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se nalazi 95% mase, a 99,7% Cestica se nalazi unutar intervala (-30,+30). Na osnovu ovih
granica, uobicajeno je da se definiSe dimenzija koncentracionog oblaka zasnovana na
konturnoj krivi, ukljuc¢ujuéi i 95% ukupne mase, koja se nalazi na rastojanju 2¢ od centra.
Na osnovu ove pretpostavke, uzima se da je duzina difuznog oblaka, L, jednaka 4c.
Koristan podatak je i taj da je nivo koncentracije na rastojanju jedne standardne

devijacije o, 61% maksimalne koncentracije tj. C€=+c =0,61C,_, gde je Crax

koncentracija koju oblak ima u centru. Ova vrednost predstavlja koristan nacin da se brzo
definiSe standardna devijacija oblaka Cestica.
Kada bi se posmatrao slucaj u dve dimenzije funkcija raspodele koncentracije bi

imala sledeéi oblik:

rZ
<M [
Cgt =——e ™ 1.16
47Dt
Pri cemu je:
r’=x?+y’ 1.17

1.7 ReSavanje problema difuzije iz taCkastog izvora

Jednacina zakona odrzanja mase poznata je i kao transportna jednacina, jer
opisuje transport skalarnih veli¢ina u fluidnom sistemu. U ovom poglavlju razmatra se
analiticko reSenje transportne jednacine koje opisuje “sudbinu” mase pri razliitim
grani¢nim 1 pocetnim uslovima. Za nekompresibilno strujanje sa izotropskim i
homogenim koeficijentom difuzije, moze se zapoceti sa slede¢im oblikom transportne

jednacine:

oC oC oC oC 0°C o°C o°C
+V, +V, +V, =D| —F+—F+—

ot OX (3y 0z OX 8y 0z 1.18
U ovom trenutku zanemaruje se postojanje izvora ili ponora.

Razmatra se reSenje opisuje razvoj oblaka mase M, ispustenog odjednom u

trenutku t=0 u miran fluid ( v, =V, =V, =0 ). Posmatra se jednodimenzionalni sistem u
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. . . : 0 . 0 .
pravcu x-ose, tj. sistem je uniforman u pravcu y i z, tako da su —=0i P =0. Masa je
z

rasporedena uniformno u y-z ravni i zanemarene su dimenzije u pravcu x-0Se.
Kada se prethodne pretpostavke primene na jednacinu transporta, sledi da ¢e se
prilikom reSavanja ovog problema difuzije koristiti ¢e se jednacina koja predstavlja drugi

Fikov zakon u slede¢em obliku:

2
€ _po'C
ot OX
Ukupna ubacena masa je jednaka:
M = [C &t Ox 1.19

Dok bi za dve dimenzije ukupna ubacena masa imala oblika:

M = [[C&y,tOxdy= [C&y,tds 1.20

Nepoznata funkcija koja se trazi u procesu difuzije je koncentracija supstance
koja ucestvuje u procesu. Tu funkcija ¢e biti oznacena sa:
C=C&y,z2t 1.21
Ako se pretpostavi da se u nekoj sredini pojavi difuzija, znac¢i da u toj sredini
postoje izvori koncentracije. Emisija koncentracije se moze okarakterisati gustinom
izvora difuzije. Izvor koncentracije mozemo definisati pomocu funkcije F(x,t). To je
funkcija koja na malom intervalu duZine dx, za mali vremenski interval emituje

koncentraciju

F &t dxdt 1.22

1.8 Pocetni i granicni uslovi

Pocetni uslovi za jednacinu difuzije se zadaju tako da zadovoljavaju koncentracije
u svim tackama sredine u nekom odredenom trenutku vremena, za koji se obi¢no uzima

pocetni trenutak, tj. t=0. tada pocetne uslove mozemo dati u slede¢em obliku:
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C&0 =& 1.23
gde je f & — zadata funkcija.

Grani¢ni uslovi treba da budu zadovoljeni tamo gde se difuzija odvija. Posto u
jednacini difuzije imamo izvod drugog reda po koordinatama, tj. vrednost koncentracije u
dve razli¢ite tacke, imamo i1 dva grani¢na uslova. Dva granicna uslova su da

koncentracije u —oo i +o budu jednake nuli, tj. da je
C€ot =0 i C€ot =0 1.24

Ovakva beskonacna struktura moze da difunduje samo na ogranicenom domenu.

1.9 Metod razdvajanja promenljivih-

Furijeov metod

Jedan od najviSe koriS¢enih metoda za reSavanje parabolickih jednacina je metod
razdvajanja promenljivih ili Furijeov metod. Na osnovu te metode resenje jednacine 1.10

se trazi u obliku proizvoda dve funkcije a((: ib (:, Sto dalje znaci da je:

~ N g
C&t =a&kh( 1.25
gde je:
a((: — funkcija prostorne koordinate, u ovom slucaju x koordinate,

b — funkcija vremena

Ako jednac¢inu broj 1.25 diferenciramo po vremenu i dva puta po koordinati,

dobijemo sledece relacije:

ot dt '
2 2
68)((2: =b- 3)(? 1.27
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Posto u oba ova izraza imamo promenu po samo jednoj promenljivoj mozemo da

d 2
pisemo totalni izvod po promenljivoj, odnosno o i VR
X
Ove relacije uvrstavamo u jednacinu broj 1.10 i dobijemo tu jednacinu u slede¢em

obliku:

db d?a
aaz D'bW 1.28

Kada se prethodna jedna¢ina pomnozi sa ﬁ sledi:
1db_ 1d%
b dt a dx’

Ovakve jednacine reSavamo metodom razdvajanja promenljivih ili Furijeovom

1.29

metodom. Posto u prethodnoj jednacini leva strana ne zavisi od desne, tj. leva strana ne
zavisi od X, a desna ne zavisi od t, svaku od ovih strana mozemo izjednaciti sa nekom

konstantom c. Zbog toga jednacinu broj 1.29 mozemo da podelimo na dva dela:

1 db_C 130
D-b dt '
1d%a
ade b3t

Resavamo prvo jednacinu broj 1.30. Ne levu stranu prebacimo ¢lanove koji sadze jednu

promenljivu, a na desnu ¢lanove koji sadrze drugu promenljivu i dobijemo slede¢i oblik:

9 _ pedt 1.32
b
Integralimo prethodnu jednacinu:
db
Y Dc fdt 1.33

Pa je resenje ove jednacine:
Inb=Dct+Inc,

Inb—Inc, = Dct 1.34

Nakon primene logaritamskog pravila:
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b
Inb—-Inc, =Ih— 1.35
Cl

dobijamo resenje jednacine:
~ Dct
b =c e 1.36
Za fiksirano X, tj. u nekoj odredenoj tacki koncentracija C ne moze da raste

neograni¢eno kada t — . Zbog toga konstanta ¢ mora da bude negativna, §to ¢emo

dobiti slede¢om pretpostavkom:

c=-k? 1.37

znamo da je k* uvek pozitivno i tako ¢éemo dobiti uvek negativnu vrednost za konstantu
C.

Iz prethodne pretpostavke sledi krajnje reSenje jednacine broj1.30:

b =c,-e 1.38
Sada istom metodom reSavamo jednacinu broj 1.31:
d—Za:—kza N d—za+k2a:0
dx’ dx?
Opste reSenje ove jednacine je:
a€ = Acoskx+ Bsin kx 1.39

gde su A, B — proizvoljne konstante.
Vracanjem reSenja ove dve jednacine u jednacinu 1.25, dobija se kona¢no reSenje

polazne jednacine u obliku:

C&t =a€ b= @coskx+Bsin kx e ;4

O konstanti k se ne zna nista, pa zato ovako napisan izraz za C(x,t) vazi za svako

fiksirano k. Konstantama A i B se dodeljuju razne vrednosti za svako k, tj. A=A, i

B = B, . Konacno se dobija familija reSenja polazne jednacine:

. _ 2
C &t = @ coskx+B, sinkx e ™" 14
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U ovoj jednacini parametar k uzima vrednosti od —oo do +oo. Ovo bi bio kraj
prvog dela Furijeove metode u kojem je razdvajanjem promenljivih dobijen oblik za
reSenje jednacine 1.10.

U drugom delu ove metode treba da se napravi superpozicija dobijenih resenja za

C, ((,t:. Kako je jednacina 1.10 linearna i homogena jednacina, nju zadovoljava linearna
kombinacija reSenja C, ((,t: sa svim mogucéim vrednostima za parametar k. Pretpostavi

se da je k kontinualna promenljiva i da su joj granice od —oo do + o, t].
—o0 <k <+o0

U tom slucaju integral za C, po svim mogucim vrednostima za parametar k daje reSenje

za C, ((,t: i zadovoljava grani¢ne uslove:
+o0 +o0 _ )
C, &t = [C, &tdk= [ coskx+B,sinkxe ™'dk 147

Ovde su nepoznate funkcije A, i B,. Treba da ih odredimo tako da resenje

zadovoljava pocetni uslov:

C &t=0x= Ih cos kx+ B, sin kx dk 143

Rezultat ovog integrala ¢e biti neka funkcija koja zavisi od promenljive x, pa zato

integral mozemo da izjedna¢imo sa funkcijom f ((:, odnosno:
~+00 _ -
[ I\ coskx+B, sin kxdk = f € 144

Funkciju f((: je potrebno razloziti u Furijeov integral, a to je mogucée ako
funkcija f ((: moze da se razlozi u Furijeov red u kona¢nom intervalu i ako integral

ﬂf ((Eix<+oo, odnosno ako ovaj integral konvergira, tj. funkcija f(<: je apsolutno

integrabilna po celoj x-osi. Funkcija f((j opisuje raspodelu koncentracije i mora biti
konacna, a konvergencija integrala oznacava kona¢nost energije difuzije.

Razvojem u Furijeov integral funkcija f (<: dobija sledeci oblik:
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0+

f Q= [dk [ €Tosk€—xs .45
2r 2

0

Na osnovu trigonometrijskih relacija sledi:
cosk € —x = cosk&coskx+sin k& sin kx 1.46

Uvrstavamo ovu relaciju u prethodni izraz i Furijeov integral dobija sledeci oblik:
™~ " 1 = ™~ 1 = ™. .
f€ = — If € Cosk&d<& |coskx+| — jf € sink&dé [sinkx|dk 147
o\ 27 = 2w =
Kada uporedimo ovu jednacinu sa jednac¢inom 1.41 mozemo da zaklju¢imo da je:

1 7%, 2~
A= [f € Boskads

72-—00

L 1.48
B, =5_£f € Sin kéd&

Kada ovako nadene funkcije A, 1 B, zamenimo u pocetnu jednacinu dobijamo

funkciju:

+o0 o+

C&t = ZL Idk f € Joskecoskx+sin ke sin kxe P tde =
T,

0

L= B 1.49
= [k [f € Josk € -x B °"d&
2r 2 o -

Ova funkcija je reSenje pocetne jednacine, tj. jednacine 1.10 i zadovoljava pocetni
uslov da je C&,t = O:: f ((: Dakle ova jednacina je reSenje jednacine difuzije za date

grani¢ne uslove i u isto vreme pocetni uslov za beskonacan prostor.

1.10 Transformacija reSenja

Da bi mogli fizicki da protumacimo resenje broj 1.49 neophodno je da ga najpre

transformi$emo.
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<1 +00 +00 o
C((’t/zﬂ_if f%ie Pkt cosk € —x gk |d

Integral u zagradi ¢emo obeleziti sa J zbog lakSeg zapisa:

J= Je‘Dkz‘ cosk € —x dk

1.50

1.51

Mozemo da primetimo da integral J ne sadrzi funkciju f € :, pa je zato lakSe

resiti ga. Radi lakSeg reSavanja uvodimo smenu:

do

E\H

:>§xa)\/_

Uvrstavanjem smene u J integral sledi:

_Di 1
J—Ie Dt f \/_\/_a)da—

2
7 cosowdo =

:ﬁ_;[e

1 -~
=o' -

o0
. v N ™~ _g?
Pri ¢emuje | €@ = _[e 7 cosowdo

—a0

Posmatrajmo specijalan slucaj, a to je kada je @w=0. Tada je:

+00 +o
2 2
1Q = J'e"’ coso-0do = J'e*f’ do

1Q =z Poasonov integral

Pronadimo prvi izvod integrala | (o: po w ili

I&)\ dlb

joe sin codo

1.52

1.53

1.54

1.55

1.56

1.57

Da bi resili integral koji predstavlja prvi izvod potrebno je izvrSiti parcijalnu

integraciju i zato uvodimo smene:
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dv=ce” do

u =sin cw 158
1 .
du=wcoscodo v:—Ee“’
r 1 .- . +00 1 -
I (u/zuv—_[vdu:— —Ee sinocw| + Iaa)e cosocwdo

+00
()] _ 2
I’Q)}—E _[e ° coscado

1.59
, ~ w ~
'6>-2162
Transformacijom poslednje jednac¢ine mozemo da dobijemo izraz za | (u::
6 o _ de_ o4, 1.60
€& . 2 1@ _ 2
2
hl1€@ =-——+InC
4 NS 1.61
InNl€ >-InC = =
C
Nakon antilogaritmovanja reSenje je:
2
1@ = Ce4 1.62

Da bi dobili vrednost integracione konstante C vrati¢emo se na specijalni slucaj,
tj. kada je @ =0. Na osnovu toga sledi da je:
1Q =C 1.63

a ve¢ smo pomocu Poasonovog integrala dobili vrednost za | 0:, ato
1Q =z 1.64
Iz ovogasledidaje C = Jr pa je onda:

0)2
| @ = Jre 1.65

. &—X 1 - C o
Kakoje w=2—,a J =—— 1@ , sledi da je:
v Dt Nb -
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J=,—¢€ 1.66

Zamenjivanjem ovog izraza ul.50, kona¢no dobijamo da je:

LR
\

- 1 +00 _
CetT—— [f€8 ™ d |
~Fom _l € 4 1.67

Iz ovako transformisanog reSenja se moze lako proveriti da funkcija zadovoljava

pocetni uslov i da predstavlja reSenje polazne jednacine. To ¢emo proveriti ako umesto &

uvedemo novu promenljivu integracije @, pri ¢emu je:

E—X
2./Dt

Ovom smenom jednacina 1.42 se svodi na oblik:

— £=x+20/Dt = d&=20/Dtdw 1.68

=

~+c0
~ 1 N2
C((,t/:ﬁ jf(+2(()’VDt9 dw 1.69
Za pocetni uslov smo uzeli da je t =0, pa dalje sledi da je:

~ 1 e ~_p?
C&t=0=— [f€¢e”dow=
7

_ 1 f ((:]oe_wzda) =
o 1.70
1 ~
- — f&3n
Jr
Na osnovu Poasonovog integrala je je_wzdw = \/; paje
C&t=0=f& 171

tj. pocetni uslov je zadovoljen.
Da bi proverili da je jednacina 1.42 reSenje pocetne jednacine moramo da

primetimo da je funkcija
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1 _f—XE
\
C.&t =———e *™ 1.72

2~/ 7Dt

Resenje 1.10 za svako ¢&. To dalje znaci da prvi izvod u vremenu i drugi izvod po

prostornoj koordinati ne zavise od £ . Sada trazimo izvode funkcije C((,t::

~ €
C &t_ (1 . ¢-x_ o i 173
ot 4Dt 8Dt*\7Dt
e (1 €-xZ )G 1.74
ox? 4Dty/7Dt  8D*t* Dt '
oC. &t_ 9°C. &t _
= LSS 52(( = 1.75
ot OX

- + +
4t/7aDt 8Dt/ zDt JaDt  8D2t2/zDt

Iz ovoga sledi da je zaista zadovoljena polazna jednacina 1.10.

3 €¢-x? 3 €-x2
( 1 <- X_ Je_ 4Dt _ D[— 1 | X_ je_ 4Dt 1.76
4Dt

1.11 Fundamentalno reSenje jednacine difuzije i njegov fiziCki smisao

Razjasnimo sad malo bolje fiziCki smisao funkcije C, &t , koje predstavlja
reSenje polazne jednacine 1.10. Funkcija C, ((,t: zavisi od X, t i proizvoljnog parametra

& 1 predstavlja fundamentalno reSenje jednacine difuzije. Fizicki smisao ove funkcije je

povezan sa pocetnom raspodelom koncentracije.

Uo ako je X =X| <o

0 ako je X =X| >0

gde je Up — konstanta, a 6>0
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Slika 1.12. Pocetna raspodela koncentracije

Takva raspodela koncentracije se pojavljuje ako je pocetna koncentracija bila
prvo jednaka nuli u svakoj tacki u trenutku t =0. Raspodela zauzima deo na x-osi koji je
u domenu €, — o, X, + 0':. Zatim se dovede neka koli¢ina zagadenja spolja (npr. dim iz
dimnjaka) tako da vrednost koncentracije u trenutku t=0 ima vrednost U,. Dovedena
koli¢ina zagadenja je proporcionalna osencenoj povrsi sa slike, tj. 20U ,. Medutim, realni
profil koncentracije se ne moZe ovako prikazati, ali ima veoma sli¢an oblik funkciji
f_ ((: posebno ako je ostriji dim iz dimnjaka i krace traje. Na grafiku u tatkama X, — o
I X, + o koncentracija nije odredena. Ali taj problem se reSava tako Sto funkciju f_ ((:

mozemo predstaviti Furijeovim integralom, pa iz toga sledi da je vrednost koncentracije u
. U
tim tackama 70 :

Pri ovim uslovima raspodela koncentracije 1.67 dobija sledeci oblik:

Xo+O €¢-x2

~ U ~=
C&t=—2_ [fe€g o d
N XOL ¢ 4 1.77

Prema teoremi o srednjoj vrednosti integrala sledi:
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Xo+to  €-x2 *f—x)
j g Dt dE=205.e 4Dt 178

Xg—C

gde je & - neka tacka unutar intevala integracije, tj. X, — o < E< Xo + 0.

Uvrstavanjem reSenja integrala, reSenje 1.77 moze da se zapiSe na sledeéi nacin:

€

~ 20U, ——=
C&t =——=e 17
2./7Dt ?

Ako se isklju¢i parametar 20U,, dobija se reSenje za slucaj fizickog izvora

zagadenja u obliku:

I =
C&t =——e “Dt 1.80

2~/ 7Dt

Sada se prelazi sa fizickog izvora zagadenja na tackasti izvor sa pretpostavkom da
o—0. Ako je 20U, =1, tada pri o—0 sledi da U, —+. Iz ovoga sledi da & — x,,
pa je onda funkcija f € iz 1.67:

f€=F5€-x,_ 1.81

gde je F — konstanta koja se odreduje eksperimentalno.

Ovo znaéi da postoji jak izvor zagadenja koji je postavljen na nekom mestu i

iznenada se ukloni u trenutku merenja. Na osnovu 1.67 sledi da je:

~ F % -
C¢t=——— [5€-x,8 ot d
= j €-x, £
S 1.82

=———¢e ‘P =C, &t _

2~/ 7Dt

Sto je fundamentalno resenjel.67 pri uslovu & =X, .

Tackasti izvor zagadenja je veca apstrakcija nego fizicki izvor na kona¢nom
domenu. Medutim, on moZe biti realizovan ako je dim koji zagaduje veoma uzak.

Za razmatranje prostiranja zagadenja nakon tackastog izvora, potrebno je ispitati

grafik funkcije fundamentalnog resenja 1.82 za razlicita vremena, t >0
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Slika 1.13. Raspodela koncentracije koncentracije u razlicitim vremenskim trenutcima

1. Grafik funkcije C, ((,t: je simetriCan za svako t u odnosu na pravu

X=X, tj. uodnosu na osu C, . Maksimum funkcije se dostize pri X=X,

1
2+ 7Dt

trenutku je maksimum obrnuto srazmeran korenu koeficijenta difuzije

JD

Povrs$ina pod svakom krivom je jednaka 1, §to je lako dokazati reSavanjem

i on iznosi

. Ako se posmatra neki fiksni trenutak t>0, u tom

integrala:

1 +o0 ((—XUE

T 4Dt _
T _O[e dx=1

U svakoj fiksnoj tacki na X # X,, funkcija C, ((,t: kao funkcija vremena

TCXO &t dx=

u pocetku raste od 0 pri t=0 do neke maksimalne vrednosti Max((: i
zatim monotono opada i tezi nuli kada t — . U trenutku t =0 funkcija

C,, €.t _nije definisana i zato se ra¢una njena grani¢na vrednost, odnosno

limes kada t > 0:
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1

Q—Xoj
. ] 1 - . 2Dt
Cx ((,t @ 4Dt —
lim ¢, €t > lim 7~ lim =&
e4Dt
1
_lim At~/ 7Dt 1 JD lim Jt _
B €% G52 Vm €% 3 50 €0
4Dt?

Moguce je odrediti i Max((: tako Sto se nade izvod C, ((,t: pot:

2 «x
oC,, |2+ «—x, ° o i 183
ot 8Dt? /2Dt
Izjednacavajuéi prethodnu relaciju sa nulom dobija se:
-l
S k. 184
2D

Iz ovoga sledi da je:

~ 1
T V2 x - x|

Na taj nacin, koncentracija u bilo kojoj tacki kada x==Xx,, raste do

Max€ =C, &t 1.85

vrednosti Max€ , a zatim opada i tezi nuli.

1.12 Kontinualno dodavanje zagadenija iz taCkastog izvora

Supstanca koja se pusti iz tackastog izvora u vazduh, formira oblak koji raste
popre¢no usled difuzije i nistrujno usled advekcije. Profil koncentracije normalno na ovaj
oblak utvrden preko Fikove difuzije ima Gausovu raspodelu. Zbog toga se oblak zove
Gausov oblak. Neki jednostavni primeri koji aproksimativno predstavljaju Gausov oblak
su dim iz dimnjaka, otpadne vode ispustene u reku i kontaminacioni oblak koji se javlja

pri curenju buradi sa otpadom uskladistenih pod zemljom.
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Slika 1.14. Konture koncentracije za Gausov oblak koji se ispusta na slede¢im
koordinatama x=0cm, y=50cm.

Crna linija predstavlja Gausovu raspodelu u tacki x=125.

Izvor se moze smatrati da je kontinualan ukoliko je vreme advekcije kratko u
poredenju sa trajanjem izvora. Izvor je tackasti izvor ukoliko mu je dimenzija mala u
poredenju sa rastojanjem od izvora i Sirinom oblaka na tom rastojanju. Da li izvor
predstavlja kontinualni ili trenutni ispust, i da li predstavlja tackasti ili rasuti izvor, zavisi,
ne samo od konfiguracije izvora, nego i od prostornog polozaja. Znaci da izbor
odgovarajuce aproksimacije ne zavisi apsolutno od prostora i vremena, nego i od
relativnih veli¢ina, na primer, od brzina vetra v . Usled pojave vetra dolazi do pomeranja
izvora zagadenja. Ovo se moze objasniti pojavom koja se zove advekcija.

Advekecija ili horizontalni transfer bilo koje osobine atmosfere (npr. koncentracije,
temperature, vlaznosti, vrtloznosti) putem kretanja vazduha, dakle poljem vetra.
Advekciju mozemo prikazati vektorski kao

oc ~oC oC

V.-VC=u—+v

+W— 1.86
OX oy oz

gde je vektor brzine dat komponentama u, v i w, a je gradijent posmatranog
svojstva, tj. koncentracije:

VC = oc + oc + oc 1.87
ox oy oz
U meteorologiji nas ¢esto zanima samo horizontalna advekcija
Vh-VC=u§+v§ 1.88
OX oy
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gdje su u i v horizontalne komponente brzine. Dakle, to je advekcija koju
posmatramo samo u X-y ravni.

Jednacina 1.88 ¢e biti koriS¢ena u numerickom resavanju. Advekcija se uvodi u
jednacinu koja predstavlja drugi Fikov zakon difuzije pomocéu tzv. advektivnog ¢lana

V, -VC. Ovaj ¢lan se jo§ moze nazvati i advektivni izvod, jer belezi promenu

koncentracije pod uticajem kretanja vazduha, tj. definiSe advektivnu promenu koja

opisuje uticaj polja brzine na posmatranu koncentraciju.

2. Numeri¢ko reSavanje problema

Analiticko reSavanje diferencijalnih jednacina atmosfere je veoma tesko, pa se
moze izvesti samo za sasvim idealizovane sluc¢ajeve i znatno pojednostavljene, uglavnom
samo linearizovane, sisteme jednaCina. Vecina prakti¢nih zadataka se ne moze resiti
analitickim metodama. ReSavanje jednacina u nelinearnom obliku moguée je samo
numerickim metodama. Za priblizno reSavanje se mogu koristiti jednafine u
diferencijalnom ili integralnom obliku.

Ako se diskretizuje diferencijalna jednacina, onda se radi o standardnoj metodi
konacnih razlika, a ako se diskretizuje integralna jenacina, tada se radi o metodi kona¢nih
zapremina.

NalaZenje buduceg stanja atmosferskih polja na osnovu poznavanja prethodnog
osmotrenog stanja, tj. dobijanje vremenske prognoze reSavanjem sistema hidrostatickih
jednacina, potic¢e od Bjerknesa. Prvu uspeSnu numeri¢ku prognozu su izracunali Charney,
Fjortoft i Von Neumann.

Resavanje nelinearnih jednacina numeri¢kim putem u meteorologiji se vrsi tako
Sto se izabere skup tacaka u prostoru za koje se raCunaju vrednosti zavisno promenljivih.
Ovaj skup tacaka se naziva mreza, a metod kojim se reSava — metod mreze tacaka. Zatim
se posmatrana diferencijalna jednaCina zamenjuje pribliznom jednac¢inom u Kojoj se
pojavljuju samo vrednosti zavisno promenljivih u tatkama mreZze. Vrednosti zavisno
promenljivih u grani¢nim tackama se definiSu prema grani¢nim uslovima. Dobijen sistem

jednacina je sistem algebarskih jednacina koji se uzastopno resava veliki broj puta.
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2.1 Numeri¢ko diferenciranje

Standardni metodi diskretizacije diferencijalnih jednadina se zasnivaju na
aproksimiranju diferencijalnih operatora koli¢nicima kona¢nih razlika u prostoru i
vremenu.

Radi jednostavnosti ¢emo posmatrati neku funkciju samo jedne zavisno

promenljive (1D) i bez promene u vremenu:
C= C(C 2.1

Ova funkcija zadovoljava diferencijalnu jednac¢inu 1.67. Ovu jednacinu Zelimo da reS§imo
za odredenu oblast duzine x podeljene na ceo broj intervala duzine Ax. Rastojanje

izmedu tacaka mreZze AX se naziva korak mreze. Tada je X =i-AX, gde je i — broj koraka

(i-1) (i) (i1])
Ax ) Ax
« »

Slika 2.1 Numericko diferenciranje po jednoj koordinati

mreze.

Priblizne vrednosti funkcije C u tatkama mreZe se obelezavaju sa: C; = C(.ij-

Sada se mogu definisati konac¢ne razlike pribliznih vrednosti Cj u prostoru kao razlike
vrednosti C) uzete preko jednog ili viSe intervala Ax. U zavisnosti od polozaja tacke za
koju se one primenjuju, ove razlike mogu da budu centrirane ili necentrirane.

Necentrirana razlika, je na primer, razlika unapred:

AC, =C,,-C 2.2
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Kada se konstruise priblizna jednacina za datu diferencijalnu jednacinu, izvodi se
u njoj jednostavno zamene odgovarajuc¢im koli¢nicima razlika. Tako se dobija Sema u

kona¢nim razlikama za diferencijalnu jednacinu.

d—C — £ 2.3
dt At
d—C — £ 24
dx AX

Formule za diferenciranje se mogu dobiti iz definicije izvoda neke funkcije f ((:

utacki X=X;:
~ q- f((-+AX\—f((-\
f'& = ' = = 2.5
lim—x
Kada se uzme priblizna vrednost gornjeg izraza, dobija se:
~ F&+AX T &
PRUL LISl 2.6

AX

Sto predstavlja aproksimaciju prvog izvoda funkcije f ((: Ako se u jednacini 2.6 umesto

AX uzme — Ax, dobija se formula:

- f€& -f& —Ax
f! . ~ |1 _~ 1 —
(I/ AX

Izrazi 2.6 i 2.7 predstavljaju formule za diferenciranje unapred i unazad, respektivno. Na

2.7

slici 2.2 je data graficka interpretacija ovih formula, pri ¢emu nagib linije t odgovara
tacnom izvodu funkcije f ((: u tacki C. Dakle, nagib linije koja prolazi kroz tacke A i C,

t., odgovara formuli za diferenciranje unazad, a nagib linije koja prolazi kroz tacke C i B,

t., formuli za diferenciranje unapred.
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Slika 2.2 Graficka interpretacija formula za diferenciranje

Sa slike se vidi da bi linija koja prolazi kroz tacke A i1 B bila bolja aproksimacija
izvoda funkcije f ((:. Njen nagib jednak je slede¢em izrazu:

.':l((i:z f((l +AX/_f((i _AX/
2AX

Ovaj izraz predstavlja formulu za centralno diferenciranje, a na slici 2.2 je predstavljeno

2.8

linijom t..
Numericko diferenciranje primenjeno na izvod drugog reda se moze interpretirati

na sledeéi naéin:

f"((i} f ((i+Ax;—f <
O

Na osovu formula za diferenciranje izvoda prvog reda, relacija za izvod drugog

2.9

reda dobija sledeci oblik:
~ F & +2AX -2 € +Ax > f & _

f & : 2.10
Ox
U daljem radu, za prvi izvod se koristi sledeca zamena:
(d_c) L Gu-C 2.11
dx J; AX
a za drugi izvod:
2.12

(dzcj ,Ciu=2C +Cy,y

dx? AX?
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Da bi se neki koli¢nik kona¢nih razlika koristio kao aproksimacija za izvod,
potrebno je da on bude konzistentan, tj. da tezi izvodu kada korak mreze tezi nuli, §to 1
jeste slucaj u prethodnoj jednacini.

Da bi se dobile bolje informacije o nekom koli¢niku konac¢nih razlika, potrebno je
da se vrednosti u posmatranoj tacki, koje nisu uzete u obzir, razviju u Teylorov red oko te
tacke.

Nakon razvoja u red za prvi izvod se dobije:

— . 2 8
C”l C' :[d_cj +1 d_C Ax+1 d°c QXE +... 2.13
AX dx /i 2( dx* ), 6l dx® ).

a za drugi izvod:

Cin—2C +Cyy _ d°C +i d_C AXZ... 2.14
AXZ dx? 12\ dx* ).

Na osnovu ovoga koli¢nik je jednak zbiru izraza za drugi izvod koji se

aproksimira i ostatka od neograni¢eno mnogo ¢lanova. Ostatak ima sledeci oblik:

e=0€x = 1(‘1 Cij 2.15

~12\d

1 zove se greska odsecanja koli¢nika konacnik razlika. Nju predstavljaju ¢lanovi koji su
"odseceni" da bi se dobila aproksimacija izvoda. Greska odsecanja pokazuje koliko dobro
koli¢nik konacnih razlika aproksimira izvod za male vrednosti koraka Ax. O ovome
govori 1 red tacnosti, a to je najnizi stepen od AX koji se javlja u greSci odsecanja.

Kada se zavisno promenljive iz sistema nelinearnih parcijalnih diferencijalnih
jednacina razviju u red i zamene u iste sisteme, tada nelinearne jednacine prelaze u
obicne diferencijalne jednacine.

U obi¢nim diferencijalnim jednacinama zavisno promenljive su koeficijenti tih
redova, a nezavisna promenljiva je vreme. Diferencijalna jednacina se u tackama
zamenjuje pribliZznom jednacinom, koja koristi vrednosti zavisno promenljivih u tackama
mreze. Najjednostavniji nacin da se za datu diferencijalnu jednacinu konstruiSe priblizna
jednacina je da se izvodi u njoj jednostavno zamene odgovaraju¢im koli¢nicima konac¢nih

razlika.
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Vazno je ista¢i da se Seme za reSavanje obi¢nih diferencijalnih jednacina (ODJ)
Cesto bez promene Kkoriste za aproksimaciju izvoda po vremenu, tj. numericko
diferenciranje po vremenu:

dC _Cn+l _Cr‘l

==~ 2.16
dt At

2.2 Numericko integraljenje

Slicno numerickom diferenciranju, veoma vazno mesto U reSavanju mnogih
jednacina zauzima i numeric¢ko integraljenje. Numeri¢ka integracija se drugacije naziva i
kvadratura. Taj izraz poti¢e od ¢injenice da vrednost odredenog integrala predstavlja
povrsinu ispod funkcije, kao $to je prikazano na slici . Slika predstavlja izracunavanje

integrala:

b
| = | f &Ox 2.17
a
koristeci neku od formula koje aproksimiraju funkciju f(x).

A
fix)

I= ]'ﬁfx)a’x

Slika 2.3 Graficka interpretacija integrala
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2.3 Aproksimacija ili numeriCka Sema u kona¢nim razlikama za

jednacinu drugog Fikovog zakona difuzije

Jednacina koja se dobije kada se u nekoj diferencijalnoj jednacini izvodi zamene
odgovaraju¢im koli¢nicima konacnih razlika i zatim primeni na neku tacku mreze, zove
se aproksimacija ili Sema u konac¢nim razlikama za odredenu jednacinu. Ovo se dalje
primenjuje na jednacinu koja opisuje drugi Fikov zakon difuzije:

% =D Zj(cz: 2.18

Sada se konstruiSe Sema za dobijanje pribliznog numerickog reSenja metodom

mreze. ReSenje se trazi u taCkama mreze. Vrednost koncentracije u tacki 1AX,nAt se

obelezava sa C/

[

JI¥:

=
+
o

A A

7

/.’//f‘.’?'ﬂ”

=
B
f
|
4
¥
—n
¥

C?d

i i+l

¥
AN

7

)

A

(- 1ax it +1)ax

Slika 2.4 Mreza za priblizno resenje jednacine difuzije
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Za male vrednosti koraka Axi At jednacina koja aproksimira diferencijalnu
jednacinu daje moguce priblizno resenje te diferencijalne jednacine. To resenje koje se
dobija pomocu konacnih razlika naziva se numerickim resenjem.

Veoma je korisno da se numericko reSenje uporedi sa ta¢nim (analitiCkim)
reSenjem odgovarajuce jednacine. Razlika numerickog i tatnog resenja predstavlja gresku
reSenja C. Ne mora uvek da se poznaje greSka numerickog reSenja, ali se uvek moze
na¢i mera tacnosti Seme. TaCnost Seme se moze na¢i ako se u jednacini priblizne

vrednosti C" zameni ta¢nim vrednostima C qAx, nAt : Ove vrednosti nisu jednake, pa ¢e

se dogoditi promena ili grecka odsecanja €. Red tacnosti Sema je dakle najnizi stepen od
AXi At koji se javljaju nakon razvoja u Teylorov red. U slucaju kao §to je jednacina
difuzije, tj. kada se najnizi stepeni AXi At razlikuju pravi se razlika izmedu reda ta¢nosti

u prostoru i vremenu.

2.4 Stabilnost metoda

Metoda koja ¢e biti koriS¢ena za testiranje stabilnosti Sema je Von Neumannova
metoda. ReSenja se mogu prikazati kao zbir sinusoidalnih talasnih komponenti, tj. u
obliku Fourierovog reda.

Posmatra se jednacina 2.18:

2
a0
Resenje se trazi u talasnom obliku:
ct =Ref(E* 2.19
Resenje diferenciranja po vremenu se dalje trazi u slede¢em obliku:
‘L-f:—Dkzc, c=CcC 2.20

Uvodi se smena x = Dk?, pa je opste resenje ove jednacine za diskretne vrednosti

vremena je:

C(t)=C(0)e ™ 2.21
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gde je CQ vrednost Cza t =0
Von Neumann je definisao faktor povecanja A, gde je A definisano kao:
Cet=,Cc 2.22

U zavisnosti od vrednosti A Sema mozZe biti:

~

nestabilna Sema A>1

neutralna Sema P kada je A=1

amortizujuca Sema A<l
g

Za ostvarenje $to vece tacnosti numeri¢kog resenja potrebno je da amplituda bude

Sto blize 1.

2.5 Seme sa dva nivoa

Ovo su seme koje koriste vrednosti zavisno promenljivih u dva nivoa: n i n+1.
Kada se znaju pocetne vrednosti zavisno promenljive, ovakve Seme je moguce resiti u
prvom koraku vremena.

DefiniSe se prvo diferencijalna jednacina:

‘jj_f: fCt,C=CC 2.23

pri ¢emu je f€,t =—Dk?C. Prva vrednost C ¢ se zadaje, Seme se konstruiu za

izratunavanje vrednosti C ¢~ tj. vrednost u narednom vremenskom koraku.

Aproksimacija za racunanje te buducée vrednosti je sledeca:

G+1 At
C¢t=Cc%+ |fC,tat 2.24

nAt
Te Seme mogu biti implicitne i eksplicitne. Eksplicitne Seme imaju slede¢i oblik:
C 6+ C L
At
cm =Cc®™ - pk*AtC™ =C™ — xAtC™ 2.26

— _Dk?C¢- 2.25
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dok su implicitne Seme sledeceg oblika:
cet_ce

At
c™ =C®™ - Dk?’AC™ =C™ — gAtC ™ 2.28

= -Dk’C ¢ 2.27

Numericke Seme koje ¢e biti opisane u daljem radu su:
1. Ojlerova metoda
2. Hjunova metoda
3. Crank — Nicolsonova metoda

Crank — Nicolsonova $ema je polu — implicitna. To ¢e biti kasnije objasnjeno.

2.6 Neiterativhe Seme sa dva nivoa

Neiterativne Seme sa dva nivoa opisujemo pomocu izraza:
CM™ =C™ 4 At(of ™ + pf ™) 2.29
Da bi $ema bila konzistentna potrebno je da bude ispunjeno:
a+p=1

Za slucaj jednacine koja opisuje drugi Fikov zakon jednadina se moze napisati u

slede¢em obliku:
CM =C™ —mAt(aC™ + pC™) 2.30

uvodimo oznaku K, K = xAt

Nakon sredivanja jednacina dobija novi oblik:

c :(1_05K jC(n) 231
1+ pK
Iz ovoga sledi da A postaje: A= 1=K
1+ pK

2.6.1 Ojlerova Sema

Za Ojlerovu semu =1 i f=0.
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A=1-K 2.32
Dakle, ova Sema je uvek stabilna kada je |1— K| <1,tj. za:

0<K<2

Izbor At treba biti stroziji od kriterijuma, npr. treba izabrati da je K <1, da
reSenje ne bi menjalo znak od koraka do koraka u vremenu.
Ojlerova metoda je eksplicitna Sema.

Kada se jednacina difuzije koja je predstavljena drugim Fikovim zakonom
difuzije, aproksimira metodom konac¢nih razlika, dobija se oblik jednacine koji je
pogodan za numericko reSavanje problema:

cr-c _~Cl—2C +C,y

D i+1

A e 2.33

gde je na levoj strani jednadine prikazan izvod koncentracije po vremenu, a sa desne
strane drugi izvod po x — koordinati.

Za levu i desnu granicu vrednosti za koncenteciju su jednake nuli.

2.6.2 Trapezoidna Sema

: 1. 1
Za trapezoidnu Semu o = > I f=—=.

1—1K
2

1+EK
2

A= 2.34

Trapezoidna Sema je uvek stabilna kada je K >0. Kod ove Seme treba da bude

K <2 pa da reSenje ne menja znak.
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2.7 lterativhe Seme sa dva nivoa

Iterativne Seme sa dva nivoa opisuju se pomocu izraza:
cr =Cc® 4+ Atf ™ 2.35

C™ =C™ + At(cf ™ + gt ") 2.36

Da bi $ema bila konzistentna i ovde je potrebno da bude ispunjeno:
a+p=1

Jednacina za drugi Fikov zakon difuzije ovde se moze zapisati kao:

C =C® —At(aC™ + pC™7) 2.37

i ovde se uvodi oznaka K, gde je opet K = xAt

Nakon sredivanja jednac¢ina dobija novi oblik:

C = (—aK - fK + K2 G 2.38
Iz ovoga sledi da A postaje: A=1—aK — K + pK?

2.7.1 Heunova Sema

1. 1
Za Heunovu Semu a:E 1 ==

/1:1—K+%K2 2.39

Heunova Sema je stabilna za male vrednosti K .

Iterativne Seme se koriste da bi se povecala tacnost. Heunova metoda se moze
smatrati popravljenom Eulerovom metodom. Glavni izvor neta¢nosti Eulerove metode je
to Sto je vrednost izvoda na pocetku vremenskog koraka isti tokom celog vremenskog
koraka. Kod Heunove metode ta greSka se umanjuje uvodenjem dodatnog izvoda.
Heunova metoda razlikuje izvod na pocetku vremenskog koraka i izvod na kraju

vremenskog koraka At.
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Kod ove Seme prvi korak je isti kao i1 kod Eulerove Seme. Samo $to sada vrednost
C za nivo n+1 dobijena ovom metodom se koristi za raCunanje priblizne vrednosti u

narednom koraku.

(:.(leP B C-n C-n _ 2Cn C.I’l
i i D i+1 |2 + i-1 240
At AX
U ovoj Semi postoji medukorak koji sluzi za racunanje vrednosti Ci(”lf:
co=cr+ PAl¢n _ocricy,” 2.41

bAX?
Dalje se ta priblizna vrednost Ci(”l} koristi za jo$ jedan korak po ugledu na

trapezoidnu Semu koja C aproksimira srednjakom vrednosti na pocetku i na kraju
intervala At:

Cin+l _ Cin
At

Co+C/
AXZ

2.42

1
2
Prvo rjeSenje C.¢*> se jo§ naziva predikcija (“predictor”), a drugo C€*-

korekcija (“corrector”). Tako da je Heunova metoda jedno od Sema iz tzv. serije predictor

— corrector metoda.

2.8 Polu-implicitna Sema

2.8.1 Crank-Nicolsonova Sema

Polu-implicitna Sema znaci da ova Sema kada se koristi metoda kona¢nih razlika i
sa leve 1 sa desne strane jednakosti sadrzi ¢lanove koji se nalaze u oba vremenska koraka,
tj. u gornjem indeksu imaju i n i n+1. Crank-Nicolsonova polu-implicitna $ema moze

da se predstavi slede¢om relacijom:
COC=COCLAtlf it (- T 2.43
Jednacina za drugi Fikov zakon difuzije ovde se moze zapisati kao:
C™ =C® —xAt(eC™ + (- C) 2.44

i ovde se uvodi oznaka K, gde je opet K = xAt
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znak.

Nakon sredivanja jednacina dobija novi oblik:

cmd = i)e‘” 2.45
1+ K —aK

1-aoK

Iz ovoga sledi da A postaje: A=———
1+ K-aK

] . 1
Za Crank — Nicolsonovu $emu « :E )

A=1 2.46

Prema ovome, Crank-Nicolsonova §ema je uvek stabilna i reSenje nikad ne menja

Prednost ove Seme je u tome Sto je stabilnija 1 tacnija od eksplicitne ili potpuno

implicitne. Polu — implicitna Sema je tacnija od eksplicitne za vremenske korake koji su

bliski granici stabilnosti, pa zato dozvoljava koris¢enje duzih vremenskih koraka Sto

smanjuje vreme racunanja. Nedostatak svih implicitnih tehnika je u tome $to ukljucuju

inverziju matrica §to moze biti veoma racunski zahtevno.

Ponovo se jednadina difuzije koja je predstavljena drugim Fikovim zakonom

difuzije, aproksimira metodom konacnih razlika. Na osnovu Crank-Nicolsonove Seme se

dobija oblik jednacine koji je pogodan za numeric¢ko reSavanje problema:

2.47

Cin+l _Cin _ D laZCn l a Cn+l
At 2 x| 2 o

i+1

n+l n no_ n n+l _n+1 _n+1
o} tc _D{ch1 2¢; +Cly 1Cl -2C, +c,_l} 248

A 2 AX? "2 AX®
cM-Cl= _DAt2 " =2C"+C! +CMt-2CcM +CM! - 2.49
2AX -
Zbog kradeg zapisa uvodi se smena:
DAL +( DAt jC” A en —d 250
2AX AX® 2AX

. . v .o . .o ve v 1.
Uvodenjem smene u prethodnu jedna¢inu dobija se izraz koji sadrzi ¢lanove C"*™ :

2DA _Cr ( ZMJCM ZDAAE crt = d 251
X
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U nastavku se viSe nece pisati indeks n+1, zato §to je ostao samo taj indeks za
vremenski korak, pa se podrazumeva da uz C stoji indeks n+1.

Dalji postupak se svodi na uvodenje novih promenljivih pomocu rekurentnih formula:

C, =eeC,,, + 90 2.52
C..=ee,C +00;, 2.53
Smenom u prethodnu jednacinu dobija se:
DAt ~ DAt DAt
-——¢€e_C +00., +|1+ C. - ., =d 2.54
ZAXZ Q i-1™i gg|—1/ ( AXZ j i 2AX2 i+1

Nakon sredivanja:

[ DAt DAt J DAt DA
1+ - -1~ T

t
——ee —0C.,,+d+——9g0, 2.55
AC 2AXC 2 i OAK 994

Sa leve strane ostaje samo C,, pa relacija dobija sledeci oblik:

DAt ds DAt -
C = 246 C 2 2.56
' DAt DAt i1 DAt DAt '
1+— - 5 €6, 1+— - 5 €6,
AX 2AX AX 2AX

Poredenjem ove jednacine 1 jednacine 2.52 sledi da su koeficijenti ee 1 gg jednaki

slede¢im izrazima:

DAt

2Ax?
ee = 2.57
! DAt DAt
T2 oAz SO
AX 2AX

DA

t
2AX2 ggi—l
DAt DAt
+— -, €6,
AX 2AX

d+

99; = 2.58

Pocetne vrednosti ee i gg, se dobijaju na osnovu granica. Prvo se jednacina za
drugi Fikov zakon difuzije moZe napisati u slede¢em obliku:

L __ 9 ¢c” 2.59
ot OX B

. . .. 0
pri ¢emu je uC — fluks i on je definisan kao — Da—C. Na osnovu metode konacnih
X

razlika:
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n+l n
Cl — Cl

1 ~
=——¢C,-uC 2.60
At AX (I 2 1_

Pretpostavka je da se u jednoj tacki mreze zna fluks, a u drugoj koncentracija 1

onda mreza moze da se predstavi ovako:
. . ~ ~
HC.I ('I ”(' 2 C 2
Posto ¢e izvor biti u sredini, znaci da nema zagadenja sa leve strane, pa za levu

granicu vazi da je:

ucC, =0 2.61
Na desnoj strani vrednost koncentracije je 0, pa za desnu granicu vazi:
C=0 2.62
Jednacina 2.60 ima sledeci oblik:
At
C/*-C'=-—uC 2.63
1 1 AX 2
Na osnovu mreze sledi da je:
uc, __p&=G 2.64
AX
Smenom:
DA -
C1n+1 _ Cln — th ¢2n+1 _ Cln+l . 265

Vrednost koncentracije C,;' ~ C, i ta vrednost je poznata. Ponovo se vise ne pise

indeks n+1, jer je jedini za vreme:

DAt ~ DAt
(1+ F)CI = Cl +FC2 2.66
Nakon sredivanja:
DAt _
. AX? Cl
C, = DAL C, DAL 2.67
b AX? AX?

Poredenjem sa jednacinom 2.53 relacije za pocCetne vrednosti koeficijenata ee, i

gg, su:
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2
pe, = X" 2.68

DAL 2.69

AX?

Kada se ovako racuna vrednost koncentracije, princip je sledeci: Sa leve na desnu

stranu se ra¢unaju koeficijenti ee i gg, a sa desna na levu stranu vrednosti koncentracija.

2.9 Simulacija numerickog reSavanja

Pomocu prethodno opisanih $ema simulirano je prostiranje supstance u vazduhu u

tacki mreZe i u vise tacaka mreze. Vrednosti C" za odredenje $eme se ra¢unaju pomoc¢u
kodova koji su zapisani u programskom jeziku Fortran. Fortranski kodovi su postavljeni
u Dodacima, a ovde ¢e biti objasnjeni.

Dodatak 1 je kod pod nazivom MODULE prm. To je kod koji se Koristi, tj.
"poziva™ u svim ostalim podprogramima. U njemu se zadate konstante koje se koriste

prilikom racuna. Neke od tih konstanti su:

D=10"° mTZ - koeficijent difuzije
dx =5m - korak u prostoru
dt =720s - korak u vremenu
Dodatak 2 je kod pod nazivom PROGRAM difuzija. To je glavni kod. U njemu se
bira da li ¢e resenje biti u 1, 2 ili 3 dimenzije 1 pomocu 4 slucaja koji su zadati se bira da
li kakav je izvor, da li ima ili nema dodavanja zagadenja i da li postoji advekcija.
Ta 4 slucaja su sledeca:
1. Tackast izvor, bez kontinualnog dodavanja u toj tacki i bez advekcije
2. Izvor iz vise tacaka, bez kontinualnog dodavanja u toj tacki i bez

advekcije
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3. Izvor iz viSe taCaka, bez kontinualnog dodavanja u toj tacki i1 sa
advekcijom
4. Tackast izvor, sa kontinualnim dodavanjem u toj tacki i sa advekcijom

Dodatak 3 je kod pod nazivom SUBROUTINE dif_1d. Ovaj podprogram ili po
Fortranu sabrutina racuna numericko resenje u jednoj dimenziji.

Dodatak 4 je kod pod nazivom SUBROUTINE tac 1d. Ovaj podprogram ra¢una
ta¢no analiticko reSenje napisano.

Dodatak 5 je kod pod nazivom SUBROUTINE POC2d. Ovaj podprogram bira
pocetne uslove. Odreduje da li je izvor u jednoj tacki ili u vise tacaka.

Dodatak 6 je kod pod nazivom SUBROUTINE dif 2d. Ovaj podprogram racuna
reSenje u dve dimenziji.

Dodatak 7 je kod pod nazivom SUBROUTINE tac 2d. Ovaj podprogram rac¢una
ta¢no analiticko reSenje napisano u dve dimenzije.

Dodatak 8 je kod pod nazivom SUBROUTINE dif_3d. Ovaj podprogram rac¢una
reSenje u tri dimenziji.

Dodatak 9 je kod pod nazivom SUBROUTINE advc. Ovaj podprogram racuna
advektivni ¢lan za slucaj kada postoji advekcija.

Dodatak 10 je kod pod nazivom PROGRAM slike. U ovom programu se
is€itavaju 1zraCunate vrednosti koncentracije 1 analitickim 1 numerickim metodama u dve
dimenzije.

Dodatak 11 je kod pod nazivom SUBROUTINE grads sub. U ovom
podprogramu je napisana sintaksa za program Grads. To je program u kojem su uradene

slike u dve dimenzije.

2.10 Rezultati numerickog reSavanje problema prostiranja zagadenja

Rezultati koji su dobijeni pomoc¢u ovih kodova ¢e biti predstavljeni graficki.
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2.10.1 Rezultati za 1D slucaj
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2.5 Zavisnost koncentracije od koordinate x

Za maksimalan broj koraka za x-koordinatu koji uzet u programu je 51. Za 1D
ovaj broj koraka je dovoljan da se dobro vidi Gausova raspodela. Sa slike se vidi da se
izvor zagadenja nalazi u centru polja, odnosno u tacki x=25. To je zadato u programu.

Na graficima crvenom linijom je predstavljeno numericko reSenje, a crnom
analiticko resenje na polovini maksimalnog broja koraka za vreme, tj. na polovini run-a.
Plavom bojom je predstavljeno numericko, a zelenom analiticko reSenje jednacine na
kraju celog pustanja programa, tj. na kraju run-a. Deo grafika koji prikazuje vrednosti na

kraju run-a je Siri od dela grafika koji prikazuje vrednosti na polovini run-a. Ova pojava
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se javlja zbog toga Sto je difuzija posle duzeg vremena veca, pa je i maksimum
koncentracije u centru maniji.

Na osnovu grafika se vidi da je reSenje dobijeno Eulerovom metodom najblize
ta¢nom resenju, tj. da se grafici tacnog i numeri¢kog resenja skroz poklapaju. To znaci da

je najbolje reSenje dobijeno upravo ovom metodom.

2.10.2 Rezultati za 2D slucaj

Posto je Eulerovom metodom za slu¢aj 1D dobijeno potpuno poklapanje
raspodele koncentracije numerickog i analitickog reSenja, za slucaj 2D ¢e se porediti
Heunova i Crank-Nicolsonova metoda, zbog toga §to kod njih ima blagih odstupanja
numerickog reSenja od analitickog.

Radi jednostavnijeg ra¢una koraci u prostoru i broj koraka po koordinatama je
jednak za x i za y-koordinatu. Za maksimalan broj koraka za x i za y-koordinatu koji uzet
u programu je 151. Prvobitno je bilo uradeno za 51 korak. Medutim difuzija se slabo

videla na tako malom polju, pa je zbog jasnije slike uzet ovaj veéi broj za sve slucajeve.

54



An Con 1/2 T Num Con 1/2 T

1500

190K

1200
10K

Num Con T
15048 =

14K
1348
1200

110

2.6 Poredenje analitickog i Heunovog numerickog resSenja za slucaj broj 1
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2.7 Poredenje analitickog i Crank — Nicolsonovog numerickog reSenja za slucaj broj 1
— Za obe Seme je za maksimalno vreme je uzeto 2 dana. Zato $to se nakon
tog vremena primecuje proces difuzije. Poredi se reSenje za prvi slucaj, tj. kad

nema ni kontinualnog dodavanja ni advekcije. Izvor zagadenja se nalazi u centru
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polja. Na osnovu grafika se vidi da su reSenja dobijena analitickim i numerickim
putem pribliZno ista. Sto zna¢i da kori$éene $eme daju dobro resenje problema. Sa
grafika se vidi da je Heunova Sema bolja od Crank-Nicolsonove. Medutim
Heunova Sema ima jednu manu, a to je njena uslovna stabilnos, Sto dalje znaci da
je stabilna za ograni¢en broj koraka u vremenu. Dok je Crank-Nicolsonova sema

stabilna za neograni¢en broj koraka.
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2.8 Poredenje Heunovog i Crank — Nicolsonovog numerickog resenja za slucaj broj 2
Ponovo je za obe Seme je za maksimalno vreme je uzeto 2 dana zbog dobre
vidljivosti reSenja. Zagadenje iz viSe taCaka ili rasuti izvor prilikom numerickog

reSavanja je zadat i ima sledeci oblik:
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> S0

6 6
6 8 10 8 6
6 8 6
6
Ovo su vrednosti koje su zadate u nekoliko tacaka. Maksimum je u centru, a
ravnomerno se€ smanjuje u svim pravcima. Maksimum je mnogo izrazeniji nego u
prethodnom slucaju, zato Sto je ovde uzet izvor iz viSe tacaka. Sa slike se vidi vece
Sirenje oblaka i manja vrednost maksimuma koncentracije na kraju run-a nego na

polovini, $to je posledica difuzije. To dalje zna¢i da nakon viSe vremena zagadenje se

vise §iri, a koncentracija u izvoru slabi.
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2.9 Poredenje Heunovog i Crank — Nicolsonovog numerickog reSenja za slucaj broj 3
Za obe Seme je za maksimalno vreme je uzeto 2 dana. Sa slike se vidi da se izvor
nakon prvog i nakon drugog dana ne nalazi na istom mestu. Ovo pomeranje se javlja

usled advekcije koja se uzima u obzir u ovom slucaju. MoZe se primetiti i podela polja
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zagadenja koja je takode posledica vetra, tj. advekcije. Posmatra se advekcija samo u X-
pravcu, pa je uzeta vrednost samo za u komponentu brzine. Ja¢ina vetra uzeta u programu
je 5:10”°m/s. Neophodno je uzeti ovako mali broj, jer kada se pretpostavi da je ja&i vetar
ne moze da se vidi difuzija. Suvise brzo dode do difuzije i na kraju run-a se ne vidi nista.

Sa ovako malim vetrom se vidi blago pomeranje izvora.
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2.10 Poredenje Heunovog i Crank — Nicolsonovog numerickog resSenja za slucaj broj 4
Za obe Seme je za maksimalno vreme je uzeto 10 dana. Ovde se posmatra difuzija
za duzi vremenski period zato §to je usled uticaja i kontinualnog dodavanja i advekcije

difuzija mnogo sporija nego u prethodnim slucajevima. Za ovaj slu¢aj potrebno je vise
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vremena da bi se videli rezultati bas zbog toga §to postoji konstantno dodavanje
zagadenja. Tokom raCunanja stalno se pomalo dodaje koncentracija, a na kraju run-a se

ona duplira. Ponovo usled advekcije za brzinu vetra od 5:10°m/s dolazi do pomeranja
izvora.
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Zakljucak

Na osnovu definicija i opisa procesa videli smo da je difuzija mehanizam kojim se
jedna vrsta materije transportuje kroz drugu vrstu materije. Veoma vazan uslov za
nastanak difuzije je razlika u koncentraciji, odnosno postojanje gradijenta koncentracije.
Videli smo da je proces difuzije dobro opisan Fikovim zakonima, pri ¢emu drugi Fikov
zakon difuzije definiSe promenu koncentracije sa vremenom. Metoda koja je koriS¢ena
pri analitiCkom resavanju problema difuzije iz tackastog izvora je metoda razdvajanja
promenljivih ili Furijeova metoda. Pomocu ove metode je dobijeno reSenje koje
zadovoljava pocetnu jednacinu kaja definiSe drugi Fikov zakon difuzije. Fizic¢ki smisao
ovog resenja se objasnjava Gausovom raspodelom koncentracije.

U numerickom reSavanju problema difuzije su koris¢ene metode kojima se
dobijaju reSenja koja se slazu sa datim analitickim reSenjima. Pokazano je da je von
Neumanov metod veoma pogodan za odredivanje stabilnosti resenja. Za Eulerov i
Heunov metod kori$¢eno je numericko diferenciranje, a u Crank-Nicolson Semi pomocu
numerickog diferenciranja i rekurentnih relacija smo takode dosli do zadovoljavajucih
rezultata. Dobijena su numeri¢ka reSenja, koja su prikazana graficki, dobro se slazu sa

teorijskim rezultatima.
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DODATAK
Dodatak 1

MODULE prm

IMPLICIT NONE

REAL,PARAMETER:: c0=1.E3

REAL,PARAMETER:: pi=3.141596
REAL,PARAMETER::dt=2*360. ! 12 min
REAL,PARAMETER::K=1.e-5, dx=.5e0, dxi=1./dx, dxi2=.5*dxi
REAL,PARAMETER:: dx2dt=dt*dxi*dxi
INTEGER,PARAMETER:: nhr=2*24 | itmx=(nhr*3600)/dt, nprt=.5*itmx
INTEGER,PARAMETER:: ncase_mx=4 , nstp=itmx/10
INTEGER,PARAMETER::im=151, jm=im, km=im
REAL,PARAMETER:: Kdtdxi2=K*dx2dt

REAL:: csrc ! Ukupna kolicina sub. koja se ubaci tokom CELOG rana
REAL:: dcosec ! Snaga izvora/sec.
REAL:: dc ! Snaga izvora po jednom rac. koraku
REAL :: time
1Logicke promenljive
LOGICAL :: 11d=.TRUE. , 12d=.TRUE. , 13d=.FALSE.
LOGICAL :: loj=.TRUE. , Ihju=.TRUE. , Icn=TRUE.
LOGICAL ::raz, src, adv
INTEGER,PARAMETER :: num_flds=4
INTEGER :: nrec , icase
CHARACTER(LEN=15):: fnm
REAL,DIMENSION(im,jm,num_flds):: flds
CHARACTER(LEN=9),DIMENSION(num_flds):: cflds
END MODULE prm

Dodatak 2

PROGRAM difuzija
USE prm
IF(11d) CALL dif_1d
icase=4
IF(icase ==1) THEN
raz=.FALSE. ; src=.FALSE. ;adv=.FALSE.



csrc=0.
ELSEIF(icase ==2 ) THEN
raz=.TRUE. ; src=.FALSE. ;adv=.FALSE.
csrc=0.
ELSEIF(icase ==3 ) THEN
raz=.TRUE. ; src=.FALSE. ;adv=-TRUE.
csrc=0.
ELSEIF( icase ==4 ) THEN
raz=.FALSE. ; src=.TRUE. ;adv=-TRUE.
csrc=c0
ENDIF
PRINT*,'raz="raz,' src=',src,’ adv =', adv ; PRINT*,""'
PRINT™*,'csrc =',csrc ; PRINT™,"
dcosec=csrc/(itmx*dt) ; dc=dcosec*dt
CALL dif_2d
IF(13d) CALL dif 3d
END PROGRAM difuzija

Dodatak 3

SUBROUTINE dif_1d

USE prm

IMPLICIT NONE

INTEGER:: i, it, noj=0, nhju=0, ncn=0
REAL,DIMENSION(im):: c, ch, cbh , ctac
REAL,DIMENSION(im):: czv, ee, gg, d
REAL:: dt_cn ,cdifzv, cdif
CHARACTER(LEN=2) :: cnoj, chju, cnen
CHARACTER(LEN=6) :: vr_shema
I Ispisivanje osnovnih Kkarakteristika

PRINT*,'integracija traje=", nhr ' sati
PRINT*,'integracija traje=", INT((itmx*dt)/86400)," dana ', itmx+1
PRINT*,'Koef dif je =', k, ' korak u prost je',dx ; PRINT*" '

IF (loj) THEN
vr_shema='Ojler'
PRINT*,"Vremenska sema je :', vr_shema," vrem kor ',dt
PRINT*,'stanpanje svakih traje=', nprt

c=0. I pocetni uslov pazi ovo je CEO niz
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c(im/2)=c0 izvor je na sredini
DO it=1,itmx+1
time=it*dt
c(im/2)=c(im/2)+dc  !'Funkcija izvora
DO i=2,im-1
ch(i)=c(i)+Kdtdxi2*(c(i+1)-2*c(i)+c(i-1)) 'cb-cbuduce Ojlerovo
ENDDO

ch(1)=0 ! leva granica
ch(im)=0 I desna granica
c=cb I stari postaje novi (pomeranje u vremenu)

IF (MOD(it,nprt) == 0 ) THEN
noj=noj+1 ; WRITE(cnoj,'(12.2)") noj
PRINT*,'Otv ojler//cnoj//'.dat',' za ',it*dt/3600
OPEN(11,FILE="0jler'//cnoj/I".dat’)
CALL tac_1d (c, ctac)

DO i=L,im
WRITE(LL,*) i, ctac(i) , c(i)
ENDDO
ENDIF
ENDDO ! DO it=1,itmx+1
CLOSE(11)
ENDIF ! IF (loj) THEN
I Hjunova semal TN
IF (Ihju) THEN

vr_shema="Hjun '
PRINT*,"Vremenska sema je :', vr_shema
PRINT*,'stanpanje svakih traje=', nprt , dc

c=0. ! pocetni uslov pazi ovo je CEO niz
¢(im/2)=c0 izvor je na sredini
DO it=1,itmx+1
time=it*dt

c(im/2)=c(im/2)+dc  !Funkcija izvora

DO i=2,im-1

cdif=(c(i+1)-2*c(i)+c(i-1))*Kdtdxi2

czv(i)=c(i)+cdif

ENDDO

DO i=3,im-1
cdif=(c(i+1)-2*c(i)+c(i-1))*Kdtdxi2 !ponovo racuna jer bi zapisao samo

Iposlednju vrednost

cdifzv=(czv(i+1)-2*czv(i)+czv(i-1))*Kdtdxi2
cbh(i)=c(i)+0.5*( cdifzv + cdif )
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ENDDO

cbh(1)=0 ! leva granica
cbh(im)=0 I desna granica
c=cbh I stari postaje novi (pomeranje u vremenu)

IF ( MOD(it,nprt) == 0) THEN
nhju=nhju+1 ; WRITE(chju,'(12.2)") nhju
OPEN(12,FILE="hju'//chju//".dat")
PRINT*,'Otv hjun_'//chju//'.dat',' za', it*dt/86400
CALL tac_1d (c, ctac)

DO i=1,im
WRITE(12,*) i,ctac(i), c(i)
ENDDO
ENDIF
ENDDO ! DO it=1,itmx+1
CLOSE(12)
ENDIF

IF (Icn) THEN
vr_shema='Cr-Ni'
PRINT*" "; PRINT*' "; PRINT* '
PRINT*,'Vremenska sema je :', vr_shema, ' vrem kor ',dt
PRINT*,'stanpanje svakih traje=', nprt
c=0. I pocetni uslov pazi ovo je CEO niz
¢(im/2)=c0 izvor je na sredini
DO it=1,itmx
time=it*dt
c(im/2)=c(im/2)+dc IFunkcija izvora
ee(1)=Kdtdxi2/(1+Kdtdxi2) ' ee(1) i gg(1) se izracunavaju
g9(1)=c(1)/(1+Kdtdxi2) 111'jz levog granicnog uslova po kojem je
111 fluks jednak nuli
DO i=2,im
ee(i)=Kdtdxi2/(2.*(1.+(1.-ee(i-1)/2.)*Kdtdxi2))
d(i)=c(i)+0.5*Kdtdxi2*(c(i-1)-2.*c(i)+c(i+1))
gg(i)=(d(i)+0.5*Kdtdxi2*gg(i-1))/(1.+(1.-0.5%ee(i-1)) *Kdtdxi2)
ENDDO
cb(im)=0 I na desnoj granici koncentracija je jednaka nuli
DOi=im-1,1,-1
ch(i)=ee(i)*c(i+1)+gg(i)
ENDDO
IF (MOD(it,nprt) == 0) THEN
ncn=ncn+1 ; WRITE(cnen,'(12.2)") nen
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OPEN(13,FILE="cn’//cncn//".dat")
PRINT*,'Otv cn'/lcnen//'.dat’,' za',it*dt/86400
CALL tac_1d (c,ctac)
DO i=1,im
WRITE(13,*) i,ctac(i) , c(i)
ENDDO
ENDIF

c=cb

I stari postaje novi (pomeranje u vremenu)

ENDDO ! it=1,itmx

CLOSE(13)

ENDIF

I Cranck -Nickolson

END SUBROUTINE dif_1d

PROGRAM tac_1d
IMPLICIT NONE

Dodatak 4

INTEGER,PARAMETER :: im=61 , itmx=100000

REAL,PARAMETER:: pi=3.141596

REAL,PARAMETER::dt=2*360. , k=1.e-5
REAL,PARAMETER :: dx=1.E2, dx1=1.e-2*dx

REAL,DIMENSION(im) :: ctac
REAL:: A, M, x, kt,arg, time
INTEGER :it, i, ntm

M=1.E3

ntm=100

DO it=1,itmx

time=it*dt

kt= k*time ; A=.5*M/(SQRT(pi*kt))
IF( MOD( it,50000 ) ==0) THEN
ntm=ntm+1

ENDIF

DO i=1,im*100

X =- (i -im/2 )*dx1

arg = .25 * x *x /(kt)

ctac(i) = 2.*A * EXP(- arg )/im
IF(MOD(it,10) ==0 ) THEN
WRITE(ntm,* ) X, ctac(i)
ENDIF

END DO
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END DO
END PROGRAM tac_1d

Dodatak 5

SUBROUTINE POC2d(c)
USE prm
IMPLICIT NONE
INTEGER::i, j
REAL,DIMENSION(im,jm) :: ¢
IF(.NOT. raz ) THEN
c=0. ; c(im/2,jm/2)=c0
PRINT*,"Tackast izvor u centru oblasti' ; PRINT*,""
ELSE
j=imi2+2 ; c(im/2,j)=.6*c0
j=jm/2+1 ; c(im/2,j)=.8*c0 ; c(im/2-1,j)=.6*c0 ; c(im/2+1,j)=.6*c0

j=imi2+0 ; c(im/2,j)=c0 ; ¢(im/2-1,j)=.8*c0 ; c(im/2+1,j)=.8*c0
j=jm/2+0 ; c(im/2-2,j)=.6*c0 ; c(im/2+2,j)=.6*c0

j=im/2-1; ¢(im/2,j)=.8*c0 ; c(im/2-1,j)=.6*c0 ; c(im/2+1,j)=.6*c0
j=imi2-2; c(im/2,j)=.6*c0

PRINT*,'Raspodeljen izvor u centru oblasti' ; PRINT*,""
ENDIF
END SUBROUTINE POC2d

Dodatak 6

SUBROUTINE dif_2d
USE prm
IMPLICIT NONE
REAL,DIMENSION(im,jm) :: c, cb, cbh, ee, gg, d
REAL,DIMENSION(im,jm):: czv, ctac, adv_c
INTEGER:: i, it, noj=0, nhju=0, ncn=0, j
REAL:: dt_cn ,cdifzv, cdif
CHARACTER(LEN=2) :: cnoj, chju, cncn
CHARACTER(LEN=7) :: vr_shema

I Ispisivanje osnovnih karakteristika
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PRINT*,"Vreme=", itmx*dt/86400," dana ', Koef dif je =', k, ' korak u prost je',dx ; PRINT*/
IF (loj) THEN
CALL POC2d(c)
vr_shema='Ojler'
PRINT*,"Vremenska sema je :', vr_shema
nrec=0
DO it=1,itmx+1
time=it*dt
DO j=2,jm-1
DO i=2,im-1
cb(i,j)=c(i,j)+Kdtdxi2*( c(i+1,j)-2*c(i,j)+c(i-1,j) &
+ c(i,j+1)-2*c(i,j)+c(i,j-1) ) 'ch-cbuduce Ojler
ENDDO
ENDDO
IF(adv ) THEN
CALL advc (c, adv_c)
ELSE
adv_c=0.
ENDIF ! IF(adv) THEN
cb=cb + dt*adv_c

cb(1,:)=0 ;cb(im,:)=0 ! leva i desna granica
cb(:,1)=0 ;cb(:,jm)=0 ! donjai gornja granica
c=cb I stari postaje novi (pomeranje u vremenu)

IF (MOD(it, nprt) == 0 ) THEN
noj=noj+1 ; WRITE(cnoj,'(12.2)") noj
PRINT*,'Otv ojler2d‘//cnoj//'.dat',' za',it*dt/86400.
OPEN(14,FILE="0jler2d//cnoj//".dat', FORM="unformatted")
CALL tac_2d(c, ctac)

DO j=3*jm/5, 2*jm/5,-1
WRITE(*,'(190f6.1)") (ctac(i,j),i=2*im/5, 3*im/5)
END DO
DO j=3*jm/5, 2*jm/5,-1
WRITE(*,'(190f6.1)") (c(i,j),i=2*im/5, 3*im/5)
END DO
WRITE(14) it*dt, ((c(i,j),i=1,im),j=1,jm)
ENDIF
ENDDO
CLOSE(14)
ENDIF



IF (Ihju) THEN
vr_shema="2DHjun '
PRINT*,'"Vremenska sema je :', vr_shema
PRINT*,'stanpanje svakih ', nprt," koraka'
PRINT*,'Snaga izvora ='.csrc
PRINT*" '
CALL POC2d(c)
nhju=0 ; nrec=0
DO it=1,itmx+1
PRINT*
time=it*dt
DO i=2,im-1
DO j=2,jm-1
cdif=(c(i+1,j)-2*c(i,j)+c(i-1,j) &
+c(i,j+1)-2*c(i,j)+c(i,j-1))*Kdtdxi2
czv(i,j)=c(i j)+cdif
ENDDO
ENDDO
DO i=3,im-1
DO j=3,jm-1
cdif=(c(i+1,j)-2*c(i,j)+c(i-1,j) &
+c(i,j+1)-2*c(i,j)+c(i,j-1))*Kdtdxi2  !ponovo racuna jer bi zapisao samo
Iposlednju vrednost
cdifzv=(czv(i+1,j)-2*czv(i j)+czv(i-1,j)) &
+czv(i,j+1) -2*czv(i,j)+czv(i,j-1))*Kdtdxi2
cbh(i,j)=c(i,j)+0.5*( cdifzv + cdif )
ENDDO
ENDDO

IF( adv) THEN
CALL advc(c, adv_c)
ELSE
adv_c=0.
ENDIF
cbh=cbh + dt*adv_c

DO j=1,jm

cbh(1,j)=0 ! leva granica

cbh(im,j)=0 I desna granica

ENDDO
c=cbh I stari postaje novi (pomeranje u vremenu)
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IF (MOD(it,nprt) == 0 ) THEN
nhju=nhju+1 ; WRITE(chju,'(12.2)") nhju
PRINT*" '

PRINT*,'Otv hjun2d_"//chju//".dat'," za',it*dt/86400, ' dana'

IF(icase==1) THEN
I CALL tac_2d (c,ctac)
WRITE(*,*) ' Av ctac ',SUM(ctac)/SIZE(ctac)
DO j=3*jm/5, 2*jm/5,-1
WRITE(*,'(190f6.1)") (ctac(i,j),i=2*im/5, 3*im/5)
END DO
WRITE(**) 'Av hn ', SUM(c)/SIZE(c)
DO j=3*jm/5, 2*jm/5,-1
WRITE(*,'(190f6.1)") (c(i,j),i=2*im/5, 3*im/5)
END DO
nrec=nrec + 1 ; cflds(nrec)="hn2d_an'//chju
CALL tac_2d (c,ctac)
flds(:,:,nrec)=ctac
ENDIF
nrec=nrec + 1 ; cflds(nrec)="hn2d_nm'//chju
flds(:,:,nrec)=c
WRITE(*,*) 'Av adv_c hn ',SUM(adv_c)
DO j=3*jm/5, 2*jm/5,-1
WRITE(*,'(190f6.1)") (c(i,j),i=2*im/5, 3*im/5)
WRITE(*,'(190f6.3)") (adv_c(i,j),i=2*im/5, 3*im/5)
END DO
pause
ENDIF
ENDDO

ENDIF

IF ( icase==1) THEN
fnm="hn_01'
PRINT*,'bf fnm=",fnm
CALL grads_sub
ENDIF

Crank-Nicolson sema
IF (Icn) THEN
vr_shema='2D Cr-Ni'
PRINT*" "; PRINT*," '; PRINT*," '

PRINT™*,"

"5 PRINT*," '

[l
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PRINT*,"Vremenska sema je :', vr_shema, ' vrem kor ',dt
PRINT*,'stanpanje svakih traje=', nprt/1000
PRINT*,'Snaga izvora =',csrc
PRINT*,"
CALL POC2d(c)
DO j=1,jm
ee(1,j)=Kdtdxi2/(1+Kdtdxi2) ! ee(1,1) i gg(1,1) se izracunavaju
g9(1,j)=c(1,j)/(1+Kdtdxi2) ! iz LEVOg granicnog uslova po kojem je
1 fluks jednak nuli
ENDDO
ncn=0 [ nrec=0
DO it=1,itmx
DO j=2,jm-1
DO i=2,im-1
ee(i,j)=Kdtdxi2/(2.*(1.+(1.-ee(i-1,j)/2.)*Kdtdxi2))
d(i,j)=c(i,j)+0.5*Kdtdxi2*(c(i-1,j)-2.*c(i,j)+c(i+1,j) &
+e(ij+1)-2%c(i.j)+c(i,j-1)
g9(i,j)=(d(i,j)+0.5*Kdtdxi2*gg(i-1,j))/(1.+(1.-0.5%ee(i-1,j)) *Kdtdxi2)
ENDDO

ENDDO
cb(im,:)=0. ! na DESNOJ granici koncentracija je jednaka nuli
DO j=2,jm-1

DOi=im-1, 2,-1

cb(i,j)=ee(i,j)*c(i+1,j)+gg(i,j) ! Ovde je bila pogr. form.
ENDDO
ENDDO
IF( adv) THEN
CALL advc(c, adv_c)
ELSE
adv_c=0.
ENDIF
cb=cb + dt*adv_c
c=ch ! stari postaje novi (pomeranje u vremenu)
IF (MOD(it,nprt) == 0 ) THEN
ncn=ncn+1
WRITE(cnen,'(12.2)") ncn
PRINT*,'Otv cn2d'//cncn//'.dat’
WRITE(*,*) 'zapis cn2d vreme', it*dt/86400, 'Av cn ', SUM(c)/SIZE(c)
IF ( icase==1) THEN
nrec=nrec + 1 ; cflds(nrec)="cn2d_an'//cncn
CALL tac_2d(c, ctac)
flds(:,:,nrec)=ctac



ENDIF ! IF ( icase==1) THEN
nrec=nrec + 1 ; cflds(nrec)="cn2d_nm'//cncn
flds(:,:,nrec)=c
ENDIF
ENDDO ! it=1,itmx
ENDIF
IF (icase==1) fnrm='cn_01'
IF (icase == 2) fnm="con_13'
IF (icase == 3) fnm="con_adv_13'
IF (icase == 4) fnm="con_01'
CALL grads_sub
END SUBROUTINE dif_2d

Dodatak 7

SUBROUTINE tac_2d (¢, ctac)
USE prm
IMPLICIT NONE
REAL,DIMENSION(im,jm) :: ¢, ctac
REAL:: A,M,x,y,rsq,kt, arg

INTEGER :: i)

M=SUM(c*dx*dx)

kt= k*time 7 A=25*M/(pi*kt)
DO j=1,im

DO i=1,im

X=-(i-im/2)*dx ;y=-(j-im/i2)*dx ;rsq= x*X +y*y
arg = .25%*rsq /kt

ctac(i,j) = A*EXP(- arg)

END DO

END DO

END SUBROUTINE tac_2d

Dodatak 8

SUBROUTINE dif_3d

USE prm

IMPLICIT NONE

INTEGER:: i, it, noj=0, nhju=0, ncn=0, j,kk
REAL,DIMENSION(im,jm,km) :: c, cb, cbh, ee, gg, d
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REAL,DIMENSION(im,jm,km):: czv
REAL:: dt_cn ,cdifzv, cdif
LOGICAL::loj3d, lhju3d , lcn3d
CHARACTER(LEN=2) :: cnoj, chju, cncn
CHARACTER(LEN=7) :: vr_shema
loj3d=.FALSE. ! Bira se vrem .shema
Ihju3d=.FALSE.
lcn3d=TRUE.
Ispisivanje osnovnih karakteristika
PRINT*,'integracija traje=", itmx*dt/864000,' 10 dana ', itmx+1
PRINT*,'Koef dif je =', k, ' korak u prost je',dx ; PRINT*" '

IF (loj3d) THEN
¢=0. ; c(im/2,jm/2,km/2)=1. L'izvor je na sredini
vr_shema='Ojler'
PRINT*,'Vremenska sema je :', vr_shema,' vrem kor ',dt
PRINT*,'stanpanje svakih traje=', nprt
DO it=1,itmx+1
DO kk=2,km-1
DO j=2,jm-1
DO i=2,im-1
ch(i,j,kk)=c(i,j,kk)+Kdtdxi2*(c(i+1,j,kk)-2*c(i,j,kk)+c(i-1,j,kk) &
+c(i,j+1,kk)-2*c(i,j,kk)+c(i,j-1,kk) &
+c(i,j,kk+1)-2*c(i,j,kk)+c(i,j,kk-1))!cb-cbuduce Ojlerovo
ENDDO
ENDDO
ENDDO
DO j=1,jm
DO kk=1,km
cb(1,jm,km)=0 ! leva granica i=1
cb(im,jm,km)=0 I desna granica i=IM
ENDDO
ENDDO

c=cb ! stari postaje novi (pomeranje u vremenu)
IF (MOD(it,nprt) == 0 ) THEN
noj=noj+1
WRITE(cnoj,'(12.2)") noj
PRINT*,'Otv ojler3d_'//cnoj/I'.dat’
WRITE(*,*) ‘zapis 3D ojl vreme', it*dt/86400.
OPEN(17,FILE="0jler3d_"//cnoj/I'.dat',FORM="unformatted")
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WRITE(L7) it*dt, (((c(i,j,kK),i=1,im),j=1,jm),kk=1,km)
ENDIF
ENDDO
CLOSE(17)
ENDIF

IF (Ihju3d) THEN
¢=0. ; c(im/2,jm/2,km/2)=1. Lizvor je na sredini
vr_shema="Hjun "
PRINT*,"Vremenska sema je :', vr_shema
PRINT*,'stanpanje svakih traje=', nprt
DO it=1,itmx+1
DO kk=2,km-1
DO j=2,jm-1
DO i=2,im-1
cdif=(c(i+1,j,kk)-2*c(i,j,kk)+c(i-1,j,kk) &
+c(i,j+1,kk)-2*c(i,j,kk)+c(i,j-1,kk) &
+c(i,j,kk+1)-2*c(i,j,kk)+c(i,j,kk-1))*Kdtdxi2
czv(i,j,kk)=c(i,j,kk)+cdif
ENDDO
ENDDO
ENDDO
DO kk=3,km-1
DO j=3,jm-1
DO i=3,im-1
cdif=(c(i+1,j,kk)-2*c(i,j,kk)+c(i-1,j,kk) &
+c(i,j+1,kk)-2*c(i,j,kk)+c(i,j-1,kk) &
+c(i,j,kk+1)-2*c(i,j,kk)+c(i,j,kk-1))*Kdtdxi2 ! ponovo racuna
! jer bi zapisao samo
! poslednju vrednost
cdifzv=(czv(i+1,j,kk)-2*czv(i,j,kk)+czv(i-1,j,kk) &
+czv(i,j+1,kk)-2*czv(i,j,kk)+czv(i j-1,kk) &
+czv(i,j,kk+1)-2*czv(i,j,kk)+czv(i,j,kk-1))*Kdtdxi2
cbh(i,j,kk)=c(i,j,kk)+0.5*( cdifzv + cdif )
ENDDO
ENDDO
ENDDO
DO kk=1,km
DO j=1,jm
cbh(1,jm,km)=0 ! leva granica
cbh(im,jm,km)=0 I desna granica
ENDDO
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ENDDO
c=cbh ! stari postaje novi (pomeranje u vremenu)
IF ( MOD(it,nprt) == 0) THEN
nhju=nhju+1
WRITE(chju,'(12.2)") nhju
PRINT*,'Otv hjun3d_'//chju//".dat’
WRITE(*,*) 'izapis hjun vreme', it*dt/86400
OPEN(18,FILE="hju3d'//chju//'.dat',FORM="unformatted")
WRITE(18) it*dt,((( c(i,j,kk),i=1,im),j=1,jm),kk=1,km)
ENDIF
ENDDO
CLOSE(18)
ENDIF
IF (Icn3d) THEN

vr_shema='3 D Cr-Ni'
PRINT*" *; PRINT*' "; PRINT* '
PRINT*,"Vremenska sema je :', vr_shema, ' vrem kor ',dt
PRINT*,'stanpanje svakih traje=', nstp/1000
DO j=1,jm
DO i=1,im
ee(i,j,1)=Kdtdxi2/(1+Kdtdxi2) ' ee(1,1,1)igg(1,1,1) se izracunavaju
ga(i,j,1)=c(i,j,1)/(1+Kdtdxi2) !!! iz levog granicnog uslova po kojem je
111 fluks jednak nuli
ENDDO
ENDDO
DO it=1,itmx
IF( MOD(it,nstp)==0) PRINT*,'Step #'it/1000
DO kk=2,km-1
DO j=2,jm-1
DO i=2,im-1
ee(i,j,kk)=Kdtdxi2/(2.*(1.+(1.-ee(i,j,kk-1)/2.)*Kdtdxi2))
d(i,j,kk)=c(i,j,kk)+0.5*Kdtdxi2*( c(i-1,j,kk)-2.*c(i,j,kk)+c(i+1,j,kk) &
+c(ij+1,kk)-2*c(i,j,kk)+c(i,j-1,kk) &
+c(i,j,kk+1)-2*c(i,j,kk)+c(i,j,kk-1) )
g9(i,j,kk)=(d(i,j,kk)+0.5*Kdtdxi2*gg(i,j,kk-1)) &
/(1.+(1.-0.5%ee(i,j,kk-1))*Kdtdxi2)
ENDDO
ENDDO
ENDDO
DO j=1,jm
DO i=1,im
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cb(i,j ,km)=0 ! na gornjoj granici koncentracija je jednaka nuli
ENDDO
ENDDO
DO kk=km-1,1,-1
DO j=2,jm-1
DO i=2,im-1
cb(i,j,kk)=ee(i,j,kk)*c(i,j,kk+1)+gg(i,j,kk)
ENDDO
ENDDO
ENDDO
IF (MOD(it,nprt) == 0) THEN
WRITE(*,*) 'vreme', INT(it*dt/86400.)
ncn=ncn+1
WRITE(cnen,'(12.2)") nen
PRINT*,'Otv cn3d'//cncn//".dat’
OPEN(19,FILE="cn3d"//cncn//'.dat’,FORM="unformatted’)
WRITE(19) (((c(i,j,kk),i=1,im),j=1,jm), kk=1,km)
ENDIF

c=ch ! stari postaje novi (pomeranje u vremenu)
ENDDO ! it=1,itmx
CLOSE(19)
ENDIF

END SUBROUTINE dif_3d

Dodatak 9

SUBROUTINE advc(c, adv_c)
USE prm
IMPLICIT NONE
INTEGER::i ]
REAL,DIMENSION(im,jm)::adv_c, flxc,c
REAL,PARAMETER::u=.00005
flxc=u*c
adv_c=0.
DO j=2,jm-1
DO i=2,im-1
adv_c(i,j)=-(flxc(i+1,j)-flxc(i-1,j))*dxi2
ENDDO
ENDDO
ENDSUBROUTINE advc

80



Dodatak 10

MODULE prmsl

IMPLICIT NONE
INTEGER,PARAMETER::im=61, jm=im, km=im
REAL,PARAMETER::K=1.e-5, dx=1.e2, dxi=1./dx
REAL,PARAMETER:: pi=3.141596
INTEGER,PARAMETER :: num_flds=8

REAL :: time

CHARACTER(LEN=8):: fnm
REAL,DIMENSION(im,jm,num_flds):: flds
CHARACTER(LEN=10),DIMENSION(num_flds):: cflds
END MODULE prmsl

PROGRAM slike
USE prmsl
IMPLICIT NONE
INTEGER ::ncn,i,j, nrec, nhju
CHARACTER(LEN=2) :: cncn, chju
REAL,DIMENSION(im,jm):: c, ctac
1 2d slike
OPEN(1,FILE'case.dat’)
READ(1,*) icase
CLOSE(1)
I'Hjun
nrec=0
DO nhju=1,5
PRINT*," nhju *, nhju
WRITE(chju,'(12.2)") nhju
OPEN(15,FILE="hju2d'//chju//'.dat', FORM="unformatted’)
READ(15,END = 2) time, ((c(i,j),i=1,im),j=1,jm)
PRINT*, 'Hjun’, nhju
IF(icase==1) CALL tac_2d (c, ctac)
nrec=nrec + 1 ; cflds(nrec)="hn2d_an'//chju
flds(:,:,nrec)=ctac
nrec=nrec + 1 ; cflds(nrec)="hn2d_nm'//chju
flds(:,:,nrec)=c
END DO
2 CONTINUE
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IF ( icase==1) fnm1="hn_01'
CALL grads_sub
Icn
nrec=0
DO ncn=1,4
WRITE(cncn,'(12.2)") ncn
PRINT*,'FILE=",'cn2d'//cncn//".dat’
OPEN(16,FILE="cn2d'//cncn//'.dat', FORM="unformatted’)
READ(16,END = 1) time, ((c(i,j),i=1,im),j=1,jm)
IF(icase==1) CALL tac_2d (c, ctac)
nrec=nrec + 1 ; cflds(nrec)="cn2d_an'//cncn
flds(:,:,nrec)=ctac
nrec=nrec + 1 ; cflds(nrec)="cn2d_nm'//cncn
flds(:,:,nrec)=c
END DO
1 CONTINUE
11 FORMAT(13, 9913)
12 FORMAT(3x, 9913)
IF ( icase==1) fnm2="cn_01'
IF (icase == 2) fnm1="con_13'
IF (icase == 3) fnm1='con_adv_13'
IF (icase == 4) fnm1='con_01'
CALL grads_sub
END PROGRAM slike

Dodatak 11
SUBROUTINE grads_sub
USE prmsl|
INTEGER :: nflds , i, j
REAL,PARAMETER :: recln=IM*JM I jifort

PRINT*" " ; PRINT*' GRADS '; PRINT*" '
OPEN(L,FILE=TRIM(fnm)//".grd', ACCESS='"DIRECT',RECL=recln)
DO nflds=1, num_flds
WRITE(1,REC=nflds) (( flds(i,j,nflds),i=1,im),j=1,jm)
PRINT*,'nflds, grd file for ',cflds(nflds), nflds
DO j=3*jm/5, 2*jm/5, 1
END DO
END DO
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ctl

OPEN(L,FILE=TRIM(fam)//".ctl')

PRINT*,fam(1:LEN_TRIM(fnm))//.ctl opened'

WRITE(L,'(A))) "dset A"//TRIM(fnm)//".grd"
WRITE(L,'(A)) "title Sample"
WRITE(L,'(A , E12.2))) "undef ", -9999.
WRITE(L,* ) "xdef ", IM," linear "1, 1
WRITE(L,*) "ydef " JM," linear " 1 ,1
WRITE(L,(A)) "ZDEF 1LEVELS 1"

WRITE(L,'(A)) 'tdef 1 linear 00Z17feb06 24HR'

WRITE(L,'(A, i4)") "vars ", num_flds
DO nflds=1, num_flds
WRITE(L,'(A)") cflds(nflds)//" 0 99 sea"

END DO I DO nflds=1, num_flds
WRITE(L,'(A)) "endvars"
CLOSE(1)

PRINT* TRIM(fnm)//".ctl CLOSEd'
END SUBROUTINE grads_sub
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