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YBOJ

Cnobomuo ce moxke pehu na Behuna crynenara ¢usuke npenosHaje ume Teopema Bupwujana,
Malo BUX MOXeE Ja je AeUHMIIC Ta4HO U Jia MPEMo3Ha HEeHY BEIHYUHY. 1O je YrjaBHOM pe3yiTar
FEHOT Pa3HOJIMKOT pa3Boja M JIOHEKIJIe HEeTO3HATOT mopekia. JemaH ox nuikeBa gusuke 19. Beka, Ono je
pa3Boj cBeoOyxBaTHE TeOpHje O MOHAIIAkY 3aTBOPEHHUX TacOBa, IITO je PE3YJITOBAJIO Y OHO LITO je JAaHac
MO3HATO Ka0 TePMOJMHAMHKA M CTATUCTHYKA MEXaHHKA.

Teopema BupHjana je Yy TOCIEAREM BEKy CBE BHUIIEC MNpPUMEHUBAHA 32 peELIaBambe
¢dbyHgaMeHTanHUX mpodieMa y (U3MIHM, a MOrOoTOBO y acTpo(U3WIM, KOCMOJIOTHjH, MOJIEKYJIapHO]
(M3UIM ¥ KBAaHTHO] MEXAHWIH W y CTATUCTHYKO] MEXaHWIM. YIIPKOC HEHO] BEINKO] KOPHUCHOCTH,
OpojHMM MpUMEHaMa U jemHocTaBHOIINY, TEOpeMa BHpHjaia Ce PETKO TOMHIbE Y OCHOBHHM KypCeBHMa
¢uzuke.

Ha camom modvertky, ymozHahemo ce Maio ca MCTOPHjaTOM U Pa3BOjeM TeopeMe BHpHjalia U ca
BCHUM OCHOBHUM m3BoheweM. Hajpehu neo oBor pana Ouhe mocrehen nmpumenu TeopeMe BUpHjana y
3Be37aH0j acTpo(U3UIN ca TIOCEOHHM OCBPTOM Ha CHCTEME Y KOjuMa Cy NMPUCYTHAa MarHeTHAa 10Jba U
poranmoHa kpetama. Kao npuMep HapemhemMo cTaOMITHOCT OeMX MaTyjbaka U HEYyTPOHCKHX 3BE3/1a, Kao
TUTIOBH O0jeKaTa KOjU Cy [0 cajia HajMame HCTPaXEeHH. 3a caM Kpaj M yBHI Y HEBepoBaTHy Moh oBe
TeopeMe, HaBemheMo WHheHy NMpPUMEHY Yy MOJepHO] ¢umsuiu. Hajmenmm mpuMepn mpuMmeHe TeopeMe y
¢u3unM HOBOT J00a jecTe CBET KBAaHTHO-MEXaHUYKHX CHCTEMa W IPBE XMIIOTE3€ O MOCTOjalby TaMHE
MaTepuje y acTpOpHU3UIIH.
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I[Iornassbe 1

1. KpaTku ucTOopHjCcKH nperJien,

VY Benukoj Mepu WHcIHpHcaH panoM KapHoTa Ha TOIUIOTHUM MoTopuMa, Knaysujyc 3amounme
IYTO WCTPaXKHWBaKkE O MEXaHW4KOo] mpuponu Tomiore 1851. romuue. OBa MBafeceTOTOAUIIHA CTYAM]ja
JoBena je a0 ¢GopMyiucama OHOra INTO CajJa MOXEMO BUJICTH Kao HajpaHHjy jacHY MpPE3CHTAIUjy
Teopeme Bupwjama. 13. jyna 1870. rogmre Kiaysujyc je oapxao mpemaBame HCTIpen YApyKema 3a
NPHUPOJIHE U MeAUIMHCKe Hayke Jlome Pajue. Y oBoM mpenasamy, Kiaysujyc HaBoau teopemy kao "The
mean vis viva of the system is equal to its virial". ¥ 19. Beky, 6uio je yobuuajeHo ma ce AOAEIH
JATUHCKO MME 3a OWJIO KOjy CHENHjaIHy KapaKTepUCTUKY jelHOr cucTema. Tako, Kao MITO je MO3HATO
CBHM CTYyJEHTHMa HeOecKe MexaHMKe, VIS ViVa MHTerpai je y CTBapHOCTH yKyIlHa KMHETHYKA €HEprHja
cucrema. Kiaysujyc ce Takohe ocsphe matuHcKoj peun Virias (Muoxwuna peun Vis), To y mpeBo1y 3Ha4H
cHara, a Ou 10010 UMe 32 TEPMUH KOjH je YKIbyUeH Y JpyToj MOJOBHHU HeroBe Teopeme. OBa ckanapHa
BEJIMYMHA KOjy je Ha3Bao Bupuan, Moxe OUTH NpecTaB/beHa y BUAY cuia Fj Koje nenyjy y cucrteMy Kao

1 . : . .
E<ZiFi *1;), 1 MOX¢ OWTH IMOKa3aHO [la je OBa BEJIMYMHA jelHAKa TMOJIOBHHH IMOTCHIMjalIHE €HEeprHje

cucrema. [lakie, y caBpeMEeHOM je3uKy eHepruje, Kimaysujyc OM 3akibydno Ja je MpoceYHa KUHETHYKa
eHepruja cucTeMa jenHaka 1/2 mpocevHe MOTeHIUjallHe eHepryje.

HakoH umTaBOr Beka Tpyna Ja Teopema IOCTaHEe paclpocTpameHa M Ipero3HaT/buBa, Pejmu
(dhopmyuiie reHepanu3anujy Teopeme 1903. roquHe y Kojoj ce MOTY BHJICTH TOYEIH TEH30PCKE TeopeMe
BUpHjana oOHOBJbeHE o1 crpaHe [lapkepa M KacHWje MHTEH3MBHO pa3BHjeHeoxa cTpaHe Yanapacekapa
1960. rogune. IMonnkep xopuctu 001K Teopeme Bupwjana u3 1911. rojauHe na UCTPaKU CTAOWIIHOCT
o0jekara y pa3nmuauTuM Teopujama kocmomnoruje. Tokom 1940. ronune [layn Jleny pasBuja BapujariuoHu
o0NMK TeopeMme 3a Jo0Mjame IMyJICAIlMOHUX TepHoJa 3Be3/[a U 3a UCIUTHBAKE HHXOBE CTAOMIHOCTH.
Yannpacekap u @epmu npoayxyjy Teopemy Bupujana 1953. roaune ykibyuyjyhu NpucyCcTBO MarHeTHOT
1oJba.

Tomune 1772. KpaweBcka akanemuja Hayka y [lapusy o6jarswyje J. JI. Jlarpamxos ,.ecej o
npoOusieMy Tpu Tena." Y OBOM ecejy je pa3BHO OHO LITO C& MOYKE TYMAaduTH Kao JlarpaH:koB WACHTUTET 3a
Tpu Tena. HapaBHO TepMHUHHM Kao IITO €y "MOMEHT nHepiuje", "moTeHnurjan" u "KHHeTHIKa eHepruja’ He
T0jaBJbyjy Ce, ajlH je OCHOBHA MaTeMaTH4ka ¢opMmymalyja npucyTHa. UnHM ce 1a je 0BO ocTao mocedan
Ccllyyaj MmoBe3aH ca npobjeMoM Tpu Tesa 1o 3ume 1842-43. ronune xazna je Kapn Jako6u renepannzoBao
JlarpamxkoB pe3ynrar Ha N-tena. OH HACTaBJba Y UCTOM IOTIIABILY JIa pa3Buja KPUTEPUjyM CTAOMIHOCTH
KOJI CHCTEMa ca N Tejla KOju HOCH mheroBo ume. OBO je 3aucTa BeoMa KpaTak KOpak Of TOI TPEHYTKa JI0
oHor koju he kacuuje Outm mo3HaT kao Kiacuuna teopema Bupujana. Temiko je 3aMHCIUTH Ja je
Knaysujyc O6mo cBectan cBor paga. Melyrum, mocroje Heke 3Ha4dajHe M OWTHE pasznuke usmely
KnaysujycoBe Teopeme BupHjaia M OHOTa IITO CE MOXKE 3aKJbYUMTH M3 (opMynanuje HICHTUTETa
Jlarpamkaon crpane Jakoouja. OBe paziivke cy ce jou Buiie nmpuMehuBaiie ¢ 003UpoM Ha CTambe (pU3MKe
TOKOM Jipyre nojoBuHe 19. Beka. Ctpact 3a yjenumemeM Koje npokuma ¢pusuky 20-or Beka HHje Ono
nocrojehin 'y Bpeme JakoOwja u Kiaysujyca. HMcerpakuBama TOIUIOTE M KJIacH4YHA JAMHAMHKA
TPAaBUTALMOHUX CHUCTEMa, CMaTpaHe Cy 3a JBe pazinuure aucuumuinae. dopmyranuja cTaTHCTHYKE
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MEXaHHKe Koja caja Jaje HeKy Mepy jeOWMHCTBa u3Mel)y OBe IBe AWCHUIUIMHE HEje IMOCTHTHYTA.
Kapakrepuszanuja cBojcTaBa Taca y TOIJely CBOje YHYTpallllbe M KHHETHUYKE CHEPrHje joml HHje
paszBujeHa. Cama uumennna aa je Kmaysujycy morpebaH HOBU TEPMUH, 6uUpudl, 32 TEOpPeMY, jaCHO
Ipe/ICTaBJba MPOOJIEM 3a MOBE3UBAIE Ca YHYTPALIIOM eHeprujoM y racy. [lopen Tora, mako ce KOpUCTH
Cpedme BpeMe MPWIMKOM H3Bohema TeopeMe, jacCHO ce M3 pa3Boja BHIU Ja C€ O4YeKyje Ja OBO
ycpenmaBame Tpeda TyMadnuTH Kao ycpenmaBame 1o ¢da3u win mo ancamOiry. OBa YWibeHUIa Y CTBAPH
MpeJICTaB/ba BEIIMKY pa3iuKy usMel)y TeopeMe kojy je HaBeo Kiay3ujyc M OHE Koja ce A00Hja MpeKo
JlarpaH:XOBOT WACHTHUTETA.

1.1 Cama npupoja Teopeme

Mo cama mormu cmo Beh mobutm ocehaj 3a camy mpuMmeHJBMBOCT Teopeme. He camo ma je
MpPUMEHJbMBA KOJ AMHAMHYKUX U TEPMOXEMHjCKHX cucTema, Beh, kako hemo KacHuje BHIETH, OBa
TeopeMa MoXe Ja Oyae GpopMyircaHa W KOJ[ PENIATUBUCTHYKUX (Y CMHUCIY CHEIHjalHe PeaTHBHOCTH)
cucreMa, cucteMa ca Op3uHama Koje 3aBHCE OJ] CHJia Koje Cy NMPHCYTHE y CAMOM CHUCTEMY, BUCKO3HHM
CUCTEMHMa, CHUCTEMHMMa KOjH MOKa3yjy MaKpOCKOIICKa KpeTama, Kao INTO jeé poTaluja, CUCTEMHU ca
MarHeTHHM TI0JbHMMa, T1a YaK ¥ HEeKHUM CHCTEMHMa KOjU 3aXTEBajy OMIITY PENATHBHOCT 32 HHUXOB OIIUC.
ITomro Teopema mHpencTaBjba OCHOBHY CTPYKTYpalHy Be3y IO KOjOj CHCTEM Mopa Ja ce IOHalla,
npuMmenoM Kiray3ujycoBux BapHjalyja 3a TeOpeMy, MOXKE C€ OUYEKHBATH Ja OHa MpYXH WH(OpMaIje o
JMHAMUYKOM TIOHAIIaky W HAYMHY Ha KOjH MPHCYCTBO NOJaTHUX (heHOMeHa (HIIp, poTaluja, MarHeTHa
10Jba, UTA) YTUUY Ha TO MOHAIIAE.

VY okBUpy KIacHYHE MeXaHHMKe, BehMHa HaBelleHHX CHUCTeMa Ce MOXKE OIUCATH DPEllaBameM
jeAHaYMHa CWiIa Koje MpeAcTaBibajy cucteM. OBe jegHadnHe ce OOMYHO MOry IOOMTH NPUMEHOM
¢dopmanmzama Jlarpamka 1 XaMWITOHUjaHa, WM U3 BonmaHoBe jenHaumHe Kperama. Ha skamoct, Te
jenHaunHe he, reHepaaHO, OMTH HEJIMHEapHE, APYror peaa, BEKTOpPCKe Mud)epeHIrjalHe jelHaunHe, 3a
Koje moOujamo pemiema y 3aTBOPEHO] GOpMH caMo y MoceOHUM ciydajeBuMa. Mako Ta pemema Mory na
ce 001y HyMEpUYKUM IIyTEeM, YBHJI Y MTOHAIIake CUCTeMa Kao IISJMHE j& BeoMa TeIIKO JOOUTH Ha OBaj
HauyrH. MelyyTrM, TeopemMa BUpHjajia ce YIIIaBHOM MPUMEHYje Y cKallapHOj (DOpMHU Ha III00ATHOM HUBOY.
To 3amcra cmamyje KOMIUIEKCHOCT W3 ONKCAa BEKTOPCKMM ITyTeM, 3a Pa3IMKy OJ CKajapa, KOjH
omoryhaBajy JAUpPEKTHO pemaBame jenHaunHa. OBo ymnpomihaBame JOBOAM 10 MCTOBPEMEHOI T'yOUTKa
nH(pOopMaIFja 1 HE MOXKEMO OYEKHBATH Jia ce JOoOHje TMOTIYHH onuc GU3NIKUX CHCTeMa, Kako O Omio
Moryhe U3 peliaBama jeJHaYrHa CHJIe.

[Tocroje nBa HauyMHa TJelama Ha pa3yior 32 OBE HEMOTYNHOCTH YCIOCTaBJbama KOMIUIETHOT
(U3UYKOT OMHCca CTPYKTYpE CHCTEMa ca CTAaHOBUINTA eHepreTcke penpesenTanyje. [IpBo, Opoj oBojeHux
CKaJIapHMX jelHAYMHA MMa Mame Ha pacliojaramby ca CTAaHOBHINTA CHEPIHje HEro ca CTaHOBHUILTA CHJIC.
Eneprercka penpeseHTanuja qaje jeqHaunHE KOje YKIbYUYjy caMO €HEpPTHjy WIH cKajape HaJUK eHEeprHju
JIOK jeIHA4YMHE CHJIC, Ka0 BEKTOPCKE jeJIHaYMHE, /1ajy HajMame TPH OIBOjEHE CKaJapHe jeaHaunHe. AKO
CYyMHpPaMO OBE€ apryMeHTe JI0Ja3uMO JI0 3aKJbydKa Jia BUILe HHPOpMalrja 1001jaMo 01 BEKTOPCKUX HEro
0J1 CKaJIapHHUX jeHaYMHA.
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Hpyry HauwH TIeama Ha mpobiieM je, mTo Tpebda HANOMEHYTH Jla Cy €Hepruje OOMYHO MpPBU
uHTerpayi cwia. Materpanyja GyHKIMje BoAu 10 TyOJbema MHGpOpMaIlMja Be3aHuX 3a camy (YHKIH]Y.
Crora, momTO je pe3yiaTaTr Mpoleca WHTEerpandje TyOMTaK TojaTaka, He MOXKEMO OYEKHWBATH O
jemHaunHe 3a eHeprujy (Koja mpeacTaBiba MPBU WHTETPAJl jeJHAYNHE CHJIIE), 1a JOOW]eMO TOTIIYHY CIUKY
crcTeMa Kao IITO OM peleme jeaHaunHe cuie nano. Melhytum, oBaj TyOuTak JeTtajbHEe CTPYKType ce
JIOHEKIe KomreHsyje. Hajmpe, y cramy je nga pemm HacTale jemHadnHe 300r WHUXOoBe Behe
JETHOCTAaBHOCTH, U JIPYTO, MOXKE Ja Pa3MOTPH TeXKE MpobdiieMe uMja je AeTabHa (opMylialidja TPEHYTHO
BaH OKBHpa CaBpeMeHe (PH3HKe.

1.2 Pa3Boj Teopeme BUpHjaIa

1.2.1 OcHOBHE jeJHAYMHE

[Ipe wero mTo ce mpehe Ha U3BOheme TeopeMe BUpHjalia, TOTPEOHO je Aa ce MPEUCIuTa MOPeKIIo
OCHOBHHUX CTPYKTYpHHX jeJHauMHa 3Be3faHe actpodusumke. OBO, HE caMO Ja Tpy’Ka YBHI Y OCHOBHE
3aKOHE OYyBale€, HMMIUIMIMTHO NPETIOCTaBJbaHUX Yy ONHMcy (U3WYKMX CHCTeMa, ald W IO CBOjOj
OIMIIITOCTH Y MOTITYHOCTH TPadUiKH HITyCTPYje KOMIUIEKCHOCT OIHCA KOjH TeXKUMO Ja 3ao0uhemo. CBaku
onmuc (U3NYKOT CHCTEMa MOYNELE MMIUIMIIMTHO WIIM SKCIUIMIIMTHO W3 ojpeheHux 3akoHa ouyBama. 3a
TaKaB CHCTEM CE CMaTpa Jia je CKyIl 4eCTHUIa, Koje cy oapeheHe mpoCcTOpHOM JIOKaI|joM (KOOpAMHATAMA)
1 oapeheHnM HMITyIIcOM, Koje ce Kpelly moja yTumajeM Mmo3HaTux cuia. AKO ce paad O HEe3aBHCHOCTH
KOOpJAMHATA W HMMITyJIca, OHJIa CE€ MOXKE W3IPaJUTH BUILIEAUMEH3MOHATHH TpOCTOp Kpo3 koju he ce
YEeCTHIIE KPETaTH 110 jeIMHCTBEHNM TPajeKTopHjaMa, Koje hie onmucuBaTu lUXOBY UCTOPH]Y.

OBo je y CyIITHHHU H3jaBa JETEPMUHM3MA, a y KJIACUYHOM CMHCIY je (opmynucaHa ca Iect-
JMMEH3HOHATHIM IPOCTOPOM, KOjU ce 30Be€ (ha3HM IMPOCTOP, CACTOJH CE O] TP TMMEH3Hje KOOpANHATA 1
TpH JIMHEApHO HE3aBHCHE JMMEH3Mje MMITyJica. AKO MOCMaTpamMo WHQHHUTE3NMAIHO Mally 3alpeMuHy
OBOT' TIPOCTOPa, MOXKEMO (hOPMYITHCATH BPJIO OIMIITH 3aKOH OYyBama KOjU jeHOCTABHO Kaxke 1a je Opoj
YecTulla Koje mpolhy Kpo3 OBy 3alpeMuHy, jeTHaK Opojy CTBOPEHHX HJIM YHUIITEHHX YECTUIA Y 0.

Marematnuka (opMyiandja OBOT 3aKOHa ce OOMYHO Ha3WBa bBOJIIMAHOBOM jeHAYHHOM
KpeTama, u y3uma ciejehy dopmy:

Y . oY . oY
Fy -1 Sre + X o, = S (1.2.1)

WA Y BEKTOPCKOj HOTAIIUjH:
oy 2
E+U'V¢+f'vpl|l=s (122)

rae J npercraBiba T'yCTHHY YeCTHIa y (pa3sHOM mpocTopy, f je BekTopcka cyma cBUX CHIla Koje Jeiyjy Ha
YecTHIle, a S MpeTcTaBlba ,,CTOMY CTBapama’ yectuia y Toj 3anpemunu. OnpehuBame Y, kao GyHKIM)jy
KOOpJMHATA W WMIIYJICa, Jiaje KOMIUIETHY CIHKY cuctemMa. MelhyTuM, peTko ce MoKyllaBa peliuTH OBa
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jenHaunHa, Beh ce oHa mMojemHOCTaBIbYj€ y3 TOMON jeTHaunHa 3BE3/TaHUX CTPYKTypa. To ce oOmIHO paan
y3UMameM 'MMITyJIca’ OBUX jeJHAYMHA, 32 pa3inuyuTe KoopAauHate. Ha nmpumep, y3umajyhu na je naterpain
 Haj HETOKYIMHUM POCTOPOM 3arpaBo p, TYCTHHA MaTepHje, U JIa HeMa YeCTUIIe KOje MOTY MOCEeI0BATH
HEOTPAaHUYCH HUMITYJC, ycpeAmaBameM jeaHaunHe (1.2.2) mo LeNOKYIHO] 3ampeMHHHU IPOCTOopa,
nobuhemo:

®+V-(Up) =5 (1.2.3)
r71e je U mpocedHa Op3uHa CTpyjama 9ecThIa JeuHIcaHa Kao:
U= ﬁ [ yvdv (1.2.4)

3a cucreMe KOJ KOjUX HeMa CTBapama M yHHINTaBawma mace, jeanaunHa (1.2.3) mpencraBiba 3aKoH
oIp)Kara Mace. AKO MOHOBO MOMHOXHMO jeaHaunHy (1.2.2) ca Op3MHOM YeCTHIlA U YCPEABUMO Y
OJTHOCY Ha YKYIIHYy IPOCTOPHY Op3uHYy, n00uhe ce, HaKOH MaTeMaTHIKor pemasama, Ojnep-Jlarpamkesa
jenHaurnHa XUAPOIUHAMHYKOT ITPOTOKA.

du — — 1 1 — — -
S @U-Vu= —th—gaij—ng(v—u)dv (1.2.5)
Osie ce mpeTnocTassba Ja cy cuie f, ussenene s notennujana Y. 3uak 0;; npeTcTaBsba TEH30p MPTHCKA
1 y3uma cienehy gpopmy:
oij = JYEF -DEF -Wdv (1.2.6)

Te npuiIMYHO UMIPECUBAHE jeTHAUMHE MOXKEMO 3HATHO IMOjeIHOCTABUTH Y CIIy4ajy Kajla MHOTH CyJIapu
noBehajy XaoTHYHOCT KpeTama YeCTUIla, Y OJHOCY Ha Cpe/ilby Op3uHy KpeTama. [1oJ OBUM ycloBHUMA
3aJllbM 4WIAH Ha JIECHO] cTpaHM jenHauynue (1.2.5) HecTaje W TEH30p NMPUTHUCKA MOCTaje JAMjarOHaJaH ca
CBUM jeJHAaKUM eJieMeHTHMa. IberoBa auMBepreHiuja OHAA TOCTaje TPAAUjEHT cKajgapa TMO3HAT Kao
nputhcak raca P. Ako ce pa3MoTpe camMoO CHCTEMH KOjU HE MOKa3yjy MPEeHOC YeCTHIa JO0JIa3uMO JI0
MO3HATE jeJHAUNHE XHUAPOCTATHUKE PABHOTEKE

VP = —pV{s (1.2.7)

MHOXemheM OBe jeHaunHe ca V U yCpeAmbaBameM 110 V, 0/ boiiMaHoBe jeiHaulHEe KpeTama 10J1a3uMO
JI0 jeJIHaYMHE 3aKOHa OpKama umiyJca. Jeqnaunna (1.2.7) u [TyacoHoBa jenHaurHa 3a TOTEHIIMj T

V2 = —4nGp (1.2.8)
rpaic KOMIIJIETHU 3aKOH OJIpKaka UMITYJICA.

: 2
MuoxemweMm jennaunHe (1.2.7) ca V°, U ycpeamaBameM [0 CBUM Op3WHAMa, I0JTa3UMO JIO 3aKOHA
OJlp)Kama CHEpPruje, Koju Kajaa ce KOMOMHYje ca 3aKOHHUMa 3a WJICalIHU Tac aaje:

S rpV-V=pe+x-V-F (1.2.9)
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OBae je F pagmjamam ¢iayke, € yKymHa CTOIa IMPOW3BENEHE EHepruje, a X je eHeprmja CTBOPEHa
BHUCKO3HHM KpeTameM. AKO y CHUCTeMy HeMaMO HHUKakaB MPEHOC Mace, W CBa CHEpruja MmoTH4e O]l
paaujanyje, IMaMo CTakbe PajujallioHe PaBHOTEKE

—

V-F=pe (1.2.10)

3a craTnuke KOH(pUTrypaluje cuctema, ca cepHOM CHUMETPH]jOM, OBH 3aKOHH OJpiKama y3UMajy CBOje
Mo3HaTe OOJIHKe:!
m(

dam(r
3akoH OJp:Kamka Mace: T) = 4nr2p

3aKoH OJIpyKarba UMITYJICa: Z—I: =— Gmr—(zr)p (1.2.11)
3a . AL 2 — 2
KOH OJpXKarba eHepruje: ——= = 4mr-pe,, L(r) = 4nr*F

1.3 KinacuuHo usBohewe Teopeme BUpHjaia

Teopema BupHjajia ce 4eCTO HABOAW Y PA3IMUUTHM OOJHUIMMAa KOjU MMajy Mall0 pa3iIuduTa
TyMauewma. Y NpHUHIHUIY, MU heMo IMOHOBUTH Bep3ujy Kojy je aao Kiaysujyc koju m3pakaBa TeopeMy
BHpHjalla Ka0 OJHOC M3Mel)y mpocedHe BpeJHOCTH KHHETHYKE W TOTEHIMjalTHE €HEeprhje CcHucTemMa y
CTaOMJIHOM CTamy WM KBa3U-CTA0WIHOM CTamy. [1omTo je pasymeBame OMII0 KOje TeopeMe MOBE3aHo ca
BEHUM TIOPEKJIoM, MU hieMO TIpOBECTH HEKO BpeMe NMPWIMKOM H3Bohema Teopeme BUpHjalia U3 MPBUX
NOCTAaBJLCHUX TNpHHIMINA. BehnHa TekcToBa 3Be3maHe WM KIacHYHE IMHAMUKE H3BOJE TEOpEMYy H3
JlarpamwxkoBor uiaeHtutera. Jlanmay u Jludmumi nanu cy €JOKBEHTaHy JEpHBAIMjy 3a OAroBapajyhe
eNeKTpOMarHeTHO mnosbe. Yannapacekap mpartu mpuctyn Knaysujyca, nok l'onacremH naje BEKTOPCKO
n3BOhemEe YBPCTO YKOPEHEHO y OPUIMHAIHOM HPHUCTYIy W TO je y CymTHHH (opma Kojy hemo mpso
pa3BujaTu. [TocMaTpaMo CHCTEM ca YecTHIlaMa Mace Mm; M BEKTOpUMA T10JI0XkKaja 1; KOje Cy MOIBPTHYTE
npuMeeHnM cuiama (ykipyuyjyhu u npunyane cuie) fi. IbyTHoBe jenHaunmHe KpeTama 3a CUCTEM Cy

Taga
5 dmiy) _ P
po=—"p = fi (1.3.1)
Cana ne(pMHUIIIIMO
L a7 - 1 A7) _1d —
G=Xipi"'7; =Zimid_1;'rz=§Zimi%=ga(2imirt2) (1.3.2)

U3zpa3 y Benukoj 3arpagu npejacTaB/ba MOMEHT MHepuje (1o NeUHUIMjM) TadyKe, U Ta Tadyka je caaa
MOYeTaK KOOPJMHATHOT CHCTEMa 3a JaTe BEKTOpe Mojoxkajar;. Tama nmamo:

_1dl

G =-
2dt

(1.3.3)

rze je | MOMeHT uHepLHje y 0IHOCY Ha KOOPAMHATHH MOYeTaK.

10
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[ToTpaxxumo u3Box (1.3.2) mo t

d S = S5 >
W=y B+ IBF (1.3.4)

dat

[Ipu Tome je

3 5 L2
XD = Xymt, - = N,my,” =2T (1.3.5)

rzae je T ToTajdHa KMHETHYKA eHEpryuja CUCTeMa KOjeM OJroBapa AaTh KOOpAWHATHHU moyeTak. Mehutum,
KaKo je P, CTBapHO pUMEhEHa CHJla Koja Jenyje Ha cucteM (Buxetu Gopmyry 1.3.1), MoxkeMo jemHaunHy
(1.3.4) mpemucary Ha ciienehn HAUHH:

ST+ %7 (1.3.6)

[ocneamu cuMOOI ca IecHe CTpaHe je Mmo3HaT kKao Bupuan Knaysujyca. Pa3MoTpuMo Mao oBaj BUpHAI.
[IpernocTaBuMo Ja ce cuiie f; M3BOJE U3 MOTCHIIMjada. YKYIHA CHIIa KOja JIeyje Ha jeIHy YSCTUILY MOXKe
ce T0OUTH CyMUpamEeM CBUX CHJIA KOje Ha Y Aenyjy. Tako:

- -

fi =2+ Fij (1.3.7)

rae je Fyj cuna usmeby i-te u j-te wectune. Caja, ako jaTe cuie TOWITY]y 3aKOHE CHJIE U M3BOJIE CE U3

MOTEHIIHjana, OHJa
Fij = VimiQD(rij) = —Viaijrl]n (138)
3Hak MuUHYC ucrpen V-oreparopa HaM MoKasyje Ja rpajujeHT TpedaMo y3eTH U3 KOOPAMHATHOT CUCTeMa

y 4MjeM TIOYETKY Ce€ Haja3H i-Ta uecThIia. AKO y 003up yKbydrMo jeaHaqnny (1.3.8) umamo

-

= -2 - -
Fij = —naijrij(n )(Ti — Tj) (139)

Kako je cuia koja aesyje Ha i-Ty 4eCTHIly OJ] CTPaHe j-T€ YeCTHIIE, CYIPOTHOT CMepa ajii MOTIYHO UCTOT
MHTEH3MTETa Ca CHJIIOM KOja Jiellyje Ha j-Ty YEeCTHILy Ol CTpaHe i-Te YeCTHIe, jeJHAYUHY MOXKEMO
HaITkCcaTu:

- - =

fi=YjFj=XiFj+F (1.3.10)

3amenom jennaunne (1.3.10) y nedpununmju 3a Bupnan Knaysujyca, nobujamo

-

Sifi =S i Fyy T+ oW (1.3.11)
3amenoM jennaunne (1.3.9) 3atum y jennaunny (1.3.11) nobujamo
9 _ 2T —nU (1.3.12)

at

11
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rae je U yKynHa MOTEeHIMjalHa eHeprHja. 3a TPaBUTAIMOHH MOTEHIHjan N=-1, momazumo a0 (opmyre
KOja je mo3HaTa kao JlarpaxoB UJCHTHTET
dé _ 1d?%l

Ja 6ucmo mommu 1o mo3Hare GopMe TeopeMe BHpHjaia, MOPaMo jeTHAYHHY YCPEIHBUTH 0 BPEMEHCKOM
unrepBany (Ty). Teopema BupHjana ce 3aTo HeKaJl Ha3WBa CTaTHCTHYKa Teopema. MHTerpucameMm
jennaunse (1.3.12) nobujamo:

1 (T dG 2 T n T
th @ dt =7l TOdt =z [ u@de - (1314)

3atum, kopuctehu aepuHULINjy cpeambe BpeJHOCTH UMaMO:

1 —_ J—
P [G(Ty) — G(0)] = 2T —nU (1.3.15)

0

AKo je KpeTame cuctemMa y BpeMeHy T IepuoMyHO, OH/a jeBa crpaHa jeanaunne (1.3.15) necraje. Ako
je Kperame cucrema orpanuueHo (G(t)< o), onga jeBy cTpaHy jeHAYMHE MOXKEMO CMAmUBATH 10
OeCKOHAYHOCTH, yCpeAmaBameM MO JTy)KEeM BpeMEHCKOM nHTepBamy. CTora, ako ce CHCTeM Halasu y
CTaOMITHOM cTamy, MOMeHT uHepuuje (I), je KoHCTaHTaH U CHCTEMOM YIpaBJba FpaBUTaLH]a.

2T+0=0 (1.3.16)

Tpeba namomeHyTH na oBa (opMylanyja TeopeMe BUpHjalla 00yXBaTa YCpelmaBame I0 BpPEMEHY
HeoapeleHe nykuHE. AKO HEKO JKelMH Ja KOPUCTH TeopeMy BUpHjana Aa OIpelu Ja JIM je CHCTEM Y
yOp3aH0] eKCIIaH3Wj! WM KOHTPAKIHj1, MOpa BOJUTH padyyHa O TOME KakKo A00Hja MPOCEYHY KHHETUUKY
Y TIOTEHINjalTHy CHEPTH]Y.

1.4 Cuie Koje 3aBuCe 04 Gp3MHE U TEOpeMa BUpHjasia

[Tocroju monmaTHa KapaKTEpUCTHUKA TEOpEeMe BUpHjalia, Kako je OHa HaBeJeHAa y jeIHAYMHU
(1.3.16) xojy Tpeba momMeHyTH. AKO Ce y cuile Koje JIeNyjy Ha CHCTEM YKJbYydyjy M OHE KOje 3aBHCE O
Op3uHe, pe3yiTaT TeopeMe je HempoMemeH. /la Ou aeMoHCTpupanu OBO, IIOCMaTpaMo MCTH CHUCTEM ca
MacoM m; MOABPrHYT ciama f; koju Moke OWTH TOjE/bEHE y OHE Koje 3aBuce onx OpsuHe (W), u
camocTtanHe cuie (Z;). Taga jenHaunHy KpeTamba MOYKEMO HAIHCATH Kao:

p=fi=w,+7 (1.4.2)
Axo oBo ybarmmo y jeanaunny (1.3.6), nodujamo
dG — 5 -
o 2w =2T+ Y77 (1.4.2)
AKko ce y0arie cuiie Koje 3aBUce 01 Op31HEe MOKEMO HAITUCATH:

W, = a ;=S (1.4.3)

12
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OrmeT MOXeMO YCPEeIBUTH 10 BpeMeHy Kao u y jenHaunnu (1.3.12), tama numamo
1 (To G 1 Ty drl —
T_ofo Ziadt_T_of o;— i rdt = 2T —nU (1.4.4)

e U npeTcraBiba cpe/iiby MOTEHIMjaIHy €HEPIHU]y 3a ,,He3aBUCHE cule. PellapambeM HHTerpana ca jeBe
CTpaHe 100ujaMo:

[G(To) - G(O)] + o [ (Tg) = 77(0)] = 2T — nl (1.4.5)

Tako, ako je KpeTame MepruoAnYHO, 00e BEIMYWHE ca JIEBE CTpaHe jeHAYMHE HECTajy ako je BpeMe T
JjeIHaKo TePHOIY CHCTEMA.

1.5 Penpe3eHTanyja KOHTUHYa/IHUX 10/ba U TEOpEeMa BUpHjaia

Haxo cBe Bapujaiyje TeopeMe BUpHjalia MOTUYY U3 CHCTEMa ca 0ECKOHAYHO MHOTO Tadaka Mace
m;, Ha KOjUMa JIeNyjy Cuiie f; U3BEJCHE U3 MOTCHIMjaja, KOPUCHO je TorienaTH u (GopMannsam Koju
YKJbYUyje CHCTEME Ca KOHTHHYaJHOM T'yCcTHMHOM Matepuje. OBO ce moceOHO y3uMma y o03up ako ce
WCTPaXyjy 3Be3[laHe CpeIiHE, TE je OBAKBA pPENpe3eHTalllja MaTepHje YBEIUKO PUCYTHA.

IMonasumo ox jemuaumue (1.3.1) u WeHOM aHaATOTHjOM y KOHTHHYMY. Heka ce mace m; mobujajy
MHOKemeM ryctune p(r) u nHGuHATE3nMAITHO Majie 3anpemude AV, Tako jennaunna (1.3.1) mocraje:

fi =L (pvAV) = VAVE 4 pav L + oy 0 (1.5.1)
3aKOH OoJlp’Kamba Mace 3aXTCBa
dm; d d(Av
=2 (pav) = avE 4+ pL2D = g (1.5.2)

MHOXemeM OBe jeHaYMHE ca V BUAMMO Aa Cy IPBU M HOCIEIHU YiaH ca JECHE CTpaHe jeJHaYHHE
jenHaku M cynpoTHor 3Haka. Tako, ako nepunumemo ,ryctuny cuna“ f, taxo na fAV = f., moxemo

npehin Ha KOHTUHYaJIHY penpe3eHTanyjy jeqHadnne (1.3.1):
- o\ d =, = —
f@=p®LE@ =5  (153)
Cana moxemo nedunucari G y cuiM0O0JIMMa KOHTHHYaTHUX BEJIMYHHA TaKo Ja
2
G=[, p-7dv =], p rdV——f P (r r)dV——f —th (1.5.4)
Tj.
1

_ —>2dp
G = Zth )dV——f P odv (1.5.5)

13
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Kako 3akoH 0 oapkamy Mace 3axTeBa Ja Maca y 3anmpeMuHH V' Oyne KOHCTaHTHA, Tako LE0 WiIaH

amv’ :
# = 0, u geduaUIEMO TTOA3aNpeMuny V Kao:

%( J; pdv) =, %dv (1.5.6)

Hpyru unterpan y jennadnau (1.5.5) y3uma BpemHocT Hyna. AKo y3MeMo Jia je To4eTHa 3arnpeMuHa V
JIOBOJFHO BEJIMKA J1a CAZIPIKU CBE 00jeKTe Y CHCTEMY, MOYKEMO MUCATH jeTHAYNHY

1d -2 1dl

Ca uctum orpanuemeM Ha V, MoxeMo jgedpunucatu jenHaunny (1.5.4)

=g+ Eav=r(p+7-F)av (59

[IpBu wiaH WCHOJ HWHTErpajga je IyCTHHAa KMHETHYKE €HeprHje, Tako Ja MHTEerpaluja Mo 3alpeMUHH
MPEeTCTaBJba KWHETHUKY €HEePryjy. YKyITHa KHHETHYKA EHEepryja y 3alPeMUHH je OHJIa jeTHaKa:

=T+ [f-7dV (15.9)

3HavajHa MaXmba ce Mopa MPUMEHUTH KOJl pauyHa ApYror wiana y jeanauunu (1.5.9) koju je y ocHOBH
Bupuan Kaysujyca. HakoHn mamo maremaTwke, IUPEKTHOM 3aMEHOM TpaJHjeHTa IMOTeHIHjajda H
nedunnnmju KnaysujycoBor Bupuaiia 100uja ce

[F7av ==L, p@pE)F - 7) - G = F)(F —F)"2avdV =} ff,, p@pE) (7 -

7 )ndV‘dV] (1.5.10)

Jlynna uHTerpanmja mpeicTasba noteHnujanny eneprujy p(t) y ommocy ma p(f'), m p(f") y ommocy
na p(1), To je 1Ba myTa yKyIHe NOTeHIHjaaHe eHepruje. Tako, BUAMMO J1a BUpHAI UMa UCTH OOJIUK Kao U
ko1 jennaunte (1.3.12), onHOCHO

[f+7dV = —nU (1.5.11)

3amenom oBe Qopme y jennauuny (1.5.9) u y3umajyhu n=-1, Bogu 10 HCTOr 3aK/byuyka Kao U KOJ
JlarpamxeBor uaeHTHTeTa y hopMu

1d?I

T R 2T +Q (1.5.12)
Taxo JlarpankeB WACHTHUTET M TeOpeMa BHpHjajia Bayke KOJI KOHTHHYyallHEe JUCTPUOYIINje TYCTHHE, Kao
LITO CMO MOTJIM | Ja IPETIOCTaBUMO.

TokoM gocananimer wu3Bohema cMO TpehyTHO MPETHOCTaB/ball Jla Cy HaBEICHE CHJIe
IPaBHTALMOHOT MOpEKJIa Kao ITo je cuia owmwia -pVd. JacHo, ako OM cuiia 3aBHUCHIIA OJ HEKOT JPYyror
CBOjCTBa MaTepHje, mnpolieHa hie nhu kao U 710 caja ca pe3yyiraToM KoJi KOr Ou BHpHal MOHOBO O6no-nU,
riae je U ykyrHa noTeHIyjajiHa eHepruja CUucTema.
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I[lors1aB/be 2

2. CaBpeMeHH aClleKTH TeopeMe BHUpHjajia

Y 0BOM MOITIaBJbY HACTaB/haMO Ca M3BOhEHEM TeopeMe BHpHjajia ald Ha HEITO APYraduju
Ha4MH, KOjU ce KOPHUCTH 3a caBpeMeHy ynotpedy. Pasmorpuhemo edekre penaTuBHCTUIKUX IPUHITATIA HA
n3BOhEeHE TeopeMe BHpHWjaia, W Kako BelWKe Op3uHe Moaudukyjy camy teopemy. llopem Tora,
JlarpamxeB MICHTHTET je NPUMEHJBHB HA CHCTEME KOjU HUCY y PAaBHOTEXH, Ila CAMHUM THM, MOXXEMO
yBECTH W penatuBucTHUke edekre. HaBenrhemo u3Bohema moceOHO ca edekTMMa CIielUjaiHe TEOpHje
PENaTHBHOCTH, a TOCEOHO Y OMIITOj TEOPHjU PENaTUBHOCTH, NTa ieMo Ha Kpajy HaBECTH U HEKEe MpUMEHE
o0e of1 Teopuja.

TeH30pcka penpe3eHTalyja TeOpeMe je Yy CTBapyu IOKYIIaj Jla ce IoBpaTe HeKe 0] MH(popMaluja
n3ry0JpeHe TPIIINKOM pelllaBama CKaJapHUX jeJHadYMHa paHHje omucaHuX. Mako ce kinia oBe uieje
Moxke nponahm Beh ox 1903. ronune y paxy Pejnuja, oHa ce Huje nojaBseuBana cee 1o 1950-tux kama cy
[Mapkep, Yanapacekap nu @epMu HalUIM KOHIICTIT, TOCEOHO KOPHUCTAH Yy Pajy ca MPUCYCTBOM MarHETHHX
nosba. Konment je momatHo mpomupuo Jle6osurr (y Husy pamoBa ca Yammpacekapom 1960-Tux),
MPWIMKOM I[pOy4yaBama pasHUX KoHQHrypauuja racoBa. MelyTuMm, HajuperieqHuje TOPEKIO je
BEPOBATHO OHO Koje je mpencraBuo Yanmpacekap 1961. romwHe W TOjeTHOCTaBILEHY BEp3Ujy OBOT
n3Bohema hemMo mpecTaBuTH OBJIE.

Bunehemo takolhe, ma yBohemem edekara crnenujanHe pellaTUBHOCTH, Kaja ce Op3WHE CHUCTeMa
puOIKaBajy Op3WHU CBETIIOCTH, MOpa 00aBe3HO MohM 0 HEKMX NMPOMEHa y OJHOCY Ha KIaCHYHO
nuszBoheme. Yanmpacekap je TNPUIUKOM HCTpaKMBama OENMX TNaryJbaka BUAEO Ja ce BpemHocT T
npuOIrKkaBa €2, mTo OUCMO U Tpeday J1a IOKaXKEeMO Y J1aJbeM OITUCY.

Jako je OMTHO /@ MPHIMKOM caMor M3Bohema BUAMMO Kako he Heke KOMIUIMKaIHje, Kao MITO CY
MPUCYCTBO POTAIIMje Ka0 MUKPOCKOIICKOT KpeTama, WM CHCTEMA Y IEJIMHH, Ka0 U IPUCYCTBO MarHETHUX
1oJba, KOjU Cy CBaKakO NMPUCYTHH y 3BE3JaHMM CHCTEMHMa, YTUIATH HAa CaMO BaXKEHE M OIIITOCT
Teopeme.

2.1 TeH3opcka TeopeMa BUpHjaia

Y 0BOM TpeHyTKY, OTpeOHO je ucrahm aa je u3Boheme y mornasiby | y CyIITHHH NOTEKIO M3
jeHaYMHa KpeTama CUCcTeMa Koju ce pazMmarpa. Vzeoheme mornpuMa oO0JIIMK MHOKEHEM THX jeJHAYMHA
KpeTama ca BEKTOPOM II0JIOXKaja U CyMHUPAmBEM M0 11eJ10j 3anpeMuHd. OuHAIHU KOpak YKJbyuyje Aajbe
CyMHpame 10 BpeMeHy. To 3Hauu Aa je Teopema BUpHjalia pe3yiTaT y3uMama IHPOCTOPHHX MOMEHAaTta
caMHX jelHauWHA KpeTama W HCTPaXKHBamba FHHUXOBOT BPEMEHCKOT MOHamIama. OBakBOM aHAIH30M
JI0J1a3MMO JI0 OCHOBHHUX 3aKOHa O/ipykamba y pusuiy, rna Hyje n3HeHalyjyhe ga u reopema Bupujana tpeda
Jla IMa UCTY CHAary | OIIITOCT Ka0 M OBH 3aKOHH.

PasmoTtpuMo cuctemM 0e3 mpuTHCKa aHaJOraH OHOM KOjU je OIucaH y moriaBiby 1 oxespak 2 u
3aHEMapUMO BHCKO3HE CHJIE U MHUKPOCKOIICKE CHJIe, Kao IITO Cy POTallMje W MarHeTHa noJska. [1og oBuM
ycnoBuMa, jeaHauuna (1.2.4) nmocraje:
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ou

V)T = — oV = o
pot p(U-V)u=—pVd =p ” (2.1.1)

IITO je y CTBapH BEKTOpCKa penpe3eHTanuja jennaunne (1.2.4) wnu jenqnaunne (1.3.1) y mornasmpy 1, mu
y CYNITHHH CKaJapHO MHOXUMO jenHauuHy (1.2.4) ca BEKTOpOM TIOJIOXKaja I M HHTETPATAMO IO
3ampeMuHN Ja OucMo nobwinm ckanmapHy jeqHadnHy. OBe TpeqTaxeMo Ja Ce MHOXE BEKTOPCKH
jennaunue (1.2.1) ca BeKTOpOM IMOJIOXKaja, MPOM3BOAChM TAaKO TEH30PCKY jeHAYMHY KOja CE& MOXKE
CMaTpaTy Kao CKYI jeIHAaYMHA KOje ce OJJHOCE Ha pa3InYuTe KOMIIOHEHTE HacTaIMX TeH3opa. Tako, Haia
MOYETHA TaYKa je

—)dl_i -
J, pr—dV = J, ptV@dV (2.1.2)

Unan Ha AECHOj CTpaHU jeHAYMHE MOXKEMO CIOOOIHO Ha3BaTH BHpHAIHUM TeH3opoM. Cama Kao u
paHmje, HeKa oTeHIHjal Oyie

—>
B

o) = f, p(r) (F =7 Drdv’ (2.1.3)

AKO cajia mpaTUMO MOTITYHO UCTH MOCTYNAK Kao M paHuje, caMo KopucTehr BEeKTOPCKHU MPOU3BOJ YMECTO
CKaJIapHOT, T0OMjaMOo TEH30p y OOJIHKY;

fV prVeddV =n E ffW‘ pMp@E-TF-)(r -7 )"_ZdV‘dV} (2.1.4)

Axo neuHUIIIEMO
a=| @i

4

1 —
T = Efv (puw)dVv (2.1.5)

1 . . > > = Ay — > — )
W= ﬂ pHpE)F — 1) (F — F)(F — F )" 2dV'dV

v
Jennauuna (2.1) mocraje
1d%J _

IITO je y CTBapW TEH30pCKa pemnpeseHTardja JlarpamkeBor uaeHTuTeTa, Tae J MpeTcTaBiba HEUITO IITO
HA3WBaMO TEH30p MOMEHTa uHepuuje, I TeH30p KuHeTndke eHepruje, H TeH30p MOTCHIUjaTHE CHEPTHje
(Bumetn nonarak). MeljyTuMm, HEKH YBHJ y MPHUMEHJBHBOCT OBAKBOT MPUCTYHA CE MOXE BHJICTH aKO
pa3BHjeMO jellaH YiaH TEH30PCKOI BUPHjaia.

de

J, p%(?i—f) v =J, p=(%2)av 2.1.7)

Kako je oBaj TeH30p OUUIIIETHO CUMETPHYAH, KOpUCTehin 3aK0H 0 OJIpXKamy Mace, J00HjaMo
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d —dx; - dx}
f,e(®EL-%)dv =0 (2.1.8)

dat Far

OBa jeqHayrHa HaM jeTHOCTaBHO KaKe J1a je YraOHH MOMEHT Xy KOHCTAaHTaH.
2.2 Cnenyja/iHa TeopHja peIaTUBHOCTHU U TeopeMa BUpHjaia

Ho cama cMmo pa3marpanu caMO TeopeMmy BHUpHjaia Koja ce mobwja on IbyTtHoBe jemHaunze
Kperawa. bynyhu na cy cucremu kao mro cy Oenu marysbauy, Iie je JTUHAMHUYKHA NPUTHCAK, KOje je
n30aTaHCHpaH ca TPaBUTAILN]jOM, TOOHjeH O YECTHIIA YHje Cy €Heprije MHOTO Behe o/ eHepruja Koje cMo
JI0 caja MmocMarpalid, MPHKIATHO je Ja CE UCTPakH Yy Kojoj Mepu hemo MopaTu nga MoIupuKyjeMo
TeopeMy BHpHjalia, TaKO J1a YKJbYYMMO €(EeKTe CIeIfjaJiHe PEIaTUBHOCTU. 3a CUCTEME Y PAaBHOTEXKH,
Teopema BupHjana kaxe 2T = Q. Kako ce Op3uHe yectuiie mpuOImKkaBajy Op3uHU CBETIOCTH, KHHETHYKA
eHepruja ce nosehaBa g0 OeckoHauHocTH. OBO ce MOXKE MPOTYMadyHTH Kao pe3yiaTaT HEOrPaHUYCHOT
noBehama mace yecturie. OBo moBehame he yTumatn Ha rpaBUTANMOHY TOTEHIMjalHY €HEPTrHjy, aln
edekar je mHoro Behm. Tako MokeMO OUYEKHMBATH, y PENATHBHCTCKOM CHCTEMY, Ja IIOTEHIIWjaTHa
eHepruja Mopa Outu Mama on 2T, ma Ou ce oapxkajia paBHOTEXkA. 3aK/bydaK 10 KOjer je J0IIao
Uannmpacekap MPHWINKOM HCTpaXUBamba yHYTpAlllkhe €HEepruje Oenrx MaTyJbaka, Ja CHCTeM IIOCTaje
pEeNaTHBUCTHYKHU JereHepucan, BpeaHocT T ce mpubmmxasa  u To "Mopa Outn aeduHuUIMja Teopeme
BHpHjalia 3a 4ecTHulle Koje ce kpehy Op3uHOM MpUOIIKHO] Op3UHH CBETIOCTH. "

Jla 6u ce 1000 HEIITO ONINTHjU PE3yJTaT PEIaTUBUCTUYKOT 00JIKMKa JlarpaHKeBor UICHTHTETA,
BpaTuheMo ce y TUCKYCHjy O pelaTuBHCTHYKO] MexaHuiw Jlanmaya u Jludmmna, kojy cMo moMeHynH y
nornasiby 1. Kao mro BehuHa nmuckycwja y moJby MEXaHWKE YIJIABHOM IMOYHbY HEIITO APYradujoM
MEPCIEKTHBOM, HWCIHTAjMO KOPECIIOHJICHIIM]Y ca TMOoja3He Tauke jeJHauYMHa KpeTama YCBOjEHHM Y
NPETXOAHUM NOTJIaBJbuMa. YonuTe, BehrHa MOCTaBKM MEXaHHKE 110Jba TIOUUIbY Ca N3jaBOM Ja

d-5=0 (2.2.1)

rae je 6, MakcBesIoB TEH30p HamoHa, a @ MPETCTaBJba TAKO3BaHH OINepaTop Hablia y YeTHPH JTUMEH3H]E.
OBO y CYIITHHH 3HA4H, Jia TIOCTOjH JOBOJFHO BEJIMKA 3allpEMUHA Y MPOCTOP-BPEMEHY, TaKO Jia je BaH OBE
3arpeMruHe MakcBenoB TeH30p jenHak Hynd. OBa KOHCTaTallMja MMOCTaje OYHUINIeHA aKO MCKOPUCTUMO
laycoBy TeopeMy IuBepreHiyje, u 1001jaMo:

Jp 0-0dR= [, 0dS=0 (2.2.2)

VYkpatko, jennaunna (2.2.1) npeacrasiba 3akoH ouyBama. Beh cmo Buaenn ia cy GyHaaMEeHTaIHN 3aKOHH
ouyBama (pr3nke u3BeaeHU U3 bonManoBe jegHaYnHE KpeTama, Kao U 0CTalle jeJHAYMHE KpeTamba.

VY JlopeHI0BOM KOOpAMHATHOM cutemy, Jlanaay u JIuBumu, 1ajy 4eTBOPOKOMIIOHEHTHY Op3HHY
YecTulle Kao

dxq

U, = .
@ ds

a=0..3 (2.2.3)
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TJIe je ds/dt =c(1-v?/c?) V2 =yc

KoMmoHeHTe TeH30pa eHeprije-uMILyJica Cy

Oup = PClglg (ds/dt) (2.2.4)
Kaxo je Y3 _,u,? = —1, Tpar jennaunne (2.2.4) je
22:0 Oaaq = — pczy (2.2.5)

VY TpOAMMEH3MOHOM TPOCTOPY, KOMIOHEHTE 3aKOHA OJpiKama M3paKeHOr jeqHaunHoM (2.2.1) mory ce
MPUKa3aTh Kao

lacjo Zk 06010 _ 6(pu,) 6011(

ic ot at =0 (2.2.6)

+ Y- 073

3aMeHOM 4JiaHa G, ¥ MOHaBJkajyhn MaTeMaTHUKe olepalyje Kao KoJ paHujux n3Bolema, n1obuja ce

21 Lat fV 2 dt (xeJ/V)dV Q+T+ f yrdv (2.2.7)

IZie T IPEeTCTaB/ba I'YCTHHY KMHETHUKE €HEepruje 3a peaatuBucTuuke yectuue. [lonoBo, kopucrehu 3akox
OJIp>Kama Mace, OBO MOCTaje

Y- 12dtzf (px;%;/Y)dV = Q+ T + [, tydv (2.2.8)

rac, ako 3alpeMHUHCKHW HUHTCErpajl €a JICBE CTPAHC O3HAYMMO KaO PCIAaTUBUCTUYKH MOMCHT I/IHepI_II/Ije,
MOXKEMO IMUCaTHu

2 dt2 (Ir) =Q+T+ [, tydV (2.2.9)

Axo y3memo smumec y — 1, onda I, — 1, nobujamo Beh mno3natu JlarpamwkeB wumeHTUTET. Y
PETaTUBHCTHYKOM JIMMUTY, TIONIpaBbaMo YaHpacekapoBo pememne 3a ctabuine cucteme kao T + Q = 0.
Taxo, Mmoxe ce crnoboano pehu na je jenqnaunna (2.2.9) u3pa3 3a JlarpaHkeB HICHTUTET YKIbYyUuyjyhu n
edexTe CrenrjaTHe PeJaTUBHOCTH.

2.3 OnuTa Teopyja peJIaTUBHOCTH M TeOpeMa BUpHjaia

PazBoj kBanTHe Teopwje U (opMmyiHcame OINITE TEOpHje PETaTUBHOCTH BEPOBATHO
npeacTaBibajy /1Ba Haj3HauajHUja gocturayha (usnke y JBageceToM BeKy. Y CBETIy OMNIUTE NpUpone, u
MIMPOKO] NMPUMEHJBUBOCTH TeOpeMe BHpHjana, u3HeHahyjyhe je na je ydMmeH Maiu TOKYyIIaj y TOM
neprony Aa ce (opMyJHIIe camMa TeopeMa y KOHTEKCTYy OIIITe pelaTHBHOCTH. Moxna je To Omia
nocjenuIa Hegoctarka GU3NUKUX (peHOMEeHa KOjU 3aXTeBajy OIIITY PeaTUBHOCT 3a BbUXOB OIIHC.

pyra Tauka norerikohe ce cactoju oa npupoje came Teopuje. Ominta Teopuja peIaTUBHOCTH,
Kao ¥ MHOTre YCIIELIHE TeOpHje, Kao IITO je TeopHuja mojka OaBe ce PpyHKIMjaMa JeUHUCAHUM Y TAUKH.
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[IpakTiaHO cBaka Bep3rja TeOpeMe BHUpHjajia Haryialiasa cBojy riiobandy npupoay. OBa pa3nuka rmocraje
030uJbaH MpoOsieM Kaja ce MOKyIIa Ja ce JoAeNr (GU3UUKO TyMadeHe BEeIHMYMHA KOje Cy IpeACTaBbeHE
MpOCTOpHUM HHTerpanuma. [Ipodiiem neduHrcara MUKPOCKOIICKHAX O0jeKaTa y OMINTOj PETaTUBHOCTH je
MIpeICTaBJbaNIO OTEIMKONY 3a JepuHICahe TEOPHje O caMor TodeTKa. Mako je ocTBapeH KOHTHHYHPaHH
Hampeaak, He TOCTOjU HUKaKBa MOTIYHO ommTa (opMmynandja TeOpeMe BHpHjaja y OKBHPY OIIIITE
PETAaTUBHOCTH y OBOM TPEHYTKYy. TO CBakako He 3Ha4YM Oa TakBa (OpMyJaluja HE MOXKE ITOCTOjaTH.
3ancta, OHO IITO CMO A0 caja BHUieau Ou Tpebano na ybeam dak HajBeher ckenTHKa Ja TakBa
(dbopMynaija Mopa Ja MOCTOjU jep Cy Y OCHOBU IMOpEKJa camMe TeopeMe BUpPHjajia, OCHOBHH 3aKOHU
onpxkama y npupoau. Camga hemo moGmmke a moriiejaMo HaCTaHAaK HEKHWX OJ] oBUX mpobiema. OBo ce
Moske noctuhu y3umajyhu y 063up 1a cy AjHINTajHOBE jeHAUMHE U YIaHOBU y HuMa peaa 1/c2. To je
MPUCTYI KOjH j€ YCBOjUO AjHILTAjH, a KOjU je MpuxBaTuo U Xo(MaH y CBOM MIPHUCTYIY PETAaTUBUCTHIKOM
mpobyieMy N-Tena, a yCIeNIHO ra mpuMenyje u YaHapacekap y cBojoj xuapoanHamulm. Mako mocroje
euKacHUje TeXHHUKE 32 00pauyH ()EeHOMEHA BHINIET Pelia, Kao IITO Cy IPABUTAIMOHO 3paveHe, 0Baj MyT
TI0YaCcTBOBAH j€ MPHCTYI aJeKBaTaH 3a M3padyHaBake MPBOT pefa (Tj ¢2), ycioB MO3HATHjH Kao MOCT-
EYTHOBCKH yCNOB. Y MpBOj MoNoBHHU 1960-ux romwHa, MPUIMKOM NpPOYyYaBama XUIPOJUHAMUKE 32
pasnuymTa TeyHa Tena, Yanapacekap je pa3BHO TEOpeMy BHpHjajia 10 M3Y3eTHO COPHUCTHIMPaHOT HUBOA.
Jenman on HajBaKHHUjUX Moralaja MPHITMKOM pelllaBama OBOT IMpobieMa jecTe Harop Jia ce YKibyde edexrn
MPBOT pela y OIMIITY PENaTUBHOCT. Y HMIIPECHBHOM W IyroTpajaHoM paay TokoM 1965. ronmwmhe,
Yanapacekap je pa3BUO MOCT-EBbYTHOBCKE jelHAUYWHE XHUAPOAMHAMHEKE, YKIbYydyjyhu u Qopmynamnujy
TeopeMe BHUpHjaja. JemaH O]l OCHOBHUX Ipo0iieMa ca OIITOM TEOPHjOM pPENaTUBHOCTH je HheHa
HesnmHeapHocT. Pu3nuke 0COOMHE MaTepHje Cy MpeACcTaBJbeHEe F€OMETPHjOM MPOCTOpa, M Ha Ta] HAYMH
onpehyjy ucry. To je Ta HenmHEapHOCT KOja HM3a3MBa TOJHMKO IMpOoOJIeMa ca TEOPHUjOM M ca KOjOM ce
Ajamraju, Uadwmnn, Xopman teopuja (AUX) 6aBu AUPEKTHO.

OCHOBHHM TPHUCTYI MpPETIIOCTaB/ba Jla €€ METPUYKH TEH30p MOXKE HamHucaTH y3 Maie
neprypoalyje paBHOT SyKJIHJCKOT IIPOCTOpa Kao:

gaﬁ = gOaB + baﬁ (231)

. -2
rae je byp Manu unaH pena C° WM Yak MambH. OBO HaM JOMyIITa J1a OAPEIUMO €IIEMEHTE TeH30pa

eHEeprHje-UMITyJICa, [0 YIaHOBA pesia C -
Oap = (€ + P)ugupg — PGap (2.3.2)

AJHIITajHOBE jeIHAYMHE T0Jba MOTY ce€ IpeacTaBuTH nmoMohy PuuujeBor TeH30opa M TeH30pa eHepruje-
UMITyJca

RaB = _8:_46(0-aﬁ - %]gaﬁ) (233)

rzie je J Tpar Tensopa G, g. Puunjes T€H30p je reOMETPH]CKH U 1aje MH(OpMAIHje 0 CaMOM MPOCTOPY.

Amnpokcumarinja AWMX nmaje pelienT 3a pellaBame jeJHAUYMHE MM0Jba. Y MPHUHIUIY [TOCTYIaK
onpehyje merpuuke koeduUIjeHTE 3a pejl BUIE HEro INTO je MpBOOMTHO HaBeneHo. OBaj MOCTyMaK ce
MOJK€ ITOHOBUTH, aJIM U JaJbe ITOCTOje HepeIlIeH! Mpo0IeMH Ka0 KOHBEPreHIIHM]ja IIIEME YOITIITE. Y CBaKOM
TPEHYTKY MOXE€ C€ KOPUCTHUTH MEepPTypOOBaHU MPOCTOP M PEILENT 3a A00Hjame jeHaYnHA KpeTama U 3a
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reHepHcame HU3a NMepTypOOBaHMX jeJHAYNHA KpeTama. PeTaTHBUCTHYKY pelent rae cao0o1He YecTule
mpaTte reofieTCKe MyTeBe je JIOTHYKM €KBHBAJICHTAaH HABODCHY YETBOPOAMMEH3HOHOT TEH30pa CHEepruje-
VMITyJICa KOjH je jemHak Hynmu. Tamga

0 0ap =0 (2.3.4)

buo je To ycnoB koju HaM je Tpebao y ofesbKy 3 ma 7o6ujeMo 00K TeopeMe BUpHjaia OToJaH
3a cHelMjalHy pelaTUBHOCT. Haxkanoct, mpouec y3umama TUBepreHiyje ryon jejan pell anpoKCHMaIije
W Ha Taj Ha4MH HUje Moryhe nhu TUpeKTHO U3 MepTypOOBaHOTr MPOCTOpa Ha jeJHaYNHY KpeTama, Koja He
OJlp’)KaBa MCTH HUBO Tperu3HocTd. Mopamo npBo nohm of jenHaumsae nojka 1 AVX ampokcrMarimone
weme. Y uusby npahema 0BOr pelenTa Mopamo IpBo nohu ca anpoKCUMHUpPambeM pocTopa Gqg. OBzie ce

TPpAAUIIAOHAIHO MMO3MBAMO Ha NPUHIMUIT CKBUBAJICHTHOCTHU KOjI/I 3axTeBa Ja

Bug = — =5 Sap + 0(< 1/¢%) (2.3.5)

Ca oBHMM, Kao TOJAa3HOM Ta4KOM, MOXXEMO HACTaBUTH ca ycKiauBameM IUlaHa W JOOUTH
jennaumHe Kperama. Kao M 3a MHOre ampoKkCHMaTHBHE IIEMe, MAaTEeMAaTHYKOM MaHHITYJIAIHjOM JIAKO
ryommo yBua y pusmuku cMucao. MelyyTum, Hampenak je Op3 y moJjby Kao IITO je OBO, M OHO IITO je 01O
OpUTMHATIHH MCTpakuBauku Harop Yannapacekapa 1965. rogune nocraje "momahu 3amatak" 3a MucHepa,
Topnua u Bunepa 1972. rogune.

[IpBo, mocMaTpamMo eHeprujy Kao marepujy, ¥ Mopamo Hahu meHe jeHaunHe Kpetama. OBo je
TIOCTIEIIIA CTICTIHjaTHE PEIaTUBHOCTH. VICKpHUBIBEHOCT IpocTOopa ce Takole Mema Wil 0ap KOMILIHKYje,
1 300T TOTa je MOroJHO AeUHHUCATH TYCTHHY p , KOja MOJIaXe jeITHAYNHN KOHTUHYHUTETa

L4V (pu)=0 (2.3.6)
rae jep* =p* [1+ (u? + 3¥) /).

30or motpebe ImojeAHOCTaBIbeba, UaHapacekap cMmarpa Ja je NPUKIaJHO Ja ce JACPUHMINEC HEIITO
M3MEEH 00JIMK TYCTHHE KOja EKCIUTMIMTHO CAJAPXKH YHYTpallllhy CHEPrHjy raca i uMa 0J1aro u3MermbeHy
jenHauYNHy KOHTHHYHTETA.

do 1 oY dp _
E+V'(O’U+C—2(pog—a—t0))—0 (237)
e je o=p,[1+ W +29+1+P/p,)/c?]

UYnan [1/c? npencrasiba yHYTpaIllly €HEPrHjy raca, a P IOKaJIHu IIPUTHCAK Y racy.

Omnira Teopuja PeJaTUBHOCTH j€ HEJMHEApHa TEOpHja M Tako Tpeda OYEKHUBATH YCIIOBE KOje
oIpaxaBajy oBy HenmuHeapHocT. Ouu he Outn pasnmumumtux tunosa. [IpBo TpebGa ouekuBatu edexre
BytHOBCKMX TOTeHnWjana ¥, Koju yTHYe Ha METPUKY JTUPEKTHO ImTo 3ay3BpaT moaudpukyje V. Opu
YCIIOBH Cy 3aucra npucyTHH anu Muchep, TopH u Buiep mokasyjy na mory OWUTH TpeiCTaBIbEHH
JUPEKTHH WHTErpajiuMa MpeKo MacoBHE AucTpuOynuje. pyro, kako cy MaTepHja U IPOCTOp BE3aHU
3ajellHO, KpeTambe Mmarepuje he "mpuBiaaduuTi” mpocTop, mTo he yBecTH yClIoBe KO MOTCHIIM]jajia, KOju
3aBHCe 0/1 Op3uHE, a KOjU ce KOPHUCTE 3a MPE3EHTOBAE OBHUX YCIIOBA.
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Pa3am aytopu kopucTe paznuuMTe BpCTe MOTEHIMjaja na Ou 00jacHWIN HEMHEapHOCT OBHX YCJIOBA.
Wmajyhu oBo Ha ymy, YaHapacekapoBe jefHAUMHE KpeTama MocTajy

d(ou)
ot

— poVW + V[(1 + 2W/c?)P] + ’C’—g{% [41»1J e %V(lYl)] +4u- (VY) =5 (u-V) [Y -

§V(|Y|)]} + = [VOVY + V?WVO] = 0 (2.3.8)

Pa3Hu TOTEHIMjaId KOje CMO OBJE YBENH, MOTY OWUTH Ac(HHHUCAHM YWICHHIIOM Jia 3aJ0BOJHABAjY
[TyaconoBe jenHauunne y Gopmu:

V2Y = —47Gp,
Vip = —4nGpyp (2.3.9)
VY = —4nGpyu

. 1 3 . . o
e je p =u+¥+ El'l + E(P/po)' Y je BEKTOPCKM MOTEHIMjal YHjH je HM3BOp HCTU Kao KOI
IbyTHOBOT TOTEHIMjaJla MEPEHOT Y O0JIaCTH JIOKAIHOT moJba Op3une. CiuuyHo Tome, O je ckalapHH
MOTEHIINjall YHjU je U3BOpP IMMOHOBO MCTH Kao KoJ HbyTHOBCKOT MOTEHIMjalia, alli AOMYHeH (pyHKIHjoM
¢ K0ja je TmoBe3aHa ca yKYITHOM YHYTPaIllOM €HEPTHjOM.

[TocraBiba ce mHTame, Ja JIMW MH MOXEMO Ja CXBATHMao CMHCA0 PA3IMYUTHX WIAHOBA Y
jemnaunam (2.3.8). [IpBa aBa Tepma cy y ocHoBu IbyTHOBa, M 3amcra 3aHeMapyjyhu mompuHOC Mace y
EHEepTUjU ¢ = PO, BUIAMMO Jia Cy OHHM WACHTHYHH MpBOM wiaHy y byTH-Ojnep-JlarpankeBoj jeqHauYMHN
XUAPOIMHAMUYKOT 1poToKa. [IpBu neo tpeher winana je camo rpaaujeHT nputucka. [Ipeocrany qonpuHoc
¢dbopme pesyiTaTta rpaJMjeHTa MPUTUCKA, 3aKPUBJLEHOCT MPOCTOPA, YBEJEH Yy MPUCYCTBY MaTepuje, je U
MOXJa HAOYEKMBAaHHWja PEIATHBUCTHYKAa Kopekuuja. Ilpeoctann TeH30pH Cy HEIMHEApHU UWIAHOBH
MHTEpaKIHje, Koje CMO MOMeHyH paHuje. Jyr u3pas y 3arpaam caapxu edexre "mopiadema’ mpocropa
O]l CTpaHe MaTepyje 1 NHIYKOBAaHE YWIaHOBE 3aBUCHE 0] Op3uHe. [locienmy TepM peAcTaBiba AUPEKTaH
edekaT OTeHIMjalla MaTepHja-eHepryja Ha MPOCTop U 0Baj edekar, 3ay3Bpar, Ipornarupa ce Ha CaMuM
MOTEHIIWjaTuMa.

AKko y3MeMo 10o0HMjeHe jelHaYMHE KpeTama 3a CHCTeM, NpoIeaypa 3a J00Hjame OIIITer
penaTHBUCTHYKOT 00JmKa JlarpamkeBOor HIEHTHUTETA je MCTa Kao Yy IMPETXOJHUM TMoriaBjbuMa. Paam
jeMHOCTaBHOCTH, MU hemMo M3BeCTH CKajlapHy Bep3ujy JlarpamkeBor maeHTUTeTa Tako INTO hemo y3eTw
CKaslapHu npou3Boj jeanaunne (2.3.8) u BekTopa nonokaja 7 . TpebaMo 04eKHBAaTH UCTY NPOLEAYPY Ko
M KOJ KJacH4YHOT u3Boljerba, ajii ca pa3jinkaMa Koje yBOIM cama pasiuka usmely po, p *, u o. [lopen
TOra, y3uMamo 3alpeMHHYy KoOja je JOBOJbHO BEJMKa TaKo Ja 3alpPEeMHUHCKH HHTErpall JWBEpreHLyje
HecTaje. Y TOM CMHUCIy, Tpeba HAlOMEHYTH, Ja aKo y3eTa 3alpeMHHa o0yxBaTa YHWTaB CHUCTEM, IO
TEOPEMH JUBEPIeHIIH|e CIICIN:

f, VA4V =2, V-(1A)dv =0 (2.3.10)

TaKO, I/IHTeraJBeI-BeMjCZ[Ha‘II/IHC Kpe€Tama I1o ):[aTOj 3allpEMUHU, UMaMO
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d N N 7 _d =
=7, {0u+’:—2[4u‘{’—5Y—V(|Y|)]}dV =0=<f, Kav (2.3.11)

Jennaumna (2.3.11) mpetcraBiba 3aKOH O OJpKamy JIMHEapHOT umiysica. OBO je KOPHCTaH pe3yiraT 3a
MojeIHOCTaBbebe jemHaunHe (2.3.8) u caga ce MOXEMO TPHUINPEMHTH 3a 3anuc JlarpamkeBor
uaeHtutTera. Takole, Ha30BUMO wHTerpan y jemHaumnu (2.3.11) kao JokaiHa JMHEapHa TI'yCTHHA
ummysica K. 3atum, HanpaBuMo CKaapHu npou3Bo jennauunne (2.3.8) ca 7

P25 po V[W 4 P(1+2%/c?)] + 457 [ (VO)] =57+ @ V)Y — V(Y] — 25 (9F - V¥ + F-

V) (2.3.12)

Hakon Bumectpyke napiyjaine HHTeTpaliiije, 1 Kopuctehn TeopeMy AuBepreHiyje, nooduja ce
d 5 7 1 7 1
=, F-K)dv =2T + Q+3 [, (1+2%/c?PaV + [4W +(@) =1y - Zz], (2.3.13)

gde je

1 R
T =—f ou?dv
2y,

1
2 %4

W= [, pou*¥dv  (2.3.14)

(@) = f po¥odV
|4

Y=f poti - YdV
14

2= [[ o000 SR R/
vv:

OBO MOXEMO HAITKCATH MHOTO ITO3HATHj€ aKO MPEIHIIEeMO JIeBy cTpaHy jenHaunHe (2.3.13) tako na
1d? [+ o 1d 5 oy T o
(S oP?av) + 5[, po [4q1(r-u) —lpy -7 V(|Y|)] AV =2T+Q+3[, (1+
2¥/c?)PdV + = [4W +(@) =2y - iz] (2.3.15)

. . 1d%
IIpBu unman ca neBe crpaHe jemnaumae (2.3.15) je 22

MPOCTOpa Koja MPOM3MIIa3d U3 MOTEHIMjana 1 "MoB/adema’ Kao Mepa yHyTpallkber KpeTtama. [IpBa 1Ba

Jlpyrn 4iaH MoTHYE O KOpPEKIHje

TepMa Ha JIECHOj CTPaHU Cy OHO LITO OU Ce MOTJIO OYEKHBATH Y KJIACHYHO] MEXaHUIH, JOK HAPEAHU WIaH
MO>KEe OUTH y BE3H ca YKYITHOM YHYTPAIIF-OM €HEPTHjOM.
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OBaj wiaH OWPEKTHO yKa3yje Ha MpOMeHe Yy MPOCTOpY Koje Joiia3e O MPHUCYCTBa MaTepHje.
OcTanu wiaHOBH moTHYy o7 eHepruje a npsa a8a (W u (@)), npencraBibajy pelaTHBUCTHYKE KOPEKIIHje
Koje MpoM3uiIa3e U3 MPOMEHe MOTEHIMjala U3a3BaHe MPOMEHOM IPOCTOpa, KOJU MaK MOTHUYE Of CaMor
MTOTEHIIH]jaa.

[Mucamwe JlarpamxeBor naeHTUTETa Kao y jenHaunHH (2.3.15) Harnamasa MOpekyao pazIHuUTHX
YIIaHOBA Ja JIM Cy KIACHYHH WU PeNaTHBUCTHYKHU. Mako OW YiIaHOBH y OBaKBOM IMOPETKY, Tpebalo jaa
Oyay n0BOJbHM Na omwminy BehuHy mmojaBa y 3Be3/1aHO] acTpO(H3HUIM, MOXKEMO CE YIHMTATH Ja Ju Ou
WIAHOBM BUINET pe/ia, WIH APYTUX TeopHja TpaBUTaNHMje, Aaji HEKaKkBe 3Ha4dajHE KOPEKIHje Y TeOpeMH
BUpHjaa.

2.4 Komminkanyje: MarHeTHO noJbe, YHyTpallkha €eHepruja, u poranyja

[Tyna Moh 1 KOpHCHOCT TeopeMe BHpHjajia 3alpaBo HE MOCTaHy BHJBHBE JOK CE€ HE CXBATH Ja
HEe MopaMo OMTH ToceOHO crieupUYHH O Ta4uHOj MPUPOIM MOTCHIUjala U KWHETHYKHUX €HEepruja Koje ce
M0jaBJbyjy y paHUjuM wu3Bohemmma. Tako NPUCYCTBO KOMIUIMKAIMja OJ CTpaHE CHJIa MOTy OWTH
YKJbYUCHE YKOJIHMKO CE€ OHE M3BOJe M3 moTeHnujana. CIMYHO NOK Tof YKYNHY KHHETHYKY CHEPTHjy
MOKEMO H3pa3UTH IPEeKO 4YIIaHOBAa CHEpPrHje KOjU MpOHM3MiIa3e OJl MHUKPOCKOICKUX KpeTama H
YHYTpaIllbUX TEPMATHUX KpeTama, Hehe OWTu mpoOlieM W TeopeMy BHpHjalia M3Pa3UTH IMPEKO OBUX
4JIaHOBA, KOjH MPETCTaBJbajy TO3HATE MapaMeTpe cucrema. [IpuiukoM n3Bohema Moke ce HaCTaBUTH Ha
caMo OBaj HAYMH WIU Jla C€ BpaTH Ha MPBOOMTHE jeTHAYMHE KpeTama 3a cucteM. Mu hemo nuckyToBaTu
o0a mpucTyTa.

VY mpBom mnornasiby cmo u3Boamwm Ojnep-JlarpanxeBy jenHaunHy xuapoaumHamuke. Obe
jenHauMHe KpeTama Cy IMOTIYHO YHHBEp3aJHE M aJeKBaTHE Cy 3a ONMCHBame edekaTa KOju Hacrajy
MPWIMKOM pOTalldje W TPHCYCTBa MAarHETHUX I10Jba, aKO MPHUTOM BOJMMO padyHa O KOOPIUHATHOM
CHCTEMY M TEH30py HpHuTHCKa p. MMajyhu oBOo Ha ymy, Moxkemo mpenwmcard jennaduny (1.2.4) y3
HATlOMEHy Jla je jieBa CTpaHa TOTAJHW H3BOJ 10 BPEMEHY M Ja TEH30p MPHUTHUCKA MOXKE EKCIUTUIMTHO
OWTH pa3aBojeH /1a OM YKJbYYHO MPUCYCTBO EIEKTPOMAarHeTHHUX 1oJka. Tako

—=—VCI>——V-(p +a)——f5(v—u)dv (2.4.1)
at p 9 p
TJIe CE TEH30p Py OJHOCH CaMO Ha IaCHH NPUTHUCAK, a TEH30P 0 NPETCTaB/baa MakCBENIOB TEH30P HANOHa

3a eJIEKTPOMArHeTHO M0Jbe KOjH je 00InKa:
1 1
O-ij = ELD] _E(SijZkEka +HlB] —Eé}jzkaBk (242)
VY CcKopo CBUM cCiIydajeBUMa y acTpO(H3HLM, NPHUKIAAHO j€ WTHOPUCATH YTHLAj] EJIEKTPUYHUX U
MarHeTHHX edekara, Koju KoMIUIMKYjy Besy usmehy E, D, B u H. ¥V oxncycTBy oBuX cuna, quBepreHumja

jennaunne (2.4.2) naje(BumeTH H0AaTaK):

V-a=ﬁ{ﬁpe—Bx(Vxﬁ)+cz[ﬁx(Vxﬁ)]} (2.4.3)
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mTo TpercTaBiba JlopeHnoBy cmry y maroj cpenuHu. IlorogHo je kama KOPUCTHMO KOH(HUTYpaIujy y
K0joj je poranuja yHH(OpMHA MocMaTpaTH NpobieM y KopotupajyheM xoopamHaTHOM cuctemy. OBO
omoryhaBa nma ce Buam edekar Kperama MHKPOCKOICKMX Maca, M Ha Taj HAYMH IPOIECHH HHUXOBA
MHTEpaKIHja ca IPyruM MaKPOCKOIICKUM CBOjCTBHMA cucTeMa. Ilopes Tora,TakBo CHCTEMAaTCKO KpEeTamhe
je mpeacTaBibeHO momMohy Op3uHe U. CTora Kao MmTo CMO OABOjWIH e)eKTe eIEKTPOMArHeTHOT 1M0Jba OJ1
TEH30pa MPUTHCKA, XajJIe /1a eKCIUTUIIUTHO IpeACTaBUMO e(peKTe poTarmje.

[lpunukoMm TpaHcopMaldje W3 HHEPUUjATHOT KOOPAWHATHOT CHUCTEMa Y HEWHEpLHjaTHH
pPOTallMOHM KOOPIMHATHU CHUCTEM, MOpPAaMO BEKTOpHMa YBECTH OJroBapajyhe mnpuBpeMeHe IpOMEHE.
longren aaje noceOHe payyHe Ja OM ce 0BO MOCTHUIIIO MOMOhy omeparopa.

(%)inerm ¢.)= (%)mn_merm () +wx(.) (2.4.4)

rJie je w, yraoHa Op3uHa Tayke. AKO J0IMyCTUMO
U=w+ (WXT7) (2.4.5)

OHJIa jeTHaYMHA KpeTama 332 YHU(OPMHE pOTalrje IocTaje
L2 X W) +W X (W X 7) = Vo —2V-(p+ )] =3 [ S@)d (2.4.6)
Mosxe ce mokasaTty J1a Ko yHHU(OPMHUX pOTaIdja WiaH
WX (WX ) = V[W X F) - (W X 7)] (2.4.7)

. 1
TakO 1Ja C€ MOXC KOMOWHOBATH ca TpaBUTAllMOHUM IIOTCHUHJAJIOM H _Z(W XF) CE& MOXKC CMAaTpaTtu

"poraronuM noreniEjaaoM”. Mspas 2(w X W) je nos3Har kao "kopuonucosa cuiia". ITomro cy u TeH3op
npuTHCKa W MakcBeJoB TeH30p HopMmanHO "dukcHu' Ha Temy, Tpeba ouekuBaTH Aa he HHUXOBa
(dopmynaija y porupajyhieM cucreMmy OUTH jeAHOCTaBHHja. TEIIKO je HACTABUTH Jlajbe Ca jeHAaYMHaAMA
KpeTama 0e3 HeKHX T0jeHOCTaBbiBama. HajkopucHuje u Takole pa3yMHO je a ce MPEeTIIOCTaBh Ja CY
CBH CyJapHH IpOIeCH M30TponaHu y npocropy. OBo naje aBa pesynrara. [IpBo, wiaH Koju mpercTaBba
CyJap Ha JIECHOj CTpaHU jeTHAUYMHE KpeTama O/Ja3u y HyJy Kaja ce WHTETPHUIIe 10 CBUM HPOCTOPHUM
OpsuHama. JIpyro, TeH30p TaCHOT NPUTHCKA P4 TIOCTAje [MjarOHaJaH, ca CBUM JEIHAKMM €IEMEHTUMA U

MOXe ce Taja nmcaru V- P, = P, rne je P ckamapHu racHu mpuTHCak. To NpPakTHYHO TrapaHTyje
MOCTOjamke CKaJlapHE jeIHaYMHE CTama, Koja he OWTH KOpHCHAa KacHHWje, Kalua >KeIMMo ToBe3atu P ca
VHyTpalmoM eHeprujoM. Kako ce ckopo cBu acTpoM3WYKH MPOOJIeMU OJHOCE Ha TUIa3My, MOXKEMO
cMarpatd Jate KOH(QUTypaluje Kao BHCOKO IPOBOJHE Ia C€ CTOra MOXKE 3aHEMapHTH JOMPUHOC
MakcBenoBor TeH30pa enekTpudHor nosba. Kopucrehn oBe mpernocraske, u jeqnaunse (2.4.3) u (2.4.7),
jeIHaunHa KpeTamba IocTaje

S8+ 200 X W) = =V[® + (B x )?| = VP/p — - [H x (V x H)] (248)
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Kao mTo cMo u paHmje paauiu, NTOMHOKHhEMO OBY jelHaYMHY KpeTama ca Pr, 3aTHM HHTETPAIUTH II0
LeJI0] 3alpeMUHH, TeHepullyhn Tako OmIITH HM3pa3 3a TeH30p y JlarpamxkeBoM HACHTHUTETY, KOjU
YKJbydyje pOTallijy U MarHeTHa 1mojba

1 d?

c () +2w-{=2T +nH +w - (Iw) - w21 — f, #FVPAV —— [, r[H x (V x H)]av

(2.4.9)

rae cy |, T u £ MoMeHT uHepLyje, U TEH30pH KMHETHYKE U MOTEeHIMjajlHe eHepruje. | je TeH30p CInYaH
TEH30py YraoHOT MOMEHTa. Y IIJbY I0jeIHOCTAaBIbCHA MOCIEAHA IBa WiaHa, Tpeba HAIIOMEHYTH /1a Cy
OHM W3BEJCHM M3 JUBEPTreHIMje JABa TEH30pa. Tako MOXEMO HMCKOPDUCTHTH IIpaBUiIa TeopeMme
JIUBEPTEHIMje 1a OUCMO HX T10jeTHOCTABHIIH:

[, V- (p+0)dV=[, V- [F(p+o)ldV - [, (VD) (p +0)dV (2.4.10)

Teopema auBepreHmyje Kaxe Aa ce MPBH HHTErPasl MOXKE HAIMCATH Kao MOBPUIMHCKH HHTErpall
W aKO y3MEMO 3allpeMUHY JOBOJHHO BEJIHKY, YBEK MOXKEMO ITUCATH JIa je OH jeqHaK Hynu. MehyTum, kako
MarHeTHa II0Jba JEJyjy HM3BaH TpaHUIA KOje Ce CcMaTpajy TpaHUIlaMa IOBpIIMHE, 3aJp)KaBaMo Ha
TPEHYTaK U OBE WiaHOBe. Tako

[, V-[Fp+o)dv=[ 7 (p+o)-dS=S (2.4.11)
TTOBPIIMHCKY YIaH MOKe OUTH 3aMHcaH Kao
Sy === Js x(H; S Hi)dSi —— [ xH?dS; — [ PoxydS; (2.4.12)
Umajyhu y Buny na je Vi = 7, tie je 7, opT BekTopa I, Apyru unterpan y jennauunu (2.4.10) nocraje

J, 1 +0)dV = [, 1(P+H2/8m)dV +- |, (HH)dV (2.4.13)

_ 1
Axo nepunumemoM = pom fv (HH)dV (2.4.14)

noia3uMo 1o puHanHe dopme TeH3opa Koxa JlarpaHkeBor WACHTHTETa KOjU YKIJbydyje W POTalUjy U
MarHeTHa mosba

18 W T=2[T-M]+nH +w-Aw) —w?1+1 (fV (P +H2/8n)dv) +S (2.4.15)
rz[eje Tijk = fV p(?k:r:@ - Gkﬁf"k)dV

[Mpom cMO Kpo3 TEH30pCKa H3BOhEma Kako OM TOKa3add KOMIUIETHY OIIITOCT OBOT
¢dopmanuzma. TeH30pcKe KOMIIOHEHTE Y jeHaunHaMa Cy O] CYLITHHCKE Ba)KHOCTH 3a MpOydyaBame He-
panujaHuX OCIWIIAIja U IpYTe CIIMYHE MojaBe Koje ce He MOTY MPEJICTABUTH jeTHOCTABHUM CKaJlapHUM
npuctynoM. MelytuMm, nakme je yBuaeTd (U3MUKA 3Ha4Ya] OBOI NPUCTyNa IiieAajyhu ckamnapHd
AyIuMKar jeanaunse (2.4.15).

U3 nepunmnnmje 3a |, y jenqnaunnu (2.6.3), jacHo je na ce ckpaheHu 00JIMK H3pa3a MOXKE HAIMCATH Kao
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2f, pr-(Wxw)dV = =2w- [ p(Wx)dV =2w- [, ldV (2.4.16)

e je | 3anmpeMHUHCKa TYCTHHA YTaOHOT MOMEHTA MMITyJica Ha MaTepHjH Koja HacTaje 306or Kopronucorux
cuna. Oner MoXxeMo M3a0paTé CBEPHU KOOPAWHATHU CUCTEM Tako na ldV maje Hyny, ma oBaj wiaH Mopa
HecTaTu U3 jeHadnHe. Kako je W=WXI, MOXEMO MpPOLIMPHUTH JIEBY cTpaHy jeaHauune (2.4.16) mytem
HACHTHUTETA KOjU c€ OHOCE Ha BEKTOP TPOCTPYKOT MPOU3BOJA, W JOOUTH

[, p7-[Wx Wx DAV = [, pi- (@ x D)dV = [, p[f x W]-BdV = [, pv2dV = 2R (2.4.17)

rae je R ykymHa poTalMoHa eHepruja. 3aMeHOM M cKpahuBambeM OBUX TeH30pa y jenHauuny (2.4.15)
n001jaMO MHOTO jeTHOCTaBHU]U pE3yTar.

2
%%:2(T+R)+M—Q+nU+3fV PAV +Y,; Sy (2.4.18)

Jlo cama cMO Majo peKiIM O 3alpeMUHCKOM HHTErpailly NpuTHCKa. Kako ce 4ak M y TEH30pCKOj
penpe3eHTalju 0Baj YiaH IM0jaBJbyje Kao cKauap, Huje OWilo TryOuTKa NPUIMKOM CaMor Ojjiarama 3a
pa3BHjale OBOI MHTErpaja cBe 10 cal. V3 3aKkoHa TepMOJMHAMHKE MOXKEMO HAIWCATH HHTErpal
tortotHe eHepruje U xao

U=J, pc,jdv (2.4.19)

gne je ¢, cneuuM¢uYHA TOIUIOTA MPH KOHCTAHTHO) 3allpeMUHHM M TeMmmeparypu. Takohe 3Hamo na je
KHHETHYKA €Hepryja IaTor MaTepHjajia JaTa ca

3 3 3
€= ENk] = Ep(cp — Cu)] - EP (2.4.20)

Kom0Ounyjyhu oBa aBa uzpaza, moxxemo aohu 10 hopMyIie 3a YKyIIHY YHYTpaIlikhy TOIUIOTHY €HEPTHjY

2 edVv Pdv
U=- = 2.4.21
3 fV (cp/cv—1) fV (cp/cv—1) ( )
AKO CTaBHMO J1a je ¥ = C,,/C,, , M aKO JOMyCTHMO Ja OHa Oy/e KOHCTAHTHA I10 LEJTOKYITHO] 3alPeMUHH,
¥ aKO 3aHEMapUMO IIOBPIIMHCKE 4iaHOBe y jexHaunmHu (2.4.18), Tajma MOXEMO HAIUCATH CKalapHy
(opmy JlarpamkeBor UIEHTUTETA KAO:

1d?1

sz =20 +R)+ M -Q+3( -1DU (2.4.22)

Ha nouetky oBe auckycuje cMo peknu fa ce JlarpamkeB HISHTUTET MOXeE M3BECTH WIJIM oMoy
jeHaYMHA KpeTama WIH aKo ce MaXXJHbHBO Pa3MOTPH CMHUCA0 MOTEHIMjalla U KHHETHYKUX eHepruja. Ha
npuMep, NPBH | TOCIE/BY YWIaH ca JIeCHe cTpaHe jenHaunHe (2.4.22) mpeTcraBibajy JTONPUHOC YKYITHO]
KMHETHYKO] €HEPTUju CUCTeMa IIyTeM MHKPOCKOIICKHX KpeTama, poTaldje W TEPMAaJHOT KpeTamba.
[Ipeocranu 4YmaHOBU TPEACTaBIbajy JONPHHOC YKYIHO] IOTEHIMjallHO] EeHepruju. Tako MOKeMOo
cxBatuTH 1a je 3(y-1)U nmoioBrHAa KMHETHYKE SHEPrHje Koja HACTaje TOIUIOTHUM KpeTameM, na Gopmyiry
(2.4.22) moxemo oxmax m30pucati. Mehyrum oBo ce Hehe necutu 3a jennaunny (2.4.15) Bapujanmona
¢dopMa oBe jeanauuHe ouhe uckopuiihena y cienehem Morjiaeby.
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[Iors1aB/be 3

3. BAPUALIUOHE ®OPME TEOPEME BUPHJAJIA

IleprypOammona aHanm3a je jemaH CTapu METOJl Y KOME C€ MCTpaXKyje MOHAIlame CHUCTeMa Y
MO3HATOM CTamy, MPETIOCTaBbajyin a MocToje Majie BapHjaldje HE3aBHCHO MPOMEHJBHBHX KOje
OIIHCY]y CHUCTEM.

Hctpaxuhiemo kako cnenuduuHe aHATUTUYKE TEXHUKE YTHUY Ha M3BOlEH-€ TeopeMe BUpHjaa.
Kao n y mperxomHum mornaBibuMa, modehemMo ca HEeMTO jeTHOCTaBHHjUM MpoOieMHuMa, 1a OHcMo ce
KacHHWje mpedannny Ha KoMIuiekcHuje. Ca OBaKBHM MPHUCTYINOM, Tpebaan OMcMO A0hK 0 eKCIUTMIUTHE
(hopMe jeTHOCTAaBHOT CKaJapHOT OOJIMKa TeopeMe, KOjH je IMOTOIaH 32 ONMCHBAKE CaMO-TPABUTHPA]yhux
cucTeMa.

VY npyrom MOTriIaBjby CMO YBEIH NPHCYCTBO MAarHETHHX I0Jba M POTAIMOHMX KpeTama, a cajia
hemo BuaeTn kako he Bapujanrone Gopme oBUX edekara MEHaTH jeJHAYNHE KpeTamka U YTUIATH Ha HEKe
OCHOBHE acTpo(usuuke BeIUIHUHE, Kao LITO je NepUuo MyJIcupama Ko 3Be3/a.

Kao jenny ox HajBehux nmpuMmeHa TeopeMe BUpHjajia, HaBemheMo HeKe HaunHe KaKo JIa OJIpeIuMO
CTaOWITHOCT camorpaBHUTHpPajyhux, Mylncupajyhnx 3Be3gaHHX CHCTEMa, KOjU Ce CBAaKako He Hajase y
CTamy CKBUIHOpHjyMa. BUTHO je HamoMeHyTH Jga hemMo ce TOKOM H3BHlEHa 3aJpKaTH Ha CBEPHO
CUMETPUYHUM CUCTEMHUMA KOJI KOjUX CYy IPUCYTHE CaMO pajdjaliHe MmyJicalyje.

3.1 Bapujauuje  nepTypo6anyje 1 bX0Be UMILJIMKALMje Ha TeopeMy
BUpHjaia

CpezcTBO KOje CITy’KH 3a ONMCHBAabe OBHX MPOMEHA KOJ HE3aBHCHO MPOMEHJbUBHX HAJIA3UMO Y
CaMHMM jeJHaYMHAMa KOje OMHUCYjy TOYETHO CTame CHUCTeMa. JelHauWHe Koje ce OOMYHO KOPHCTE 3a
OBaKBY BPCTY aHaJIM3¢ Cy jeJHAYMHE KpeTama. Ha mpumep, ako MocMaTpaMo jeJHAYdHy KpeTama 3a
o0jekar koju ce kpehe moj yTuiajeM TaukacTor MoTeHIHjaia

d*#

dt?

= -V (3.1.1)

Ca mpeTrnocTaBKOM J1a je pelIeHhe y MOYETHOM TPEHYTKY lo(t) mo3HaTo, u 3a10BoJbaBa jeJHAYNHY
(3.1.1) ca cenupuuHEM nOTEHIMjATOM @o. Kako jennaumna (3.1.1) omucyje cBakM CUCTEM ca MMO3HATHM
MOTEHIIH]aJI0M, MOYXKEMO JIeUHUCATH

® =P, + 6D (3.1.2)
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Jennauuna (3.1.1) 3axteBa

LD — _v(@ + 50) (3.1.3)

Mehytum, kako ¢y u V u d/dt nuneapuu onepatopu, jennaunna (3.1.3) mocraje

d?v, , d?67

=tz = Vo -Vsop (3.1.4)
Anu kako Beh mo3HajeMo
dz7
FZO = Vo, (3.1.5)

Tako ybartyjyhu jennaunny (3.1.5) y jennauunny (3.1.4) nobujamo

d?87
dt?

= —V5d (3.1.6)

KOjy Ha3MBaMoO NepTypOOBaHa jelHAYMHA KpeTama, rie je 6P Mana meprypOaija Koja ycloBJbaBa U
neprypbauujy 7. Kpatak mpucTyn Koju JOBOIH 0 UCTOT pe3yirara je aa ce "mpey3Mmy Bapujanuje" u3
jemHauwmne (3.1.1) rme 6 omeparep HHje TOJ YTHYAjeM BPEMEHCKOT M IIPOCTOPHOT M3Boaa. OBa TEXHHKA
"paau" jep Cy BPEMEHCKH M MPOCTOPHU OINEPATOPHU Yy jeHaUMHAMa KpeTama JIMHeapHHU, cTora he cBaka
TUHeapHa TMepTypOamyja JaTor peliermha MPOU3BOAWTH 30Mp NPBOOMTHUX jelMHAYMHA KpETama Off
neprypOoBaHe jeqHaYMHE KpeTama. Huje HeomxomHO Aa jeaHa meprypOaruja jeaHaduHe TOBOAM IO
ryosbema nHpOpMalMje O cucteMy. JacHO je na cy OWIo Koje jeHauMHEe KOje ONHCY]y CTPYKTYpY
cHcTeMa IpeIMeT OBOT THIA aHanu3e. [IpemMa Tome, ako ce y3Me BapHjalHja jeJHauYMHE KpeTama Koja
Jlaje KOpHUCHE pe3yJiTare, He 3Hauu Ja he W BapHjallMOHM OOJIMK MOMEHATa OBMX jeIHAUYMHA CaJpKaTH
nHTepecanTHe uHpopmanuje. OBo je HaBeno [lanma Jlemy ma pa3Buje BapujalldOHU OOJIUK CKaJlapHE
TeopeMe BUpHjaia, moMohy KOjer CMO y CTamy Ja MPeABUANMO ITyJICAllOHE TIEPHOJIE 3Be3/1a.

Bapwujanmonu npuctyn maje mudepeHIdjaiHe jeJHaYMHE KOje OIMHCY]y MapaMeTapcKe OIHOCE
nepTypOOBaHOT CHUCTEMa, M MOYETHOI CTama CHUCTeMa. AKO Ce JIeCH Ja TO CTame Oyle paBHOTEKHO,
BapUjalliOHa aHalW3a jeJHAaYMHEe KpeTama he JaTH ONHMC KpeTama CHCTEMa Yy PaBHOTEXKHO]
koH(urypanuju. Bapujannona ananisa npocTOpHUX MOMEHaTa OM OHJIa MOIJIA J1a OIHUINE MAaKPOCKOICKa
cBojcTBa TOr Kperama. OBO 3amcra jecte TayHo, kao mTo Jleay mokasyje yTBphuBameM Moxka
HajOYHUIIICHN]Y MaKPOCKOIICKY OCOOMHY TaKBOT KpeTama, MyJICAallMOHOT Ieprosia cucteMa. Yanapacekap
HaJIa3u TEH30pCKy (HopMy TeopeMe BHpHjaia KOPUCHY 3a oapehuBame He-paaujaaHe HauMHEe OCLUIIALN]je
3Be3za. [Topen Tora, on u depmu UCTpaxyjy eheKTe MArHETHOT 110Jba HA ITyJICHPAE 3BE3IC.
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3.2 PagujasiHo nyJicupame KOoJ, caMorpaBuTupajyhux cucrema. 3sesje

VY oBoM ofesbKy heMo KOpPHUCTHTH TeopeMy BHpHjaja, Aa OMcMo I0oOWIN H3pa3 3a QPEeKBEHLH]Y
paauMjamHUX MmyJicanyja y racHoj chepu. OBaj mpuctyn he ce 3aCHUBATH Ha YHOIICHY Mayie Bapujaiuje y
TeopeMy BHpHjaa, U KOpHIINEmeM HEKOIMKO 3aKOHa KOH3epBalWje, MOOWTH HM3pa3e 3a Bapujalujy
MOMCHTa UHEPIIUje, KHHETHYKE CHEePryje U MOTCHIIMjaTHe eHeprije y PYHKIMjU BpeMeHa.

W3 panmjux m3Bolhema, moaceTumo ce JlarpamkeBor uaeHTUTETa

1 _ oy (3.2.1)

2 dt?

VY 0BakBOM OOJIMKY, HEMaMO yCpemaBame 10 BPEeMEHy, Ma ce jeJHaYMHa MOpa YIOTPeOUTH Y
JMHAMHAYKOM CHCTEMY y OHMJIO KOM TPEHYTKY BpemeHa. Pasmorpumo cama 3Be3my paaujyca R. Heka r
OyJe pacTojame O]l LIEHTpa CUMETpHje A0 OWIO Koje Tauke y KOH(UTrypaluju. 3aKOH O OJpiKamby Mace
3axTeBa

m(#y + 67) = m(#y) (3.2.2)

Mu xenumo na Haljemo Bapujanuje 81, 6T u §Q ox Benmumna |, T u £, ox nmoyetHux BenuuuHa lo, To 1
). Bapnanmona ¢popma TeopemMe BUpHjaia OHJA NOCTaje

1.d?81

T 20T + 6Q (3.2.3)
[To neduuuMj UMaMO
M, 5
I = [ 72dm(7) (3.2.4)
Tako mobujamo
M > o - M->2 -
8l = [ 2767dm(F) + [, 7*8[dm(P)] (3.2.5)

ITo 3akoHy oapxama mace umamo dm(r) = 0 3a csako I, d(6m(r)) = 6§(dm(r)) = 0 3a cBako I, Apyru
WHTErpan Takohe HecTaje, ma Jo0ujaMo

81 = [ 2767 dm(7) (3.2.6)
Cana u3 jennaunne (3.54) umamo
al oy
ame) | (3.2.7)

Kako oBo Mopa yBek J1a Baku, MOpa Jia BaXH M 'y TPEHYTKY paBHOTexke 3a ly. Tako umamo
> 2 -
dly =15 dm(7) (3.2.8)

Tako, 10 npBOT pesia TAYHOCTH, MOXKEMO jeHaunHy (3.2.6) nmpenucatn
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s1=2]" —dlo (3.2.9)

Ha nctn HaunH MOXeMO TPOLIEHUTH BapHjaldjy IpaBUTALUOHE MOTEHIHjaHEe €HEpruje y OJHOCY Ha
Majie BapHjanuje y I ¥ micaTi

L 0y 67

60 =2 fo %dﬂo (3.2.10)
Cee mTO cama ocraje jecte Ja ce YTBpAM BapHjalMja YKyIMHE KUHETHUYKE eHepruje 1. Y TpBoj
anpoKCHMalMju jgonpuHoc y jemHaunHu (3.2.3) mma camMoO TepMalHa KHHETHYKAa €Hepruja (BUACTH

JI0/1aTaK)

26T = 3]’” Poty = 1) 2 dm(7) (3.2.11)

. 5 .
Ja 6m omakmanu moOujame m3pasza 3a %, onpennheMo BpEMEHCKY 3aBHUCHOCT IyJicanuje ox ly. Pamn
0

T10jeTHOCTABIbEHA, MTPETIIOCTABAMO /A j& KPeTame MPOCTo NepruoandHo. Tako neduHUIIEMO BeIHInHY &

Kao
_or _ iot
&= == &oe (3.2.12)
rae 2m/o npencTaBiba MEPUOJ OCIMIOBaMa, 1Ma MOXKEMO mpenucaTd Bapujauujy | u Q, Ha cinenehu
Ha4ynH
81 = 2%t [ &ydl, (3.2.13)
Qo

69 = _eidtf deQO
0

3aKoH 0 OpKakby MAaCC 3aXTCBa

6_9 déo iot
7 — (38 + 105 )e (3.2.14)

VYobanuBameM 0BOra y jeJHa4MHY 3a Bapyjalijy KUHETHUKE eHepruje 1001jamo

26T = -3 [ P" (y - 1) (350 + r—o"f") it dim(rg) (3.2.15)
Jennaumna (3.2.15) Moxxe OMTH 1OjeAHOCTABIbEHA
26T = —3eet ! MPO—EO—dm(rO) +3eit [y (y — 1)d Qg (3.2.16)

Cama nMamo LEJIOKyNaH MaTepujan norpedaH 3a u3Boheme BapujannoHe Gopme Teopeme BHpHjaja 10
MIPBOT pea TauHoCTH. YobarmBameM jeqraunna (3.2.13) u (3.2.16) y jennaunny (3.2.3) mobumjamo

M Pofo’"o

o%elt [ &ydly =3e™t [ XL dm(7g) + 3% [ &0y — Dd 0y — e [ ed0y  (3217)
0
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2

Pemasamem 1o 0, KOju je moBe3aH ca MEPHUOIOM ITyJICHPamka, J00HjaMo

— 20 £, (3y-4)a0g+3 [PETO Y gy (i)
2 p dar,
o2 = T (3.2.18)
0

3a Mojen TAe je TMO3HATO PABHOTEXKHO CTame, WHTerpanu y jemunauunum (3.2.18) mory ce
MIPOLIEHUTH, U (PpEKBEHIHMja HA KOjOj Cy palrjaHe ITyJicallije CTadMIHe MOXe ce m3padyHaTH. MehyTum,
pamu mocMmarpama NoHallama MyJcupajyiux 3Be3fa, MOXKEMO NPETIIOCTABUTH Ja je 3Be3la JOBOJHHO
XOMOTEHA | Ja je Y KOHCTaHTa. Takole, MpeTmocTaBuMO J1a MyJICHpame n3a3uBa moehame crospamrmer
3payewa JuHeapHo. [lox oBuM mpermnocTaBkama, jenHaunna (3.2.18) ce cBoaM Ha Kpajie jeHOCTaBHY

popmy

g? = G (3.2.19)
0

Y mmpy mobujama ocehaja 3a GopMmyry Kojy cMO H3BenH, MOKyinaheMo Ja MpoOIeHNMO HeKe
anpoKcUMaliyje myciaiuone ¢ppekpeHmnuje. 3a chepy yHuhopMHe ryCTHHE HIMaMO

3 GM?

3a cepy, MOMEHT HHEPIIHje OKO Oce, jeHaK je 3/2 MOMEHTa MHEepIlHje Yy IIEHTPY U JaT je ca

I, = =MR% =1, (3.2.21)
TaKO UMaMO
2
lo="222 (3.2.22)

Teopuja 0 CTPYKTYypH 3Be3[a UMILIMIHpPA aa Y > 4/3. Ako y3memo y = 5/3, npuKIagHO 3a TOTITYHO
KOHBEKTHBHE 3B€3JI¢, IMaMO

2 _9GM
— 1 p3
4 Ry

(3.2.23)

wi o2 = 371G p. opacerumo ce a je nepuox T jennak 27 /o, na 100ujamo

T = ( \/g) p (3.2.24)

Buaumo 51a TeopHja aje MepHoa KOjH je MpOIOopIijaiaH KOPeHy IJIlaBHE T'YCTHHE. 3a 0Baj 3aKOH
ce MoKazaJo Jia 3aJI0BOJbaBa CTPYKType KiacHuHux ledenga. Tpebamo HamomeHnyTH Ja he oBa ocoOunHa
OuTtH cauyBaHa 4ak W y umHTerpainHoj ¢opmu jemnHaumne (3.2.18), camo he ce mpomMeHHUTH KOHCTaHTa
MPOMOPIIMOHATHOCTH. AKO TIPOIICHUMO OBY KOHCTaHTY U3 jeanaunHe (3.2.24) nodujamo

1
T=792-103p"z2s (3.2.25)
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AKO y3MeM0 TIOCMaTpaHy BpeIHOCT 3a rycTuHy Lledpenmanx npomeHsbnBux n3mely 10° u 10°kg / cm?®,
J0J1a3uMO 10 cliesehie mporeHe 3a epruo KOA OBHX 3Be3/a.

0.3d < T < 90d (3.2.26)

OTBOpEHO MPHU3HAjEMO J1a CE 0 OBE MPOLICHE CTUTJIO Ha HAjTPYOJbH HAUWMH, Me)yTHM, yTEUIHO
jé na ce pe3ynTaT Jemo clake ca mocMaTpadykuM pesyntatmma 3a mepuop Lledemma. Takohe tpeba
HAIIOMEHYTH fa 3a BehuHy 3Be3qa u3pa3 y jeanaunnn (3.2.23) 3a 6° NpeACTaBba AOmY rpanuiy. Kako
Maca ToCTaje IeHTpaIHO KOHIICHTPHCAaHa, BeTMYNHA rpaBUTallnone enepruje he ce moseharn, nox he ce
MOMEHT MHepIije cMamuTH. Yak U 3a pa3yMHe pacliojielnie TYCTHHE BpeaHocTH y jennaunan (3.2.23) ce
HE pa3jMKyjy BUILE O] jeqHOT peaa Beaunuuae. OBo 61 3HaUMIIO 1a OM BPEeJHOCT 3a eproj oOpadyHaT Ha
OBaj Ha4MH Tpedano ma Oyne Tawan yHytap (axrtopa 2 mim 3. Tako, 0e3 pemiaBarma jeqHadYWHA CHIIE,
MpolicHa 332 BEeOMa BaKaH IapameTap y OMUCY IyJICUpama racHe cepe Kao IITO je MEepPHOJ, 3a KOjH je
cdepa y paBHOTEXKH Ca PaJHjaTHOM ITyJICAIHjOM, MOXKE CE OJJPEIUTH.

3.3 YTunaj MarHeTHe M poTaliuOHe eHepruje Ha nyJjicupajyhe cucreme

Cana hemo pasmorputu kakaB he edexar yBol)ele MarHeTHe M POTAIMOHE EHEepruje y
MyJICUpajyhu cUCTeM MPOM3BECTH Ha (DPEKBEHIH]Y MyJICHpamka TOT cucTeMa. BaxxHo je HammoMeHyTH 11a he
peleme TakBOr MpobJeMa y Morjely jeJHaYlHa Cuiie OMTH TEIIKO 3aKcTa jep O 3aXTeBalio JeTaJbHO
MO3HABakE TEOMETPHje MAarHeTHOT MO0Jba Kpo3 3Be3ny. MehyTum, Kako Hall TPUCTYN H3pakaBa
(hpexBeHIMjy MyJCUpama KpO3 3allpeMHHCKH HHTerpan, Ouhe moTpeOHO caMo MMO3HABaTH YKYIHY
MarHeTHY U POTaIllHOHY €HEPTHjy.

Kako Ou nojegHocTaBiIIM MaTeMaTniko n3Boheme, yBemhemMo HeKe MPEeTHOCTaBKe 10 KOjUX CMO
JIOIIUTH Y TIPEIXOJHHUM IOTJIaBJbUMA.

1. Csa oncrynama oJ] paBHOTEKHOT CTamba cMaTpahieMo Maium.
2. PaaujaTuBHM pUTHCAK Ce 3aHEMapyje.
3. 7 je KOHCTaHTHa KPO3 [[E0 CUCTEM.

Beh cmo Bumenu na JlarpamkeB WAEGHTUTET MOXKEMO 3allMCAaTH TaKo Aa yKJbydyje M e(ekre
MarHeTHe ¥ pOTAaIMOHE eHepruje. JeaHa o Tayaka MPHIMKOM M3BOlema, Koja he 3axTeBaTu Maio BHIIE
MaXmke, jecTe YKIbyUHBamke MOBPIIMHCKUX TOYETHHUX YCIIOBa, 300T YMILCHHUIIE Jla 3BE37jaHa MarHeTHa
1oJha M3J1a3e W3BaH MOBPIIMHE came 3Be3ne. MehyTum, xajie a 3a moyerak 3aHEMapuMO OBE YCIIOBE jep
he oHM CKOpPO yBeK OWTH jakO MajH, M Kao TakBH Hehe yTHWIIaTH Ha OMINTOCT camor peuiema. Taja,
MO>KEMO HalucaTu ckajgapHy Gopmy JlarpaH:xkeBor HIeHTUTETa

L T 4+ M (33.1)

2 dt2 K
rae je T, YKyIlHa KMHETHYKa eHepruja ykJbyudyjyhu poranuony, a M je yKyllHa MarHeTHa €HEpruja.
Cana, xajzie Ja pacTaBUMO YKYITHY KHHETHUKY €HEprujy Ha cyMmy oj Tpu eHeprujeJi, J» u Js, e je J1
KMHETHYKa €HEepruja Koja HacTaje IyJCallMOHWM KpeTameM, J, je KHHETHUYKa €Hepruja raca Koja
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NPOM3WIIA3M W3 TEPMATHHX KpeTama, a (J3; KWHEeTHYKa eHepruja poramnuje. J[ompHHOC KHHETHYKO]
eHepruju (y CMUCITY YeCTHIHOT KpeTama) O eJeMeHaTa Mace je:

dJ, = >kTdn = ZRTdm == (c, — c,)Tdm (3.3.2)
rae je T TemmepaTypa raca a R racHa koHcTaHTa. YHyTpaimba eHepruja dU exemenra mace je
dU = c¢,Tdm (3.3.3)
Kombunyjyhu jennauune (3.3.2) u (3.3.3) u nedunummje 3ay (y = ¢, /¢, ) no6ujamo:
dJ, ==y — DU (3.3.4)
WnTterpanujom no6ujamo:
27, =3(y - DU (3.3.5)

Cazta MOXKEMO MHCATH TEOPEMY BHPHjajia 3a OBaKaB CHCTEM Kao

2
=20, 420,430~ DU+ Q+ M (3.3.6)
Bapuanmona gopma mocraje
2
22 (81) = 2875 +3(y — 1)U + 60 + 6M (3.3.7)

He nmocroju 4nan Koju caapku Bapujalmjy 1o y, jep CMO Ha IMOYETKY PEKIIH J]a OH MPEICTaBIba KOHCTAHTY
y cucrtemy. Y CEKIMjU 2 CMO TOKa3alH Ja MOXKEMO 3aHEMapHUTH Bapujalujy ITyJCallOHE KHHETHYKe
enepruje. Tana

287, =0 (3.3.8)

Kako cmo Beh oOpauyHanu BapujalnMjy KWHETHYKE GHEPrHje raca, MOKeMO Jakine Hahu Bapwjanujy
yHyTpamme erepruje OU y cmucity konnanHe. Kao pesynrar npernocraBke Jia je Y KOHCTaHTa, MOKEMO
y3eTu Bapujanujy jeanaqnse (3.3.5) u nodutn

267, = 3(y — 1)U (3.3.9)

Cama, ako Ha Jajbe MNPETHOCTaBUMO NEepHOAMYHY (opMy myincupama, W JUHEApHO noBehaBame
ammumatyne (§g = const), jennaunna (3.2.15) nmaje cnenehu m3pa3 3a Bapujanujy KHHETHYKE CHEPIHje
raca

269, = -3 f:’%(y — et dm(7) (3.3.10)

260, = =3(y — 1)€Oei"tf 3PydV
\%4

KomOunyjyhu jennaunne (3.3.10) u (3.3.9) nobujamo
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8U = —§,e't [ 3PydV (3.3.11)

AKO >KEeTTMMO J1a U3pa3uMo OOJIHK BapHjalidje KOjH yKJbYdyje U WIAHOBE IPYTHX €HEeprHja MPUCYTHUX Y
CHCTEMY, IIPETIIOCTABUMO J1a j& CUCTEM Y KBa3HCTAOMIHOM cTamky. Ca OBOM MPETIOCTAaBKOM, PEIICBAHTHE

. 2
BEJIMYHMHE CY YCPEIHEHE 110 J€JHOM MEPHOAY nyncnpalﬁa(d I / d t2> > 0. Taxohe npernocraBumMo aa cy

ocTajie BEIMYMHE Y PABHOTEKHU ca KOH(pUrypamnujoM. Teopema BupHjalia Tajia mocTaje
2J1(0) +27,(0) +2793(0) + Qg+ M =0 (3.3.12)

Caﬂa, Ha OCHOBY OCHOBHC KMHCTUYKC TeOpI/Ije racoBa uMaMo
3
TaKObe, KaKoO C€ CMCTECM HUTHU IIHMPU HUTU CaKyIlJba

J1(0) =(J1) =0 (3.3.14)

AKO HCKOPDHUCTHUMO OBE PE3Yy/ITaTe M 3aMECHHUMO CPEIEE BPEIHOCTH JAaTUX BEIWYMHA U3 jCIHAYMHC
(3.3.12) ca paBHOTEKHUM, HIMaMO

=3[, PodV = 27J5(0) + Q + M, (3.3.15)

UzjennauaBameM JsieBe cTpaHe jenHaumbe (3.3.15) ca mecHoM ctpaHoM jeanauyune (3.3.11) xoHauHO
nobujamo

SU = &,e't(275(0) + Qg + M) (3.3.16)

Beh cMo Hanmm m3pase 3a BapHjanyjy IpaBUTAlMOHE SHEPrHje U MOMEHTa WHEPIHje y MPeaXOJTHOM
onesbky. Kopuerehn mpermocraBke koje cMO cajila KOPHCTHIIM, Y3 KOHCTaHTHY mepTypOauujy &;, oBU
M3pasu MoCTajy

81 = 2&,e'9t], (3.3.17)
69 = Eoeiatﬂo

Tpebamo cama nohm 10 M3pas3a 3a BapHjallyjy MarHETHE U POTAIMOHE €HEepruje Kako OMCMO MPOICHUIH
jemHaunny (3.3.7)

Pasmotpumo nipBo poranmony eHeprujy. Cana, eleMeHT Mace KOju POTHpPa OKO Oce YTaOHOM OpP3MHOM @
npousselnhie eeMeHTapHU YTAOHH MOMEHT.

dL = d(X? + y2)dm(¥) = wr? sin? 8 dm(r) (3.3.18)

OBze je X-y paBaH HOpMajiHa Ha OCy poTtanuje a 0 je monapHu yrao MepeH oja oce poraiuje. TakaB
€JIEMEHT Mace TmpousBerine yraOHd MOMEHT KOjH MMa POTAI[HOHY KHHETHYKY CHEPTH]jy JaTy ca

Js =7 Jy wdl (3.3.19)
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Tako he ykynHa kuHETHYKA €HEepruja OuTn

2675 =6 [ wdl = [} SwdL + [, wd(6L) (3.3.20)
MebhyTum, 3aK0H 0 OUyBamky YIraOHOT MOMEHTA 3axTeBa 1a L Oyae KOHCTaHTaH TOKOM myJcanyje. Tako je
Bapujanuja L Hyma u mocieamu HHTErpa ca iecHe crpane jeanauune (3.3.20) Hecraje, ma qooujaMmo

L 6(1)0

2675 = [/ SwdL + [ 22 wydL (3.3.21)

TJIe je W, poTallMoHa Op3WHa PaBHOTEXKHOT cTama. Caja ako ce OCBPHEMO Ha 3aKOH OYyBama MOMEHTA
HMITYJICa, BUIMMO

wr?sin@ = const (3.3.22)
Kako pa3zmaTtpamo camo paaujanne nmyscanuje, 00 uae y Hylly, a BapHjalioHa jeJHaYMHa [T0CTaje
Swr?sin@ + 2wrdrsind =0 (3.3.23)

OBO je eKBHBAJICHTHO Ca 3aKOHOM OJpKama ,,MOMEHTA UMITYJICA Y JbyCIIN .
Axo jemHaunny (3.3.23)mocMaTpamMo y paBHOTEKHOM IMOJI0KAjy, 100MjaMO U3pa3 TAYHOCTH MPBOT pe/a.

Swo _ ﬁ = iot
wo T —2¢ye (3.3.24)
Cyncrurynuja oBora y jenHaunny (3.3.21) Bogu mo:
2635 = — [,/ (260e™ w, )dLo (3.3.25)

AKO, paiy jeTHOCTAaBHOCTH, HAa Jajbe IPETIOCTAaBUMO Ja jeé yraoHO Op3MHAa KOHCTaHTHA Y IIEJIOM
CUCTeMY, T0OHjaMO BPJIO jeTHOCTABHY jeTHAUYMHY 33 BapHjallljy POTAIIMOHE EHEPTH]e

2673 = —(2&,e"t wy) Ly (3.3.26)
rne je Ly yKyITHH MOMEHT UMITyJIca CHcTeMa.

Cana ocraje caMo0 Jia YTBPAMMO Bapujalldjy MarHetHe eHepruje. Jla Oucmo aedunHMcamu
BapHjalyjy YKyIIHE MarHeTHe €Hepruje, MOTPEOHO je YBECTH KOOPIWHATHH CHUCTEM KOjH je TIPUKIIaJaH
TFEOMETPUjH CaMOT MArHETHOT TI0Jhba, alld M TEOMETPHUjH IENOKyNHe KoHburypamuje. HMako je
koH(urypanyja chepHo CUMETPUYHA, TEOMETPHja MarHETHOT 10Jba HUje no3Harta. Mu hiemo pasmorputu
npBo mo JlekapToBuM KOOpAHMHATaMa, a KacHUje hieMo cMamHBaTH Hallle pe3yirate 3a GopMmy Koja ce
CITaXKe ca MPEIXOAHO JT00HjeHUM pe3ynTaT1/IMa. YKyHHa MarHeTHa eHepruja je neuHucaHa:

f d #) (3.3.27)

Tako, o3HauaBameM JlekapToBUX KOOleI/IHaTa ca Xi; Xp M X3, BapujaiMoHa popmMa MarHeTHe CHEpruje
ouhe:

fMHé'H

SM =~ dm(®) — — [ '|H| 5pdm(r) (3.3.28)

4T
nnn 'y JlekapToBUM KOOpIUHATaMa

M = L (] 5, s H,d# dpdis — = ff|H| % 4, i dis (33.29)

1) . .
Hako cmo Beh moOmmm m3pas 3a 7’), y cexknmju 3, yBoheme JlexkapToBHX KOOpIWHATA, MPHUKIATHO je

M3pa3uTH OBY BapHjalnjy y 00JIMKY YWIaHOBA Bapujallvje KOOPAMHATA 1);
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on
P__y3 a:‘(l (3.3.30)

[Ipe Hero mro npoueHrMo GopMyITy 3a BapHjannjy MarHeTHE SHEpPruje, Mopamo AeUHUCATH BapHjaLi]jy

MarHetHor nospa 6H;. [lompunmano myro msBoheme, koje HeheMO HABOIWTH, BOIM Ha 3aKJbydaK Ia
BapHjalijy MarHeTHOT 110Jba MOKEMO M3Pa3UTH MPEKO BapHjalyje KOOpAUHATA U TO

on — 07;
% _y.H ( M _ g, 0—1) (3.3.31)
Axo 3amennmo u3pase (3.3.31), u (3.3.30) y (3.3.19) umamo
SM = - HH Dz, diydit, — 200 42 dz,dis + - ([ A2 X 2 d#, d7,d7
=—JI[ ZijH, o, A1 d%pdXs el || DXICE ox, 14Xz X5 +—JIf 2j 53, X dXp %
(3.3.32)
AKO NCKOMOWHYjeMO IpyTH U Tpehu 4iaH nodujamo

= — I % H:A an, T A% d¥dis + o — [If H? Y, a"f A%, d%,d%; (3.3.33)

Capna, ako TIPETIIOCTaBHMO Ja je TT; ¢yHKIHMja caMo off X,, Taga he cyma 1o j y mpBOM 4iiaHy HECTaTH, U

MIPEOCTANHN Pe3yTar je
1 on;
M =—[ff (ZLZH2 —L—|H| —) %, dz,d%; (3.3.34)

Y O0BOM TpEHYTKy, NPHMKIAIHO je Aa Ce MOHOBO IPEMCIUTA NPUpOja Bapujamuje 1. Panuje cmo

IPETHOCTABUIIM 12 je & KOHCTaHTa y cucteMy. EKBUBaeHTHA IIPETIIOCTABKA 3a 1), je
M, = const %; (3.3.35)

3aMeHOM OB EKCIUIMIIUTHE Bapujaiuje y jenHaunny (3.3.34), nooujamo

const

M = — fff|H| A%, di,dis (3.3.36)

Caga, KaKo *eJIMMO Jia pa3MOTPUMO UCTH HAa4YMH yJicupajyhe ¢hopme kao u paHuje, 3aXTeBaMO
n =20r (3.3.37)

m 1= ¢ = &el'f (3.3.38)

Kopucrehu nedunnimjy 3a n;, u jennaqunny (3.3.36), umamo

const (LK) = £ = gpelot (3.3.39)
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Osga penanuja MOke OMTH TayHa caMO aKO Pa3MOTPHUMO Jia Cy ITyJicaldje TPH KOOpANHATE (nl.), y HCTOj

(hasu u jemHAKUX aMIDTUTY/Aa, ¥ aKO
const = §yelot (3.3.40)

Cana, kopuctehn aedpuHHLMjy 3a Macy aare 3ampeMuHe y JleKapTOBUM KOOpAMHATama, W BPEIHOCT
koHcTaHTe y (3.3.36), MOXeMO TIpenucaTy BapHjanrjy MarHeTHE €HeprHje Kao

M = —§ye't (Sin fOMsz

dm(#)) (3.3.41)

Axo uckopuctumo jearaquny (3.3.26) MoxkeMo jeHauYMHy BapHjallioOHe MATHETHE EHEPrHyje HAIMMCATH 32
PaBHOTEKHO CTambe

6M = _EoeidtMO (3342)

JoOwiu cMo U mocieamky u3pa3 Koju HaM Tpeda 3a oapeljuBame Bapujairone GpopMe TeopeMe BUpHjaia
(j-ua 3.3.7). MmoxeMo caia 3ameHuTH jeanaunte (3.3.16), (3.3.26) u (3.3.42) y jeanaunny (3.3.7)

1 d? . . . . .
EF(ZEOe“”IO) = —2e"7&woLo + 3(y — D)(§oe'”") (woLo + Qo + Mo) — §oe' Qg — §oe 7 My

(3.3.43)
[lojenHocTaBpUBamkeM jeaaaunne (3.3.43) nobujamo

_ —By = 9@ + Mo) + (5 — 3¥)woLo

0.2
Io

(3.3.44)

Hako cMo HaBenu Heke CTPUKTHE anpokcuMaiuje n3Bojachu jeanaunny (3.3.44), He Tpebamo ce
OpUHYTH, jep HUCY CBE O] BEJIMKOT 3Hauaja. [IpeTrnocraBka KOHCTAHTHOCTH &y U Y j€ HamlpaBJbeHa pajau
WHTErpajbeiba y YWIAHOBUMA OPUTHHAIHUX Mapamerapa. AKO je HEOMXOIHO, OBY allpOKCUMAIIH]Y MOKEMO
M30CTaBUTH W WHTErpajaH MPHCTYN, civdad jeaHaunad (3.2.18) ce moxe u3Bectu. Meljytum, pan
notpebaH Ja ce 1o0uje oBakaB M3pa3 HHje TPUBHjaJiaH W J1a OM OMO KOPUCTaH MoOpa ce 3HaTH JleTaJbaH
MoJies. Mopa ce 3HaTH M TeOMETpHja MarHeTHOT ToJba 3Be3le Ja OM ce JOOWIM WHTErpalid KOjH
NpOM3MIIa3e M3 TakBMX pesyirara. Takohe, na OM ce mpoydyaBana eBOJNyLMja 02, TIOTPEOHO j€ MHOTO
HYMEpHUYKOT paaa. 3a mpoydaBame edekara KOju HacTajy mpu mpoMeHama Y, (g, My, wgy, U Ly,
jemHaunHa (3.3.42) je ajekBaTHHja ¥ MHOTO JIaKIa 3a peliaBame. AKO JOMYCTHUMO Jia Mo U Wy OOy Y
Hyny, oHma jenHaunHa (3.3.44) mocTaje WACHTHUYHA MPEIXOAHO WU3BeAcHO] jemHaunHu (3.2.19)
nonymrajyhu a camo wq uie y Hylly JI0JIa3uMO JI0 HCTOT pe3yliTara JIo Kora cy Aonnim Yanapacekap u
Jlumbep (1954.). Axo w, Huje HyIa, a M HyJa, U3pa3 mpejasu y oHaj Kor je usseo Jlemo (1945.). He
Tpeba na Oyzae u3HeHahyjyhe ako MarHeTHa eHepruja yjaasu Kao JoJaTak IpaBUTAllMOHO] eHepruju. O6e
Cy NIOTECHIIMjaTHE eHePrHje, U KaKo Cy OCHOBHE jeIHa4YMHe CKallapHe 1O MPHUPOJIH, MOKEMO OYSKHBATH J1a
Kpajibu pe3yiTaT camo ,MOAU(HUKyje” TpaBUTALMOHY eHeprujy. Mehyrum, poraioHa eHepruja je
KMHETHYKa O NPUPOAM M Kao TakBa He Tpeba Aa ylnasu y KpajibH pe3yiTaT Ha MCTH HAa4MH Kao |
MarHeTHa eHepryja. Xajae Ja KpaTKo MCTPAKMMO edeKaT Ha 02, a MPUTOM M HA TEpPUOJ MyJICHpamha y
MPUCYCTBY MarHeTHE W POTallMOHe eHepruje. Taaa
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T=2n/o (3.3.45)

ITosehae © 10BAM 10 CMamema mnepuoma pecrnektuBHo. Cama, kako je y > 4/3, u
rpaBUTALMOHA MOTEHIMjajiHa eHepruja no NeUHUIMjH HeraTHBHA, MPBHU WiaH y jeqHaunnu (3.3.44) he
OWTH TO3UTHUBAH CaMoO aKo je:

Q0] > M, (3.3.46)

YBOI’)CH)C MAar"s€THOr ImoJpba AOBOJW JO CMamkbCHa 0'2, n Ha Taj Ha4YuH HOpoay’KaBa HEpUO/

nyncupama. MehyTum, nomaBame portanuoHe emepruje (wou Lg), HacToju na moseha o2 mok rox je
y >5/3. Kana je y > 5/3 yBoheme poTaliMoHe €Hepruje He yTWde Ha MEpUo]| MmyJcHpama. AKo je
y < 4/3, yruuaj poTanuje je CIMYaH yTHIA]y MArHETHOT M0Jba.

3.4 BapujanuoHe ¢opmMe NOBPUIMHCKUX YIAaHOBA

[Mpunukom u3Bohema TeopeMe BUpHjaia, HAOMEHYJIH CMO paHHje Ja TeopeMa JIHBEPreHIIH]je
BOJIU JI0 o/ipel)eHNX MOBPIIMHCKUX HHTETpaja, KOje CMO reHepaHO UTHopHcamn. DopMallHO OHU ce MOTyY
3aHEeMapUTH aKO TpaHHIE TMOBPIIMHE KOjy IMOCMAaTpaMO O3HAuYMMO Kao OeckoHaune. Mehytum, y
peaHOCTH, OBO je¢ HENpUKIaJHa MPETIOCTaBKa 3a 3Be3le jep OHE HMajy JeQHUHUCAHE TpPaHHIC
mpoctupama. Kox 3Be3ga Koje Moceqyjy MarHeTHO MOJhe KOje C€ TPOCTHpE MajeKo H3BaH came
MOBPINKHE, MOBPIIMHCKHA HHTErPAId MOpajy OuTH yKbydeHrn. OHH ce 0OMYHO 3aHEMapyjy jep ce HBHX0B
JOTIPUHOC YKYITHOM MAarHeTHOM TI0JbY CMaTpa MalliM Y OJHOCY Ha JIOMPHHOC 3alpPEeMUHCKUX WHTErpaa.
HNako oBO Moke OWTHM TayHO 3a 3Be3[ic KOje MOCENyjy jeAHOCTaBHA I0Jba, TEIIKO Ja CE MOXKe
MCKOPUCTHUTH 32 JIpyre racoBute KoHduUrypaiuje kao mro cy 6sbeckoBu. M3 HaBeneHOTr pasiora, xajie aa
pPasMOTPUMO KaKO OBH TOBPIIMHCKH YIAHOBH YTHUYY Ha BapHjallMOHW Gopmanu3aM pa3MaTpaH y
MPETXOAHOM OfieJbKy. Jla OMCMO OJIaKIaad MPOpavyH, MPETIOCTAaBUMO Jia je 3Be3/1a CKOpo cepudHa u
Ia cy myscanuje pagujanae. Kaga 6 MarHeTHO 1oJjke OHIIo jako, OBO OYHIJIETHO HE OW MOTJIO J1a BaXKH, U
MopaJii OMCMO J1a KOPUCTHMO KOMILIETHY TEH30PCKY TeopeMy BHpHjana. MeljyTum, jeTHOCTaBHOCT KOjy
MOCTIKEMO KOpHuIIhemheM CKalapHe TeopeMe BHpHjaiia, olpaBaaBa MPHCTYI 3a NOTpede MiycTparuje.
Xajie Ja KpeHeMO Of caMor TMOpeKia TeopeMe, Kao MITO je mpercTaBuo W Yawjapacekap. JeaHauwHa
KpeTama 3a rac 0e3 OTIIOPHOCTH je

di 1 = T
—=-Vp+pV®+_-(VxH)xH (3.4.1)

Kopumihewem nnenturera (V X H) X H = (H ' V)H - V(H “H ), M y3UMameM CKaJJapHOT MPOU3BO/A
jennaumse (3.4.1) u BekTOpa MoOJOXaja I, U KaCHHje MHTETPA/bEEM 10 ILIEJIOM IPOCTOpy orpaherHom
rpaHuIiama MmoBpIIvHe, 1001jaMo

> du

- - 1 - = g 1 - —\2
[, PPV = — [, 7-VPAV + [, pF-VOAV +— [, 7-(H-V)Hav ——[, #-V(H) dV (3.42)

Kao u y cekiuju 3, oBO mmocraje:

1d21 N - 1 —o - 1 5 — — N
saz — 2T =30C—DU+Q+M — [; Py -dS —— [ H§7-dS + - [ (7o - Ho)(Ho - dS) (3.4.3)
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I'me cy Py n Hy racHM NpUTHUCAaK W MarHeTHO IOJhe MPUCYTHH Ha MOBPmUHHU Ty. Cama Hac 3aHMMa
MOHAIIAke TP MHTErpaia y jexnadnan (3.4.3), AOK CMO OCTalle WIAHOBE JI0 Ca/la CMaTPaliid MMO3HATHM.
PasmoTpumMo cajma edekar MOBPIIMHCKOT 4jaHa KOjU HacTaje 300T MPHUTHCKA, Tako MTO hemo y3etn
BapHjallyjy MOBPIIHMHCKOT HHTETpajia MPUTHCKA.

8 [, Potg-dS = [, 8PyTg-dS+ [ PooTy-dS + [, Porg - d(65) (3.4.9)
Camo 3a pagmjaaHe BapHjanuje
d(8S) = 27367, sin 0d0de = 273 sin0dOde = 2£dS (3.4.5)
rie je, kao y cexuuju 2, § = 67 /7. Beh cMo mokasanu 1a 3a anjabaTcke MyJIcaluje Baxu

8P _ _&p

_=yp

> = —y (3¢ +75%) (3.4.6)

Komb6unyjyhu jennaunne (3.4.5) u (3.4.6) ca jeqnaunHowM (3.4.4) mobujamo
— =g — =g > d — p=g
8f5 P()TO ) dS = 3()/ - 1) fS fporo - dS - )/fs (TO d_i|r )ro - dS (347)
]

Panuje cMo mpeTnocTaBuu fa je & KOHCTaHTaH KpoO3 LENy 3Be3/y, [1a CTOra HErOB U3BOJA TEKHU HYIIH.
OBpe 3axTeBaMo Jia U3BOJ] HECTaHE Ha TOBPIIMHU Ja OMCMO YIIPOCTHIN jenHadnHy (3.4.7) ma noomjemMo

8 [, Poto-dS =3(y — )¢ [, Pt -dS (3.4.8)
Cazna pa3MOTpUMO BapHjallfjy JiBa MarHeTHa MHTerpajia y jeanaunnu (3.4.3)
3 [l 200 Ao) G 48) =, g as] =1, 2067 o) (o 5) 45, 205+ 570) -
dS) += [, 2(75 - Ho)(8Hy - dS) + = [ 2(75 - Ho)(Ho - 6aS) + = [ 2(Hy - 6Ho)(Hy - dS) -
onls H307y-dS — o[ HiTs- s (3.4.9)

Ogaj u3pa3 ce 3aucra ynpourhasa KopuuhemeM
8H = 2¢H, (3.4.10)
Kopucrehu oBaj pesynrar, jeqnaunny (3.4.5) u nepunuiyjy 3a &, jennaunna (3.4.9) nocraje
{-’ s, = — . =5 -
8Qm = ——|f; 2(7 - Ho)(Ho - d3)| - J; H3F,-dS (3.4.11)

rae Q,, npercTaBiba OPUrHHAIIHU MAarHETHH WJIaH KOjH ce MojaBibyje y jeanaunnu (3.4.3) tako Bapujanmja
MOBPIIMHCKHUX YIaHOBA MOXE OMTH MPETCTaBJbEeHa Kao

8Qm = —§0Qm
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50, =30/~ DEQ,  (34.12)

AKO TpETnocTaBUMO Ja Cy IyJicaluje JIMHeapHe, Kao U y MPEeTXOAHUM TOrjaBbuMa, Tafaa he u3pas 3a
(hpexBeHIH]jy Myscanyje OuTu

2 Br=)(Q+Mo)=(5-3Y)woLo+(BY—1)0p—Cm
o4 =

(3.4.13)
Io

Kaxo je y > 4/3, nonpuHoc NOBPIIMHCKMX 4IaHOBA HPUTHCKA J0BOH 10 ToBehama o2 u Behe
CTaOMITHOCTH CaMoT CHCTeMa. Y CyNITHHHM, OBaj Pe3yaTaT JOBOIH J0 TOra JAa HECTaOMIaH CHCTEM MOpa Ja
Ce CYNpOCTaBU IMOBPIIMHCKOM ITIPUTHCKY WM ToBehameM WIN CMambermheM IOBpHIIMHE. Tako pesynrar
MOTIYHO 3aBHCH O]l TEOMETpHje MarHeTHOr moJba. EdexaT reomerpuje MarHeTHOr ToJba MOXKE OHTH
jacHuju cMmatpajyhu 3Be3qy chepraHOM, TaKo /1a je BEKTOp I0JI0Kaja yBeK HopMaliaH Ha moBpmuHy. [lox
OBaKBUM ycjioBUMa @, TIOCTaje

1 —  \2 T2 14 1 32 1a
Qn =[5 [2(-#)" = 1| H37dS = [, cospH37dS (3.4.14)
r7e je B IokanrHn yrao u3Mel)y MarHeTHOT T0Jba M Paidjyc BEKTOpa. Y CBAKOM CIIy4ajy OUHIJICIHO j€ N1a

Je
1 295 .2 1 712
Q| < gfs H37dS = ERSH& (3.4.15)

BpenHo je HarmacuTH 1a y ciiydajy 1a MarHeTHO TOJbE pacTe ca TyOWHOM, OBaj WiIaH MOXKE OUTH
UCTOT pesia BeJIMYMHE Kao YHYTpallikha eHeprija MarHeTHOT 110Jba M Mopa OuTH yBpiuTeH. Hanasee, na
je nokamHa nTucTpuOyluja BenuuuHe @, MO3WTUBHA WM HETATHBHA, 3aBUCH O]l TOTa Jia JIM je JIOKalHa
BpeHOCT B Beha win Mama o1 71/4. Kako nosutuBHa BpeHOCT Q,,, 10BOM 710 MoBehama o2, nosba Koja
NOKa3yjy JIOKaJTHA YTrao y OJHOCY Ha paaujyc Bektop Behu on /4, Texe na CTaOWIH3yjy CHCTEM, JOK
jada moJba AoBoJe 10 HectaOmiHOcTH. OBa jeAHOCTABHOCT pe3yJTaTa MpOoM3Hiasu U3 YdbeHule 1a he
paaujaHO KpeTame TEeXKUTH BHUILIE Ja cabuje MoJbe TAHTCHIMjalHO y OJHOCY Ha KpeTame, Hero Moj
YIJIOM 0[] 45 CTeNeHH, U Ha Taj HaYHMH YKJIAkhaTH SHeprujy U3 Kperama. HacynmpoT ToMe, paaujaiHo mosbe
he xpanuTu neptypoaIujy Koja J0BOIH JO HECTAOMITHOCTH.

JemHa cTBap mocTaje oaMax jacHa M3 OBe AUCKycHje. AKo je Q,, Outan wiaH y jennaunnau (3.25),
paaujanmHe myscaiyje ce Hehe mojaBuTH.

3.5 Teopema BupHjajia U CTAOUTIHOCT

VY mocnenmsoj CeKIMjU HaBETH CMO KaKO MOBPIIMHCKH WIAHOBU YTHUYY Ha CTAOWIIHOCT CHCTEMa
Kor nmocMatpamo. OBaj mporec NmpeacTaBiba jeAHy of Hajehux mpuMeHa Teopeme Bupwujana. Mehyrum
Ipe Hero IITO MOYHEeMO JEeTajbHO M3BOheme TeopeMe BHpHjasia 3a OBY CBPXY, MOPAaMO C€ Ha TPEHYTaK
OCBPHYTH CAMOM TE€PMHUHY CTAOMIIHOCT.

Kama Tpaxumo 3Hauyewme peyd o0MYHO ce ocBphemo peunuky. OBaj HpHUCTYN IOBOJIU J0
cnenche nedunumyje.
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CrabumHOCc: 0ocoOWHA Tela KOje je M3a3BaHa, Ja Kaja ce MOPEeMETH CTame PAaBHOTEXKE WIH
CTaOMITHOT KpeTama, pa3BHje cuiie Koje he TeKUTH Ja Teso BpaTe y MPBOOUTHO CTarbe.

Peu crabumHOCT je decTo moBe3aHa ca pedjy ekBuiauOpujyMm. Mehyrtum moctoje MHoTre
OUHAMHYKE CHUTYyalllje Koje Cy JalleKo O]l eKBHIMOpHjyMa, a Koje OM W HajCKeNTHYHHja 0coba Ha3Basia
crabunHuM. JenaH o HajOOJBUX IpHMeEpa 3a aCTPOHOME IIOr0TOBO, jecTe 3Be3na. He mMory ce cBe 3Be3ne
cMaTpaTd cTaOMiaHMM, anu BehwHa BUX y riIaBHOM HH3y jecy. Kako 3Be3nme HHCY 3aMcTa y CTamby
eKBUINOpUjyMa (y paBHOTEKHOM CTamy), HEr0 BHIIEC Yy CTaOMJIHOM CTalby, BHAUMO Ja MOPaMo
MPOIINPUTH Hally KOHIENIH]y CTaOWIHOCTH U Aa YKJbyYMMO HEKe AMHAMHuYke cucteme. Hopmamna
neduHUINja PaBHOTEKHOT CTamka 3aXTeBa Jja CyMa CBUX CHJIa Koje Nenyjy y cucreMmy Oyne Hyna. OBaj
KOHLIETIT MOXKE OWTH MPOIIMPEH Ha JMHAMHYKE CHCTEME aKO 3aXTeBaMo Ja reHepanu3oBaHe cuie (Q;),
Koje nenyjy y cucreMy, Oyay jenHake Hynu. KoHUeNnT reHepain3oBaHHX CHJa MOXKE OWTH HajIIpOCTHje
NpUKa3aH Kao

- a_)
Q=X 5 (35.1)

rae Fj npercraBiba GU3MUKe CHIIE KOj€ JIENY]y Y CUCTEMY HA j-Ty YECTHUILY, a ¢; TPEICTaBba OWIo Koju
CeT JIMHEapHO HEe3aBHCHHUX KOOpAWHATA, KOje Cy aJeKBAaTHE 3a ONMCHBAE CHCTeMa. Y KOH3epBAaTUBHHUM
CHCTEMHUMa, CBE CHJIE Ce U3BOJIE U3 NOoTeHuujana ¢. Tako, reHepaln30BaHe CUjIe MOTy OUTH HaIlcaHe Kao

dr; 0P\ - or; oL
Qi = —Zjvjd"d—quzj'(a—;)rf(a_qji):_a_% (3.5.2)

Taxko, ako xeTMMO J1a TeHepalTu30BaHe CHJIe HECTa]y, IOTeHIINjajTHa eHeprija Mopa OUTH y eKCTpeMy

Qi=-— (a%

aq?>|qi=qi(o> 0 (353)

Cama, ako y3MeMo OBY AeOUHHIM]Y 32 EKBHIMOPHjYM, MOXXEMO HACTAaBHUTH 32 TPAKCHEM
neQuHUIMje CTAOMITHOT eKBHIMOpHjyMa. AKO je MOTEHIMjaHU eKCTPeM HaBeleH y jeaHadynHu (3.5.3)
MUHHMYM, OHJIa Ce€ 3a EKBWIMOpWjyM Kake jga je crabwmaH. Ha Taj HAauuH HaMETHYTH YCJIOBH Ha
TIOTEHIIHjall Cy

>0 (3.5.4)

o=~(5)

Ja Oucmo Buienu na nu je oBa aedUHHLMja CTAOMIHOCTH JOCJEeOHA OHOj M3 PEYHHKA,

qi=q,(0)

pasmotpuhiemo cnenehe aprymente. IIpeTrmocTaBUMO Jia je CHUCTEM H3BEJIEH W3 CTamba PaBHOTEKE,
nosehameM yKyIHe eHepruje oj1 oHe Y eKBuinOpujymy. Caku nopemehaj y ekBuimnbpujymy he gosectn
1o nosehama NnoTeHLWjanHe eHepruje. Kako 3akoH 0 ofpkamy eHepruje Mopa 1 Aajbe Ja BaXd, TO 3HAUYU
Jla KHHEeTUYKa eHepruja Mopa Ja ce cMamu. OBo 3HauM jia he cBe UecTHIle CMamUBATH CBOjY Op3HHY H Y
HEKOM TpeHyTKy oHa he noctuhm Hymy. Tako he kperame cucrema OMTHM OTrpaHHYeHO. AKO IaK
nopemehaj JoBene J0 CMamera MOTSHIMjajiHe eHepruje, oHaa he Op3uHa Mohm na ce mosehaBa 0e3
rpanuna. CBakako hemo TakBO KpeTame Ha3BaTH HECTAOMITHUM.
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VY ckopmje Bpeme, Mmodeno ce ca KopuihemeMm TeopeMme BupHjajda kKao opyha 3a Bpieme
JMUHeapu3alldje CHcTeMa, yMecTo Aa ce AeduHuile crame cuctema. Mehytum, nedunucame cTabuiIHor
CTama CHCTeMa je MHCIHpHcaio JakoOwja ma pa3Buje pemnpeseHTandjy JlarpamkeBor maeHTHTETa 3a n
TeJa, U3 Kora ce y KpaTKUM KopalliMa JoJ1a3u 10 TeopeMe Bupujaia. Jla 6ucMo BUAeTn KOIUKO je Oircka
TeopeMa BUpHjajia ca cTaOWIHOMINY Xaj/ie 1a pe3uMUpaMo HEKe apryMeHTe JI0 KOjuX je momao Jakoou. Y
moriaspy 1 mommm cMo 1o ynpomrheHor m3pasza JlarpamkeBor HWIOEHTHTETa 3a CaMOTpaBUTHpajyhe
cucTeMe Kao:

1d%l
eyrrhe 2T + Q (3.5.5)

. d?I
Mosxkemo ca curypaomthy pehu na axo je 2z > 0 3a cBako t, cuctem OM MOpao UMaTH Makap

jeIHy 4YecTUIly uuje OM MO3UIMOHE KOOpAuWHATe pacie Oe3 rpanuiia. Cucrem Om Ouo HecTaOWiaH.

Malyytum, kako 00e BenmuuHe u T 1 () Bapupajy y TOKy BpeMeHa, Omito Ou Temko HemTo pehn a mpuopu
2

d?1 . .
0 —— U3 camor JlarpamxkeBor unenrurera. Tako je JakoOu npeTnocTaBuo KOHCTAHTHOCT YKYIIHE €HEepruje

(E=T+Q=const), u y3 nomoh ummeHune nga je 3a camorpaBuTupajyhe cucreme O >0,
Moan(dukoBao jeqHaunHy (3.5.5)

1d?l
a
dt?
JakoOujeB kputepujyM crabmiiHocTH B 00e30elyje moBosbHE ()M HEe W MOTpeOHE) YCIOBe Ja OM CUCTEM

Camum TuM ako je E > 0, oHna je u > 0, ma je cucreM HecrabuiaaH. OBO je MO3HATO Kao

6uo Hectabuinan. KoncrantHocT E ca BpeMeHOM npeTcTaBiba BPEeHH KPUTEPHjyM 3a CTAaOMITHOCT U 300T
Tora ra u JakoOu KOpucTy.

Capa, xajzie 1a BUJMMO KaKo Cy MOBE3aHH BapujalioHa ¢popMa TeopeMe BUpHjaia U CTaOUITHOCT,
nMajyhu Ha yMy Z1a je BapHjaliMoHU IPUCTYII y CTBapH JInHeapHa aHanm3a. [lornasibe 3 je BehuHOM OMII0
noceehieno noOujamby u3paza 3a (pexBeHuujy myiacupajyhux cucrema. Pa3Buwiin cMO BpeIHOCT 3a
(peKBEHIN]Y y CTalkby CHEPreTCKe paBHOTEXKE cuctema. MeljyTuM oBaj M3pa3 je HUTH MO3UTHUBAH HUTH
HeraTtuBaH. Y TIPETXOJHO] CEKUHjH CMO IMCKYTOBAIM CaMO 3HAYEHE IMO3UTHBHUX BPEIHOCTH, IOK
HEeTaTHUBHE BPEJHOCTH (PEKBEHIMja HUCY MMaje ouurieqaH (U3WYKH 3Ha4aj. Xajle Ja ce OCBPHEMO
OIET CaMOj MPUPOIU NPETIOCTABJEEHUX ITyJCalja, Ja OUCMO ayOJbe WCHHUTAIN 3HAYCHE OBHX
¢bpexBeHnnja mysicupama. Y cekiuju 2 (jenqHaumna (3.2.12)) npernoctaBWiIM CMO JAa Cy IyJcaluje
MeproANYHE U 00JIHKa:

&7

7

= et (3.5.7)

rje je o ppeKBeHIrja myJcupama, a {, He3aBucTaH oj] BpeMeHa. Casia kajga OMCMO HapaBUIH GopMaliHy
Be3y u3Mel)y 6 U riepro/ia mysicalmje, 1 y3elu Ja je 6 YMCTO MMarnHapHa BeJuhuHa, MOKEMO MUCATH

o = *2mi/t, (3.5.8)

rze je ty peanan 6poj. Komounyjyhu jennaunne (3.5.7) u (3.5.8) nobujamo:
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o = gyeamt/to (3.5.9)

Tako myscaiije mocTajy mo Iprupoan eKCIOHEHIHjalHe. AKO je 3HaK ¢ HeraTuBaH, oHja he 3Hak
SKCITIOHCHIIM]ATHOT WiaHa y jenHaunHa (3.5.9) Outu mo3uTHBaH U ImyJicaiuje Ou pacie 10 0eCKOHaAYHOCTH
ca CTEIeHOM pacTa Koju oapehyje tg.

MokeMO OHMTH Yy HCKYIICHY Ja MPETIOCTaBUMO HeraTHBaH 3HaK jeanaumHe (3.5.9), u Tako
OCHI'ypaMo cTabuIaH CHUCTEM y KOMe Iyncallije MoJaKko HecTajy, uako je o2 < 0. OBo 6u 6uiI0
norpemrHo. CrieruduaHo perieme 6u OuIo MOTIyHO AeQUHUCAHO 3a orpaHudeHu ycinoB y {=0. Hamaswe,
NPEeTIIOCTABUMO Jia je TPHCYTaH IyH KOHTHHYM meprypOanuja, pesyiaryjyha dopma je mama amm
Hen30exHa, onasne popme nepekTHO NPOoU3BEICHE U3 CTATUCTUYKKX QuiykTyanuja. Taga, ako moctoju
camo jenan ciydaj rae je o2 < 0, mectabmwiHocT Tor Mona he pactu 6e3 rpammma. Taga oBo TocTaje
JIOBOJbAH YCIJIOB JIa cUCTeM Oyie HecTaOWiIaH y CTPUKTHOM CMHUCIY PEeuu:

02 <0 (3.5.10)

Bpenno je HamomMeHyTH 1a ce OBaj KpHUTEpHUjyM IPHUMEHBYje Ha Ie0 CHUCTeM, M MpEeJICTaBiba
riobanHu ycnoB crabuiaHocTH. MehyTuMm, Moke TOCTaTH JIOKaTHH YCJIOB, y3UMajyhn MHQHUTE3NMATHY
3alpeMUHy M MOBPIIMHCKE yCIIOBE IUCKYTOBAaHE Y CEKIUju 4.

Caga hemo na BUIMMO KakBe IMOCIEAHIIE OBO MMa Ha CTaOMIIHOCT 3Be3Na. Y JAPYroj CEKIUju
YTBPIMJIM CMO U3pa3 3a GpeKBEHIN]y MyJichpama rpaButupajyhe racue chepe (jennaunna 3.2.19). Cana,
ako ynotpeOuMo jeqHaunHy HectaOmitHOT cucteMa (3.5.10), Buaumo ma he cdepa mocraTi HecTaOWITHA,
Kaja

By (3.5.11)

Iy

Kako je moment uHepruje (Ip) y CYIITHHM TO3WTHMBaH, a TPAaBUTAlMOHA MOTEHI[MjaIHA E€HEpPrHja
HeraTuBHa, jenHaynHa (3.5.11) mocTtaje:

By —4)<0 (3.5.12)

1.7 < 4/ 3- Taza, 3Be3/1a rocraje HecTaOuIIHA Kajia je ¥ Matbu 01 4/3. OBo je mo3HaTa n3jaBa HeCTaOMIIHE
Kpealyje JeMOHCTpHUpaHa oj ctpaHe YaHapacekapa y CBOjoj KibH3HM 3Be3maHe cTpykrype. OH je masbe
[0Ka3ao0 Jia je rac KoJ Kora je y jenaHaka 4/3 oxroeapa racy Koj Kora IEJOKYITHU IPUTHUCAK MOTHYE OJI
panujanmje. AKO pa3MOTPUMO OCTajle KPUTEPHjyMe 3a CTaOMIHOCT (jeaHauynHa 3.5.12), MOKEMO BHAETH
Jla j€ HEeOIXO0/IaH YCJIOB 32 CTA0OMIIHOCT XOMOTEHUX, HepoTHpajyhux racHux cdepa:

y >4/, (3.5.13)
Tako, nmajyhu mro Buiire nHpopMalija KOJUKO je Moryhe u3 u3pasa 3a MyJCUpambe U3BEACHOT Y

CeKIMjH 2, Xajae Aa ce OKPeHEeMO OmiuToj GopMynH Koja MpOM3HIIa3H M3 Hallle aHAJIM3e y CeKUHMjH 3.
[Moxcetumo ce Kpajie jeqHaurHe 32 PPEKBEHIIU]Y MYyJICHPaba;
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o2 = —(3y—4)(no+ﬂfo)—(5—3v>woLo (3.5.14)
0

PasmoTtpumMo mipBO racHy cepy koja He pOTHpa, alH Koja TOCeAyje MarHeTHO moJbe. Jennaunna (3.5.14)
rnocraje:

g? =~ (3.5.15)
0

Axo 0BO ybanumo y jeaHadnny HectabuiaHux cucteMma (3.5.10) mobujamo:
By —-4)(Qy+My) <0 (3.5.16)
AKO cajJia IpeTInoCcTaBUMO
y>4/3 (3.5.17)
MMaMO JIOBOJbAH YCJIOB 32 HECTAOMITHOCT Y MPUCYCTBY MarHeTHE EHEPrHje:
My > Q| (3.5.18)

Ha crienehn Haums Moxemo nohu f0 rpy0e mporeHe BEMMIMHE MarHETHOT T0Jba TIOTPEOHOT /12 IOPEMETH
3Be3ay. [ paBuTaIIMOHA OTEHIMjaJIHA CHepryja cepe YHUPOPMHE TYCTHUHE je:

_ 3GM?
Q= e (3.5.19)

Jlok je MarueTHa eHepruja:

R3|H|2
6

-2 N 5
M =~ [[f|H| dz,dZ,d%; = (3.5.20)

KomOunyjyhu jemnaumue (3.5.19) m (3.5.20) BuauMO Ja je KOpPEH Cpelme KBaJpaTHE BPEIHOCTU
MarHeTHOT 10Jba JOBOJBHOT JIa TIOPEMETH cepy YHU(POPMHE I'yCTUHE:

VIHIZ>2- 108%gaus (3.5.21)

rae cy M u R 3apatu y conapauM jenuauiiama. Tako 3a rmaBHE HU3 A, 3Be3na ca M = 4M, u R = 5R,,
UMamo:

Hyms > 3107 gaus (3.5.22)
MebhyTtum 3a 3Be3ny Tuna M = 100MyR = 2600R, umamo:
Hyms > 3000gaus (3.5.23)

W3 oBUX aprymMeHaTa MOXXEMO 3aK/bY4UTH, Ja 33 3Be3/I¢ TNIABHOT HHU3a, EKCTPEMHO jaKO MarHeTo
noJbe Ouhie AOBOJHHO 1@ JOBEAE IO HECTAOMIHOCTH 3Be3ne. MehyTHM 3a HEOOMYHO BENHKY 3BE3NY,
JIOBOJBHO TI0JbE MOCTaje MHOIO ciabuje. Mornu Oucmo yhu y pacnpaBy Ja je Haiia rpy0a mporiieHa 3a 2

44



TeopeMa BupHjaia y acTpoOU3UIIU Hosu Cag, centem6ap 2017

TOJIUKO Tpy0Oa Aa je Oe3HadajHa 300T BeJIMKEe KOHIEHTpAIMje Mace y IEeHTPYy BEIHKUX 3Be3na. MehyTum,
Tpeba ce Ha3HAYHUTH /12 jeé MAarHEeTHO MO0Jbe KOje MOXKEMO MOCMAaTpaTH, HY>KHO, HOBPIIMHCKO TM0JbE, CTOTa
HaM OHO Jaje JO0mY I'PaHWIly MarHeTHe eHepruje. Tako, MOXKEMO ce HaJgaTd Ja ce Halla TpaHuIa 3a
MarHeTHO I10Jbe MPUOIIKHA PEaTHOCTH.

HHTepecanTHO je HAIIOMEHYTH /1a jeiHaurHa HecTaOmTHoCTH (3.5.16) n03BosbaBa MOCTOjambe raca
ca y < 4/3, npyxajyhu Tako MarHeTHy €HEprujy Koja MpeBa3mia3d TPaBUTAIMOHY CHEPrHjy. 3amcra,
jennaunHa HecTabmiaHOCTH (3.25) 3aXTeBa HEOMXOJaH YCIIOB 3a CTAOMIHOCT CBake KOH(MHUTypaluje Ko
Koje je M > |Q|, tama 6u y 6ro mamu o1 4/3. Meljytum, Takohe je TauHo Ja je HU3NUKK CMHUCA0 raca ca
y < 4/3 mano Hejaca.

Axko pazmotpumo potupajyhy koH(puryparmmjy 06e3 MarHeTHOT moJba, jenHadrHa (3.5.12) y komOuHanmju
ca jemHauMHOM HecTabmiHocTH (3.5.10) mocraje:

(5 — 3P)weLo > (3y — D (3.5.24)

AKO orpaHu4MMoO Y 1a Oyne Mamu of 5/3, mMamo:

(By-4)Q
woly > —— 3.5.25
olo > S22 (3.5.25)
Kaxko je )y mo neduHNIMjI HETaTUBAH, BUIUMO Ja he yCIIoB CTaOMITHOCTH yBEK OWTH 33/I0BOJHEH ca OWII0
KojoM BpenmHouihy wg. Tako, 3a cBe mMo3HATe 3BE3/lc, KPUTCPHjYM CTAOMJIHOCTH 3a POTAIUjy HHjS
HApOYUTO KOPHCTAH.

Cse 0oBO, Meh)yTuM, He UMILTHIMpA A Cy POTAIMOHH ycIIoBH HenoTpeOHH. [lltaBume, Jleno je
[0Ka3ao Jia poTaluoHe Op3uHe 10 KOjHX C€ JIONUIO paHWje, MOTY BOJUTH JIO Bapujaldje Hepuona
myncaruje u 1o 20%. Xajae na Ha KpaTKo pa3MOTPUMO HECTaOMITHE Kpealfje KOJ KOjuX Cy MPUCYTHE U
poTarroHa U MarueTHa eHepruja. Havme

By — 4)(Q + M) — (5 — 3y)woLy > 0 (3.5.26)

Kao u panmje, ycllOBU HHUCY 33J0BOJbEHH OCHM ako |Qq| > M. Mehytum, yak u y ciydajeBuma rie je
|Qo| > My, ycnoBu He Mopajy OHTH 3a0BOJbEHHM 300T TPHCYCTBA POTALMOHUX uiaHOBa. Taxo,
ouurienHo je ako je 4/3 <y < 5/3, mpucyctBo potanmje he mormomohu crabumHocT 3Be3ne. OBaj
pe3yaTat Hyje HHTyuTHBaH. OU3NYKO 00jalImbene pe3ysTaTa MoXKe ce TIoKazaTH Ha ciefehn HauuH.

Paszmarpamo myncupajyhe koHdurypamnmje ca poTanMoHOM M MarHeTHOM eHeprujom. Kako ce
CHCTEM IIUPU WJIM CaKyIuba, ojapeheHa KoIMuMHA eHepruje Ouhe MOTpolleHa Ha yCHopaBambe WU
yOp3aBame poTaiuje a Ou ce MOMEHT MMITyJICa OJipykKao KoHcTaHTHUM. OBa eHepruja ce Mopa JOOUTH OJ1
KWHETUYKE SHEepruje caMor raca, a Kako OHa 3aBUCH O] IPUCYTHUX TOTEHIIMjATHUX CHEpruja, Ha Kpajy
Mopa johu oj TrpaBuTAIlIOHe WU MarHeTHe eHepruje. Ha Taj HauWH, KOJIMYMHA NPEHEIeHe eHepruje ol
rpaBHTAllMOHE U MarHeTHe, 3aBucuhe ox y. Takohe Kako rpaBHTallMOHa M MarHeTHa €HEpruja Mopajy
OuTH TIpeBeIeHe y POTAlMOHY, EHEpPruja HHje BUIle y MOryhHOCTH na ,,XpaHu™ myJcalrmje, ITO JOBOIU
1o pemeherba 3Be3/a.
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Cazma ce MOXEMO 3alMTaTH KOJMKO Tpebda OMTH MaKcHMajlHO IoBehame MarHeTHOT HOJba Jia ce
00e30equ goAaTHa poTalMoHa cTaOwimHOCT. M3 Hamer mnpeaxoJHOr HCTpaKUBamba O KPUTEPHjyMY
poTalMoHe CTa0WIIHOCTH, MOXXEeMO odekmBaTth na he pesynrar Omtm mamu. Kako cy kpurepujymu
CTaOMITHOCTH OWJIM Malld y OJHOCY HAa MarHeTHy HEeCTaOWIIHOCT, MOKEMO OYEKHMBAaTH Ja he yTwuIaj
poranuje OUTH Maly y OJHOCY Ha MarHeTHY €Heprujy. AKO pasMOTpUMO YHH(OpMaH CHCTEM ca y =
3/2, xoju poTHpa KPUTHIYHOM OP3UHOM, MOXKEMO BHJICTH Ja MAarHeTHO T0Jbe MOXe OUTH moBehaHo camo
3a 0,3% mnpe Hero mTo nohe omer no HectaOwiHOoCcTH. Tako 3akibydyjeMO Ja HMako je cTaOMIHOCT
MOTIOMOTHYTa POTAIKjOM, OBO MoBehame HHje 3HAYajHO.

Y OBOM TpeHYTKy, NMPHUKIATHO j€ JaTH HEeKe 3aKJbydKe YKJbydyjyhm cBe KpUTepujyme 3a
CcTaOMITHOCT Be3aHe 3a CTAaOWITHOCT paAMjadHuX myicandja. MHOro Oosbe OM OWIO @ YKIBYIHMO
uHTerpanny Gopmy u3pasa 3a GpekBeHLHUjy Myjicupama. MehyTum, pesynTuTa 10 KOjuX MOXKeMo Aohu
KopumhemeM HHTEerpasHe GopMe U CHenUPUIHNX MOJENa, MOTY CaMo JIOBECTH JI0 Pa3jHKe Y CTEHEHY
dbopme kojy cMmo oBiae u3Beiau. CaMo HaM OCTaje Ja ce HaJaMo Ja OBaj CTENEH pasiiuke He Oyne
npesenuk. Yanapacekap u @epmu cy nokaszanu aa chepa moja yTHIajeM jakoT JUIIOTHOT T0Jka, TeXH 1
Oyze ,,CTUBOIITEHA™ HAa MCTH HA4YMH NI0 Kojer Ou moBena poranuja. JegHoM kana je cepHa cumerpuja
HapylIeHa, OWJI0 PUCYCTBOM jaKOT MarHETHOT IOJba WJIM Op3€ poTaluje, KOHIENT pajujaHe MyJIcaiuje
mocraje Hepocnenad. Kao mro cMo ¥ paHWje TOMEHYITH, aHaJIi3a OBAaKBOT MPo0IeMa 3axTeBa KOpHUIIheme
TEH30pCKE TeOpeMe BUpHjalia U 3Ha4ajaH YBUJ Y THII IepTypoaruje.

o cana, mucKycHja ce CBOAMIIA Ha MPOoOJIeMe KOjU YKIbY4Y]y IUHAMUYKY CTa0MIIHOCT, OKO KOje,
Kako ce YHMHH, UMaMO Maylo apryMeHata. J[nHaMuukn HectaOuimaH cucteM he ce Je3HHTErpucaTtu
EKCTIIOHEHIINjaJIHO, ¥ BPEMEHCKOj CKaJH KOja OAroBapa XUAPOAMHAMHYKO] BPEMEHCKO] CKalHl CHCTEMa.
TakBa nuckycuja je oOMYHO jako ABOJWYHA, Aa Hehe mohm M0 HUKaKBHX KOMIUIMKAIWja KOpHUIIhemeM
peun Hectabmiiad. OBO HUj€ ClIy4aj y MOTJIEeNy CEKyIapHe CTaOMIHOCTH.

[lojam cekynmapHe cTaOWIIHOCTH, YKJbydyje OATOBOpP CHCTEMa Ha Maje JIMCHIIATHBHE CHJIE, Kao
IITO je BUCKO3HOCT, M TaKO MOpa 3aBHCHUTH JIOHEKJIE O] IPHPOJIe OBUX CHJa. BpemeHcka ckana moTpedHa
3a u3Boheme HecTaOWIHOCTH Oulie perynucaHa cuiama W cTora Mopa OuTH jJyradka. Moxnua jeaHa of
HajOUMTIICAHUjUX JMCKYyCHja OBOT TEpPMHHA jecTe XaHTepoBa, KOjU HAaBOAM Ja IIOCTOjU Mambe
YHUBEp3aJlaH JOTOBOp 3Hauema OBOr TepmuHa. OH Hariamasa Ja ce I0jaBJbyjy moTemkohe y
POTAIIHOHUM CHCTEMHMA, TO jeCT MPUCYCTBO KOPHOJIMCOBUX CHIIA, KOjU BOJIE IO OYUTE AUCKYcHje u3Melhy
JMHAMUYKHAX W CEKyJapHO craOwiHHX cucrema. Kao mTo cMo Buaenu y TOrJiaBiby 2, cekuuja S,
MPUCYCTBO KOPHUOJUCOBUX CHJIA HECTaje MPHUKIAJAHUM H300pOM KOOPJUHATHOT CHUCTEMa, TaKo Jia OHE
HeMajy yTulaj Ha OanaHc eHepruje y cuctemy. MeljyruMm, BUXOBe BapujalMje HE HeCTajy W crora he
MMaTH yTHUIIA] Ha IyJICAIMOHY aHanu3y. Kako cy yoIuTeHo cuile KOH3epBaTUBHE, MPBH PE3yJTAT HHUje
nsHeHal)yjyh, ¥ Kako pajiujaHO KpeTame Mace Y POTAIMOHOM KOOPJIUHATHOM CHCTEMY MOpa pearoBatu
Ha 3aKOH OJIp)Karba UMITyJIca, HUje Hu Apyru. Caza, ako MoCToje JUCUIIaTHBHE CUIIE, Kao IITO je BUCKO3HA
cuna, Moryhe je Tpepacrojie]IuTH JIOKaTHA MMITYJIC, JIOK Ce OYyBaBa IIIO0aHU, TaKO Jia c€ HHUKaJ| He
JOCTUTHE CTame paBHOTEXe. JloNaTHO, OCHMM 3a TIO0AalTHO OrpaHHuYeHe YKYITHOT HMITyJca, Hema
OrpaHMYCHa Yy MpENacKy POTALMOHOT I0Jba y TEpPMallHA. 3aHMCTa, MPUCYCTBO IUCHUIATUBHUX CHIIA
rapaHryje Jia ce OBO Mopa JIeCUTH. Tajia, HeCTaOMITHOCT Y IPUCYCTBY OBUX CHJIA C€ MOpa JICCUTH, HHAYE
He Ou Mmorie Outh gerekroBaHe. OBaj 3aKJbydak jecTe pazior 3a JeduHHCame KBAIUTATHBHE PA3JIMKE
u3Mel)y ciydaja ca YHH(QOPMHOM pOTalMjoM MU JudepeHLujaTHOM, jep y MPBOM cilydajy HE MOpamo
VKJbYYHTH JUCHIIATHBHE CWJIE, JIOK y JIPYrOM NPHUCTYIy MOpajy OWUTH eKCIUTMIUTHO HaBejaeHe. OBO
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MpencTaBjba IIEHTap MAyror HuU3a pamoBa ox cTpaHe OcTpukepa W JAPYTHX, KOjH Cy ce OaBHIN
crabunHomhy pa3HOBPCHUX CHCTeMa ca AU(EepeHIMjaTHOM poTanujoM. MehyTuM y mpHOpUTETY OBUX
pazoBa, OYMTO CTOjU J1a CY CHCTEMH KOje Cy IocMaTpaii, 6e3 BUCKO3HHX CHIIA, ITa CAMHUM THM MpooiiemM
HE TIpe/CTaBba MPENHU3HOCT aHainn3e, Beh MoryhHOCT mpruMeHe came aHanu3e Ha (u3uyuke cucreme. Y
MpaKcH, BUCKO3HOCT Traca y MHOTHM 3Be3[lamMa jecTe 3aHeMapJbuBa, Na he caMuM TUM MpoydaBame
HECTaOMITHOCTH JI0 KOje J0Ia3u y MPUCYCTBY BUCKO3HUX cHjla OWTH BeoMa AyTradko Tienajyhu moTpeOHy
BPEMEHCKY CKaly.

He MokeMo odekMBaTH J1a y HEKOJIMKO Iacyca PEIIMMO CIOp 3a KOju je Tpebajo BHIE OJ
JerieHnje na ce pasuje. Mehytum, BpeqHO je 1a ce HarmoMeHe CKOPHjU U3BEIITAjH KOjU y CYIITHHHU KaXy
Jla je TeH30pPCKU BUpPHjaIHU MPHUCTYI CTaOMIHOCTH HorpemaH. [IpucycTBO MTUCHIIATHBHUX CHJIA MOXE
OWTH YyKJbYyUYEHO y jeIHaYMHE KpeTama, U Kao TaKBO, MOjaBJbyje Ce U y PEe3yNTaTy TEH30PCKOT pellemha
JlarpamxkeBor uaeHTHTETa. Pe3ynrar aHanmm3e cTaOWIHOCTH OM OHJA Ha MPaBU HAYMH OJpakKaBajio
MPUCYCTBO OBHX CHJIA, M TaKo OMO 3aBHCTaH OJ IHHXOBE CHeUU(pHUYHE MPHUPOAe. 3aKJbydyyjeMo Kao U
paHmje, 1a IPUCYCTBO CHIIa KOje 3aBHCE OJ] Op3WHE, He YTHYE Ha TEOpeMy BHpHjaia, OCUM aKO OBE CHJIE
HE 3ayCTaBe MM YHUIITE CHCTEM 3a BpeMe KoOje KOPHUCTHMO NPHIMKOM ycpenmaBama JlarpamkeBor
uaeHTUTeTa. Y OBOM TPEHYTKY, OIITpa KPHTHKA TEOpPEME BUpHjajia jé KOPHCHA KOJIHKO M IMOPHIAme
BaJbaHOCTH 3aKOHA OUYBamba.
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Ilors1as/be 4

4. HEKE IPUMEHE TEOPEME BUPHUJAJIA Y 3BE3JJAHOJ ACTPOPHU3ULIU

Bepyjemo na cy o caja cBu HMIIPECHOHUPAHU BEIHKOM CIIEKTPY MpobiemMa Koje MOXe Ja pern
Teopema BUpHjana. Heku mpoOieMn HamOMEHYTH Y MOCHIEABhEeM MOTIaBiby MPYKajy YBUA y nocTurHyha
IOCTUTHYTa KopuimhemeMm Teopeme, mehytum, THm oOjekaTta KOjU CMO EKCIUIMIUTHO IHUCKYTOBAJIH,
MOTOTOBO HOPMAJIHE 3BE3/Ie, Cy 3a Caja MpolekheHe Kao MOTIIYHO UCTIUTaHe. Y IUJbY WIIyCTpOBamba Mohn
OBe W3y3eTHE TEOpeMe, He MOXe Ce OJIOJIETH a Jla Ceé He MOMEHY HEKH O]l o0jekara KOju Cy Mame
UCTpaXEHH, Kao IITO Cy OenM maTy/bld M HEYyTpoHCKE 3Be3fe. Kao M y HpeTXoAHWM IOTJIaBJbHUMa,
3anpkahieMo ce Ha yTuIla) poTallije ¥ MarHETHUX 10Jba HA CTAOMIIHOCT OBUX THIIOBA 3BE3/1A.

buTHO je na ce HamoMeHe, 1a heMo MPUIMKOM aHalInu3e CTa0MIHOCTH OeNMX MaTyJbaka, KOPUCTHUTH
Mace Koje cy omu3y YanapacekapoBux maca. Ha caMmom kpajy OBOT IorjiaBjba HaBemneMo HEKe OCHOBHE
BEJIMYMHE, Ka0 MTO je monynpevnuk 3se3e (I1IBapimmiios paaujyc), 10 Kojer je 3Be3/a cTabuTHa.

4.1 llyscupajyha cTabU/IHOCT 6e/IMX IaTy/baKa

Toxom 1960-ux, HampeaH pa3Boj MocMaTpadke aCTPOHOMHje HABOIW MpoOieMe, KOjU 3aXTeBajy
Ol TeopeTHyapa Ja MOCTYIUpPajy MOCTOjare IMIMPOKOT CIIEKTpa objeKara, KOju Cy paHHje pa3MaTpaHd
CaMo y aKaJleMCKUM uHTepecuma. TepMUHHU Kao IITO Cy, CyllepMacuBHE 3BE3/1€, HEYTPOHCKE 3Be3/Ie, LIpHE
pyre, moctajy omomaheHu y murtepaTypu acTpodusmke. MHOTM 0n OBUX o0jekarta Cy TOJIHKO
KOHJICH30BaHU Jla 3axTeBajy mnpuMeHy OMNIITEe Teopuje pEeNaTUBHOCTA WM HEKe JIpyre Hayke o
TpaBHUTAIUj U, 32 BEUXOBO OMUCHBame. Kana ce jeqHoM mocTynupa MmocTojame HOBUX 00jeKara, ITaMeTHO je
1a ce Taj o0jeKar IMoJIBPrHe aHAIN3M cTa0MIHOCTH. Kako ce eekTn ommTe pelaTHBHOCTH MOTY BHIECTH Y
e(eKTHBHOM TMOPACTy TPaBUTAI[OHE CHIIEe, MOKEMO OYEKHBATH MPHCYCTBO CMamhCHE CTA0MITHOCTH KOja je
jako outHa. M3nenalyyjyh je yrumaj oBux edekara, Koje OOMYHO CMaTpaMo MaJlUM HITH 3aHEMapJbUBUM.

WNucnimpucan komentapuma Puuapna ®ajumana u3 1963. roqune, B.A.Dosnep npumehyje na he
e(peKTH OMIITe PENAaTUBHOCTH BOJWTH JIO TNpeIBUl)EHE HECTAaOMIHOCTH KOJ CYIEpPMAcCHBHHX 3Be3Ja.
Hakon mrTo cy mpuMeTwniu na yCIOBM 3a HECTa0MIIHOCT Takohe TOCTOjeé M KOJ MAacHUBHUX Oennx
natysbaka, Yanapacekap u Tpymep mokasyjy, MyTeM JIeTaJbHUX MpopadyHa, J1a Oely MaTyJbak IocTaje
HecTaOMIaH Kaja ce HEeroB MPEeYHHK CMamu 10 oTnpuiuke 246 lBapumminoBor paaujyca, OIHOCHO
1000km. OBo oaromapa macu oxa 1,5% mace ucnojn n00po mosHate YaHapacekapoBe I'paHUIC 32 Macy
JereHepucanux objekara. TokoM HapenHuX 15 roauHa, oBa HECTAOMJIHOCT IMPHBJIAYM MHOI'O MaXKHe, U
MU caJa HeheMO mpenpuuaTH LEIOKYIHE Hamope 3a HWeHO pemaBame. Pasmorpuhemo, u3 oBe
MEPCIEKTHBE U TeOpeMe BUpHjalia, KaKo MOXKEMO TIPEJIBUICTH pe3ynTaTr 0e3 BEIUKUX MpopavyHa.

Moxemo npumeTuTH 1a hie aHanm3a cTaOMITHOCTH M MOCT BYTHOBCKA (popMa Teopeme BUpHjaia,
npeacTaBjbeHa y noriasiby 2 ( jenHaunna 2.4.15), nmpencraBibaTi OCHOBY 3@ ONMCHUBAHk-E€ OBHX edeKaTa.
Melhytum, TpolieHa pPETaTHBHCTHYKMX UIaHOBAa ca JecHe crpaHe jemnaumue (2.4.15) je excrpeMHO
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3axTeBHA. YMECTO TOra, MPETIOCTaBIbajyhnu chepHy CHMETpHjy MoXKeMo Mmohu oJ cpepHOCHMETPHIHIX
jenHaunHa KpeTama koje cy ganu Manmep u TopH. Tako

dar\“_26m()
i( ﬂ) _ _1larp 1+Cz(dt) r2 | _ Gm(r)  4anGpr 4.1.1)
dt dt p dr 1+-2 r2 c2 o
pc?
. p+P c2? . . .
ra€ jey = . Axo IpeyCMCPUMO Hally MaXmkby Ha O6J€KTC KOJH C€ HaJIa3€ y CTalby GKBI/IJ'H/I6pI/I_]YMa,

HUKaKBa pajyjaHa KpeTama BEIMKUX pa3Mepa He MOTy MocTojaTH. Tako 4WiaH KOju y ceOM calpiku

2
(%) , MOKe OuTH 3aHeMapeH na ¢opmyia (4.1.1) mocraje:

26m(r)
2d*r _1dP|l=— =" Gm(r) 4nGPr (4.1.2)
atz p dar 1+L2 r2 c? o
pc
WJIH Y TIOCTEHYTHOBCKO] alIPOKCHUMAITH]H:
Zd_zr _ d_P[ _ P 26m() ] _ Gm(r)p _ 4mGPpr
py datz ~ dt 1 pc? rc? T 2 c? (4'1'3)
VY XHIPOCTATHYKO] paBHOTEXH, wiaH dP /dr je nat ox crpane Onenxajmepa Kao:
o _ ol mort )
ar 26m(r -
dar 7‘2(1— ( )/rcz)
OJTHOCHO
2.2
& _ _Gmne t= L1 m4 (r)p + Gm(r)p + 4nGp ] +0 ( ) (4.1.5)
dr r2 r
dap .
Axo -, 3YIPKUMO EKCITMIMTHO 33 NPOIIMPEHE TPBOI HIaHA jeTHAYMHE (4.1.3), cBu ocrtamm

PENaTUBMCTHYKH YWIAHOBH y jeqHauntu (4.1.5) 6uhe pena C% Tako jennauunna (4.1.3) mocraje:

2 d_zr _ _ar Gm(r)p 26m(r)
PY e = " & [1+ T T +]

pc? rc?

4—7TGPpr

(4.1.6)

Axko omer hopmupamo JlarpaHxKeB UIACHTUTET MHOKEH-EM ca I M MHTETPaJbeHhEM 110 11€J10] 3alpEeMUHH,
HMaMo:

d? R dp em(r) G () G ()
f, (oy?ri)av = = [Famr3 Lay - f, mDeqy _ [ Smoe_p (SO

I, (‘““"Ci) dv (4.1.7)

[ocnenmwu nHTErpaJl MOXKEMO HHTETPAIUTH NapLUjaqHo (BUAETH JI01aTaK), a 100ujamo:

f, (—‘“’GP’” Jav =, (G m (”) dv (4.1.8)
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HaxkoHn jenHocTaBHOT padyHa, IPBUA UHTETPAJ IIOCTaje
R dP R R
[y amr3 (52) dr = [ 4mr3dP = 4mr3PI§ — [} 12mr?Pdr = =3 [, PdV (4.1.9)

KopurtheweMm pesynrara qooujenux u3 jeanaunta (4.1.8) u (4.1.9, u ybanusameMm y jennaunny (4.1.7),
npumehyjyhu 1a npBu 4iaH ca aecHe crpane jennauune (4.1.9) une y Hyiy, 3aTuM npemnuicuBajyhu ey
CTpaHy jeHaYrHE Y WIAHOBHMA PEJaTHBHCTUIKOT MOMEHTA WHEPIIHje, 1001jaMo:

1d?I,
2 dt?

2,2
=3, Pav —0-f, Py -2 SRy (4.1.10)

IITo je ekBuBaseHTHO jenHaunuu (2.4.15) y mornasspy 2. 3a chepudne 3Be3/1e CaMO MaJio jeTHOCTABHHUjH.
Jlonuin cMO 10 HCTOr pe3yiaTara Kao U y HbyTHOBCKOM MpHCTYyIy, 3a 3B€3l€ y XUAPOCTATHUKO]
PaBHOTEXKH.

V3umajyhu Bapujanujy jennaurnne (4.1.10) xkao u y moryiasspy 3, UMaMmo:

Gm(r)P

5 (61,) = 38[[, Pav]-sa-3s]J, av|-25[f, E02 av@.1.11)

2 dtZ

[IperrocTaBuMo Aa Bapwjalfja OBUX BEIWYMHA IMOTHYE OJf BapHjalHje HE3aBUCHE MPOMEHJBUBE Of.

or i . . . . .
Hagame npernoctaBumo —= &€t rue je &, KoHCTaHTa, ¥ J1a je Bapujanuja agjabarcka. Kako Moxemo

MKCAaTH I'YCTHHY YKYITHE TOIIoTHE eHepruje kao (I'; — 1)u = P, npBu unax nocraje:
35 [fV Pdv] =3<T,—1>8U (4.1.12)

Jennaunna (3.2.10) (moryassbe 3) BoIH J10:

50 = —£Q (4.1.13)

Hexka je Q; = f””" "0 g (r) (4.1.14)

r2c2

Bapwujamnuja mocneamer wiana jennaunne (4.1.11) je:
260, =3 [} 62m?(1)6 () dm(r) = — 280, (4.1.15)

[MorogHo je (HAPOUMTO 3a PENATUBHCTHUKE YCIIOBE) [a ce HOpMalu3yje 10 06e3IMMEH3MOHOT 4YiaHa
(2GM /Rc?). Taxo:

oy =3 (1G22 (250 (' 50 3w (22) Blaroras @

Rc? M aMm 8 Rc?

rae cy aumensuoHe npomensbruse =m(r)/M, u X=r/R. Ocranu 4nanosu y jennaunuu (4.1.11) mory outn
HOPMAJIN30BAaHH HA CIIMYaH HAYMH aKO y3MEMO Y 003Mp XOMOJIOTHY 3aBHCHOCT 011 P, obimKa:

P =nGm?(r)/r* (4.1.17)
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r7ie je n 6e3auMeH3uoHu PakTop ckaie. Tako MOXKeMO TOMYCTHTH

py=Lf SmOPAV_ 1 RemGindrrtdr _ [ZMG] N n(") dx (4.1.18)

c? T2 c2J0 rs

Kao u y jennauunu (4.1.16), unrerpan y jennaunnu (4.1.18) je Ge3mumensnonu u oapeleH je Moaenom
paBHoTexe. Tana, ocranu neo jeanaunse (4.1.18):

3amenom P caI'; — 1, u momymrajyhu:

_ 1 uGm(r) 1
Up =5, =——=dv = b (4.1.20)

jennaumna (4.1.11) mocraje:

= dtz " (61,) = 3Ty — 1)6U — 6Q + (T; — 1)U, — 269, (4.1.21)

Canma, xako je yHyTpamma eHepruja U, crmojeHa ca CBHM OCTadlM WIAHOBHMA, YKJBYUYjyud U
PEIaTUBUCTUYKE, MOPAaMO [1a UX CIIMMUHHUIIEMO, CaMO hCMO TO paguTU Ha MaJIO z[pyratmjn Ha4YuH HEIO Yy
nornasiby 3. Kako ykynHa eHepruja Mopa OMTH KOHCTaHTHA, F-eHa Bapujanuja je Hyia. Tako,

SE =0 = 86U — 6Q + 8U; — 69, (4.1.22)

u jennaunna (4.1.21) nocraje:

- dtz " (81,) = (3T, — 4)6Q — 2(T; — 1)6U, — (3T, — 560, (4.1.23)

Memajyhu Bapujarony dhopmy jeanauunne (4.1.13) (4.1.15u 4.1.19 y j-ny 4.1.23), u npumehujuhu na he
JBOCTPYKa BpeMeHcKa JudepeHIujanyja nepTypoaiyje 1ata Kao 2 y npBoM 4iaHy, jeqHadnHa (4.1.23)
rnocraje:

0215 = (3T; — 4)Q — 4Ty — 1)U, + 2(3T; — 5)Q, (4.1.24)

Axo HOpMHpaMo (), KOjH 32 TIOJIUTPOITHE JIOTITE HMa OOJIHK:

%= (5% =(E):G)me w1z

W ako mmeHyjeMO OUMEH3MOHM uHTerpan y jenHaumnu (4.1.16) u (4.1.18), ¢; u ¢,, PECHEKTUBHO,
jenHaurHa (4.1.24) mocraje:

0?1y = Mc? (35) 5y BT = = (57) Ga(Ti = 1) + 26205 - 302))| - (4.1.26)

Kako je cpenmu (dakTop peraTUBHOCTH y YBEK MO3WTHBAH, OBaj U3pa3 MOXe ja Oyjae KpUTEepHjyM 3a
CTaOMITHOCT Kao U y nornasiey 3. To je:
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(%) Gaati =D+ 2605 30D < (GE5F)  (41.27)

Ile CMO MCKOPUCTHIIM 4HEbeHMIy faa je IlIBapummuimos paamjyc (Rs) 2GM/c?. OBo caga MoeMo
HMCKOPHUCTUTH Jia TMPOYYMMO CTa0WJIIHOCT Oenux Taryjbaka jep Ce MHXOBa Maca MNpHUOJIKaBa
UannpacekapoBoj rpanumm. Kama ce oBo jgecd, jeqHayMHA CTamka Ce MPUOTIKAaBa EIEKTPOHCKOM
JereHepPUCaHOM PEIATHBHCTHYKOM Tacy, MOJUTPOITHOT HHeKca N=3.

Kakon - 3,ul; = 4/ 3, U CHCTeM 1ocTaje HectaOunaH. Heka je:

r=%+e (4.1.28)

Jennauuna (4.1.27) nocraje (kopuctehin Pojg0BEpOBO PEICHE 3a §1 U §y):

9¢  Rg (4 _9 Rs
R 1.13
Re 115
Ry €

R
Taxko, ako 3aMucIUMO HHA3 OeNHX MaTyJhbaka ca pacTyhoM MacoMm, BpeIHOCT R—S he MOHOTOHO omagaTu Kao
0

pe3yiITaT penaiyje Maca-paaujyc 3a 0ese maryJbke, ai he MOHOTOHO pacTh Kako Ce CHCTEM MPUOJIHKaBa
KOMIUIETHO] PENaTUBUCTHYKOj AereHeparuju. O4nTo, MOpa MOCTOjaTH TPEHYTaK KajJa CHUCTEM IIOCTaje
HecTaOWIaH U Konarncupa. Mehytum, 1a OucMo HallUK Taj TPEHYTaK, MOPaMO UCTPAKUTH KaKO CE € MCHha
ca nmosehameM Mace. 3a 0BO ce ocBphieMo uHTepecanTHOM paay Doskepa u ['pubeHa, kKoju TBpIE:

2x 72
3

€= (4.1.30)

riae je X, YanapacekapoB mapamerap JiereHepaiiyje.

Caﬂa, Haml yCJIoB HeCTaOHMITHOCTH MOKe OUTH HAIKMCaH Kao:
Rgs 2
0

CBe 1mITO OCTaje je Jla ce MCIUTa IPOCEUHA BPEJHOCT MapameTpa JereHepandje X, 3a KOjU MOIKEMO
ouekuBatu Behy BpeaHOCT o1 jenunuie. Yanapacekap TBpIu:

pe = Bx3 = (8mmic3/3h3)x3 (4.1.32)
Capa 3anemapyjyhu HHBEp3HH [B paciiaj, IOKaIHA I'yCTHHA Ce MOXKE IPy6O JaTh Kao p = My, /MeH
x3 = [*33]/) (4.1.33)
gmm3cim,
JlomycTtumo fa p Gyjie 1aT Kao cpesiiba BPEIHOCT;
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< [ 9hn® ]2/3 M/3

2|2 |'THMZ
0= (32m2m3c3my) R2 (4.1.34)
Hopmupamenm R IlBapmmmngoBuM paaujycoM, 1001jaMo:
x2 =7-10%(My/M)*3(Rg/Ry)? (4.1.35)

OBO MOXe OUTH PUTOPO3HO KOMOMHOBAHO ca jenHaunHoM (4.1.31) ma 6Gucmo n0OMIK BPeIHOCT
3a Ry/Rs. MehyTum Kako je 1eo OBaj apryMeHT JaT WIyCTPATHBHO, MOXKEMO Takole MpeTHOCTaBUTH
Macy Kao rpaHuuHy 3a Oene matysbke. Tana jenqnaunna (4.1.31) nocraje:

(Ro/Rs) > 228(My/M)*/° = 200 (4.1.36)

Tpebamo HarmomenyTH aa he pesynrtar Outh BanugaH camo y IbyTHOBCKOj anpoKkcHManuju, U aa
he mpercraBipaTH HIDKY TpaHUIly HecTaOwiHOCTH. WHTepecaHTaH pesyarar je ma Ommra Teopuja
penaTuBHOCTH TocTaje OutHa. OBO je WCTH pesynrar go kora je pomao Domnep mpoyuasajyhn
CylIepMacHBHE 3B€3l¢ KOje IOCeAYjy paJMjaTUBHU TIPUTHCAK, KOPUIINCHEM IOCT HYTHOBCKE
anpokcuMaryje. Tpebamo HamoMeHYTH Aa cTaBjbamke Ry y pemamujy maca-panujyc 3a Oene maTyJbke,
npejiake pelykoBame kputuuke mace 3a 1,5%. Crora, UaHmgpacekapoBa rpaHuila 3a Macy Oemux
naryJbaka, Mako JOCTa BEJIMKa, U 1aJbe PEICTaBIba OUTNYHY allPOKCUMAIIH]Y.

4.2 YTHLAj poTanMje ¥ MarHeTHOT I10/ba HA FPABUTALUOHY
HeCTAaOMJ/IHOCT 6e/IMX naTy/baKa

Y OBOM TpEeHYTKY YHTAJIAIl C€ MOJKE JKAJIMTH Ha TO Ja je M3Boleme y NpHCyCTBY HECTAOMITHOCTH
npoy3pokoBane Ommrom penaruBHohy, Beoma Kparko. Jly>Ku pe3yiraT MOTy ce JIOOUTH Majo
JAPYradjuM MPUCTYIIOM O OHOT KOjU CMO KOPHCTHIM paHuje. OBaKkaB jefaH MPUCTYII je YCIIemaH KOJ
yBohema cthepHe cumerpuje. Mehytum, mpe Hero mrTo yhemo y neMoHcTpanujy e€(pHKacHOCTH OBOT
MPUCTYNa, Xajie Ja BHAUMO KakaB he yTHIQj poTaldja ¥ MPHCYCTBO MAarHETHOT IOJba MMAaTH Ha
pesynTare M3BEICHE y NpPeTXoJHO] cekuuju. DoBiep je moka3ao Ja jako Mmaja poTamyja JOBOAU JIO
CTaOMITHOCTH Y OJHOCY Ha TPaBUTALMOHY HECTAaOWIIHOCT CyNepMacHBHHMX 3Be3Jla, Nla CE CAaMHM THUM
MO’KEMO 3alMTaTH Kako fie poTanuja yTuiaTi Ha CTaOMIHOCT Oenux matyjbaka. Mehytum, cutyaimja je
KoJ Oenux maryJbaka Majo apyradnja. OBe je TpaBUTAIIMOHO MOJbE MHOTO jade, Ia MOpaMoO OYEKHBATH
MHOT'O BHIIIE POTAIMOHE eHepruje Koja he ycmeBaTH Aa Hajgjada OBO TOJbE W 3BE3AY JOBEAC y CTambE
crabunHocTH. [IpernoctaBuMo na edexTH poTalHje W MarHeTHOr I10Jba HUCY TOJHMKO EKCTPEMHH 1a
3HaYajHO MMPOMeHe chepHy CUMETPH]Y.

I[lon oBakBuM ycinoBuma, IbyTHOBCkM mpucTyn w#3 TmoryaBba 3, Ouhe moBosbaH 3a
popavyyHaBamke NOAATHUX WIAHOBA Y jeAHAYMHU KpeTama, u o00e30eamhe 3axTeBaHy BapujalHOHY
aHaynu3y. Y norjasby 3, AeHuHUCANIM CMO POTAMOHY KHHETUYKY €HEPrujy (Js3 U MarHeTHY CHEPIHjy
M, kao:

Js = [ FwdL (4.2.1)
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12
M =fv ng
4Hje cy Bapujaiuje:
8J3 = —28J3(0) (4.2.2)
oM = —-EM

Axo oBO yOauumo y Bapujaunony ¢opmy JlarpamkeBor uaeHTuTeTra U3 cexkuuje 1 (jemnaumna 4.1.21),
nobujamo:

1 d?
2 dt?

(8L.) = 3(I'y = 1)U — 6Q + 28 J3 + M + ([; — 1)6U; — 26Q, (4.2.3)
Cana, yCIIOB 3a BapHjalijy TOTAIHE EHEPTrHje MOCTaje:
SE=0=6U—-6Q+6J3 + M +6U; — 60,4 (4.2.4)

Koju Ham omoryhasa jia npenuiieMo jeqHaduny (4.2.3) kao:

1 d?

S o (61;) = 3Ty — 4)(8U — M) — 2(Ty — 1)8U; + (5 — 3T1)(8J5 — 6Q) (4.2.5)

3aMeHOM BPEIHOCTH 3a Bapujaluje 100ujamMo u3pas aHanoran jeqHaduuu (4.1.24):
0?1y = (3T — 4)(Q — Mp) — 4Ty — 1)U; + 2(3Ty = 5)[Q; — J3(0)] (4.2.6)

OBu wW3pa3u pa3IuKyjy c€ OJ OHMX y IOIJIaBjby 3, cCaMO IO TOME IITO jé OBJE IpaBHTAlMOHA
MOTEHIIMjalHA €Hepryja y3era Kao HO3WTHBHA BeinnuyMHA. Jla OMCMO HacTaBWIM Aajbe, MOpaMo Ja
HOPMHPaAMO POTAIFIOHY €HEPTHjy H MarHeTHO MoJbe. Pa3MOTpuMO ciydaj ca KpyTOM POTAIlHjoM T1a TaKo:

Js =50, = ;w2 (4.2.7)

OBjle 3aHEMapyjeMO pPelaTUBUCTHYKY Kopekimjy 3a | u ysumamo I = aMR?. HopmanusyjMo yraony
Op3uHYy ® 10 KPUTUYHOj BpeaHocTh Pom mozaena. Tana je:

w2 = w2 (SGM) _ aw?c? (ZGM) (4.2.8)

27R} 27Ry \Rgc?2

OBoO cBakako He 3HA4YM JIa Y OBOM IPHCTYITy IpuMemyjeMo Pom mozen Ha Oese narysbke, Beh Ham OH
camo Jaje norogas ¢aktop ckaie. Tako umMamo:

_4a 2.r.2(Rs
Js =2w?Mc (R) (4.2.9)
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Ha cniuan Ha4vH Xajjie 1a HOpMaIU3yjeMO MarHeTHY €Heprujy, Kao OHy JOBOJBHY Jia JOBEJE J0 Kojarca
3Be3jie. Y MOIIaBJby 3 CMO PEKJIM, Ja y OACYCTBY Apyrux edekara, M, > Q| 6u 6uino 10BOBHO 1a
JIOBEJIC IO HECTAOMITHOCTH 3Be3/ie. ¥Y3uMajyhin 0BO Ka0 KOHCTaHTY HOpMaJu3aIiuje 1o0ujamo:

My =|; (53_n)] H2Mc? (%) (4.2.10)

ITox oBakBKUM yCIIOBEUMa MO>KEMO OUYEKMBATH MaKCUMaJHE BPEIHOCTH 3a W U J
w=1 (4.2.11)
H=1

Jlok Ou yBoheme cepHe cuMeTpHje CBaKaKo J0BENO 10 cMamema Ha w > 0 u H > 0.3. Crarpajyhu oBe
BPEIHOCTH 32 J3 U M , 3ajeHo ca npeaxoano oapehennm o, U, u Q, y jennaunny (4.28) monazumo 1o
ycJI0Ba CTaOMIHOCTH aHaaorHoM jeanaunuu (4.1.27). Haume:

Rs 3(3ry—4)(1-32 8aw?
(%) corry — 1) +26,(5 — 31y)) < (A0 saw (4.2.12)
Kao u panmje, mpehumo Ha ciaydaj N=3, ma Taxo:
RS\ (4 9 8aw?
(3) (G +262) < 2e(1 - 36%) + 222 (4.2.13)

Ca a = 0.113, 3a monutpornHe yonte N=3, u orneT kKopuiihemeM DoBIEpOBE BPEAHOCTH 3a ¢ U §3, OBO
rnocraje:

(2) < 0.892(1 — #2) + 4.4 - 103w? (4.2.14)

RS
Ro
Kopucrehu ncty aHanu3sy 3a € Kao U paHuje:

(&) < 841071 = HHM/M*3 () + 4.4 107w (4.2.15)

Ro

U y3umajyhu M 6nu3y YanapacekapoBe TrpaHHIle, UMaMo:

&)

3a pedepeHTHY TauKy, BPEIHO je HAIOMEHYTH BEJINYHHY HOPMAaIH3alMOHUX BEJMYMHA TaKO Jia

. 2 10—
(&) 4.4-10*w 9.3:107° >0 (4.2.16)

Ry (1-#2)  (1-H2)

BpPEIHOCTH BenrunuHa W u J Oyny onpskaHe y rpaHUIlaMa NepCrleKTHBe. AKO NPETIIOCTaBUMO Ja paiuMo
ca objextuma peaa Benmuune 10°kM, Tako 11 je mobe MoTpebHO 1a yHUINTH 3Be31y pena 3 - 101° gaus, a
KpUTHYHA eKkBaTopujanHa OpsuHa pema 10%*km/s. Hajjage mocmatpano mosbe 10 cajga, Koi Oemmx
narypaka je 108gaus. Mako ce mpeTnocraBiba Jia KoJl BEIMKHMX O€IMX MaTysbaka OBaj Opoj Moxe Ja
nocturne 102 gaus, 1o cana Huje youeHo oBako BenMKo mosbe. Tako, NPUXBAT/HUBA TOPH-A MPAHMIIA 32
J{ 6u 6una pena semuunne 1073, AKo 3a TpeHyTak 3aHEMapuMo poTalujy, jennaunta (4.2.14) moxe
OuTH HamlycaHa Kao:
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(%) > 210(1 — H?)" 73 (4.2.17)

Ounrnenno je na he jenuam edexat MMaTh MoJbe Koje menyje ca OmmroM penatwBHOMINhY 3a
noBoheme 3Be3fe 10 ypyllaBama. MehyTum, na Ou mosjee JOBENO A0 HMPUMETHE pa3luKke, Mopa OUTH
BENMKO. 3a HAIly JaTy Topmy rpanuiy oa H = 1073, Mopamu 6ucMo na mosehamo panujyc, 10 BelTHIHHE
3a KOjy ce HectabuiHocCT noBehasa 3a 1%.

Cutyanuja y moryie[ly poTalMje jé MHOTO TeXxa 3a pemaBame. Ako ysmemo H=0 , jennaunna (4.2.14)
rmocraje:

(%)3 + (%) 41-10*w?2-93-10"¢ >0 (4.2.18)

JlomaTHu, KOpUCTaH U3pa3 32 €KBATOPHjalIHy Op3WHY KOjH OIrOBapa 1aToj w je:

1 1
Rz _ Re\z
Veq = Req = 3_@(?0)2 —1.15-105w (R—0)2 [km/s] (4.2.19)

Axo n3abepeMo HEKOJIHMKO PENPE3eHTATHBHUX BPEAHOCTH 32 W, U peIumMo jeaHaunny (4.2.17), nobujamo

. Ry
pe3yiTaTe KOjU Cy AaTH UCIOJ, U TIOBE3aHU Ca BPEJHOCTHMA (R_s) U Vgq.

W 0 0.1 0.5 1.0
Veq (KM/S) 0 794 4128 9453
(&) 210 209 194 148
Rs

Hako je OBMX HEKOJMKO BEJIMYMHA JOBOJBHO Jia Jodapa Jla HMako poTanuja JOBOIH [0
crabmim3alyje 3Be3/ie, y CMHCIY J1a joj J03BOJbaBa Jla y3Me MarbH MOJIYIPEYHHK Ipe Kojlarca, HIak, 3a
pa3NMKy OJ] MarHeTHUX 10Jba, eeKaT je 3aHeMapsbuB. MOKEeMO MPETIOCTABUTH Ja 00jeKaT BPIIU KPYTY
poranmjy. VY cinydajy nudepeHuujanHe poranuje, AudEpeHIMjalHo MoJbe Op3uHa MOpajo OM MMaTH
BEOMa BHUCOKY BpeaHocT. UmHM ce Ja OM JOJaTHO CMHIAke TPOW3BENI0 3HAYajHy JTUHAMUYKY
HECTaOMITHOCT.

Taxo, BUZieny CMO J1a HU pOTalyja HU MPUCYCTBO MAarHETHOT 10Jba, HE MOTY 3HAYajHO YTHLATH
Ha YMCHHITY Jia fie Oenu maTyJbak MmocTaTH HECTa0WIIaH KaJla HheroB MONYIPEYHHK JIOCTUTHE BPEAHOCTU
on 1000xkm. Kiacmuno, 3Be3fie OOCTHXKY OBY TauKy KaJa MMajy OKO, M Mamy Macy, O]l HEKOJIHMKO
npoueHara Mace o YanapacekapoBe rpanuiie. To HHje TpaHUIla Koja HAacTaje Kao IMPOMEHA y jeHAYNHU
CTama KoOja Hac JIpXKH JaJbe OoX rmocMmarpama Behux Oenmx martyspaka. [IpucycTBO HECTaOMIHOCTH Kao
npoaykTa ONiuTe peJaTuBHOCTH, YHUILITABA MACHBHU]j€ 3BE3/IE.

Morau OHCMO OA0alUTH OBaj apryMEHT jep CMO KOPHUCTWIM Mace Koje cy Oym3y
Yanapacekapose rpanuiie. MeljyTum, kaga HEKO MOKyIIa J1a TeHepaIn3yje pe3ysTaT jeHor mpobiiemMa Ha
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JPYTH, IPaBU KOHIIENTYyalHy TPEIKYy KOja MOXe€ JOBECTH JI0 MHOTO Behux rpeimaka y reHepaan3aliiji.
Kao mro hemo BuieTr y HapeIHOj CEKIIMjH, OBO j€ 3aKMCTa CIIy4aj ca HEyTPOHCKHUM 3BE3/1aMa.

4.3 CTaOM/IHOCT HEYTPOHCKMX 3Be3/a

Hpyra knaca objekara duje je mocrojame yTBpheHo TokoMm 1960-ux jecy HEyTpOHCKE 3BE3Je.
Yecra je morpemika aa ce HEYTPOHCKE 3Be3/€ cMaTpajy 3a Oejie maTyJbKe KOjU Cy KOJamcupaiu,
003MpOM Ha HUXOBY CIMYHY Macy. Y peaHOCTH, OIHOCH paaHjyca Oesor maTyJbKa U HEyTPOHCKE 3Be3/1e
n3Hoce 1000 myTa, mTo mpeAcTaBba U OJHOC pajavjyca 3Be3je riaaBHor Hu3a (CyHIa) u Oenor naTyJsbka.
Jpyro morpemHo cxBaTalkbeé OAHOCH CE€ Ha TIpaHMYHy Macy HeEyTpoHcke 3Be3ne. [lomynmapHa je
MPETIIOCTaBKa, KaKo ce 0 TpaHHuYHe Mace 3a Oerne maTyJbKe JONUIO MPEKO MPOMEHa Y jeIHAUYMHU CTamba,
Jla ce TaKBOM MPOMEHOM MOKe Johu M 70 TpaHWYHE Mace 3a HEyTPOHCKe 3Be3/ie. TayHo je Aa MOCTOjU
TpaHUYHA Maca 3a OBe 00jeKTe, aji OHa He MPON3NIA3H U3 jeJHAYNHE CTarba.

[lpoMeHe y jemHayMHU CTamba, MEHajy pe3yiraT kon YaHmpacekapoBe T'paHHIE 3aTO IITO
CJICKTPOHU JTOCTHXKY Op3uHe Oyincke Op3uHM cBeTIocTH. Kama OM Jonuio 1o oBOTa KOJi HEYTPOHCKHX
3Be3/a, KOHpUTypalyja cucreMa O Mopala 1 Jlajbe J1a 337J0BoJbaBa TeOpeMy BHpHjala.

Xajme ma 3a TpeHyTak 3aHeMapuMo edekTte ONIITe PeNaTHBHOCTH M M03a0aBHMO c€ CaMo ca
CHEIHjaJTHOM pelaTUBHOIINY U oAroBapajyheM oOIMKY TeopeMe BUpHjajia KOju CMO U3BEJH y TOTIIABIbY
2. (j-na 2.2.9)

1d2?I,
2 dt?

=Q+T+ [, (z/y)dv (4.3.1)

raejecama y = (1 — vz/cz)_l/Z.

Kako HeyTpOHHM MOCTajy penaTuBUCTUUKY oHAa ¥~ = 0, u T = aMc? rae je a > 1. MoxeMo Hanucatu
IPAaBUTAIMOHY MOTEHIMjaIHY CHEPTH]y Kao:

R g L (4.3.2)

Ro 2
Bapujanuona ¢popma teopeme Bupujana he 3axTeBatu:
T+0<0 (4.3.3)

a Tako UMaMo
Mc?[a — (n/2)(Rs/Re)] < 0 (4.3.4)

umi (Rg/Ry) > (n/2a). Kako je n peaa BenuuuHe jequnuie u @ > 1, oBo he 3axteBatu 1a o0jexar nMa
panujyc mamu of LlBapummngoBor, na 6u 6uo crabunaH y ogHOCY Ha paaujaiHe myncanuje. OBaj
apryMeHT MOXe Ce KpUTHKOBATHU jep cMo 3aHemapwin OIIITYy pelaTuBHOCT, Koja y CymTHHU moBehaBa
epukacHoCT rpaBuTanuje. Moxxaa 0u ,,mopehana rpaBuTanyja’ IOMorjia CTadMIN3anyju 38€37€ Y OAHOCY
Ha yOp3aHo noeehame yHyTpalme eHepruje. Meljytum, ako ce 0a3upamMo Ha aHaIM3y Yy CEKIUjH 1, Kako
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' > 4/3, Heka BpcTa HECTAaOMIHOCTH KOja JOBOAM JO Kojarca Oenux maTysbaka, mojaBuhie ce u y
HEeyTpoHCKO] 3Be3mu. Tauna BpenHoct (Ry/Rg) mpu K0joj 0134 10 OBaKBE HECTAOMIIHOCTH 3aBucuhe o
jeaHaYMHEe CTamba KOjOM Ce OMKCyje CHUCTEeM, Kao M O Mojena Koju ce KopucTH. Mehytum, kako
KOPEKIIMOHU WiaHoBU OMIITe PENaTHBHOCTU ITyHO TpEBa3uiia3e BPEIHOCTH UCTUX KOJ| OEHNX MaTysbaka,
MOXKEMO OYEKHBATH Ja BPEAHOCT | BHIIE 3aBHCH O] pelnaTUBUCTHUKE rpanuiie ox 4/3 ox panuje. OBo je
3aMcTa Clly4daj KOju jacHo mokasyje Tporep, MpHIMKOM pa3MaTparma OIIITHX CBOjCTaBa PEIaTUBUCTUYKIX
amjabarckux mynmaux cdepa. HberoB 3akpydak Ono je /a ce HECTAOMITHOCT YBEK jaBJba IpEe HEero rac
MOCTaHe PeNaTUBUCTHYKHU ycJell BUCOKOT MpUTHCKa. HaxkamocT, He MOKeMO KBaHTUTATUBHO MPUMEHUTH
pesynrate u3 ceknmje 1, jep HaumH Ha Koju ce | mpubmkasa 4/3 (vwm HauwH Ha Koju " 3aBucH ox 5/3)
3aBHICH Of I€TaJba y jeAHAYNHH CTarba. MeljyTuM mpuimKoM Harler n3Bohema Moxxemo qohu fo ocehaja
3a HECTAOWIIHOCT, MPETIOCTaBhajyhn Ja KOMIIPECHjoM J01a3u 0 cMamema [ ca 5/3 Ha 3/2. 3ameHoM
oBe BpeaHocTH y jennaunny (4.1.27) u xopunrhemem POBIEpPOBE BPEIAHOCTH 32 §1 U G, 3@ MOJUTPOIHY
JIONITY MHJEKCA 2, I0JIa3UMO JI0 TPAHUIIC 38 CTAOMITHOCT:

(%) > 43 (4.3.5)

Tako R, 3a HeyTpoHcKke 3Bene mopa Outu Behe on 12xkM. Kako Tunmmyam mozaenw ykasyjy Ha
pammjyce ox 10km, BpemHoct on 3/23a I’ jecTe pempe3eHTaTWBHA, alld je W Jajbe OANEKO Of
peNaTUBHCTHYKE BpeAHOCTH of 4/3.

Juckycuja y ceKuuju 2 BOAX 10 BepOBama Aa HUTH POTalldja HUTH MarHeTHA M0Jba HE MOTY
3Ha4ajHO MOAM(UKOBATH TOYETAaK HECTAOMITHOCTH KOJU CE jaBJba yCie[ edeKaTa OMNIITe PellaTUBHOCTH.
Jlo oBora KBaHTHTaTHBHO MOXkeMo jiohu ako y jennaunny (4.2.10) yBeaeMo MoJUTPOIHY JIONTY WHICKCA
2. Jla Oumcmo jommm o AoOpor pesynrara, MOpaMO MOMEHTY HWHepuuje yBecTH (akrop a.

R 2 .
Hnrerpamsemem 41 r*pdr na 1) AJTHO, MOKEMO ITOKa3aTH:
0 b

§f§1 £0dg
€'2d_—9 (4.3-6)
tag §1

a=|1+

Koju 3a N=2, naje a = 0.345. Yoauusamwem y jennahuny (4.2.13) nobujamo:
(2—) < 0.234(1 — H?2) + 3.2 - 102w? (4.3.7)
0

Edextn porainuje 1 MarHeTHOT 1MOJba Cy UCTH U 32 HEYTPOHCKE 3BE3/ie Kao U 3a OeJie maryJbKe.
Mebhytum, kxako je Ry camo Hexonmko myTra Behm ox LlBapummnnoBor, HOpMain3aluja Mojba U
poranMoHux Op3uHa Mopa OWTHM OrpoMHa. 3a HEYTPOHCKY 3Be3ny paaujyca 10kM, onromapajyhe
MarHeTHO noske goctike 1018 gaus, nox poranmone 6psune koje oxrosapajy W=1, mopajy 6uru 10% on
Op3uHe cBemocTH. OBe BPEIHOCTH JOCTHXKY OHE KOJ HajeKCTpeMHHjuX myicapa. OBu pe3ynTaTH cy u
OYEKUBAHU IPUIIMKOM aHaJIM3€e OeNNX MaTyJbaka.

3armo4eny CMO OBY JMCKYCH]y HHHUIMpameM jaa he aHain3a OUTH IMyHO I10jeHOCTaBJbEHA, a UIaK
CMO JIOIITA JI0 BeOMa KOPHCHOX KBAJUTATUBHHUX pe3yirata. Kako 3akoH maca-paaujyc 3a OHIO KOjy
JIETeHEpHCaHy jelHAa4YMHy CTama 00e30eljyje 3a OMIIO KOjy 3BE31y CMameme paaujyca ca rnobehamem
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Mace, MokeMo rapanToBatu aa he pesyntyjyhe cmameme I', moBehatn HecTabmmHOCT KOH(MHUTYpanHja ca
panujycuma o Hexonuko llBapmmmunmoBux. Tako he mocTojatu ropma rpaHuna 3a Macy HEYTPOHCKE
3Be3zne. [lopekno oBe rpaHuUIEe je KOHIENTYaTHO HISHTHYHO Kao M 3a Oene maryipke. Kao u 3a Oeme
matyJbke, OBa rpaHMIa he ce MemaTH y NPHCYCTBY POTAlMjé M MAarHeTHOT I0Jba, CaMO Y CIydajy

. 1
BUXOBUX CKCTPEMHUX BEIIMYMUHA. v JUCKYCHUJU CMO YBCJIN YJIaHOBEC OIIITE PEJIATUBHOCTU 0 (C—Z), 1 HCKO

MO’KE OYEeKHMBATH J1a e BUIIN WIAHOBM YTHIATH Ha pe3yiarar. MelyyTum, HHjejaH o/ OBHX WIaHOBa Hehe
UMaTd 3HAuYajHy YJIOTYy OCHM aKo KoH(puUrypaluja TOCTaHE Mama oJ Hekonuko llIBapmmmnmgoBux
panwmjyca.
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Ilors1aB/be 5

Teopema BupHjasia U lbeHA IPUMEHA Y MOAEPHOj GU3NLHU

Y nmocamammeM pany, OaBWIM CMO C€ NPUMEHOM TEOpEeMe BUpHjajda HWCKJBYYHUBO Y
acTpopu3NIKNM TpobieMrMa. Y OBOM TIOTJIaBJby, OCBPHYheMO c€ HEKHM MOJIEPHHM IpOOIeMHMa Y
(hM3UIIM ¥ HABECTU KaKO MOXKEMO OBY HEBEPOBAaTHY TEOPEMY KOPHUCTUTH Y KBAaHTHO] MEXaHHUIIU, U HEKUM
OUTHUM acTPOPHU3UYKIM IMPOOIeMrMa HOBOT 00a, Kao IITO Cy HaNaXeme YHYTPalllhe TeMIeparype
3BE37C U MOXK/IA jeJlaH O/ Haj3aHUMJBUBHjET MPOo0OJIeMa TaHAIBLUIIE, TAMHY MaTepH]jy.

TamnHa maTepuja je xumoretndka popma marepuje. OHa je Mopaiia OuTH TOCTynUpaHa 1a Ou ce
o0jacHWIN MPOOJIEMH KOj HUCY MOTJIM OUTH 00jalimeHu no3HaTM Gopmama marepuje. [lpernocrasiba
ce Za ce OBaj OONMK MaTepHje CacTOju OJ TEIIKHX, CIIOPUX, HEHaeleKTpHCcaHuX, 0e300jHuX, ciabo
nHTeparyjyhnx gectuma. TakBa BpcTa 4ecTHIIE 3a cajla He TIOCTOjH Y YecTH4HO] ¢u3uiu. [IpaBa mpupoma
TaMHE MaTepHje jolI YBEK HUje M03HAaTa.

Axo mocmarpaMO KOCMHYKO IIO33JHHCKO 3padyeme, MOoXKeMo Hahu TEOpHjCcKy pacHofely
MaTepHje y yauBep3ymy. Camo 5% TycTuHe eHepruje y yHUBep3yMy YMHH OaproHCKa MaTepHja (3Be3zie U
ianere). Bunseusa matepuja unan 0.5%. 10K TaMHa MaTepuja 3ay3umMa Aeo ryctue ox 26,7%. Hajsehn
neo, oko 70% oxanasu Ha TaMHY eHeprujy. TaMHOM €HEprujoM ce y OBoM paay Hehemo OaBUTH.

OBakaB 3aKJpydak ce jako KacHo 1mojaBuo y ¢uzuiy. [logerkom 200r Beka MpeTHoCTaBhalIo ce 1a
JTUCTPUOYIMja IYMHHO3HE MaTepHje OAroBapa TauHO paclojielii MaTtepuje y yHusep3ymy. Tek je 1920.
rojune npodecop @puil 3BUIKH YOUHO HENITO Ipyradrje Kajia je mocMaTpao CKyI rajlakcuja y caspexly
Bepenukuna koca. [Tokyiiao je Ha OCHBY KpeTama Jia u3padyyHa KOJUKO OM Mace Tpedajio MocTojaTH y
JIaTOM jaTy, padyHCKU Pe3yJTaTH Ce HHCY IMOKJANalid ca mocMarpadykuM. Taxa ce 3Haua jJa y Teopuju
HEIITO Tpeba MEeHAaTH.

5.1 YHyTpalma TeMneparypa 3Be3je

Hanaxeme criospalime TeMIepatype 3Be3/ie MPEeTCTaBba jeJHOCTABaH MpoOiieM, KOjU Ce JIaKo
pemasa kopuiihemeM [lmaHkoBOr 3akoHa 3padyema HpHOT Tena. MehyTum, oBaj NpUCTYNT HE MOKEMO
KOPHUCTHTH aKo XEJIUMO Aa Hal)eMo yHyTpallkby TeMmreparypy came 3Be3ge. OBakaB mpoOiieM Haj0oJbe
pemaBamMo MpUMEHOM Teopeme BupHjaia. [IpernoctaBumo na je 3Be3na cdepa pamujyca R m mace M.

Hbena ykymHa rpaBuTaliioHa OTEHIIMjallHa eHepruja ouhe:
Vo= _36Ms (5.1.1)

5R o
AKO TIpETIIOCTaBUMO Jia jeJlaH aToM KOju ce Kpehe y YHYTpalllkhOoCTH 3Be3Jle UMa KHHETHUYKY €HEPTH]jy
(K,), xoja je nata Kao:

(Ke) = S K(T) (51.2)
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rae je (Ts), TeMreparypa y yHyTpalimocTh 38e371¢ a K je boamMHoBa koHcTanTa. AKO yKymaH Opoj aroma
Yy YHYTPaIIEOCTH 3Be3/1e 03HaunMo ca N, oH/Ia mpruMeHOM TeopeMe BHpHjaia J001jaMo 11a je:

36M¢ _ 3
—(V)/2 =~ =25 = N> K(T) (5.1.3)
a oatie:
GMZ _ GMZm
(Ts) = SKNR  SkR (5.1.4)

. M . .
rae jem = WS IpOCEeYHa Maca aToMa y 3Be31d. 3Be3Jie IIaBHOTr Hu3a Ha XP nujarpamy (oOjacHuTH miTa

je XP amjarpam), xao mro je Hame CyHIle, CAaYU-EHE Cy YTIIaBHOM O/ aToMa BofoHUKaA (~61%), m atoma
xemujyma (~38%), Tako 1a Macy aToMa MOXKEMO alpoKCUMHUpaTd Ha oko m = 2.2 * 107%7kg. Maca
Cynna je oko My = 2 = 103%kg, a paaujyc moxkemo anpokcumupaty Ha oko 70 * 106km. Veoheme oBux
xoHcTantu y j-uu (5.1.4), naje mpoceuny TemmepaTypy y yHyTpammoctu Cynma oko 107K. Oso je
M3BaHPEIaH Pe3yiITaT JO0OUjeH IIPOCTUM MTPOpadyHHMa, KOjH 3aXTeBa Maly KOJIMYMHY SKCIIEPUMEHTATHUX
MoJIaTaKa, KOju Cy MPUCTYNAaYHU 1 KOje MOKEMO T0OUTH MepemeM ca 3eMJbe.

5.2 KBaHTHA MeXaHUKa

Teopema BHpHjama ce 4YecTO MPHUMEHYje KOJl pellaBamka MpodiieMa y KBAaHTHO] MEXaHHIIH.
Takohe, nMa BeJIMKY MPUMEHY U Y MOJEeKyJIcKoj ¢usuim. Kao uinycrpanujy, mokymajMo na nponahemo
COTICTBEHY (YHKIMjy aTOMa BOJOHMKOBOT THIA. 3a OWio Kojy TamacHy (GyHKOH)Y ¢, U eHeprujy E,
cpenma (oueknBana) BpenHoct Xamunronujana (@|H|p), je jennaka cymu cpemmwux Bpeanoctu (T),u

M-
(H)y = E =(T)y +(V)y = (p?/2m) — (e?/7) (5.2.1)

Cazna kBaHTOBaHA Bep3Hja TEOpEMe BUpHjaia MOXe OMTH NpHKa3aHa Kao:
1
(T)y = _5<V>‘P (5.2.2)

VYBolewem oBora, 3a eHeprujy 1o0ujamo:
E=—(V)/2=—(e?/7) (5.2.3)

AKO je aToM y N-TOM €HEPreTCKOM CTamy, ’eroBa eHepruja je 1o0po mo3Hara:

2,4
En=—"02=E (5.2.4)
IMocnenme ABe jeAHAYMHE HAM MOTY JIaTH PE3yJTaT 3a MPOCEUHH PaIUjyC aToMa:
(1/7) = 1/(agn?) (5.2.9)
rie je a, paaujyc aroma y boposom mozeny - bopor paaujyc. KonauHo gooujamo
(1) = na, (5.2.6)

OBo mpezacTaBba paadjaiHy JajbUHY (IMCTaHIly), TJ€ BepoBaTHOha Hallakema €JeKTPOHA, Y
aTOMY BOJIOHUKOBOT THIIA, IOCTHKE CBOj MAKCUMYM.
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Hpyrn Beoma 3Ha4ajaH MpUMep TMPUMEHE TeopeMe BHpHjajia y KBAaHTHO] MEXaHHWIM jecTe
MPOJIMKOM TpoydaBama MOpeKiia XeMHUjCKHX Be3a Y MOJIEKYJy, W MPHUIMKOM IMpOoy4yaBarma KaHOHHMYKUX
MpuMepa y KBaHTHO] MEXaHHITH, Kao IITO j€ XapMOHH]jCKH OCIIHIIATOP.

5.3 [IpBe xunoTe3e 0 TAMHOj MaTepHjU

lamakT4ko jaTo je CKym BHINE TajlakCHja Koje Cy TpaBUTanHOHO Be3aHe. OTKPHBEHO je Ha
XWJba/le TATAaKTUYKWX jaTa, W TIOYENI0 Ce ca HUXOBHUM 3alicHBameM y Karajore jom 1950. romwmme.
IbuxoBe TUIMYHE Mace M paaujycH cy aati kao 2 — 9 * 1014 My u 1 — 5Mpc, pecnektusHo. Criupaiue
rajlakcyje Takohe mpeTcraBibajy Be3aHe CHCTeMe, U cacToje ce of 3Be3a u Mely3sesganor raca. Benuky
JYMHUHO3HOCT ¥ KOHLEHTPALKjy pPeryjapHe MaTepHje y rajakcrujama MOXKEMO BUAETH Y TAHKOM JHUCKY,
TJIe 3B€3/I€ U rac pOTHPa]jy, 0 CKOPO KPY>KHUM OpOUTaMa, OKO raJlaKTHYKOT LIEHTpA.

Hexa M Oyzme ykymHa maca jemHe ramakcuje (IIOJ TMPETHOCTAaBKOM Jia je€ KOHIIEHTPHUCAHA Y
LUEHTPY), 1 HeKa V 1 R Oyay Op3uHa U MomynmpeyHHK rajakcuje, peclieKTHBHO. [locmaTpamo 3Be31y mMace
M koja ce Hama3u Ha mepudepuju Tanakcuje. ['paBUTaNMOHA CHIa KOja Neiyje Ha By MOXE ce

I/13j COHAYUTHU Ca HEHTPUIICTATHOM CHIIOM:
=2 =2
mv GMm .,. RV
== iliM=— (5.3.1)
R R2 G

rae je M y cTBapu ykymHa Maca yHyTap opOuTe 3Be3/ie, Koja je OATOBOpHA 32 MHTepakuujy. Tama numamo:

ﬁ=f% (5.3.2)

Kako je eBomymnuja cBeMupa, y KOCMOJIOTHjH, OINMCaHa MPEKO TYCTHHE, OUTHO je Jla W OBJE MOBEKEMO

Op3uHy Kpetama ca ryctuaom p(R), 3a naty quctpubyiujy mace M(R) aatoj y jeanaunsum (5.3.1)

U= /GN;(R x /G = const (5.3.3)

Ca npyre cTpaHe, 3HaMO paJfjaiHy TyCTUHY MaTepHje;

p(7) x R™2 (5.3.4)
AKO HCKOPHCTUMO TEOpEeMy BUpHjajia Ja OMCMO OIMCAIM KpeTame 3Be3jie, rajlakChje WIHOMUIO KOjU
JPYTH TPABUTAIMOHO BE3aHU CHCTEM, MOXKEMO TTHCATH:

(T) = —>(V) (5.3.5)
Jla 6ucmo noOwim Be3y u3mely Op3uHe KpeTama 3Be3/le M HCHE Mace, CMaTpaMo Ja rajakcuja uma
chepHy auctpudynujy mace M, nonynpeunnka R u cpenmwe pyctune p. [loTeHnujanny eHeprujy oHzaa
MO’KEMO TIHCATH Kao:

2
3a N 3Be31a Mace M y rajakCuju, YKyIIHa KHHETHYKA eHepmja je:
T=YN 15 ml (5.3.7)
[IpumeHoM TeopeMe BupHjaia Ha CBaKy O 3Be3a JoOHjaMo:
—EyN PR = (5.3.8)

rae Op3uHa V yKJbydyje pagujajHy KOMIOHEHTY, 3€HUTAIHY W a3UMyTajHy. Tajaa 3a cpelmy Op3uHy
MO>KEMO MHCATH:
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(B2) = (B2) + (BF) + (D2) = 3(¥?) (5.3.9)
A Kako paguMo ca CTAaTUCTHYKUM CPEIHUM BPEIHOCTHMA, CIICITH:
1 - -
STt U7 = (07) = 3(97) =30 (5.3.10)

rae je ¢ crangapana aesujanija. Canma, 3ameHoMm jeanaumte (5.3.6) u jemuaumue (5.3.7) y jennaunny

(5.3.5) mobujamo:
3G6M?

Axko y3memo n1a je M = Nm, koHagHO 100mjaMo u3pas3 3a Jucrep3njy Op3uHe Kao:
02 ~ % (5.3.12)

OBaj m3pa3 y CycTHHH NpeTCTaBjba Be3ly M3Mely aucnepsuje Op3uHe Tajakcuje U IeHe Mace.
Cagna, ako y3MeMO JIOTIIEPOBO IIMPEHE TUHHja Y CHEKTPY 3padera WHTePCTENapHOT raca y rallakCHju,
MOKEMO ca curypHoinhy Hahu poTanMoHy Op3WHY KpeTama pa3IMuMTHX PErHoHa y Talnakchju. AKo cania
YHOpeanMO pe3yiTare 3a Op3uHY KpeTama rajakcuje, Koje CMO TOOWIH CIIEKTPAITHOM aHaJTH30M Ca OHOM
KOjy cMO mo0mmu Kopuctehn TeopeMy BHpHjaiia, JoJIa3uMo A0 pe3yiTaTa Aa je 3a UcTy macy M, Op3uHa
noOMBeHa KOpHIINemeM MpBOr IMOCTyIKa, MHOro Beha o7 oOHE H0OMBEHE KOpHUIINCHEM TEopeMe
BHpHjaa.

®. 3BUIKH je MPBU MPUMEHHO TEOpPEeMYy BHpHjalla Ha TrajakThika jata. OH je mpoHamao aa y
OBaKBHM cHrcTeMrMa Mopa noctojati 100 myTa BHIe Mace HEro IITOo Cy CHeKTpainHe aHanu3se aaie. OH je
3aKJBY4HO JIa MOpa MIOCTOjaTH HEKa HETYMHUHO3HA MaTepyja y jaTuMa, Koja Ou 1o/1ana HEOIXOIHY eKCTpa
Macy, Koja Ou Ousia OArOBOPHA 32 BEIHKe Op3UHE KpeTamba.

Hamomennmo na ce maca rajakcuwje Moke Hahn MpeKko mheHe JYMHHO3HOCTH W TOBPIIMHCKE

. . . GM
temneparype. 3Hajyhu monynpeunuk ranakcuje R, moryhe je Hahu rpaButanmono yopsame g = Ha

R2”
MOBpIIMHK Tanakcuje. M3 oBora je moryhe Hahu TYCTHHM TallakCHje W YIOPEOUTH je ca KPUTHUIHOM

TYCTHHOM CBEMHpa Koja je Jara ca:
_ 3H§

=2t (5.3.13)

rie je Hy XabnoBa KOHCTaHTa, a JjaTa jeAHadnHa je Ha3BaHa DpuaMaHOBa jeTHAYHNHA.

Ormer, ryctiHa Hal)eHa IpeKo TeopeMe BHpHjaia, Beha je Hero KpuTHYHa IyCTHHA, [1a CAMUM TUM
HaMm Tpeba xumote3a o TamHO] MaTepHwju, WM HEKa Jpyra Xuroresa, koja he HaM 00jacHUTH OBaKBe
pasimKe.

Kana ce aHanmm3mpa KOCMHYKO TO3aJUHCKO 3pademe, MOXE ce JOOUTH pacrojena mace y
yHuBep3yMy. Camo 5% TycTHHE eHepruje y yHUBEp3yMy HoTHde oj OapuoHcke matepuje ((pyTHOTa 32
OapuoHCcKy MmatepHjy). BumibuBa matepuje unnu camo 0.5% yHuBep3yma. YTHIlaj] TaMHE MaTepuje je
MmHoro Behwu, on 26.8%. Hajsehu yneo uma tamna enepruja o oko 70%.

3a oBo ce ayro Huje 3Hano. [loueTkom 20-or Beka cMaTpaio ce Aa pacnozesa JyMHHO3HE MaTepHje y
CBEMHpY, Ta4HO OAroBapa pacmojenu mace. Tek je 1920. romune, Beh nmomenyTo ucrpaxubame dpuia
3BHLIKOT a0 IPBE MHAMKALIMj€ O IOCTOjalby HEeKe Apyre Marepuje, Kojy He MOXeMO BuAeTH. MehyTtum
wedoro oTkpuhe je 6mito urHopucano. One je, 1932.rofuHe OHO jeAMHU KOjH j€ Y CTBAPH Pa3yMeo 3HAUaj
npucyctBa TamHe Marepuje. OH jy je 3Bao MaTepuja Koja Hepoctaje. OHO IITO OH Taja HUje 3Hao jecTe, Ja
JI OBY TaMHY MaTepujy CTBapajy TaMHH 00jeKTH Kao ILITO Cy rajakcHje Koje MU He MOKEMO BUAETH, WIH
j€ TO HEIITO CaCBUM JIpyrauuje.
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5.3.1 KpuBe poTanmje rajakcuja

Buio je motpedHo jom 50 roxuHa on
3BUIIKOBOT UCTPAKHUBAKA, J1a TAMHA MaTepHja
MpUBYYE MaXKky. AMEpUYKa aCTPOHOMKHEHA
Bepa PyOun, naje oBOME BENHMKH JOTNPUHOC.
Ona mocmaTpa pOTalMOHE KPUBE TalaKcHja

cmyHux Miednom myty. OnHa  Takohe

Ve (km/s)

nocmarpa jenHaunny (5.3.3). U3 e MoxkeMo
3aKJPYYUTH Ja, MTO je o0jeKkaT MacHUBHH]jH,
Belie je rpaBUTaNMOHO TpUBIavewe. Takole,
mMTO ce o0jeKaT Hajma3u aajbe Ol IEHTpa,
Tpebano Om cropuje nma ce kpehe, 3aTo mMTO
Onaja TPaBUTALMOHO mpuBiadewme. OBO OH
Tpebano Ja BaKH W 3a Tajakcuje. Y HEeHTpY
rajlakcuje, TycTHHAa j€ CKOPO KOHCTaHTHa U
Maca pacTe ca KBaJpaTroM pacTojama. Y

Hosu Cag, centem6ap 2017

rTrrrrrrrrp ot

NGC 3188

10 20 30 40 50
Radius (kpe)

Cnuka 1: PotaumoHa Kpusa 3a NGC 3198 (CnupanHa ranaKkcuja y
cassexhy Benuku Mepgepg)

LIEHTPY, poTalroHe Op3uHe obOjekaTa ce moBehaBajy THWHEapHO ca TOJYIMPEIHHUKOM pacTojama. Kpusa

poranuje O6u Tpedaio na onaaa. Teopercka kKpuBa Ou Tpedasio 1a u3riena Kao KpyuBa JucKa Ha CIIUIM 1.
Ono mro je Bepa m3mepmia, jecte ma ca moBehamem pacTojama Of MEHTpa, Op3WHA OKOJHOT raca W

IpallliHe 0CTaje KOHCTaHTHA CBE JI0 BUJUbMBE IpaHHIe came rajakcuje. OHa je 3akipydmnia ja Ty Mopa
MOCTOjaTH HeKa JonaTHa Maca. Jla Hema oBe Mace, TalnakcHja Ou ce pacrajia. JenHr HadyuH Ja ce peln

OBaj IMapaJIoOKC jecTe Ja ce MPETIOCTaBH JIa TIOCTOjU XaJl0 OKO TallakCHje CauWE-eH O/ MaTepuje Kojy He

MOXKEMO BHICTH.

5.3.2 rasakTH4KoO jaTo MeTakK (Bullet cluster)

2006. ronuHE AOUDIO C€ JI0 jOUI jeHOT BaXKHOT
orkpuha. IlocmaTpaH je cymap 1Ba TrajakTH4YKa jarta,
Ha3BaH TaJakTW4ko jato Metak. CrieKTpaiiHa aHann3a
OBOTI' pErvoHa MOoKa3yje Ja cyaap u3a3uBa jako OJ10Mjame
MHIVBHIYyaJTHUX KOMIOHEHTH OBHX jaTa. 3Be3le H
rajlakCvje y OBUM jaTHMa IIpoJjia3e jeaHa Mmopea apyre
0e3 WKAaKBUX WHTepakuuja. XOMOreHo pacnopehen
o0J1aK raca 3Ha4ajHO MHTEparyje U CTBapa CJIHMKY Koja
noziceha Ha MeTak, ciuka 2. MaKkcUMyM rpaBUTAI[MOHOT
MOTEeHIMjala Ce HE Haja3d y MaKCHMyMY BHUJIJbHBE
MaTepuje. 3akjby4yak je Ja Mopa IOCTOjaTH J0JaTHa
pacnonena tamHe marepuje. Beha konmuumHa martepuje
ce He HaJlla3M Ha MO3UIMjH Ha KOjoj ce M 04eKHuBajo, Beh
ycamoM 00jaky raca. IIpe cymapa, TamMHa matepuja je

Cnuka 2: T[anakTuuko MerTak:

jato
rpaBMTALUOHM NOTEHLUMjan, LPBEHO-eMUTOBaAHMN rac
Y X-3payerby cneKkTpa

nnaBo-
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Omia XOMOTeHO pacropeljeHa y TalakCHju Kao W y camMoM o0maky raca. AJM, Kako rac WHTeparyje
OPWIMKOM CyAapa, TaMHa MaTepuja HE HMHTEparyje HH ca caMuM cOOOM HH ca JIpyruM OO0JuIMMa
Matepuje. OHa HACTaBJba J]a MyTyje KPo3 00JaK raca, Kao IMITO je U MPUKa3aHo Ha CITHIHN 2.

5.3.3 [loTpara 3a TAMHOM MaTepHjoM

[locrojame TamMHEe MaTepHje je TOCTYIHpPaHO, jep TpaBUTanMjarocTojehe BUAJBHBE MaTepHje y
YHHBEP3yMY, HH TIPUOJIMKHO HHjE JOBOJbHA Ja OM ce 00jacCHWIO Cy30Mjame MaTepuje y PAHOM MEPHOAY
cBemupa. Hay4yHuim ce u 1ajbe nuTajy /1a JIM je OHa cacTaBJbeHa O/l HEKUX HOBHX, /IO Cajla HEMO3HATHX,
YeCTHIIa, WITU TaK 07 0ONYHe MaTepHje KOjy HE MOKEMO BHICTH.

Llpe pyme mory OuTH jeqHo on periemha. OHE HE eMHTYjy CBETJIOCT, MPUBJIAYE MATEPHjy H
JETEKTYjy ce TPEeKO TPaBUTAIMOHOT caknMama. Takole, pa3marpajy ce y CBe BPCTE MAcHBHHX Xajo
o0jekara, kao mTo cy OpaoH matyseiu. OHU ce CKpUBajy Yy XaJouMa rajakcuja, IMajy BEeJIHKYy Macy U He
eMUTYjy cBeTocT. [IpobiieM je mTo BUX HeMa JA0BOJHHO Ja OM 00jacHHUJIM MOCTOjehy KOJUYMHY TaMHe
Marepuje.

Heytpunu cy Takohe noroxnu. Kao u TaMHa Marepuja, 1 OHH IpoJia3e Kpo3 peryjiapHy Matepujy
0e3 mKakBe MHTEpakiyje ca /oM. MehyTuMm, oHU cy mpenaku na Ou ce 00jacCHHO TPaBUTAIMOHU YTHUIA]
TaMHE MaTepuje MpeKo mHuX. Takohe, oHW cy u mpeOp3u. tbuxoBa Op3wHa OM crpedmiia CaXKMMame
CBEMHpA.

Hakon mTo cy oxbadeHe cBe A0 caja IMO3HATE YECTHIC, HAYYHHWIIM CMaTpajy na OW HOBa
YecTulla, Koja YMHU TaMHY MaTepHjy, Tpebana na uma cieneha gusnuka cBojcrsa:

1. Jaka rpaBuTanmoHa cuia
2. Caba uHTEpaKUyja ca IPYruM YecTHLama
3. Henaenekrpucana
4. MacuBHa
5. Bemuka crabunnoct (13.7 *10°roxuna)
Iocroju mpeanor, ga ce y Teopwju, nmpoMeHe HbyTHOBM 3aKOHHM TpaBUTaldje, Aa OM ce 00jacHHO
po0JieM poTariyje rajakcyje.
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3ak/pyuak

Ha camom moyerky oBOr paja, y KpaTKUM ILpTaMma je ONHCaH HCTOPHjCKH pPa3BOj TeopeMe
BupHjana. Jlato je xmacuyHO m3BOleme TeopeMe W OmmcaHa je Bep3uja Kojy je mao Kimaysumjyc, xoja y
CTBapy MPETCTaBJba OJHOC CPEIhe KUHETUYKE M MOTSHIIUjaJHEe SHEPrHje CHCTeMa Y CTAOMIHOM M KBa3H-
ctabuaHOM cramy. Takohe cMo BuAENW Ja ako y CHCTEM YBEAEMO W CHjie KOje 3aBHce of Op3WHE,
pe3ynTaT TeopeMe O0cTaje HeMmpoMemeH. JlarpamkeB HISHTUTET U TeOpeMa BHpHjasla Takohe Bake W KOJ
cCHCTeMa Ca KOHTHHYaJHOM JUCTPHOYLMjOM TYCTHHE, KaKBa je TPHCYTHAa KOJ 3Be3Zla W 3BE3IaHHX
cucTeMa.

Ha Oucmo mouutn 1o 3akJbydyka y KOjoj MEpH MOpaMO MOJU(HKOBATH TEOpEMY BHpHjaja ako
YKJbYYHMO e(eKTEe CIICIMjaIHe PEIATHBHOCTH, KOjU CBAKaKO BJIaJajy y 3BE3JaHUM CpeJMHaMa, MOpan
CMO YBECTH JIPYyTH IIPUCTYTI, TEH30PCKY TeOopeMy BUpHjajia. JJonumi cMo 10 3aKJbydKa Jla 3a YECTHIE KOje
ce kpehy mpuOIMmKHO Op3MHOM CBETJIIOCTH, BPEAHOCT CpElih-¢ KWHETHYKE EHEepruje, MpuOimkaBa ce
BpeaHOIINY Cpeamke MOTSHIIN]jaTHE EHeprHje.

Buno je jako OMTHO &a ce BUIM Kako Malle BapHjaldje W NepTypOaluje HEKHX O] OCHOBHHUX
BeIMYMHA YTHUYYy Ha TeopeMy Bupwujaina. [laene Jleny je ycmeo Ja u3Bene BapujallMOHH OOJIMK CKaJlapHe
TeopeMe BHUpHjaJa M Ja Ha OCHOBY Hbera H3padyHa MyJICallMOHE Iepuoje 3Be3na. Pesynratu 3a
MUJICALMOHE Meproje MOoOWjeHH Ha OBaj HAYMH, JICMIO Cy C€ Cjlarajid ca MOCMaTpauykuM pe3yTaThMa
noOujeHnM 3a nepuje myncandje kon Llepenma. OBuM mpuctynoM cMo Takohe HOmIIM 10 3aKjbydyKka jaa
yBoheme MarHeTHe eHepruje Kao BU mepTypOaruje qoBoau 10 moBehama meproa myJcupama 3Be3/a,
JIOK yBOl)eH€ pOTallMOHEe SHEePrHuje Koja je CBaKako MPUCYTHA y 3Be3/laMa He IOBOAM J0 HUKAKBE MPOMEHE
Nepro/Ia ImyJICHparba.

Kana cMo Teopemy BUpHjasia IPUMEHWIN Ha CTAa0MJIHOCT OeNUX MaTyJbaka, BHIEIU CMO Ja ce
panuje moOuBeHa YaHnpacekapoBa TpaHHUIIA 3a MOJYNPEYHUK (Macy) OBHX 3Be3lla, HAKOH KOje OHH
MOCTajy HeCTaOWITHY, A00pa arcoKCcUMaIrja, U Ja yBol)erhe MarHeTHOT 110Jba M POTallHje Kao jelaH BH/I
Kpe€Tamka Oenux natyjbaka, HC YTU4YC MHOTO Ha IIPOMCHY OBE I'paHHIEC, CEM AKO CY HBUXOBC BPCIHOCTHU
excrpemHe. EdekTu porammje M MarHeTHOr IMoJba Cy MCTH M 3a HEYTPOHCKE 3Be3/le Kao M 3a Oene
naTyJbKe.

Ha camom kpajy pana, moMeHyTa je IMpuMeHa TeopeMe BHpHjayia y MojaepHoj ¢pusunu. Bupenu
CMO J1a je IPUHIIMI HalaXemha YHYTpallbhe TEMIIepaType 3Be3/1a jako CIO0XKEH, a Ja ce MPUMEHOM Halle
TeopeMe, MOXKE PEIMTH Ha MHOTO jeIHOCTABHHUjH HAUMH. Belnky mpuMeHy TeopemMa BUpHjana NOCTIKE U
y KBaHTHOj MEXaHUIIH, IPUIMKOM HaJaXXemwa TatacHe (QyHKIHje eJIeKTPOHA y aTOMY BOJOHHKOBOT THIIA.
[IpuMeHOM TeopeMe Ha rajlakTH4Ka jaTa, JIOILIO C€, MPBU MyT Y MCTOPHUjU, O 3aK/bydKa Jia Y jaThMa
MOpa IOCTOjaTH HEeKa HEJIyMHHO3HA MaTepuja Koja Ou Ouiia OJrOBOPHA 3a BEJIHMKE Op3MHE KpeTama,
KacHHje Ha3BaHa TaMHa MaTepuja.

66



TeopeMa BupHjaia y acTpoOU3UIIU Hosu Cag, centem6ap 2017

Jlutepartypa

1. George W. Collins- The Virial Theorem In Stellar Astrophysics, The Ohio State University
(1977)

2. Celso L. Ladera- The Virial Theorem and its applications in the teaching of Modern Physics,
Universidad Simén Bolivar, (2010)
3. Jorge Cham- Dark Matters - A Tales from the Road Comic (2011)
4. Sanders R.H.- The Dark Matter Problem- A Historical Perspectiv,Cambridge University Press
2010
( : 5.J.C. Fabris and H.E.S. Velten- MOND virial theorem applied to a galaxy cluster, Universidade
Federal do Esp’irito Santo, Vit oria, Esp irito Santo, Brasil(2009)
6. Marco Loreggia, Anna Sancassani, Giulia Zuin-The Virial Theorem and its astronomicalapplications,
Universita degli Studi di Padova (2013)
7. Alex Sugarbaker- Early Evidence for Dark Matter: The Virial Theorem and Rotation Curves,
Stanford University (2007)
8. Klapdor-Kleingrothaus H.V- Dark Matter in Astro- and Particle Physics
9. Kurth, Rudolf- Introduction to the Mechanics of Stellar Systems,
10. Bergmann, P. G.- Introduction to the Theory of Relativity, (1942)
11. Collins, G.W.- The Fundamentals of Stellar Astrophysics, New York (1989)

12. Thorne, K. S.- Stellar Evolution, M.1.T. Press, Cambridge (1972)

67



TeopeMa BupHjaia y acTpoOU3UIIU Hosu Cag, centem6ap 2017

buorpaduja

Pohena cam 6.6.1993. rommue y Jleckosity. OcHoBHY 1Koy 8. OkToOap y BiacotuHily 3aBpiiaBam
2008. ronune, kana ynucyjem ['umHasmjy ,,CreBaH JakoBmeBHO, MPUPOAHO-MAaTEeMaTHUKU cMep, Takohe
y Bmacoruamy. Ilo 3aBprietrky cpenme mikone, 2012. rogmne, ymucyjeM OCHOBHE CTyauje (QHU3UKe Ha
[Ipupoano-Marematnukom ¢akyntery y HoBom Canmy, cmep acTpoHoMuja ca acTpou3ukoMm. Toxom
CTyIHja y4decTBOBaja caM Ha MaHHdecTanujama kKao mro cy PectuBan Hayke, Hoh mcrpaxmBada u
cTyneHtcka actponomcka pamuonuna (CAP) y beorpamy u HoBom Camy. 2016. ronuHe cam Takohe
npucyctBoBaia Ctynentckoj BunojeBuukoj Actponomckoj npakcu (CBAID).

Y Hosom Cany, 2017. rogune

68



TeopeMa BupHjaia y acTpoOU3UIIU Hosu Cag, centem6ap 2017

Honarak pany:

Teopema Bupujana y actpopusuiu
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IlornaBme 2

2.1

Unan Ha 51eBoj cTpanu jenHauuue (2.1.2) mocraje:

Sd°F o 5 d (Td7 dr dF
v =, prE(E) av -, p=Tav (2.1.2.1)

> du _
fV prEdV— fV prdtz

Tpehu unan ce nasbe MOXKe 1MOjeHOCTABUTH 12 MOKEMO MUCATH:

f, pEL (Y gy =1y p L @Ay =12 (J, pit)av  (2122)

dt \ dt 2 dt?

Ha oucmo nobwu tpehu wiaH y jeaHauunu (2.1.4), mpeTnocTaBUIM CMO J1a j€ 3allpeMUuHa JOBOJHHO
BEJIMKA Jla CaJip’KH LIEJIOKYIIHY Macy y CHCTEMY, I1a 3aKOH OJpKama Mace y3uma OOJIUK:

L (J, pft)dv = [, putdV + [, pivedV  (2123)
2.2
Kako je:
o= (DD +ciH 11 (D +2H?)) 2221
41 2

AKO Tpa)XuMO TUBEPTEHIIN]Y O, 100Hja ce:

1 —_ — —_ — fycd g o — 1 —_ = - —

Vo= ;{(D *V)D+D(V-D)+c*(H-V)H +c*H(V-H) = V(DD + c®H - H)} (2.2.2.2)
Ako ce mo3oBeMo Ha MakceBoJie 3aKoHe oHja je V - D= Pe, V- H=0, 080 nocTraje:
1 — — — — — 1 - = - =

V-o=—{(D-V)D +Dp, +c*(H -V)H--V(D-D+c?H-H)} (2223

AKO UCKOPUCTUMO BEKTOPCKU UJACHTUTET:
V(A-G)=Ax(VXxG)+(A-V)G+Gx (VxA)+(G-V)A  (2224)

3a TuBEpreHujy TpakeHe jelHaurHe J001jamo:

V-o=—{Dp,—Dx(VxD)+c2[Hx (VxH)]}  (2225)
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Ilornasiee 3
3.2

MokeMo yKyIHY €HEprujy mucaTd Kao cymy JnBe eHepruje J; u J,, rae je J; KHHEeTHYKa
€HEepruja Koja MoTuYe o1 KpeTama CaMoT raca Koje je mocjeIdiia CaMux IyJicaluja.

g =13y 4mi?p )2 i =" (d—?)2 dm@@)  (3.2.2.1)

ar
T2 dt

dt

Bapujanuja oBe BenuuuHe je:
1 (M (d7) (d6F S
s =30 () () am@® (3222
Mehyrum, u3 nedunnnmje 3a §7 BUAUMO ja je 7 = 7 + 87,

Kako u3 nedununmje 7, He CMe Ja Bapupa y BPEMEHY, jeJHAUMHA 3a BapHjalMjy €HEpruje
nocraje:

— 1M (‘“‘m)z dm(7) (3.2.2.3)

270 dt

8J1
3a YKYIIHU KUHECTUYKY eHeprI/ij MOXEMO ITHUCaTu:

Jep je wnan y 6, Apyror pena, Koju je nocta cinabuju ma ce 3aHeMapyje.
AKo cajia pa3MOTPUMO KHHETUYKY CHEPTyjy UACATHOT raca y Malloj 3alpeMHHU:

83, =2 NKTdV (3.2.2.5)

Ipurncax raca je gar ca: By = NkT u dm(#) = pdV, nobujamo:
3Py 5

6J, = Ejdm(r) (3.2.2.6)

Tako, nymia KHHETUYKA eHepruja racHe cepe Koja moTuye o1 TEPMAITHOT KpeTama je:
—_2 (M >
2J, = 3[0 p dm(r) (3.2.2.7)

3anemapyjyhu paavjaniiOHd TIPUTHCAK, TaKO Ja YKYIIHM TPUTHCAK Oy/ae jeHaK TacHOM

npuTHCKy, U mozacehajyhu ce nma je Bapujanmja dm(r) jeqHaka HyinM, 3a BapHjalldjy YKYITHE
KHHETUYKE eHepruje noobuja ce:

26T =283, =36 (%9) dm(7) (3.2.2.8)

Caz[a MIKEMO IIPETIIOCTABUTHU 1A CY HYHcaLII/IjC a;[ja6aTc1<e TC MOXKEMO IMHNCATH:
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8P _ _&p
AT (3.2.2.9)
Inejey = Cp/cv. Cana:
Py _ pS6P—-PSp (6P/P)p—6p _ p

Tako, ako mocmarpamo crame eKBUIHOpHjymMa M ybanuMmo CBe J0 caja HaBEACHO, ca THM Ja
3aJIp’)KUMO CaMo YJIaHOBE MPBOT Pelia, 3a BapUjalldjy YKYITHE KHHETUYIKE SHepruje 100ujaMo:

26T =3[ 2 (y — ) Ram@®  (32211)
Po Po
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[Tornassee 4
4.1
[MapumjanHno uHTErpasbemne y jenqHaunnu (4.1.7):

4mGP7 4nGPr*m@®)|"
|V = ~
v C C

0

RanGi*m@@P) dP . (Renem(®) .
f ——dr—f —rdr
0 0

c? dr

c

G*m?(#)p 8nG

8nG (R dP
= —_— - —_— 7) | P — dr =
fv L e fo m( [P + | di

- J, ¢*m (r)pdV_l_ _8CLZG m(F )—d +% m(F )—dr (4.1.1.1)

r2c2

Tpehu uman Hecraje kako je m(0) = 0,P(R) = 0, mocieama Ba MHTErpaja ce MOTHPY H
OJIaBJIE CIIC/IH:

fV (471'GCPPT )dV f (G m (r)) dv (4.1.1.2)

72¢2
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YHUBEP3UTET V¥V HOBOM CA1Y
[MPUPOJHO-MATEMATHUYKU ®AKYJITET
KIbYYHA JOKYMEHTAIIMICKA UTHOOPMAILINIA

Peonu bpoj

PBP

Hoenmudghuxayuonu 6poj

UbP

Tun doxymenmayuje: MoHorpadcka qOKyMeHTaIIHja
TA

Tun 3anuca: TeKCTya HH IITAMIIAHU MAaTCPH]jall
T3

Bpcma paoa: [lnnmomcku paj

BP
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