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Uvod

U prirodi se, ne toliko Cesto, javljaju barotropni Kelvin-Helmholcovi talasi koji su
karakteristika za velike prostorne razmere. Da bi doslo do njihovog formiranja potrebno
je da budu ispunjeni odredeni uslovi. jedan od tih uslova je da fluid bude slojevit, pri
¢emu je u svakom sloju pritisak funkcija samo gustine. Nepromenljivost pritiska sa
visinom je, upravo, odlika barotropne atmosfere. Baratropni uslovi se javljaju kako u
atmosferi tako i u veéim vodenim masama. Pored Kelvin-Helmholcovih talasa u
bartropnoj atmosferi moze da dode i do formiranja gravitacionih, gravitaciono-
inercijalnih, Tajlerovih i Rozbijevih talasa.

Slika 1.1: Kelvin-Helmholcovi talasi u atmosferi

Impozantne veli¢ine i velicanstveni oblici stvorenih talasa nas je potaklo da se
bolje upoznamo sa mehanizmom njihovog stvaranja. U radu je dat teoretski model talasa
nastalih barotropnim nestabilnostima, za koje su se ispitivali uslovi za brzinu formiranja i
razvoja nestabilnosti. Kako se te¢ne sredine pokazuju kao sredine u kojima se isti efekat
iz atmosfere popjavljuje u mnogo manjim prostornim razmerama, eksperimentalno
prikazivanje stvaranja talasa je izvedeno u te¢noj sredini, i to u rotirajucoj vodi.



1. Jednacine za plitke fluide

Za opisivanje stanja atmosfere i hidrosfere u meteorologiji se koristi osnovni
sistem jednacina. To je sistem nelinearnih parcijalnih diferencijalnih jednacina koji je
prakticno nemoguce reSiti analiticki. ReSavanje ovih jednacina je moguée samo
aproksimativnim metodom, tj. reSenja se mogu traziti samo za idealizovane atmosferske
probleme.

Radi lakSeg reSavanja osnovnog sistema jednacina u radu je koriS¢en sistem
Jjednacina za plitke fluide. Pretpostavlja se da je dno ravno i horizontalno, da je fluid
homogen i nestisljiv, i da horizontalne komponente brzine v ne zavise od visine.

Sistem jednacina koje opisuju kretanje svakog delica sredine u Dekartovom
koordinatnom sistemu predstavljaju dve jednaine II Njutnovog zakona, barometarska

jednacina i jednacina kontinuiteta:
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gde su u,v i w komponente brzine, t je vreme, f je Koriolisov parametar, p, je gustina
sredine i p je pritisak. U jednacini kontinuiteta (1.4) poslednji ¢lan sa desne strane se
izjednacuje sa nulom, jer i on isto mora biti nezavistan od visine z, stoga u daljem radu
izostavljamo taj ¢lan. I posmatracemo profil zonalnog vetra, tj. u = U(/:, v=0.

U ovom radu ¢emo posmatrati atmosferu gde je gustina funkcija samo pritiska.
Takva atmosfera se naziva barotropna atmosfera. I smatra¢emo da su horizontalne
razmere mnogo vece od vertikalnih, tako da je gore navedena aproksimacija opravdana.

Talasna reSenja jednacina kretanja mogu da imaju amplitudu koja je konstantna u
vremenu ili reSenja kod kojih amplituda eksponencijalno raste, S$to je osobina stabilnosti,
odnosno nestabilnosti atmosfere, respektivno.



2. Barotropna nestabilnost

2.1 Uslov za barotropnu nestabilnost

Da bismo dosli do uslova zbog kojih dolazi do nestbilnosti u homogenom fluidu,
koristicemo tzv. metod poremecaja. Ovim metodom se dobijaju linearne jednacine, koje
se relativno lako reSavaju. Sve zavisno promenljive veli¢ine se pretstave u obliku zbira
jednog dela koji se zove osnovno stanje, i drugug koji se zove poremecaj. Poremecaj
pretstavlja odstupanje od stvarne vrednosti posmatrane veli¢ine od vrednosti koja je uzeta
za osnovno stanje. Velicine u, v i p u nasem slucaju se mogu izraziti u obliku:

Uu=U@ +u' &yt (2.1)
V=V&y,t (2.2)
P=P¢ P&yt (2.3)

gdesu u’ i p’ poremecenja, koja sumnogo manjeg reda veli¢ine od osnovnog stanja U i
p. Kada se metod poremecaja primeni na osnovni sistem jednacina i posle sredivanja

dobijamo sistem:
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Gde je Koriolisov parametar napisan u obliku f = f,+ 4y, B, je tzv. beta
parametar i iznosi B, =2x10"m™'s™'. Uz gore navedene aproksimacije i u sluaju

zonalnog vetra zadovoljena je geostrofska ravnoteza:

C,+ByI¢ =——> 2.7)
po dy



Poslednje jednac¢ine mozemo zapisati preko strujne funkcije y, definisane preko:

u’=—a—l// [ V,=+5_§V

oy OX
Kada jednacinu (2.5) diferenciramo po x-u, a jednacinu (2.4) diferenciramo po y-
u, i nakon oduzimanja jednacine (2.4) od jednacine (2.5), desna strana jednakosti ¢e se
izjednaciti sa nulom i dobija se jedna jednacina:
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Jednacina (2.8) moze da se napise i u obliku koji kao zavisno promenljivu sadrzi

amplitudu ¢ @

d2¢

0 +ﬂo_d2U/dy2¢:O (2.9)
dy
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Gde je c zonalna brzina prostiranja talasa ¢=w/k, gde je k talasni broj, a

k’¢

o frekvencija. Jednaina ovog tipa se zove Rejlijeva jednacina. ReSenje jednacine za

strujnu funkciju (2.8) trazimo u talasnom obliku:
v& Yyt =9 oxp ot -, ili (2.10)
v& Yyt =9 oxpk&—ct (2.10a)

Jednacina (2.9) je nehomogena diferencijalna jednacina drugog reda. Za njeno

reSavanje potrebno je definisati granicne uslove.

Za grani¢ne uslove se pretpostavlja da nema transporta mase kroz severnu i juznu
granicu posmatrane oblasti. Kako nema priliva ni oticanja fluida, v’ je na granicama

jednak nuli, te i strujna funkcija mora biti konstantna. To je moguée samo ukoliko je:
44-0>pg-L0.
U opstem slucaju vrednosti fazna brzina ¢ moze biti realna i imaginarna, tj,
C=cC, +ic
U zavisnosti od toga da li je ¢ realno ili imaginarno ¢emo znati da li je reSenje
stabilno ili nestabilno. Kada je fazna brzina kompleksna sa pozitivnim imaginarnim

delom, vidimo iz (2.8) da ¢e amplituda poremecenja eksponencijalno rasti sa vremenom.

Resenje je tada nestabilno.



Do potrebnog uslova za nestabilnost se moze do¢i matamati¢kim putem. Ukoliko

jednacinu (2.9) pomnozimo sa ¢ ** i integralimo po domenu y-a od 0 do L, dobijamo:

2 ) L _d2— d 2 5
0

_f|oe
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Posle integracije, imaginarni deo je:

{, aa)
. - dy=0 2.12
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0

Moguca su dva reSenja ove jednacine. Ili je ¢, jednak nuli ili je integral jednak
nuli. Ukoliko je c; jednako nuli, nema eksponencijalnog rasta amplitude poremecaja
(jednacina (2.10a)), i osnovna struja ostaje stabilna. Medutim, ako je ¢, razli¢ito od nule,
onda integral mora biti jednak nuli u nekom trenutku, tj, da bi postojala nestabilna resenja
potrebno je da S -d’u/dy? menja znak barem jednom u oblasti O<y<L. Dakle,
potreban uslov za nestabilnost je da jednakost:
d?o

el (2.13)

ﬂ_

bude ispunjena barem jednom u posmatranoj oblasti; ili, drugim re¢ima da apsolutna
vrtloznost osnovne struje f —d*0/dy? negde ima ekstremnu vrednost.

Ovaj uslov za nestabilnost mozemo dopuniti ukoliko uzmemo u obzir i realni deo
intagrala (2.11), koji mozemo zapisati u obliku:

L 2 2 L
J.(I-_Cr:EﬂO_d lZJJ_|¢| zdy:
0 dy” J|o —¢| 0

U slucaju nestabilnosti videli smo da integral (2.11) mora biti jednak nuli.

dg
dy

+k2|¢|2de (2.14)

Mnozeéi ga sa €, —U, : gde je U, neka realna konstanta i dodaju¢i rezultat jednacini

(2.14) (desna strana jednacine je uvek pozitivna i veca od nule), dobijamo nejednakost:

L 2 2
j(r—uoﬁﬁo—d ‘jj 9 _dy>0. (2.15)
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! kompleksno konjugovana vrednost od ¢



Ova nejednakost zahteva da izraz:
_ d’u
(I-_uo:éﬂo __‘;] (2.16)
dy

bude pozitivan u bar jednom trenutku u posmatranom domenu. Kako ovaj uslov vazi za
bilo koju vrednost konstante U,, moralo bi i da vazi i ako je U, zavisno od u(y), gde je

B —d?u/dy?® jednako nuli.

Dakle, potrebni uslovi za nestabilnost su da je izraz B —d?u/dy® jednak nuli u

bar jednom trenutku u posmatranom domenu i da (2.15), bude pozitivno bar jednom u
posmatranoj oblasti.



2.2 Grani¢ne vrednosti fazne brzine

Ukoliko je struja fluida nestabilna, kojom brzinom ¢e poremecaj rasti? Na ovo
pitanje ¢emo pokusati u ovom delu da odgovorimo, uzimajuci prvo, radi jednostavnosti, u
obzir f-ravan, g, =0.

U cilju dobijanja jednostavnijih jednacina, uvodi se nova promenljiva a, takva da
je a=a(y), pa se amplituda moze zapisati u obliku:

¢ = (l_ - C:a )

I uzmemo ubzir da je S, =0, jednacina (2.9) se tada transformise u:
4lg-c28| k2 q¢-ca=-o0. (2.17)
dy dy

Granicni uslovi za a su isti kao i za ¢, tj, a(0)=a(L)=0.

U slucaju nestabilnog talasa, koji posmatramo, fazna brzina ¢ ima imaginarni deo
razli¢it od nule 1 vrednost a je razli¢ita od nule i1 komplekna. Posle mnoZenja jednacine
(2.17) sa konjugovano kompleksnim a* i integraljenja nad domenom 0<y<L, dobijamo

jednacinu ¢iji su realni 1 imaginarni deo, respektivno:

j'h—crj—cf Edyz 0 (2.18a)
0

L
[€-c, Pdy=0, (2.18)
0

gde je P = |da/dy|2 + k2|a|2 pozitivan i razli¢it od nule.

Iz jednacine (2.18b) se direktno vidi da @ —Cr: mora da se izjednaci sa nulom

negde u posmatranoj oblasti da bi jednakost vazila, §to govori da se vrednosti realnog
dela fazne brzine nalaze izmedu minimalne i maksimalne vrednosti brzine osnovne struje

u(y)-
U., <C <U_.. (2.19)
U fizickom smislu to znac¢i da talasni poremecaj u nestabilnom fluidu mora

putovati istom brzinom kao i osnovna struja u bar jednom trenutku na datom domenu.
Upravo na tom mestu talas “uzima” energiju od osnovne struje, na ¢iji racun dalje raste.



Mesto gde je vrednost fazne brzine jednaka sa brzinom osnovne struje se zove
kriticni nivo.
Sad kad znamo koje su granice za realni deo fazne brzine, da vidimo koje su za

imaginarni deo.

Uz gore navedene granice za realni deo fazne brzine se dobije nejednakost:

2 2L

¢, ~Zmn T | g2 (Do =Uin | (fipgy <, (2.20)
2 2 0

Vrednost P je uvek pozitivna i ve¢a od nule, te stoga mora biti zadovoljen uslov:
2 2
¢, - Zmn U ] v <[ Ym U j . (2.21)
2 2
4
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2
Slika 2.1: Semi-kruzna teorema

Ova nejednakost nalaze da, u komleksnoj ravni, broj c, +ic; lezi u krugu ¢iji je
centar u tacki 0, +U,, 720, a preénika Q,, —-U, . 2. Nas zanima samo
poremecaj talasa koji raste sa vremenom, tj. kada je ¢, pozitivno, stoga ¢emo posmatrati
samo gornju polovinu kruga, kao §to je prikazano na slici 2.1. Dobijeni rezultat se zove

Howard-ova semi-kruzna teorema.

Iz nejednakosti (2.21), kao i sa slike 2.1 se moze zakljuciti da je grani¢na vrednost
za imaginarni deo fazne brzine c; :
U...—-U.

CI S max 2 min . (2.22)



2.3 Primer

Brzina porasta amplituda poremecenja ¢e biti razlicita u zavisnosti od njihovih

talasnih duzina. U opstem slucaju se moze ocekivati da ¢e samo u nekom opsegu talasnih

duzina talasi biti nestabilni, i da ¢e maksimalnu brzinu porasta, tj. maksimalnu
nestabilnost, imati talasi odredene talasne duzine. Da bi dobili tu talasnu duzinu
pojednostavi¢emo izvodenje, posmatracemo fluid u f-ravni, sa granicama slika 2.2:

dU:

d?u

<-L ut=-U, —=0, =0
y dy dy?
— 2 —
-L<y<+L U:Hy, d_uzg dl::O
L dy L dy
— 2—
+L<y u=+U, d—u=0, dl'zjzo,
dy dy

Slika 2.2: idealizovan profil plitkog fluida kod koga se srec¢u uslovi za nestabilnost

(2.23a)

(2.23b)

(2.23c)

Kako se vrednost y povecava, prvi izvod brzine se menja od nule do pozitivne
vrednosti i ide opet u nulu, $to znaci da je drugi izvod brzine pozitivan na prvoj granici
(y=-L), a negativan na drugoj (y=+L). Ovim je zadovoljen prvi uslov za nestabilnost da



dZU/ dy®> menja znak na domenu. Uz grani¢ne uslove (2.23) i zadat profil brzine kod
kojeg je U, =0 izraz (2.15) postaje:
d2
dy

CI

(2.24)

tako da je i drugi uslov, da izraz (2.24) bude pozitivan bar na jednom delu domena
zadovoljen, zato §to d?U/dy? ima suprotan znak od T na svim ganicama profila. Dakle,

uslovi za nestabilnost su zadovoljeni.

Uz gore navedene grani¢ne uslove jednacina (2.9) sada postaje:

dz?-kzqﬁ:o, (2.25)
dy

i ima reSenje tipa exp(+ky) i exp(-ky). Da bi se jednacina resila treba odrediti po dve

konstante integracije za svaki deo domena, tj. potrebno je odrediti Sest grani¢nih uslova.

Pretpostavlja se da amplituda ¢ nestaje za velike vrednosti y (zanemarljivo je

mala za sinopticke razmere), tj:
p€o =p€o =0. (2.26)

Zatim, na granicama y = L , mora da bude sa¢uvan kontinuitet meridionalnalnog

profila brzine U(/:, pa zbog toga i ¢ mora biti kontinualno:

p€L—c =p€L+s i p€L—5 =g€L+s (2.27)
za male vrednosti €. Ako primenimo ove granice na jednacinu (2.9):
tL+e 2
j[ - jj ‘f }d =0, (2.28)
d
tlL-¢
vidimo da izraz:
¢, (2.29)
dy dy

mora biti kontinualan za y=-L i y=+L.



Kada primenimo ovih Sest uslova dodijamo homogen sistem jednacina kojim se

odreduju konstante integracije. Netrivijalno resenje je oblika:

c®  €-2kL > —exp€4kL

U2 - ekL‘E

—

(2.30)

Vidimo da je fazna brzina c funkcija talasnog broja k i talasnih parametara U i L.
Vrednost ¢® moze biti pozitivna ili negativna. Ako je pozitivna, C je realno i poremecaj
neée rasti. Medutim, ako je c° negativno, C je imaginarno i poremecaj cée
eksponencijalno rasti. Dakle, ako je ¢?>=0 (3to je granica izmedu stabilnih i nestabilnih
talasa), iz izraza (2.30) dobijamo da je kL= 0.639, tj. kriticni talasni broj ima vrednost
k=0.639/L, ili kriticna talasna duzina 2z/k =9.829/L. Ove kriti¢ne vrednosti razdvajaju
stabilne od nestabilnih talasa.

Talasi manjih talasnih duzina kL >0.639 putuju bez povecanja amplitude, dok su

talasi vecih talasnih duZina kL<0.639 nestabilni i njihova amplituda eksponencijalno
raste sa vremenom.



3.  Numericko resavanje-contour dynamics

U meteorologiji se osim analitickog reSavanja mnogo ¢eSée pribegava
numerickom reSavanju. Jedan od numerickih metoda je contour dynamics metod. Ovaj
metod je prvi koristio Norman Zabusky (1979). Jedna od karakteristika barotropne
atmosfere je nepromenljivost vetra sa visinom, tj. vertikalna komponenta brzine je
jednaka nuli. Mi posmatramo rotirajuci sistem gde se kruzna(ugaona) brzina W moze

pretstviti preko rotora (vrtloznosti) koji je definisan na slede¢i naéin:

N_N_y. (3.1)

ox oy
Za deli¢ male povrsine ds koji posmatramo vazi jednakost:

27rdv, = wds (3.2)

Gdeje r = \/(( ~x' 2+ @~y >, v, je brzina okolnog fluida van delica, (levi deo

slike 3.1), ili ako napisemo u vektorskoj notaciji:

di— W kx€-X o
27ar r

(3.3)

Gde je k jedini¢ni vektor z-oravca, a U je vektor brzine, G =iu+ jv. Kako je w funkcija

od x iy, integracija se vrsi na sledec¢i nacin (levi deo slike 3.1):

<1 , kx€-x", .,
i€y = Py ”W(( Y /r—Z/dX dy’. (3.4)

dvg

L e
&

Slika 3.1: deli¢ povrsine ds koji rotira ugaonom brzinom w (levi deo slike); integracijom
po konturi C koja rotira ugaonom brzinom w ée se dobiti polje brzine



Ovim je ustanovljena zavisnost horizontalne komponente brzine od ugaone
brzine. Ako pretpostavimo da imamo deli¢ konstantne ugaone brzine, komponente brzine
su:

~ W _‘/_y’\ ’
u€y =— = dx'd 3.5a
Vo ”((—x’j+(/—y’f y (352)
v((.y::ﬂ” S_X': < dx'dy’. (3.5b)
27[ «_X’/+‘,_y’/
Kako je:
1\2 _ y?
¢=In{‘(_x/+2‘/ y/] (3.6)
L
Mozemo zapisati komponente brzine na slede¢i nacin:
~ W 0¢ w
VY =— (== dx'dy’ = ——d gdx’ 3.7a
uky = [, axdy = d oo (3.72)
~ W o0¢ w
v =— |- ZZdx'dy’ = ——d gdy’. 3.7b
ey - By g @

Integrljenje se vrsi po konturi C koja rotira konstantnom ugaonom brzinom w
(desni deo slike 3.1). Medutim, $ta se dogada ako imamo viSe rotiraju¢ih deli¢a u
neposrednoj blizini, ili pak, ako je neki deli¢ sadrzan u drugom, (slika 3.2)?

Kada je prisutno viSe rotirajuc¢ih delica moramo uzeti u obzir doprinos svakog
posebnog deli¢a. Malo je tezi posao ako je jedan deli¢ u potpunosti sadrzan u drugom. U

ovom slucaju (slika 3.2) je deli¢ ugaone brzine w, sadrzan u deli¢u ugaone brzine w, .
Kada ra¢unamo intagral delica w,, integral mora da se racuna iz dva dela. Prvi deo se
racuna po konturi C, Kkoja rotira u smeru suprotnom od kazaljki na satu, i drugi po
konturi C, koja rotira u smeru kazaljki na satu. Potom mora da se ponovi integracija
delica w;, ali ovog puta po konturi koja rotira u suprotnom smeru od kazaljki na satu. Na
kraju se dobija jedna integracija po konturi C, koja rotira u smeru suprotnom od kazaljki

na satu ugaonom brzinom dw, = w, —Ww, .



%’

Slika 3.2: kada je prisutno vise rotirajucih delica mora se uzeti u obzir doprinos svakog

od njih; za ovaj slucaj je ugaona brzina N, = W, — W, , za konturu C,

U opstem slucaju bez obzira na broj kontura, kona¢na vrednost brzine je:

o~ 1 «C-xX2+¢-y |
iy =——>» ow,q In = = |dX". 3.8
€y=--omd { E (33)

Do sada smo samo nasli vezu izmedu brzine i ugaone brzine deli¢a. Da bi videli
Sta ¢e se deSavati sa deli¢em dalje, moramo resiti jednacinu za ugaonu brzinu. Medutim,
kako posmatramo izolovan deli¢ u fluidu, njegova ugaona brzina se ne€e menjati, ali zato

granice hoce, ili oblik konture. Upravo zbog toga je ovaj metod nazvan contour dinamics.

JednacCine tipa jednaline (3.8) je teSko reSiti analitickim putem, dok je
numerickim mnogo lakSe. Diskretizacija ¢e se izvrSiti na taj nain Sto ¢emo konturu

podeliti na male delice, tako da se integral svodi na sumu doprinosa svih deli¢a.

Kontura deliéa k se sastoji od x¥,yf tacka. Prilikom diskretizacije integrala

moramo obratiti paznju na singularitete kada se tacka (X,y) koju racunamo nalazi na
konturi po kojoj se integrali. Singularitete ¢emo izbeci na taj nadin §to ¢emo uzimati u
obzir tacku koja se nalazi izmedu tacke i i i+1, (slika 3.3).



smer integracije
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Slika 3.3: korséenjem tacaka na m-toj konturi ¢ije su koordinate

k;" +XJ 22, ({T +Yia 22 Lprilikom diskretzacije kruznog integrala se izbegavaju singulariteti

Za svaku tacku x{,yX na konturi k mogu se odrediti parcijalni uticaji druge

konture, I zauticaj po x koordinati, a J zay koordinatu.
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Zatvarnje konture se vrsi na sledeci nacin:
m H m
Xna =% P Yna =W (3.10)

Vidimo da nema singulariteta u izrazu (3.9); jer kada je m jednako sa k i j je
jednako sa i, tako da je podintegralna funkcija uvek razli¢ita od nule. I kona¢no, kada

smo izrac¢inali poloZaje svih tacaka na konturi, brzinu ¢emo izracunati na slede¢i nacin:

~ 1 ~
Ukl == 2w &Y (3.11a)
m

~ 1 ~
vy D w3 €y (3.11b)
m

Naime, svaka tacka i na svakoj konturi k se moze pomerati u vremenu, tj. brzina

svake tacke je:

dxt .
d_tl =uk,yf (3.12a)

dy/ ~
% v,y (3.12b)

Diferenciranje po vremenu se moze izvrsiti nekom od metoda kona¢nih razlika,
koje su radene u sklopu redovnog kursa iz nastavnog predmeta dinamicka meteorologija
Il.



4. Opis numerickog modela

Da bi videli kako se menja kontura deli¢a u barotropnom fluidu, napravljen je
program u Matlab-u. Ovim programom je 2D Ojlerov pristup zamenjen 1D Lagranzovim
pristupom. Jer, umesto da pratimo deli¢ na njegovom putu, mi posmatramo kako se

menja kontura deli¢a koji je definisan u odredenom broju tacaka.

Kada program jednom izracuna vrednosti tacaka on ih zapisuje u matricu i

ponavlja racunanje onoliko puta koliko zadamo.

Uraden je pristup sa konstantnim brojem tacaka i pristup sa promenljivim brojem
tacaka, ip. Naime, ip je broj ta¢aka kojim

ddist<maxdist | se opisuje zatvorena kontura. U pristupu
o —

/_\ A\ sa promenljivim brojem tacaka, sam
ddist>maxdist

program ubacuje nove tacke. Nove tacke
se ubacuju kada razdaljina izmedu dve tacke, ddist, postane veca od zadate vrednosti,
maxdist. Maxdist je definisan kao eta*ddist. Ubacivanje novih tacaka mreze moze da se
uradi na vise na¢ina: linearnim ubacivnjem tac¢aka, polinomijalnim fitom... U programu je

kori$c¢en linearni fit .

Uradena je simulacija u slucaju prstena i u slu¢aju vise rotirajuc¢ih delic¢a, vrtloga.
Ukoliko Zelimo da radimo sa prstenom na pocetku programa treba da stoji itest=3, a za
odvojene delice treba da stoji itest=4.

Parametri koji su kori$¢eni u programu za prsten dati su u tabeli I, a za odvojene
konture, vrtloge u tabeli I1.

naziv parametra oznaka brojna vrednost
broj tataka ip 30
debljina prstena deblj=d Promenljivo
korak u vremenu dt 0.5
broj talasa nlobes Promenljivo
broj prstenova KM 2
oblik figure-krug rat 1
frekventnost zapisa rezultata nfreq 1
broj raunskih koraka (iteracija) ntot 100
konstanta eta 1.2

Tabela I: parametri koji su koriséeni u programu contourdyn za prsten



Kao $to se vidi iz tabele u zavisnosti od nasih interesovanja, mozemo menjati SVe
parametre.

naziv parametra oznaka brojna vrednost
broj tataka ip 30
razdaljina izmedu centara deli¢a ddist Promenljivo
korak u vremenu dt 0.5
broj deli¢a KM Promenljivo
oblik figure-krug rat 1
frekventnost zapisa rezultata nfreq 1
broj raCuna programa ntot 100
konstanta eta 2

Tabela II: parametri koji su korisc¢eni u programu za odvojne delice

Kao i u slucaju sa prstenom i ovde mozemo menjati parametre u zavisnosti od
nasih interesovnja. Medutim, kod ovog dela programa postoji jo$ jedna veli¢ina koja nije
uzeta za konstantu, kao $to je slucaj sa prstenom. To je poluprecnik rotirajucih deli¢a r.
Naime kod prstena smo uzeli polupre¢nik kao konstantu, dok ¢emo kod vrtloga menjati

vrednosti polupre¢nika. Vrednosti polupre¢nika se menjaju u samom programu.



4.1 Anliza rezultata

U ovom radu je uradena analiza za prsten i za rotiraju¢e delice, vrtloge. Svaki
prsten i vrtlog je definisan konstantnim brojem tacaka ip, koji ¢e se povecavti kod
programa sa promenljivim brojem tacaka. Kod prstena je uporedivana zavisnost
nestabilnosti od debljine prstena i analizirano je kada ée doé¢i do razvoja nestabilnosti® u
zavisnosti od broja talasa za konstantnu debljinu. Kod odvojenih rotiraju¢ih kontura je
analizirana zavisnost nestabilnosti od broja kontura, zatim je posmatrano kada ¢e doc¢i do
nestabilnosti u zavisnosti od razdaljine kontura za konstantne pre¢nike.

Analiza je radena za profil sa promenljivim brojem tacaka iz tog razloga $to su
ubacivanjem novih tacaka izbegnuti ostri uglovi kao Sto se moze videti na slici 4.1 . na
slici je prikazan prsten debljine 0.2. Iz podataka sa slike vidimo da se broj tacaka ip ne
menja sa porastom iteracija, tako da se ostri uglovi pojavljuju ve¢ od 75-te iteracije, posle

Cega se prsten deformise u toj meri da nije pogodan za analizu.

Slike koje se ovde vide su isecene iz filma koji se dobije puStanjem programa
contour dinamics. Celi film je priloZon na CD-u.

n= 45 n= 75
ip= 30 ip= 30
d= 0.2 d= 0.2

2 Za trenutak razvijene nestabilnosti se uzima situacija kada talas zauzima ugao od 90° naspram pocetnog
stanja
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Slika 4.1: prsten debljine 0.2 u 45-0j, 75-0j, 90-0j i 105-0j iteraciji

» Prsten
a) tri talasa
n= 1 n= 50
ip= 30 ip= 30
dst=0.1 dst=0.1
eta=].2 eta=1.2
n= 70 n= 90
ip=42 ip= 69
dst=0.1 dst=0.1
eta=1.2 eta=1.2

Slika 4.2: prsten debljine 0.1 u 1-0j, 50-0j, 70-0j i 90-0j iteraciji




n= 1 n= 50
ip= 30 ip= 32
dst=0.2 dstD.2
eta=1.2 eta=1.2
n= 70 n= 90
ip= 51 ip= 81
dst=0.2 dst0.2
eta=1.2 eta=1.

Slika 4.3:prsten debljine 0.2 u 1-0j 50-0j, 70-0j i 90-0j iteraciji




n= 1 n= 50
ip= 30 ip= 30
dst9.3 dst=0.3
eta=1.2 eta=1.2
n= 70 n= 100
ip= 54 ip=10
dst=0.3 dst=0.
eta=.2 eta=] .2

Slika 4.4: prsten debljine 0.3 u 1-0j, 50-0j, 70-0j i 100-0j iteraciji

Na slikama (4.2), (4.3), i (4.4) vidimo razvoj nestabilnosti za zadata tri talasa kod
profila sa promenljivim brojem tacaka, tj. kod profila gde program dodaje tacke ukoliko
razmak izmedu istih ddist postane vec¢i od maxdist. Uporedimo prstenove debljine 0.1,
0.2 i 0.3, respektivno. Vidimo da je kod debljine prstena od 0.1 nestabilnost posle 90-te
iteracije ve¢ potpuno definisana, odnosno talas je u potpunosti izrazen, dok Se sa
povecanjem debljine, povecava broj iteracija posle kojih ¢e do¢i do pojave nestabilnosti.

Tj, nestabilnost je veéa kod tanjeg prstena.



b) pet talasa

n= 25 n= 40

ip= 30 ip= 40

dst=0.1 dst=0.1

eta=.2 eta=1.2

n= 60 n= 70

ip= 61 ip=9

dst=0.1 dst=0.1

eta=1.2 eta=|.2 m
Slika 4.5:prsten debljine 0.1 u 25-0j, 40-0j, 60-0j i 70-0j iteraciji

n= 25 n= 45

ip= 30 . =40

dst.15 dst=0 15

eta=].2 eta=1.2




n= 80 n= 70

=65 ip= 98
dst=0 15 dst=0.15
eta=1.2 eta=1.

y
Slika 4.6: prsten debljine 0.15 u 25-0j, 45-0j, 60-0j i 70-0j iteraciji

n= 45 n= 55
ip= 3 ip= 30
dst=0. 2 dst=0.2
eta=1.2 eta=1.2
n= 75 n= 85
ip= 65 ip= 101
dst=0.2 dst).2
eta=1.2 eta=| .2

Slika 4.7: prsten debljine 0.2 u 45-0j, 55-0j, 75-0j i 80-0j iteraciji




n= 50 n= 75

ip= 30 ip= 44

dstD.25 dst=0.25
eta=|.2 eta=1.2
n= 90

ip= 60

dst=0.25

eta=1 .2

Slika 4.8: prsten debljine 0.25 u 50-0j, 75-0j, 90-0j i 105-0j iteraciji

Kod prstena sa pet talasa je vec izrazenija zavisnost nestabilnosti od debljine
prstena. Kod debljine 0.1 talasi pocinju da se formiraju od 40-te iteracije, a ve¢ su
formirani posle 60-te iteracije. Sli¢na je situacija i sa talasima debljine 0.15, dok se kod
debljine 0.2 talasi pocinju da formiraju od 45-te iteracije, a formirani su posle 75-te
iteracije. Kod debljine 0.25 formiranje pocinje jo§ kasnije, tj. potreban je veéi broj
iteracija da bi doslo do formiranja talasa. Kod debljina vecih od 0.25 formiranje talasa ne
pocinje cak ni posle 400-te iteracije.



C) prsten sa deset talasa

n= 35 n= 45
ip= 30 ip= 30
dst=0.1 dst=0.1
eta=1.2 eta=1.2
n= 55 n= 66
ip= 59 ip= 77
dst=0.1 dst=0.1
eta=1.2 eta=1.2
R/
Slika 4.9: prsten debljine 0.1 u 35-0j, 45-0j, 55-0j i 66-0j iteraciji
n= 45 n= 55
ip= 30 ip= 40
dst=0.11 dst=0.11
eta=l.2 eta=l.2




n= 65 n= 75

ip= 50 ip= 73

dst=0.11 dst=0.11

eta=l.2 eta=l.2

Slika 4.10: prsten debljine 0.11 u 45-0j, 55-0j, 65-0j i 75-0j iteraciji
% o
= 1p=

dot=0.115 Got=0.115
eta=1.2 eta=1.2
n= 75 n= 80
ip= 60 ip= 73
dst=0.115 dst=D.115
eta=1.2 eta=1.2

Slika 4.11: prsten debljine 0.115 u 45-0j, 60-0j, 75-0j i 80-0j iteraciji




n= 370 n= 395
ip= 30 ip= 32
dst=0.13 dstD.13
eta=1.2 eta=! .2
n= 405 n= 420
ip= 43 ip=79
dst=0.13 dstD.13
eta=1.2 eta=1.2

Slika 4.12: prsten debljine 0.13 u 370-0j, 395-0j, 405-0j i 420-0j iteraciji

Kod prstena sa deset talasa uzete su debljine od 0.1, 0.11, 0.115 i 0.13. Ovako
male debljine su uzete iz tog razloga Sto se nastabilnosti kod prstena sa deset talasa preko

tih debljina uocavaju tek posle jako velikog broja iteracija.

Vidimo da su kod prstena sa deset talasa nestabilnosti u potpunosti izrazene, kod
debljine 0.1 posle 66-te uteracije, kod debljine 0.11 posle 75-te, i kod debljine 0.115
posle 80-te iteracije. Sto opet potvrduje &injenicu da se nestabilnost smanjuje sa
povecanjem debljine. Sve do debljine 0.1192 je broj iteracija posle koje dolazi do
nestabilnosti ispod 150, medutim, Sta se deSeva posle debljine 0.1192? Prvo Sto, da bi
doslo do pojave nestabilnosti broj iteracija premasuje 400, i vidimo da vi§e nemamo deset
talasa ve¢ sedam. To se dogada upravo zbog debljine prstena. Naime, §to je veéa debljina
to je i sam prsten stabilniji.



Prilikom formiranja talasa, mali talasi ne mogu da opstanu jer su talasne duzine
mnogo manjeg reda veli¢ine nego debljina prstena, te se stapaju jedan u drugi i formira
se, U ovom slucaju, prsten prvo sa sedam talasa. Na grafiku 4.1 sa brojevma 10, 7, 5,41 3
je oznacen broj talasa koji se formira. Ve¢ kod debljine od 0.16 imamo prsten sa pet
talasa, posle debljine 0.21 prsten ima Cetri talasa, a od debljine 0.28 prsten ima samo tri
talasa koja se formiraju tek posle 570-te iteracije (grafik 4.1).

Na graficima 4.1 i 4.2 je data zavisnost nestabilnosti® sa debljinom prstena. Sa
datih grafika se jasno vidi kako se nestabilnosti pre javljaju kod prstena manje debljine.
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Grafik 4.1: Razvoj pojavljivanja nestabilnosti u zavisnosti od debljine prstena u slucaju
deset talasa (brojevi unutar grafika pokazuju broj razvijenih talasa)

Medutim, vreme pojavljivanja manjeg broja talasa od zadatog se kod prstena sa
deset talasa javlja ve¢ kod debljine od 0.13, dok se kod prstena sa zadatih pet talasa ta
deformacija dogada tek kod debljine od 0.28 i to tek posle 550-te iteracije. Razlog tome
je upravo taj, Sto je kod prstena sa deset talasa talasna duzine manja od prstena sa pet
talasa i pre ¢e Se videti uticaj debljine prstena.

¥ Sa nestabilnosti se obelezava onaj broj iteracije u kojoj se pravi prav ugao izmedu talasa i osnovnog stanja
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Grafik 4.2: Razvoj pojavijivanja nestabilnosti u zavisnosti od debljine prstena u slucaju
pet talasa (brojevi unutar grafika pokazuju broj razvijenih talasa)



» Odvojene konture-vrtlozi

Osim analize za prsten, uradena je i kratka analiza za rotirajuce deli¢e, vrtloge.
Svaki vrtlog je definisan odredenim brojem tacaka ip, kao kod prstena. Radena je analiza

za pristup sa promenljivim brojem tacaka.

Na slikama (4.13), (4.14) i (4.15) su prikazane tri konture istih precnika, Cija je
udaljenost izmedu centara kontura, distanca, razlicita® i koje rotiraju istim ugaonim
brzinama u smeru obrntom od kazaljke na satu.

= 1 n= 14

n=

ip= 30 ip= 30
é)st'—‘l 5 gi)st=1 5
eta=2 eta=2

n= 35 n= 57

ip= 72 ip= 192
dst=1.5 dst=1.5
eta=2 eta=2

Slika 4.13: tri konture izemedu kojih je distanca 1.5

* Distanca je na slikama obeleZena sa dst






n= 200
ip= 30
dst=1.9
eta=2

Slika 4.15: tri konture izemedu kojih je distanca 1.9

Na slikama (4.13), (4.14) i (4.15) vidimo kako uti¢u susedne konture jedna na
drugu u zavisnosti od distance izmedu njih. Sa slika se moze zakljuciti da se sa
povecanjem distance smanjuje medusobni uticaj kontura. Naime, vidimo na slici (4.15)
gde je razmak izmedu centra kontura 1.9, konture ne uticu jedna na drugu ni posle 400-te
iteracije, dok na manjim distancama do uticaja dode posle malog broja iteracija. Sa slika

vidimo da §to je distanca do¢i ¢e do ve¢eg medusonog uticaja kontura.

Da vidimo §ta ¢e se dogoditi, ako imamo veéi broj rotirajué¢ih kontura. To je
uradeno na taj nacin §to je u sredinu smestena jedna kontura, a ostale se rasporeduju oko
nje na istim distncama. Razdaljina izmedu susednih kontura koje su rasporedene oko

srediSnje je ista izmedu svake dve.




Slika 4.16: Cetiri rotirajuce konture na distanci 1.5 od sredisnje konture

Slika 4.16: Pet rotirajucih kontura na distanci 1.5 od sredisnje konture




Slika 4.17: Sedam rotirajucih kontura na distanci 1.5 od sredisnje konture

Sa slika vidimo da stabilnost srediSnje konture zavisi od broja okolnih kontura. Na
slici (4.15) vidimo da tri konture koje su rasporedene oko sredis$nje uti¢u na srediSnju i
sredisnja na njih, i posle 35-te iteracije se krug veé¢ deformisao u trougao. Kada
pove¢amo broj kontura na pet (slika 4.16) dolazi do deformacije srediSnjeg kruga u
Cetvorougao posle 50-te iteracije. Tj, vidimo da sa povecanjem broja kontura srediSnja
kontura duze zadrzava oblik kruga, tj. duze ostaje u stabilnom stanju. To se narocito vidi
na slici (4.17), gde je broj rotirajucih kontura sedam. I u ovom slucaju, kao i kod
predhodnih, srediSnja kontura uti¢e na okolne, ali ne dolazi do narusSavanja stabilnosti

srediSnje konture.



5. Eksperiment

Nakon uradene numeri¢ke analize interesovalo nas je da li se talasi koji su
dobijeni numeri¢kim putem (slike od 4.2 do 4.12) mogu dobiti i eksperimentalnim putem.
Kako ovi talasi nastaju u uslovima nestabilnosti njihovo eksperimentalno dobijanje
trazimo van rezima potpune stabilnosti. Oni se javljaju u slucajevima povecanja ili
smanjivanja brzine rotacije fluida. Odabran je rezim povecavanja brzine, koji se postize
nakon nekog vremena posle ukljucivanja rotirajuceg tocka. Odmah po uklju¢ivanju tocka
slojevi koji se nalaze uz zidove posude (dno i boc¢ne strane) pocinju rotaciju istom
brzinom kao i sama posuda. Vremenom se kretanje prenosi na slojeve dalje od zida.
Posto je dubina fluida mnogo manja od pre¢nika posude, stabilizacija fluida po visini se
mnogo brze uspostavlja nego po Sirini. Nakon uspostavljanja stabilnosi po visini u
posudi, i dalje postoji horizontalni gradijent brzine, a to je uslov za pojavljivanje
nestabilnosti po Sirini. NaZalost, do uspostavljanja stabilnosti u sudu ¢e do¢i nakon nekog
kra¢eg vremena, Sto onemogucuje dalje prac¢enje razvoja talasa stvorenih u nestabilnim
uslovima.

Posle stabilizacije po visini u vertikalnoj ravni vazi Tajlor-Prudmanova teorema.
Posledica toga je da se obojena oblast razliva po dubini formirajuci tanak sloj u obliku
zavese, kao Sto se vidi na slici 5.3.

Prilikom izvodenja eksperimenta je koriS¢en sledeci pribor:
a) Rotirajuci tocak
b) Posude kruznog oblika razli¢itih zapremina
c¢) Spric
d) Magnetna mesalica
e) razlicite boje

Postupak kojim je raden eksperiment je slede¢i:

I.  Prvi korak je bio pripremiti boje koje ¢e biti koriS¢ene u eksperimentu.

Hemikalije koje su koriS¢ene u eksperimentu su mnogo vece gustine nego voda, te su

se morale razrediti i dobro izmeSati uz pomo¢ magnetne mesalice.

Il.  Zatim se posude u kojima ¢e se raditi eksperiment napune vodom, a Spric
se napuni pripremljenom bojom.

I1l.  Posudu sa vodom postavljamo na rotiraju¢i tocak (slika 5.1). Uklju¢imo
tocak da se rotira brzinom od 20 do 80 obrtaja u minuti.



IV.  Tocak pocinje da rotira, polazeci iz stanja mirovanja, pa dok ne dostigne
konstantnu brzinu. PaZljivo posmatramo tocak, 1 pre nego Sto dostigne konstantnu

brzinu, Spricem polako i ravnomerno ispustamo pripremljenu boju u posudu.

Slika 5.1: rotirajuci tocak
Slika 5.2: ispustanje boje U sud pomocu Sprica

Slika 5.3: rasprostranjanje boje po dubini

Nakon ispustanja boje u sud (slika 5.2) dolazi do formiranja prstena. Prsten se
formira ne samo na povrsini, nego po celoj dubini suda (slika 5.3), tako da imamo
formiran prsten razli¢ite boje i gustine od okolnog fluida.

Po uspostavljanju nestabilnosti se na granici izmedu obojene i neobojene te¢nosti
formiraju pravilni talasi (slike od 5.4 do 5.6). Nakon ¢ega, posle izvesnog vremena kada
se dostigne stabilnost, dolazi do deforamacije talasa i mesanja boje sa vodom.



slika 5.5: Formiranih Sest talasa

Na slici 5.4 vidimo formirana tri talasa (slika levo) i kako dolazi do deformacije
istih (slika desno). Kao boja u ovom eksperimentu je koris¢eno razredeno mastilo. Na
slici 5.5 je prikaz formiranih Sest talasa u posudi poluprénika 5 cm, isto od razvijenog
oblika (desno) do deformacije (levo). Prilikom izvodenja ovog eksperimenta je kao boja
koris¢en kalijum-permaganat. Vidimo da ‘Sestica’ nema u potpunosti simetréno

rasporedene talase, za razliku od ‘trojke’.



Slika 5.6: Prikaz talasa od njegovog formiranja do deformacije i mesanja sa vodom

Ogled koji je prikazan na slici (5.6) je raden u posudi preénika 14.5 cm koja rotira
brzinom od 20 do 80 obrtaja u minuti. U ovom ogledu je kao boja kori$¢en razreden tus
crvene boje. Inace, od velikog je znacaja napraviti boju odredene gustine. Jer, ukoliko bi
bila mnogo gus¢a od vode ne bi doslo do formiranja prstena, nego bi odmah doslo do
transporta mase na dno posude, a u suprotnom, ako bi bila reda, odmah bi se izmesala sa
vodom.

Na slici (5.6) vidimo formiranje pet talasa, od samog nastanka, do deformacije.
Ako uporedimo ovu sliku sa dobijenim slikama numerickim putem vidimo jako dobro
slaganje. Tj, lepo formirana ‘petica’ je simetricna i pravilna. Kada se u potpunosti
formira, talasi poCinju da se zakrivljuju u pravcu suprotnom od kretanja kazaljke na satu
(u tom smeru i tocak rotira). Kod talasa dobijenim numerickim putem, dolazi do
zakrivljenja u smeru kazaljke na satu, $to je upravo i pravac rotiranja prstena.

U radu su prikazane slike izvodenih ogleda, a na CD-u je priloZen i film.
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