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Uvod

Ovaj (liplomski rad jo napisan na osnovu dva rada [1] i [2], u kojima su razmatrarii u/.roci za a.si im>triju
spektralnih linija atoina vodonika. Osnovni cilj je bio da so proven: rezultati ovc teorije i da so i/vedu
kl jucne fonnulo koje so u radovima pojavl juju . Teorija ve/ana za izraennavanje starkovskih profila spektralnih
i in i j a atoina vodonika je vooina znacajna, jor so poredenjo okspenniontalnih i teorijskih starkovskih profila
vodonikovih spektralnih linija koristi kao vazan metod u dijagnostid plazme. Pod oblikorn spektralne l in i jo
odnosno profilom. podrazuinova so spektralna raspodela intenziteta svake pojedine starkovske komponente
m u l t i p l e t a . ux. nracunavanje innostva raz l ie i t ih efekata (d ina in ika j o n a . pomeraj i asimotrija spoktralnr l i n i j e
i t d . ) .

Rad so sastoj i i/. dva dela od kojil i jo prvi kvantno-melianioki i 11 njoinu jo reseno k\ 'antovanjo a t o t n a
vodonika u spoljasnjem olokfrienom polju koje police1 od najblizog suseda. odnosno pozit . ivnog j ona . C'oo
raenn jo sprovodon u ])arabolifkorn koordinatnoni sisteinu. Prodnost parabolifki l l koord ina ta n odiinsu na
sforno koordinato so ogleda u tome sto Starkov efekat kod atoina. vodonika zbog degeneraoije njegovih nivoa po
orbitalnom kvantnoin broju /. vec u prvoj aproksimaciji teorije port.nrbacije delimieno ot.klanja degenoraoiju
onergijskog nivoa. Zbog toga so inora doslodno priincniti teorija porturbacijo degenerisanog onorgijskog nivoa.
sro dodatno koniplikujo raeun. S dmgo strane. u parabolickom koordinatnoni sistonni prva aproksiniaci ja
dovodi do dijagonalizacije ina t r ico oporatora ijortui'barijo. sto u mnogorne olaksava dalji rad. N'a i inc . na
di jagonalno oloinonto ovo inatrico so nioze primeniti perturbacioni racun nedegonorisanog onorgijskog nivoa
k o j i jo innogo jodnostavniji za analizu i racun. Osnovu kvantno-inolianickog dela ovog rada cini teorijski rad
[ 1 ] ko j i jo prvi ukazao na moguce uzorke asimotrijo vodonikovih l in i j a . Slozena struktura starkovskih profila
i b ro jn i ofokti intorakcije omitujuco festico sa svojim okruzenjoni. prakticno ononiogucavaju idontifikacijn
porokla uoceno asimctrije spektralne raspodele intenziteta. Do pojavo rada [1] svi teorijski proracuni su za
roznltat imali siinotricrie profile vodonikovih linija, sto je narocito otsrupalo u slucaju linije H-J iz Balmorovo
sorijc. kao najcesce koriscene linije za dijagnostiku plazme.

Drnga polovina ovog rada je zasnovana na rezultatima statisticko h'zike i u njertiu se odrodujo oblik profila
spokf ra lno linijo atorna vodonika kfida so on nalazi u plazmi. Kao osnova za ovaj statisticki deo. posluzio
jo rad [2]. U ovoin radu je po prvi put na konzistentan nacin izvedona opsta formula za asiinotricno profile
vodonikovih spektralnih linija i po prvi put je pokazano da jo uzrok asimetrije profila upravo nohoniogonost
jonskog inikropolja u plazmi. Pri torrio su korisceni i rieki drngi radovi \-ozani za ofekto sironja spektralnih
l in i ja u plazmi pod dejstvom clasticmh sudara emitera sa olektronima. V'odeci so tirn rezultatima. u ovom
diplomskom radu su detaljno navedeni proracuni oblika spektralnih linija vodonika. Pri tome so sirenjo
spektralnih linija pod uticajem jona i elektrona opisuje u okviruna kvazistatioke aproksimacijo /a jone i
udarno za elektrone. Plazrna se smatra makroskopski homogonom i stacionarnom, dok so svo tu rbu lonc i jo
zanemai u j n . Pokazano je da osnovnu ulogu u asirnetriji igraju kvadrupolna interakcija, kvadratican Starko%-

ofekat, oktupolna interakcija kao i linoarna popravka (po jacini jonskog elektricnog polja) na dipolni moment
starkovskih kompononti odgovarajncih multiplota. Pri tome su popravke koje unosi kvadrupolna interakcija
vazno kako za. energiju starkovskih komponenti, tako i za njihove intenzitete.

Proracuni u ovom radu su prilicno detaljni, a to je ucinjeno zbog toga sto su u radovima : 1 ] i [2]
primecone neke nedoslednosti i greske. Naime, da bi se ovi rezultati mogli koristiti za uporedivanje teorijskih
i eksperimentalnih rezultata, moraju so korigovati i jedino u torn slucaju iina stnisla govoriti o poKxionju
eksporimenta i teorije. Sve norene greske navedene su u dodatku H ovog diplomskog rada.

S druge strane. jedan od ciljova ovog rada je da pokaze koliko se znacajnih rezultata nioze i/ , \esti
koriscorijom znanja iz specijalnih teorijskih kurseva na redovnhn studijama. Kada je u radu bilo noophodno
koristiti rozultato za cija bi izvodenja bilo potrebno dodatno proucavanje, ti rezultati se jednostavno c i t i rani
iz literature. .



Sadrzaj

I Sredingerova jednacina za izolovan atom vodonikovog tipa 5

1 Resavanje Sredingerove jednacine u parabolickim koordinatarna 7
1.1 Laplasov operator u parabolickim koordinatarna 8
1.2 Sredingerova jednacina u parabolickim koordinatama 9
1.3 Normiranje parabolicke talasne funkcije 17

II Proucavanje Starkovog efekta atoma vodonika u aproksimaciji najblizeg
suseda 23

2 Elektrostaticki potencijal u aproksimaciji najblizeg suseda 25

3 Odredivanje popravke na energiju u aproksimaciji do A2 29
3.1 Izraz za popravku na energiju u aproksimaciji do A2 29
3.2 Odredivanje matricnih elemenata (n{ni,n2,m}|F'2'|n{n'1,n2,m'}} 30
3.3 Vrednost energije u aproksimaciji do A2 34

4 Odredivanje popravke na energiju u aproksimaciji do A3 35
4.1 Izraz za popravku na energiju u aproksimaciji do A3 35
4.2 Odredivanje matricnih elemenata (n{ni,n2,m}|K'3)|n{n'1,n2,m'}) 36

4.2.1 Dijagonalni matricni elementi {n{n1,n2,m}|I/'3'|n{ni,n2,m}} 38
4.2.2 Nedijagonalni matricni element! (n{ni,n2,m}|l/'3'|n'{n'1,n2,m'}) 43

4.3 Vrednost energije u aproksimaciji do A3 46

5 Talasna funkcija u aproksimaciji do A 47
5.1 Izraz za talasnu funkciju u aproksimaciji do A 47

6 Odredivanje popravke na energiju u aproksimaciji do A4 49
6.1 Izraz za popravku na energiju u aproksimaciji do A4 50

6.1.1 Izracunavanje clana koji potice od kvadraticnog Starkovog efekta 50
6.1.2 Izracunavanje clana koji potice od kvadrupolne interakcije 50
6.1.3 Izracunavanje clana koji potice od oktupolne interakcije 52

6.2 Vrednost popravke na energiju u aproksimaciji do A4 58

III Pomeraji i intenziteti pojedinih Starkovih komponenti - poreklo asimetrije
vodonikovih spektralnih linija 59

7 Pomeraji pojedinih Starkovih komponenti 61
7.0.1 Pomeraji pojedinih Starkovih komponenti u skali frekvencija 61
7.0.2 Pomeraji pojedinih Starkovih komponenti u skali talasnih duzina 63
7.0.3 Pomeraji pojedinih Starkovih komponenti u bezdimenzionoj skali 63

8 Nalazenje matricnih elemenata elektricnog dipolnog momenta 65
8.1 Odredivanje izbornih pravila za kvantni broj m 66
8.2 Odredivanje matricnih elemenata (n{ni,n2,m}|.2|n'{n'1,n2,m'}) 67
8.3 Odredivanje matricnih elemenata (n{ni,n<2,m}\x\n'{n{,n'2,m'}) 70



SADRZAJ SADRZAJ

9 Odredivanje intenziteta Starkovih komponenti 73
9.1 Intenzitet spektralne linije u dipolnoj aproksimaciji 73
9.2 Odredivanje intenziteta Starkovih komponenti u aproksimaciji do A 75

IV Teorija asimetrije Starkovih profila vodonikovih linija u gustoj plazmi 81

10 Konture Starkovih komponenti 83
10.1 Konture Starkovih komponenti pri stalnoj jacini elektricnog polja jona i tenzora nehomogenosti

jonskog polja 83

11 Potpuni profili vodonikovih spektralnih linija 87
11.1 Potpuni profili vodonikovih spektralnih linija sa uracunavanjem uticaja nehomogenosti jon-

skog polja 87
11.2 Odredivanje operatora transformacije R 88
11.3 Transformisan oblik ukupnog profila vodonikovih spektralnih linija 91

12 Profil bocnih komponenti 95
12.1 Profil bocnih komponenti sa uracunavanjem nehomogenosti jonskog polja 95
12.2 Transformacija matricnih elemenata operatora U 97

13 Odredivanje funkcije raspodele jacine jonskog polja W 99
13.1 Slucaj homogenog jonskog polja 100
13.2 Slucaj nehomogenog jonskog polja 105

14 Izracunavanje profila bocnih spektralnih linija 107
14.1 Profil centralnih komponenti sa uracunavanjem nehomogenosti jonskog polja 126

V Dodaci 131

A Odredivanje izraza za svojstvene talasne funkcije i svojstvene energije u teoriji pertur-
bacije 133
A.I Svojstvene talasne funkcije i svojstvene energije degenerisanog energijskog nivoa na koji deluje

perturbacija oblika V = A2F (2) + A3K ( 3> + A4V ( 4> + 133

B Odredivanje popravke na energiju usled kvadraticnog Starkovog efekta 141
B.I Izvodenje popravke na energiju za atom u konstantnom spoljasnjem elektricnom polju . . . . 141

C Izracunavanje matricnih elemenata koordinata z i x 159
C.I Primer izracunavanja matricnog elementa z koordinate 159
C.2 Primer izracunavanja matricnog elementa x koordinate 162

D Izracunavanje intenziteta starkovskih komponenti u aproksimaciji do A 163
D.I Primeri izracunavanja prve popravke na intenzitet Starkovskih komponenti 163
D.2 Primer izracunavanja neperturbovanog intenziteta starkovske komponente 164

E Dokazivanje relacije koju zadovoljavaju prvi momenti funkcije raspodele W 167

¥ Odredivanje koeficijenata koji figurisu u izrazu za Ca(p) 173
F.I Izracunavenje CQ (p) 173

G Odredivanje prvih momenata funkcije raspodele jacine jonskog polja W 183

H Posebne napomene 193

Bibliografija 195



Deo I

Sredingerova jednacina za izolovan
atom vodonikovog tipa



Poglavlje 1

Resavanje Sredingerove jednacine u
parabolickim koordinatama

U ovoin poglavlju bice resen svojstveni problem hamiltonijana izolovanog atoina vodonikovog tipa u parabo-
lickim koordinatama [3]. Ovaj problem podrazumeva resavanje Sredingerove1 jednacine za Kulonov2 oblik
potencijala koji potice od jezgra atoma vodonikovog tipa cije je naelektrisanje +Ze. Smatra se da jezgro
atoma vodonikovog tipa ima beskonacno vecu masu od elektrona, pa se umesto problema dva tela prakticno
resava problem kretanja elektrona oko nepomicnog jezgra. Takode se naelektrisanje jezgra mora smatrati
tackastim. Parabolicki koordinatni sistem sa promenljivarna {, 77 i (p je veoma pogodan ne samo za resavanje
ovog problema riego i za slucaj kada se atom nalazi u spoljasnjem elektricnorn polju. Laplasov3 operator u
parabolickim koordinatama ima sledeci oblik:

d

Pokazuje se da ovaj oblik Laplasovog operatora omogucuje da se svojstvena talasna funkcija VH^7?!^) trazi
u obliku proizvoda tri funkcije od kojih svaka zavisi sarno od jedne promenljive. Posto je omoguceno razdva-
janje prornenljivih, Sredingerova jednacina se raspada na tri diferencijalne jednacine od kojih su diferencijalne
jednacine po promenljivarna £ i i) istog oblika. Resavanje ovih diferencijalnih jednacina daje sledeci oblik za
talasnu funkciju ^(^,77, </?):

i / — H - T m+l i
4>n,,n2,m(^TJ,ip) =|n{m,n2 ,m}) = -= - H I ' 2 ' " -(^) f • exp(--cn(C + 77)) •

V71"" \/[(n i +m)l] 3 • [(n-2 + m)!]3 2

gde su rii, n-2 i m parabolicki kvantni brojevi koji u potpunosti definisu glavni kvantni broj n i to kao n =
HI + n-2 + m + 1. Funkcije L~g(p) predstavljaju asocirane Lagerove4 polinome, a velicina en je bezdimenziona
velicina koja je direktno povezana sa energijom stanja sa glavnim kvantnim brojem n i ima oblik:

1 mee2 Z

Vrednost energije atoma vodonikovog tipa koja odgovara stanju sa glavnim kvantnim brojem n jednaka je:

p - 1 e4me Z2 _
" ~ (47re0)2 2ft2 n-" n-l,2,d,...

4

Takode se pokazuje da je energijski nivo-'sa glavnim kvantnim brojem n, degenerisano n2 puta.

'Erwin Schrodinger (1887-1961)
2Charles Augustin de Coulomb (1736-1806)
3Pierre-Simon Laplace (1749-1827)
"Edmond Laguerre (1834-1886)



1.1. Laplasov operator u parabolickim koordinatama 1. Resavanje Sredingerove jednacine . . .

1.1 Laplasov operator u parabolickim koordinatama
Poznato je iz matematicke analize [4], da se Laplasov operator moze predstaviti u sledecem obliku, koristeci
pri torn generalisane koordinate qt i odgovarajuce Lameove5 koencijente hq. kao:

3

A =
1

pn cemu vazi

dx.

Koordinate x3 predstavljaju koordinate Dekartovog6 koordinatnog sistema. Element zapremine izrazen u
koordinatnom sistemu kojeg karakterisu generalisane koordinate qi, dat je relacijom:

Uvodimo nove koordinate £, 77, <p koje su sa koordinatama Dekartovog koordinatnog sistema xi, 12, %3
povezane relacijama:

(1.1)

(1.2)

(1.3)x3 = z= -

a nazivaju se parabolickim koordinatama. Inverzijom prethodnih jednacina, mogu se dobiti relacije koje
predstavljaju zavisnost Dekartovih koordinata od parabolickih:

qi = £ = 2x3 + r) = ̂  - r?) + x,3 + rj - -(£ + TJ) + x3 = r + x3,

gde je r = (£ + 77)72. Da bismo odredili oblik Laplasijana u parabolickim koordinatama, najpre moramo
odrediti parcijalne izvode Dekartovih koordinata po novouvedenim parabolickim:

1 ft <3x2 1 /ij\ .9x3 1
8f 2'

dx\ 1

' 2 '

8X3

d<? v s - , — -r, d(f)

Pomocu izracunatih parcijalnih izvoda, odredujemo Lameove koeficijente parabolickih koordinata:
2 / o \ / o \

t=i»,

^ =

97?

+

odnosno,

= — cos" (3 H sin"
4 ^ v 4 ^

H 2 U . 2= - - cos (D + - - sin

"i2 = £77 sin2 <p + £77 cos2 <£ =

1_ V, , ^
4 - 4 l v 1 + ^

5Gabriel Lame (1795-1870)
6Ren6 Descartes (1596-1650)



1. Resavanje Sredingerove jednacine . . . 1.2. Sredingerova jednacina u parabolickim koordinatama

Element zapremine se dobija na osnovu relacija za Lameove koeficijente:

dr — /i£/i,,/iv • d£ • dr; • dip,

1

dT = 2 ,

• \7 ' d£ • d?7 • dip.

(1.4)

Konacno se dobija izraz za element zapremine dr kao:

_ 1

4

Uvrstavanjem dobijenih relacija u izraz za Laplasov operator, imamo:

A =

A =

1 d

d d

Konacno, izraz za Laplasov operator u parabolickim koordinatama je:

A =
r, dt?d{

d ( d\ 1
r, ' dri\?dri) ft '

(1.5)

Moze se uociti da je ovaj operator simetrican u odnosu na koordinate £ i 77, pa ce i resavanje Sredingerove
jednacine biti simetricno u odnosu na ove koordinate.

1.2 Sredingerova jednacina u parabolickim koordinatama

Razdvajanje promenljivih

Oblik Laplasovog operatora nalaze da se talasna funkcija trazi u obliku proizvoda dve funkcije u i v, gde
prva zavisi od koordinata £ i 77, a druga samo od ip:

Sredingerova jednacina za atom vodonika ima sledeci oblik:

2me
+ E + =0.

S obzirom da je oblik Laplasovog operatora u parabolickim koordinatama odreden, preostaje samo da se
izrazi koordinata r preko parabolickih koordinata:

1 1

•TI- = -(£ + *?), (1-6)
2 ' 2

jer je £ > 0 i 77 > 0. Da bi se pojednostavilo resavanje Sredingerove jednacine, potrebno je Laplasijan
predstaviti kao zbir dva Laplasova operatora:

A =

gde su

[ d ( d

_L

^

(1.7)

(1.8)



1.2. Sredingerova jednacina u parabolickim koordinatama 1. Resavanje Sredingerove jednacine . . .

Oznaka u indeksu ukazuje na promenljive koje figurisu u operatoru u vidu parcijalnih izvoda. Uvrstavanjem
izraza za svojstvenu funkciju i Laplasovog operatora u Sredingerovu jednacinu, dobijamo:

= o.

Operator A^,,) deluje na funkciju 11(^,77), a A(^) na v(<p):

= 0.

Poslednju jednacinu je neophodno pomnoziti clanom:

da bi se funkcije u(£,r?) i v(<p) mogle razdvojiti na razlicitim stranama jednacine,

gde je m > 0. Posto leva strana jednacine zavisi samo od promenljivih £ i 77, a desna od promenljive tp, obe
strane moraju biti jednake konstanti koja je u ovom slucaju oznaCena sa m2. Na ovaj nacin su razdvojene
promenljive u Sredingerovoj jednacini, sto znaci da se posebno resava zavisnost od promenljivih £ i r], a
posebno od (p.

Resavanje dela jednacine zavisnog od promenljive (f

Prvo cemo posmatrati desnu stranu jednacine (1.9), koja zavisi samo od promenljive (p i ima oblik:

Uzimajuci u obzir izraz za Laplasov operator dat jednacinom (1.8), dobija se homogena diferencijalna
jednacina drugog reda sa konstantnim koeficijentima:

^- &(lf]v(tp) = -m2v((p],

Posto funkcija v((p} zavisi samo od jedne promenljive, parcijalni izvodi se zamenjuju totalnim:

d 2

Resenje ove diferencijalne jednacine je:

v((p] — exp(±im<p), m > 0. (1-10)

Na ovaj nacin je odredena zavisnost funkcije v((p) od promenljive </?.

Resavanje dela jednacine zavisnog od promenljivih £ i 77
Preostalo je da posmatramo levu stranu jednacine (1.9), koja zavisi od promenljivih f i 77 i ima oblik:

i7?) + -T5

2me / „ _ 1 Ze2

47re0 £ + 77

10



1. Resavanje Sredingerove jednacine . . . 1.2. Sredingerova jednacina u parabolickim koordinatama

Mogu se grupisati svi clanovi koji mnoze funkciju 14(^,77):

2mP 1 Ze2 m

Uzimajuci u obzir izraz za Laplasov operator dat jednacinom (1.7), jednacina dobija oblik:

to
2mP , 1 Ze2

'47T£0£ + 77

m

Obe strane jednacine se mnoze clanom:

da bi se dobio pogodan izraz za resavanje diferencijalne jednacine. Nakon sredivanja, imamo:

1 7^

to

2me C + r; / 1 Ze2

V 4 \0£ + 77
(1.11)

Dobijena diferencijalna jednacina (1.11) zavisi od obe promenljive £ i 77, pa je pogodno izvrsiti transfor-
maciju koja ce razdvojiti promenljive i time olaksati resavanje diferencijalne jednacine. U torn cilju cemo
naelektrisanje jezgra Z predstaviti kao zbir dva cela broja:

Z = Z} + Z-,.

gde Z\ Z<i ne moraju biti medusobno jednaki. Zamenom (1.12) u (1.11) dobijamo:

(1.12)

to

to

7ft e / i7i m 1
,
47T£0

+
me e m

+ A
(-7) +

Tn2 /I
4 U +

me e2Z2 m"
~4^/J2 47T£o

Ako pretpostavimo da je £TI ^ 0, jednacinu (1.13) mozemo podeliti sa £77:

A
me e"

(0
47T

me _, 7ne e Zz TT
('))"'" o f t2 ^ "*" T2~Z^ 7TT U

= 0.

(1.13)

(1.14)

S obzirom da Laplasijan cine dva clana od kojih prvi A(^) deluje samo na funkcije zavisne od promenljive
f, a drugi A(^ j samo na funkcije zavisne od promenljive 77, opravdano je predstaviti funkciju U(£,TJ) kao
proizvod dve funkcije:

(1.15)

Zamenom (1.15) u jednacimt (1.14), dobijamo:

Trip „. ?7ip e Zi m
47T£0 4?r£o 4r? J

,21me e"^2 m ,
TTI T~ "zC7?) =°-
ft2 47T£0 4?7 J

Gornja relacija je zadovoljena samo ako su oba clana jednaka nuli:

\^ + ^ ( I E ^ +
1 F,t \ 1/ICQ '*"te', /

= 0,
4me7?

odnosno,

" ue i * t-i /• i

7?U^ +

me / I

(1.16)

(1.17)

11



1.2. Sredingerova jednacina u parabolickim koordinatama 1. Resavanje Sredingerove jednacine . . .

Na ovaj nacin su dobijene dve diferencijalne jednacine sa totalnim, a ne parcijalnim izvodima, jer funkcije
Ui(£) i 11-2(11} zavise samo od jedne promenljive. Pored toga, ove jednacine su potpuno istog oblika pa je
neophodno resavati samo jednu od njih, dok ce druga imati resenje istog oblika. Dakle, jednacina koju bi
trebalo resiti je:

Da bi se pojednostavilo resavanje homogene diferencijalne jednacine drugog reda (1.18), neophodno je pos-
matrati njeno asimptotsko ponasanje za £ —> +00 i za £ —> 0. I u jednom i u drugom slucaju funkcija ui(£)
mora teziti nuli, jer to zahtevaju granicni uslovi vezani za svojstvenu funkciju i>(£,r),(p). Naime, kvadrat
modula talasne funkcije mora biti konacan, da bi ona mogla da se normira. Diferencijalna jednacina za
ui(0i (1.18), moze se razvijanjem prvog clana prikazati kao:

m2ft2

Asimptotsko resenje za £ ->• +00: U poslednjoj diferencijalnoj jednacini se mogu zanemariti svi clanovi
koji nisu proporcionalni £, kao i oni koji su obrnuto proporcionalni £, odnosno zadrzavamo samo dovoljno
velike clanove:

m e l
+ ft2 2

Dobijena je homogena diferencijalna jednacina drugog reda sa konstantnim koeficijentima. Ako sa a oznacimo
velicinu:

jednacina (1.19) postaje

^2,, ( ( }
-- 0. (1.20)

Znak " —" ispod korena je uzet u obzir, jer trazimo vezana stanja, a energija E vezanih stanja u atomu
vodonikovog atoma je uvek negativna (E < 0), pa je tako odredena velicina a realan broj. Resenje jednacine
(1.20) imaoblik:

ui(0 =exp(±aO-

Preostaje jos da se razmotri problem odredivanja znaka u ovom resenju. Da bi se to postiglo neophodno je
posmatrati funkciju za £ -> +00 i zahteveti da ona tezi nuli:

Urn Ui(0 = 0.
£-> + 00

Ovaj uslov je zadovoljen samo ako je u eksponentu znak -, pa je asimptotsko resenje za £ -> +00 dato
izrazom:

lim Ui(£) :

Pogodno je zbog daljeg izvodenja uvesti velicinu e:

E 2o. (1.21)

Irnajuci u vidu izraz za velicinu e, asimptotsko resenje je dato sledecom relacijom:

lim Ul(0 = exp(-ieO-$->+oo 2

12



1. Resavanje Sredingerove jednacine . . . 1.2. Sredingerova jednacina u parabolickim koordinatama

Asimptotsko resenje za £ — > 0: Ako posmatramo asimptotsko ponasanje diferencijalne jednacine (1.18)
za £ -> 0, mozemo zanemariti sve clanove koji su proporcionalni ili ne sadrze £, a zadrzati one koji su
obrnuto proporcionalni £. dok prvi clan moramo zadrzati, jer u protivnom ne mozemo odrediti ponasanje
prvog izvoda:

du,(0

-dr
Resenje dobijene diferencijalne jednacine se trazi u obliku stepene funkcije MI(£) = £n, gde se n bira tako da
obezbeduje uslov:

l i m u i ( 0 = 0 . (1.24)
£^0

Uvrstavanjem u\(£) = £" u (1.23), imamo:

n * - ^ ) r - ' = o .
4

Poslednja relacija je zadovoljena samo ako je ispunjen uslov:

., m2
n2 - — = 0,

4

Preostaje jos da se razmotri problem odredivanja znaka u ovom resenju, slicno kao i u prethodnom slucaju
za £ -> +00. Iz zahteva da funkcija wi(0 tezi nuli za f -^ 0, zakljucujemo da je n > 0, odnosno:

Na ovaj nacin smo pronasli i drugo asimptotsko resenje koje ima sledeci oblik:

l i m u i ( 0 = ^ - (L25)S^o

Nalazenje asimptotskih resenja za f -4 +00 i ^ -> 0, omogucuje da funkciju ui(£) trazimo u sledecem obliku:

Cinioci ^T i expf - i^O obezbeduju konvergenciju funkcije ui(0, a funkcija / i ( f ) se odreduje tako da bude
zadovoljcna diferoncijalna jednacina (1.18).

Odredivanje funkcije /] (£): Da bismo odredili oblik funkcije /i(0, Prvo cemo izracunati sve clanove koji
figurisu u diferencijalnoj jednacini (1.18). Najpre odredujemo prvi izvod funkcije ui(£):

13



1.2. Sredingerova jednacina u parabolickim koordinatama 1. Resavanje Sredingerove jednacine

Sledeci clan nalazimo tako sto prethodni izraz pomnozimo sa £, a potom diferenciramo:

Potrebno je grupisati sve clanove koji stoje uz funkciju /i(£) i njene izvode:

i / m id ^dm(Q
? J^

d/l(Q

Sredivanjem se dobija:

2 4 2

Pogodno je na ovom mestu uvesti smenu za promenljivu £, kao:

x =

(1.26)

gde je x nova bezdimenziona promenljiva. U skladu sa ovom smenom, dolazi i do promene same funkcije

exp(- ~)

Naravno, transformisu se i izvodi po promenljivoj ̂  i to prema relacijama:

(1.27)

dx

Uzimajuci u obzir navedene transformacije za izvode, relacija (1.26) postaje:

d x \ . x . [Ym 2£ me ex e
4-ex-

dx2

odnosno,

d x |Y m m x 1
"2' \ 4x" ~ "2"+ 4 ~ 2

(m - x
dx

+ x
d2/ t(x)]

dx2
(1.28)

Na ovaj nacin smo odredili sve clanove koji figurisu u jednacini (1.18), pa je moguce da tu diferencijalnu
jednacinu koja sluzi za nalazenje u\(£), transformisemo u jednacinu po /i(x):

m x

14



1. Resavanje Sredingerove jednacine . . . 1,2. Sredingerova jednacina u parabolickim koordinatama

Grupisanjem odgovarajucih clanova i nakon jednostavnijeg sredivanja, dobija se sledeci izraz:

^ , /„ _ , ixd / i f a ) , d2/i(x)

odnosno.

x I" / m2 m x I
~2>\ ~ Y + 4 ~ 2

1 me x me

2 f i 2 £ + ~V

dx dx2

m'2e

,

, ^ . < i . r o e « -

'exP -77) oT^^"^2 2 /i2 e2

£j?li_ !̂
4?r£o £ 4x / '

Trebalo bi da se uoci da u prethodnoj jednacini figurise energija E, ali je poznato da je ona sa velicinom e
povezana relacijom (1.21), pa vazi:

Uzimajuci prethodnu napomenu u obzir, imamo:

4x

m x I
~2 + 4 ~ 2 dx

me

47r£o

Diferencijlna jednacina zapisana u ovakvom obliku, uvek ce biti zadovoljena ako je:

2 4 dx

odnosno,

2

(L29)

Jednacina (1.29) predastavlja diferencijalnu jednacinu za funkciju /i(x). Resavanje ove jednacine ne pred-
stavlja veci problem, s obzirom da je to diferencijalna jednacina asociranih Lagerovih polinoma. Ako saZ^(p)
obelezimo asocirane Lagerove polinome, tada je diferencijalana jednacina za asocirane Lagerove polinome
oblika:

d'2Ll(p)
P ^ + (7 + 1 - />) = 0. (1-30)

Uporedujuci relacije (1.29) i (1.30), mozemo utvrditi sledece veze medu parametrima:

7 = m,

_ rne e2Zi 1 m + 1

mc m
ft2 47T£o £ 2

Asocirani Lagerovi polinomi su oblika:

i neophodno je po definiciji da vazi /? > 7. Kada posmatramo vezana stanja elektrona u atomu vodonika,
odnosno kada je £ realna velicina, uslov /? > 7 se svodi na:

me ! 1 m + 1
2

0.



1.2. Sredingerova jednacina u parabolickim koordinatama 1. Resavanje Sredingerove jednacine . . .

Uvedena velicina ni mora biti nenegativan broj, a ovaj uslov definise energiju elektrona E koja ulazi u izraz
za e. Ovim postupkom je odredena funkcija /i(x), a samim tim i izraz za funkciju ui(£)> sto je i bio cilj:

+mfcO. : (1-31)

Uzimajuci u obzir da su diferencijalne jednacine za u\(£) i ui(ij) istog oblika (1.16) i (1.17), dobijamo sledeci
izraz za ^2(77):

U2(r,)=T,TexP(-ier,)L™+m(£77), gdeje ^ = 1 - 2 . (1.32)

Oblik talasne funkcije u parabolickim koordinatama
Izrazi za ui(0 (1.31) i ui(rj) (1.32) u potpunosti odreduju funkciju u(£, rj):

(1-33)

Jednacina (1.33) odreduje zavisnost talasne funkcije od promenljivih £ i 77, a zajedno sa jednacinom (1.10)
koja definise zavisnost od promenljive </?, daje oblik talasne funkcije za atom vodonika

v(tp),

+m(e»7) -exp(±tmvj). (1-34)

Poslednja jednacina predstavlja talasnu funkciju atoma vodonika u parabolickim koordinatama sa promen-
Ijivama £,r)\(p. Koordinate £ i 77 figurisu u talasnoj funciji kako preko stepenog i eksponencijalnog clana, tako
i kao argument u asociranim Lagerovim polinomima. Varijabla (p je prisutna samo preko eksponencijalnog
clana. U relaciji (1.34) figurisu i parametri (kvantni brojevi) koji su posledica resavanja same Sredingerove
jednacine, a to su n\ n-2 \ i navedeni su kao indeks uz samu funkciju V ) (£> 7?>v)- Velicina C predstavlja
konstantu normiranja. Pored izraza za talasnu funkciju veoma vaznu ulogu ima i izraz za energiju E, koji
se pronalazi na osnovu veze sa velicinom e. Kako je Z — Z\ Z%, dobija se sledeca relacija za Z:

^ ^ ^ . .
Z = Zl + Z2 = 47TEQ- — m + — — - + 47re0^ — n2 + —— , (1.35)

e2me V 2 ) e2me \ J
h2

Z = 47ren-; — in i + no + m + 1).
e2me

Jednostavnim transformacijama se moze izraziti velicina e iz poslednje jednacine:

1 e2me Z
E TTt

47reo K2 (ni + n-2 + m + 1)'

Lako se uocava da e zavisi od zbira n\ n2 + m + 1, a posto su svi navedeni parametri cell brojevi, sledi da
je e kvantovana velicina, pa cemo je nadalje obelezavati sa en. Pogodno je zbir n\ n2 + m + 1 oznaciti kao
nov kvantni broj n:

n = ni + n-i + m + 1.

Kvantni broj n se naziva glavnim kvantnim brojem i figurise u izrazu za energiju atoma vodonikovog tipa:

1 e'2me Z _ I 2meEn

47T£0

1 e'2me Z I 2meEn

ft2 n
Z2 2meEn

47T£0 ft2 7 n2 ft2 '

4S '̂ n = 1,2,3, . . . . (1.36)2ft2 n2
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1. Resavanje Sredingerove jednacine . . . 1.3. Normiranje parabolicke talasne funkcije

Dobijen je oblik za energiju En koji je identican sa onim koji je izracunat u sfernim koordinatama, sto je i
ocekivano s obzirom da jo nnergija funkcija fundamentalnih konstanti (dielektricne permeabilnosti vakuuma
£o, naelektrisanja elektrona e, mase elektrona me i Plankove konstante h), naelektrisanja jezgra Z i glavnog
kvantnog broja n. a nije funkcija koordinata. U slucaju atoma vodonika energija kvantnog stanja sa glavnim
kvntnim brojem n je jednaka:

Energijski nivo sa glavnim kvantnim brojem n, mora kao i kod rezultata u sfernorn koordinatnom sistemu,
da ima stepen degeneracije gn = n2 . Ovo tvrdenje cemo lako dokazati na sledeci nacin. Glavni kvantni broj
n se dobija kao zbir:

n = rii + "2 + m + 1. pri cemu je n\ 0, n2 > 0 m > 0. (1.38)

Dakle, za n vazi da je n > 1. Za fiksiranu vrednost m, n\e da uzme ukupno n — m vrednosti:

HI £ {0,1.2, ... ,n- m - 1}.

Magnetni kvantni broj m na osnovu relacije (1.38) moze da uzima vrednosti u intervalu:

m 6 {0,1.2 ..... n - 1}.

Pri tome za m ^ 0 postoje dve razlicite talasne funkcije, jer je azimutalni deo srazmeran clanu exp(±im</?).
Dakle, ukupan broj razlicitih talasnih funkcija koje odgovaraju jednom glavnom kvantnom broju n, odnosno
istoj vrednosti ene.rgijo En, iznosi:

Iz sunie se moze izdvojiti clan za m — 0, posto samo on daje jednu talasnu funkciju, dok ostali clanovi daju
dve razlicite talasne funkcije:

n— 1 n—1 n — 1 f 1\ = l m~l m=l

gn = n + 2n(n — 1) — n(n — 1) = n + n(n — 1) = n2.

Na ovaj nacin je pokazano da je stepen degeneracije jednak onom koji je odreden pri resavanju problema
atoma vodonikovog tipa u sfernom koordinatnom sistemu.

1.3 Normiranje parabolicke talasne funkcije
U izrazu za talasnu funkciju u parabolickim koordinatama:

i " n , . n 2 . m ( C ' / •r ' ) = H^)¥ exp(--£n(^ + »y)) • L™l+m(en€)L™3+m(en-n) • ex.p(±imtp),

figurise konstanta normiranja C. Da bi se ona odredila, potrebno je moduo talasne funkcije prointegraliti
po citavom prostoru i taj integral izjednaciti sa jedinicom:

Znak * oznacava konjugovan oblik talasne funkcije. Uvrstavanjem relacije koja daje oblik talasne funkcije
(1.39) i elementa zapremine AT u parabolickom koordinatnom sistemu (1.4), dobija se sledece:

OC 30 27T

-C'C /dC I At]
4 J J

o n o
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1.3. Normiranje parabolicke talasne funkcije 1. Resavanje Sredingerove jednacine . . .

Funkcije u \ ( £ ) i u^(t]) su realne funkcije, pa su njihovi konjugovani oblici u\(£) \) identicki jednaki
samim funkcijania:

OO OO 27T

0 0 0

OO OO 27T

1 f f (
-\C\ / d£ / dri • ul(£)ul(r))((; + ri) I d(p • v*((p)v((p) - 1.
4 J J J

0 0 0

Funkcija v(<p) je kompleksna funkcija, pa se njenirn uvrstavanjera u integral dobija:
oo oo 2;r

i|C|2 / "d£-u?(0 [dri-u

0 0 0

Integracija po promenljivoj (p je elementarna, posto je moduo funkcije v((p) jednak jedinici:
oo oo 2?r

i|C|2 j d£ • u?(0 | dr, • u*(i?)(£ + r,) J d<p = 1,

dry • u2

0 0 0
oo

o o
oo

Medutim, integracija po promenljivama £ i rj je nesto slozenija. Da bi se ona izvrsila, neophodno je poslednju
relaciju predstaviti kao zbir dva clana koji su simetricni u odnosu na £ i rj:

= 1. (1.40)

U svakom od integrala ngurise proizvod dva Lagerova polinoma, pa se za resavanje istih koriste vec gotovi
rezultati matematicke analize. Navodimo rezultat S. B. Presica [5] (resenje problema 3.2.24.), koji cemo
nadalje koristiti za resavanje navedenih integrala:

•exp( - i ) -L*( i ) .L^( i ) .d i , (1.41)

(1.42)

za celobrojno a i a > 0. Velicina M je odredena relacijom: M = min{n - k,m - k}. U literaturi se cesto
srecu i specijalni oblici ove relacije. U [6] su date relacije za slucaj n — m:

za celobrojno a i o > 0, i

za celobrojno a i a — -(1 + s) < -1. Sada mozemo pristupiti resavanju jednacine (1.40), tako sto cemo
clanove razmatrati posebno. Moze se uvideti da su clanovi simetricni po £ i 77, pa je dovoljno resavati samo
jedan od njih. Dakle, za prvi clan imamo:

0 0
oo oo



1. Resavanje Sredingerove jednacine . . . 1.3. Normiranje parabolicke talasne funkcije

n 4- 1

Radi lakseg racuna uvodimo smenu promenljive x = en£:

1
exp( — x) • L"1 +m(x)L™ +m(x) • — • dx,

x"1+1 exp(-i) • L™ +m(x)L™+m(x) • dx.= e- (m+2)

Uporedujuci clanove u prethodnoj jednacini sa (1.41), nalazimo da je a = 1, k = m, n = m = HI + m,
odnosno:

m i n { n i , n i }

v=0

1 \m
v\)

Posto je po definiciji:

= 0, za b > a,

u gornjoj sumi ostaju samo clanovi za koje je ni — v — 0 ili n\ v = 1, odnosno v — n\l v = HI — I .
Uzimajuci ovaj uslov u obzir jednacina (1.43) postaje:

> I" /1\\1 + 1)!
"KoJW—^—

ii + m + 1)! (ni + m)!

Izraz u zagradi se jednostavnim transformacijama moze uprostiti:

ii + m -
- 1)! .

+ m + 1)

Ovim postupkom smo odredili prvi clan u jednacini (1.40), odnosno:

oo
(2m + m -

m+2
'

(1.44)

Na analogan nacin se nalazi i njemu simetrican clan:

(2n2 + m+ I)[(n2 +m)!]3

,n+2
(1.45)
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1.3, Normiranje parabolicke talasne funktije __ 1. Resavanje Sredingerove jednacine . . .

Preostalo je jos da odredimo druga dva clana u jednacini (1.40). S obzirom da su simetricni po promenljivima
£ i 77, odredujemo samo jedan:

0 0

Uvodenjem smene x = £„£, dobijamo:

r> / \ 1

«?(0d£ = / - ) exp(-x) • L™+;n(x)L™+m(x) • - • dx,
J \£n / £n
0

00

d£ = e-n(m+l) J xm exp(-x) • L"+m(x)L™+m(x)-dx.

0
00

Uporedujuci clanove u prethodnoj jednacini sa (1.41), nalazimo da je a = 0, k = m, n = m = nj + m,
odnosno:

i/=0

U gornjoj sumi ostaju samo clanovi za koje je n\ v = 0, odnosno v = n\. Uzimajuci ovaj uslov u obzir
jednacina postaje:

0
oo

0

Ovim postupkom smo odredili drugi clan u jednacini (1.40), odnosno:

o

Na analogan nacin se nalazi i njemu simetrican clan:

d.47)

Dobijene relacije (1.44), (1.45), (1.46) i (1.47) omogucuju da se jednacina za odredivanje konstante normiranja
C (1.40), zapise kao:

TT 2r(2n! + m + l)[(ni + m)!]3 [(n2+m)!]3 | (2n2 + m + I)[(n2 + m)!]3 [(HI +m)!]31 =1

odnosno,

x l l , r / , ,,., 2ni + m + l + 2 n 2 + m + l

- [(n, + m)!]'[(n! + m)!!' •
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1. Resavanje Sredingerove jednacine ... 1.3. Normiranje parabolicke talasne funkcije

U gornji izraz se moze uvesti i glavni kvantni broj, tako da je:

TriCf • [(m + m)!]3[(n2 + m)!]3 • 2m+3 " - - = 1.
£n ' 77 1 - ' 772 •

Odavde sledi izraz za konstantu normiranja C:

i / — i - r m+l1 y n i ! - n 2 ! - g n„ _
~

m)!]3 • [(n2

Konacno se moze napisati normirana talasna funkcija atoma vodonikovog tipa u parabolickim koordinatama,
kao:

r i v n ,- N H L / / • / - \2 ,m}) = - = - • (frj) 2 • exp(--£n(^ + 77))
"

• i:ri+m(£nO • I™+ m(£n/?) • exp(±im¥>)1 (1.48)

gde je,

1 7nee2 1 , ,

n — n\ n-2 + m + 1. m £ {0, 1, 2, . . . ,n - 1},

71 1 e {0,1,2. . . . , n - m - 1}, n2 € {0 ,1 ,2 , . . . ,n- m- 1}.

Ovim je zavrsen postupak resavanja Sredingerove jednacine za atom vodonikovog tipa u parabolickim koor-
dinatama van spoljasnjeg elektricnog polja i u nerelativistickom slucaju. Vrednosti svojstvenih energija su
definisane relacijom (1.36), a oblik svojstvene talasne funkcije (1.48). Prelazak na slucaj atoma vodonika je
jednostavan, a neophodno je samo za vrednost rednog broja Z uzeti jednicu.
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1.3. Normiranje parabolicke talasne funkcije 1. Resavanje Sredingerove jednacine
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Deo II

Proucavanje Starkovog efekta atoma
vodonika u aproksimaciji najblizeg

suseda
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Poglavlje 2

Elektrostaticki potencijal u
aproksimaciji najblizeg suseda

U ovom delu bice razmatran Starkov1 efekat kod atoma vodonika kada spoljasnje elektricno polje potice od
okolnih jona plazrne. Pri tome ce se od svih jona koji okruzuju atom vodonika, posmatrati samo onaj koji je u
trenutku radijativnog prelaza najblizi atomu. Ova aproksimacija se naziva aproksimacijom najblizeg suseda.
Pored toga bice uvedena i kvazistaticka aproksimacija za jone, po kojoj u toku trajanja radijativnog prelaza u
atomu vodonika, perturbujuci jon efektivno miruje zbog svoje velike mase. Ova cinjenica omogucuje da se u
sistemu atomsko jezgro-perturbujuci jon definise vremenski nepromenljiv pravac aksijalno-simetricnog polja
u kojem se krece atomski elektron. Potencijal perturbacije u kojem se krece elektron atoma vodonikovog
tipa jednak je:

gde je f radijus vektor elektrona, a R radijus vektor jona-perturbera. Posto se ovaj problem moze resavati
samo nekom pribliznom metodom (teorija perturbacije), neophodno je potencijal razviti u red po malom
parametru A. Parametar A je u ovom slucaju definisan kao:

> 2 aoA = n •-,

gde je a0 prvi Borov2 radijus. Oblik potencijala V ukazuje da ce u razvoju po parametru A odsustvovati
linearan clan, odnosno potencijal ce se moci prikazati kao:

U ovom poglavlju izracunati su clanovi potencijalnog reda V^, V^ i V^ i to u parabolickim koordinatama.
Njihovi izrazi jednaki su:

y('2> - Zj 'e'2 ! . ( £ _ „ )
^- '-'an)* 2 U ^ j '

1/(3) _ ^J ' 6 . 1 . (£2 + 2
47T£o("2Oo)3 4

V = - • . € _ , _

47T£o(n2ao)4 8

Pojam Starkovog efekta

Kada se atom nade u homogenom spoljasnjem elektricnom polju, njegovi elektroni otpocinju kretanje u
novom aksijalno-simetricnom polju koje je nastalo superpozicijom polja atomskog jezgra i spoljasnjeg polja.
Starkov efekat predstavlja pojavu promene energijskih nivoa atoma, usled interakcije atoma sa spoljasnjim
elektricnim poljem. Pod promenama energijskog nivoa smatra se njegovo pomeranje ili cepanje na vise
energetskih nivoa. Ova pojava je za atom vodonika kvantno-mehanicki dobro razradena u vecini klasicnih
udzbenika iz kvantne mehanike ([7], [8], [9], [10]) i to resavanjem stacionarne Sredingerove jednacine za atom

'Johannes Stark (1874-1957)
2Niels Henr ik David Bohr (1885-1962)
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2. Elektrostaticki potencijal u aproksimaciji najblizeg suseda

f

I

u sistemu sfernih koordinata sa konstantnim homogenim elektricnim poljem kao perturbacijom. Osnovna
pretpostavka je da je elektricno polje dovoljno slabo pa je dopunska energija koja je njime uslovljena mala
u poredenju sa energetskim razmacima medu susednim energetskim nivoima atoma.

Kako je potencijal te perturbacije srazmeran skalarnom proizvodu ukupnog dipolnog momenta atoma
i jacine spoljasnjeg elektricnog polja, dijagonalni matricni elementi te perturbacije (koji odreduju pomer-
anje energetskih nivoa) identicki su jednaki nuli zbog izbornih pravila parnosti. Zato je cepanje nivoa u
homogenom elektricnom polju efekat drugog reda, proporcionalan je kvadratu jacine elektricnog polja i nosi
naziv kvadratican Starkov efekat. Medutim, ako se atom nalazi u nehomogenom spoljasnjem elektricnom
polju koje se u okviru dimenzija atoma slabo menja, uocava se efekat cepanja energijskih nivoa koji je pro-
porcionalan jacini elektricnog polja. Tada je cepanje energijskih nivoa povezano sa ukupnim kvadrupolnim
momentom atoma i nosi naziv linearan Starkov efekat. Izuzetak cini atom vodonika i atomi ciji visoko
pobudeni nivoi ispoljavaju slicnosti sa vodonikovim nivoima. Kod atoma vodonika u homogenom spoljnjem
elektricnom polju, se uz dipolnu perturbaciju vec u prvoj aproksimaciji teorije perturbacije za degener-
isane energijske nivoe, dobijaju iz sekularne jednacine cepanja nivoa razlicita od nule. Rascepljenost nivoa
vodonika je tada proporcionalna prvom stepenu jacine spoljasnjeg polja sto je posledica degeneracije nivoa,
jer stanja sa razlicitim orbitalnim kvantnim brojem / (za dat glavni kvantni broj n) imaju iste energije.

Sa stanovista izracunavanja pozeljno je odabrati takve neperturbovane talasne funkcije da matrica per-
turbacije bude dijagonalna u odnosu na svaku grupu medusobno degenerisanih stanja. Ispostavlja se da je to
ostvarljivo kvantovanjem atoma vodonika u parabolickim koordinatama. Naime, parabolicke talasne funkcije
stanja sa glavnim kvantnim brojem n, dijagonalizuju matricu dipolne perturbacije po sva tri kvantna broja
ni, n-i i m, tako da se za slucaj jednog odredenog kvantnog stanja |n{ni,n2,m}) moze primeniti nedegener-
isana teorija perturbacije.

Aproksimacija najblizeg suseda
Kada se atom vodonikovog tipa nalazi u plazmi on je okruzen velikim brojem pozitivnih jona koji na njega
deluju u manjoj ili vecoj meri. Ako se problem pojednostavi na taj nacin, da se smatra da samo na-
jblizi pozitivan jon interaguje sa atomom, kazemo da problem resavamo u aproksimaciji najblizeg suseda.

Ako je naelektrisanje najblizeg pozitivnog jona +Z-3e, a ko-
ordinatni sistem se veze za jezgro atoma vodonikovog tipa
naelektrisanja +Ze (slika 2.1), onda je potencijalna energija
atoma u polju najblizeg jona, data izrazom:

+Z-,e

—e
V(f) =

Ze2

47re0 | .R-r| '
(2.1)

Slika 2.1 Polozaj atoma vodonika i jona perturbera
u aproksimaciji najblizeg suseda

gde je R rastojanje jezgra atoma vodonikovog tipa od
najblizeg jona, a f vektor polozaja elektrona atoma
vodonikovog tipa. Dakle, prvi clan karakterise interakciju
jezgra atoma vodonikovog tipa i jona, a drugi elektrona i
jona. Interakcija izmedu elektrona i jezgra u okviru atoma
vodonikovog tipa ovde nije uzeta u obzir, jer je ona sadrzana
u hamiltonijanu koji opisuje izolovan atom vodonikovog tipa.

Vektor R - f opisuje polozaj elekrona u odnosu na jon, a
\R — r\a rastojanje izmedu elektrona i jona. Sma-
tracemo da je z-osa paralelna vektoru R, pa je intenzitet
vektora R- f dat relacijom:

i - r| = J(R - f)2 = \A?2 - 2Rf r'2 = - ZRrcosQ + r2,

Uzimajuci ovu relaciju u obzir, potencijal aksijalno-simetricnog Kulonovog polja se moze predstaviti kao:

7. 7 2 7. «2 i
(2.2)

Z • Ze2

4«0R [l ' ' 1
Z 1 r C M 2 '

(2.3)
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2. Elektrostaticki potencijal u aproksimaciji najblizeg suseda

Smatrajuci da se elektron ne nalazi na visoko pobudenim kvantnim stanjima, odnosno da je r < R, sferno-
simetrican potencijal se moze napisati i pomocu Lezandrovih3 polinoma. Uvodenje Lezandrovih polinoma
je potpuno opravdano, jer koriscenjem osobina ovih polinoma racun u mnogome moze biti skracen i pojed-
nostavljen. Funkcija generatrisa Lezandrovih polinoma PI(W) je data izrazom [11]:

T(w,s)= -
1

- 2ws + .s2
PI(W) • sl gde je s < 1.

( = 0

Lezandrovom polinomu se moze pridruziti i sazetija forma, tzv. Rodrigova formula:

1 d"
(w'2 - 1)".

n! • 2" dw"

Nekoliko prvih Lezandrovih polinoma su:

Po(w) = 1.

P i ( w ) = w.

P2(w) = ̂ (3«;2 - 1),

P3(w) = ±(5wa-

(2.4)

(2.5)

8
* -30w2 +3 ) , . . .

Veza izmedu Lezandrovih polinoma i potencijala datog relacijom (2.2) se jednostavno ostvaruje, ako se za
parametar s odabere velicina:

a za varijablu w velicina

w = cos 9.

Kombinacijom jednacina (2.2) i (2.4) dobija se izraz za potencijal, kao:

V(r,f, = ?££

Izdvojicemo prvi clan iz sume (/ — 0) u cilju uproscavanja izraza:

Z- Ze2
V ( r , 0 ) = -J

7. 7 P1
V(r,9) = ̂ -

-^P0(coS6}(-) -I^P ;(cos- / r

<P'(COSKs)

Za atom vodonika je Z = 1, pa se potiru neki clanovi u zagradi:

(2.6)

(2.7)

Da bi se sproveo perturbacioni racun, neophodno je uvesti mali perturbacioni parametar. Neka za kvantno
stanje okarakterisano glavnim kvantnim brojem n, perturbacioni parametar A, bude dat izrazom:

gde je,

mee-
— = 5.29 • 10~n m. (2.8)

3Adrien-Marie Legendre (1752-1833)
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2. Elektrostaticki potencijal u aproksimaciji najblizeg suseda

Borov radijus, odnosno poluprecnik orbite elektrona u osnovnom stanju atoma vodonika. Ako rastojanje R
izrazimo preko parametra A:

tada potencijal V(r) takode mozemo izraziti preko A. Uvrstavanjem gornjeg izraza u jednacinu (2.6), dobi-
jamo:

a°
odnosno,

P5(cos0) + . . . l .
J

Gornja relacija se moze zapisati i na drugaciji nacin, kao stepena funkcija parametra A i clanova potencijala
drugog V' ( 2 ' , treceg V'13 ' , cetvrtog V^, ... reda koji stoje uz odgovarajuce stepene:

V(r, 9} = A 2V ( 2 ) + A 3 T/< 3 » + A4y<4 ' + . . . , (2.9)

gde su

o0 n a 0

Prethodni rezultati se mogu prikazati i na sledeci nacin, kada se Lezandrovi polinomi zamene odgovarajucim
izrazima:

V< 2 > = - Z ' f . rcosg = - Z'f - z , (2.10)
-

/(3) _ ^J ' e r 2 l("^rnq 2f l 11- ^J ' e 1 /o 2 2\ -~

- 3cos0) = - ^ j

Poslednje relacije su izrazene preko sfernih koordinata, ali ako uzmemo u obzir relacije izmedu sfernih i
parabolickih koordinata (1.1), (1.2) i (1.3), mozemo pisati:

l_l(€-q), (2.12)

,
47r£o(n2a0)>i

,4
2a0)4 16

1^(£3 3 2 2) _ (2<14)

2a0)4 8

Poznavanje izraza za l / (2), V ( 3 ) , F (4), . . . , jako je vazno zbog toga sto matricni element! ovih operatora
odreduju popravke na energiju izolovanog atoma. Popravke za energiju, nalaze se prema obrascima koje
daje teorija perturbacije. Detaljno izvodenje ovih formula u slucaju kada je potencijal dat redom koji ne
sadrzi linearan clan po malom parametru A (2.9) dato je u dodatku A.
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Poglavlje 3

Odredivanje popravke na energiju u
aproksimaciji do A2

U ovom poglavlju ce biti odredena vrednost popravke na energiju u aproksimaciji do A2. Ova popravka
A2 .En,.,! 2 .,„ zavisi samo od matr
interakciju. i to na sledeci nacin:
A2 .En,.,! 2 .,„ zavisi samo od matricnih elemenata operatora interakcije V^ koji je odgovoran za dipolnu

Pronalazenjem matricnih elemenata operatora F(2) dolazi se do zakljucka da su samo dijagonalni matricni
element! razliciti od nule i iznose:

i i i IT rd} i i i \ Zi\ t
v . l . .1 , , .„„.,, , i..,...,,.^,...,,- 247r£o(n2ao)2 Z V"i ""•

Upravo dijagonalnost matricnih elemenata omogucuje da se Starkov efekat kod atoma vodonika u parabolickim
koordinatama razmatra pomocu teorije nedegenerisanog energijskog nivoa, jer se prakticno problem svodi
na proucavanje svakog dijagonalnog matricnog elementa zasebno. Svaki od tih elemenata okarakterisan je
skupom kvantnih brojeva {HI, n?, m}, a ovaj skup kvantnih brojeva karakterise jedno od mogucih podstanja
sa glavnim kvantnim brojem n.

Vrednost popravke na energiju u aproksimaciji do A2 koja je izracunata u ovom odeljku iznosi:

•\ r-i(91 O Z\ € . .

A En~in->,m = ~ o A ^9 ' aOn(nl ""2),

dok je ukupna energija stanja sa. glavnim kvantnim brojem n i skupom parabolickih kvantnih brojeva
{HI , n-2, m] data izrazom

Zbog zavisnosti energije od razlike kvantnih brojeva n\ n-2, dolazi do smanjenja stepena degeneracije,
odnosno do delimicnog otklanjanja degeneracije energetskih nivoa. Nivo sa glavnim kvantnim brojem n se
cepa na In - 1 podnivoa, a stepen degeneracije se smanjuje na vrednost (n — I)2.

3.1 Izraz za popravku na energiju u aproksimaciji do A2

Dejstvo dipolne interakcije A 2y' 2^ uvodi popravke na energiju neperturbovanog stanja, koje je neophodno
traziti u okviru teorije perturbacije za degenerisan nivo s obzirom da stanje sa glavnim kvantnim brojem
n ima stepen degeneracije n2. U tu svrhu bi trebalo naci matricne elemente dipolne interakcije i formirati
sekularnu jednacinu.

U ovom poglavlju bice pokazano da dipolni clan operatora perturbacije ima samo dijagonalne matricne
elemente, sto uzrokuje cepanje energetskog nivoa sa glavnim kvantnim brojem n na 2n — 1 podnivoa. Time
se stepen degeneracije nivoa snizava na (n — I)2. Odsustvo nedijagonalnih matricnih elemenata dipolne
interakcije iskljucuje njen doprinos popravci na neperturbovane talasne funkcije. Zbog toga se podnivoi
{ni ,n2,m} koji odgovaraju stanju n, uzajamno ponasaju kao nezavisni pri primeni teorije perturbacije za
degenerisani nivo. Kao posledica se javlja mogucnost da se sledeca popravka na energiju (~ A3) i talasna
funkcija (~ A) trazi u okviru teorije perturbacije nedegenerisanog nivoa.

29



3.2. Odredivanje matricnih . . . _ 3. Qdredivanje popravke na energiju u aproksimaciji do A2

Oblik clana A4V' ( 4 ) operatora perturbacije je takav da u potpunosti otklanja degeneraciju kvantnog
stanja sa glavnim kvantnim brojem n. U dodatku A su dati detaljni proracuni svojstvenih talasnih funkcija i
svojstvenih vrednosti energije degenerisanog nivoa, na koji deluje perturbacija bez linearnog clana po malom
parametru A, ali takva da clan A 4 V^ 4 ' u potpunosti otklanja degeneraciju.

Prema relaciji (A. 8) koja je dobijena u dodatku A, popravka na energiju izolovanog atoma u aproksimaciji
do A2 , nalazi se kao:

U.m = A2(n{n1,n.2,m}|V r<2 ' |n{n1,n2,m}).

Energija atoma u stanju |n) sa tacnoscu do na faktor A2 se prema (A.I) dobija na sledeci nacin:

p(II) _ p(0) ,
^ — ̂  +

gde je En ' energija izolovanog atoma u stanju n), a Enl<n^,m energija atoma u stanju |n) u aproksimaciji
do A2. Dakle, za odredivanje popravke na energiju potrebo je izracunati vrednosti matricnih elemenata

3.2 Odredivanje matricnih elemenata

Prilikom odredivanja matricnih elemenata (n{ni,n2,m}|Vr '2)|n{n'1,n2,m'}}, mora se voditi racuna o tome
da se trazi popravka na energiju stanja sa glavnim kvantnim brojem n, odnosno uvek vazi sledece:

n = ni + n2 + m + 1 = n'j + n2 + m' + 1.

Uvrstavanjem izraza za V^ iz jednacine (2.12), dobijamo:

(n{n l !n2,m}|V'(2) |n{"'i,«2,w'}) = (n{ni,n2,m}| -
Z- • e2 1

nia \ 2

(n{n1 ,n2 ,m}|l / ( 2 ) |n{ni,n2 , rn '}) = --- - i— r

U matricnom elementu figurisu parabolicke koordinate, pa se i integral! po parabolickim koordinatama. Radi
lakseg racuna uvode se izvesne skracenice u zapisivanju. Posmatramo matricni element funkcije C(^) 7 7)> Jer

su upravo tog oblika svi operatori koje cemo kasnije posmatrati:

) 'C(^^) ' $n\2,m' (£, r), <f) • dr,

gde je C bilo koja fizicka velicina. Integraljenje se vrsi po celom prostoru, pa gornja relacija prelazi u:

oo 2-n

f ATI f fy^^

oo oo

0 0 0

pri cemu je uvrsten i element zapremine za parabolicke koordinate dr. Prema jednacini (1.48), talasna
funkcija je jednaka:

,ri,<t>) =|n{m,n2lm}> =

• + m n •

Ova relacija se krace moze zapisati kao:

gdeje

=

" n n
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3. Odredivanje popravke na energiju u aproksirnaciji do A2 _ 3.2. Odredivanje matricnih

Konacno je matricni element funkcije (,(£,, i]) jednak:

oo oo 2?r

n

0 0 0

• exp(- en(t + 77)) • L#+m, (eB0 • L^'+m' (£n»j) • exp(±imV).

S obzirom da funkcija £(£,77) ne zavisi od promenljive ip, integracija po toj promenljivoj je nezavisna:
00 00

- • — ' J I J * * ' I / I I. 1 ' ^ • J I I '111 '*2 ) "* ' r t ^ j l t n ) " ^

0 0

77)) • L^1+m(enO • L™+m(enTj)

27T

00 00

,»7)|nKX,m'}) = ^ ^

• / dip • exp(±i(7n' - m)ip).
o

Trebalo bi da se uoci da integracija po promenljivoj ip neminovno dovodi do dijagonalizacije matrice po
kvantnom broju m:

2w 2-n

f i [I dip • exp(±?'(m' — m.)ip) = I dtp • [cos(m' — m)tp ± isin(m — m)tp],

o b
27T

/ dtp • exp(±i(m' - m)<p) = • [sin 2n(m' - m) =F i(cos 27r(m' - m) - 1)],
J m — m
o

27T

/ dip • exp(±i(m' - m)ip] = 2?r • (5m,m'. (3.3)

o

Koristeci ovaj rezultat, matricni element mozemo napisati kao:
00 CO

^^mC^,^m J d^ J
o o

77)) • L™ +m(en^) • L™ +m(£nrl) ' L™ +m(enO • L™ +m(enr?)- (3-4)

Poslednja relacija nam omogucuje da izracunamo matricni element (n{ni,n2,m}|Vr^2^|n{ni,n2,m'}), ako je

oo oo

^,n2,m^iin, |m I d^yV (£ + ??)•

o o

odnosno.
oo oo

o o

77)) • L£+ro(

Nakon smene promenljivih ,r = £n^ i y = en?7, dobijamo:
oo oo

lina^^^^ o o

• (xy)m • e~2m • exp(-(x + y)) • L™ +m(x) • L™2+m(y) • L^+
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3.2. Odredivanje matricnih ... 3. Odredivanje popravke na energjju u aproksimacyi do A2

Integrale transformisemo da bismo dobili oblike ciji su nam rezultati poznati:

(n{ni,n2,m}|y (2) |n{ni,n'2,m'}) = V 2 \i \ 6™<m' -e^(2m+4) • C", „,,„,££ n, m •
247T£o(^ GO) *

r OO

\

"-

dx • xm+* • exp(-z) • L£ +m(x)L™,+m(x) lyym- exp(-y) • L™
o o

OO

x-xm- exp(-x) • L™+m(z)Z#1+m(a;) | dy • ym+2 • exp(-i/)
o

Uporedujuci integrale u prethodnoj relaciji sa integralom koji je dat jednacinom (1.41), nalazimo da je:

n V ^ = ~ \ ̂ ,m' • e^m+^ • Q,n2,mCn";,n- ,m •

(3-5)

Prvo cemo odrediti vrednost integrala J™+m n, +m(0):

_ „

min{m,ni}

!

Binomni koeficijenti su razliciti od nule samo ako je HI - v = n[ - v — 0, odnosno ako je v = n\

^+m,n'1+m(0) = (-1)2"1 • (n: + m)! . („, + m)! - ^ - c5ni,n;,

ni!

Prisustvo Kronekerovog1 simbola <5ni,n' ukazuje na to da su kvantni brojevi n\ n( jednaki. Na analogan
nacin nalazimo i ./™+m,n>+m(0):

n2!

Preostalo je jos da se odredi integral J^j+Tnin. +m(2). Prilikom izracunavanja ovog integrala uzimamo u obzir
da m mora biti jednako sa n(, jer je za m ^ n2 integral koji mnozi J^+ro,n'i+m(2), a to je J™+TOXi+m(0),
identicki jednak nuli. Prema relaciji (1.41) J™l+m n '+m(2) iznosi:

!/=0

Binomni koeficijenti su razliciti od nule samo ako je (n-^ — v} € {0,1,2}, odnosno ako je v € {ni,ni —l,ni—2}:

- (2) -1+m.ni+n,(^-
2\(n1+m)!

'Leopold Kronecker (1823-1891)
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3. Odredivanje popravke na energiju u aproksimaciji do A2 3.2. Odredivanje matricnih . . .

Svaki od clanova u zagradi se transformise da bi se dobio zajednicki sadrzalac n\\:

n 1 + m,n I + m( K"l m)-\ HI(TII ~ 1)! n\(n\ I)(TI
(HI +771 + 2)! i t ni\jii +771 + 1)! i n\(ni — l)(u

n I n ' ' n l

i+m)! l

i+m)f
)

f(n 4-rn)!!3
•C+m,n1+m(2) - L V ^ , ;'J • [(ni + m + 2)(ni + m + 1) + 4m(m + m + 1) + rn(m - 1)].

Clanovi u zagradi se mogu dalje transformisati, Sto daje:

•^™+m,n'1+m(2) = j • \$n\ 6ni(m + 1) + (m

Na analogan nacin se dobija i integral J™2+m n '+m(2):

—:—— • [&n\ 6n2(m + 1) + (m
n2!

2)] - *„„„,.

2)] • *„,,„,.

(3.8)

(3.9)

Kronekerovi simboli ukazuju da ove relacije vaze samo u slucaju kada je HI = n{ i n2 = n2. Konacno su
odredene vrednosti svih integrala koji figurisu u matricnom elementu, pa njihovim uvrstavanjem u jednacinu
(3.5), dobijamo:

s2 •K
2o0)2 2 m'm/ " «i."2,i

is • r/«

\2,

'•^- -[6nJ +6n i (m+ 1) + (m + l)(m + 2)] • <5niXi
n2!

[(m+rn)!]3 [(n2+m)!]3

m
[6n^ + 6n2(m + 1) + (m + l)(m + 2)]

odnosno,

[[6n2 2)] -

— [6n2 + 6n2(m + 1) + (m + l)(m + 2)]].

Daljim sredivanjem izraza, moze se pokazati da clan u zagradi sadrzi glavni kvantni broj n kao cinilac:

(n{n1,n2,m}|F(2)|n{n'1,n2,m'}) = --. *J.T >. • 6m.m, • 6n,.»• • 6^nL • e~^m+^ • (C?. ^ 2

[(n1+m)!]3

7T Zj • f?

' 4 47r£o(n2a0)2 ' m'm

•™)']3 te/ 2 -' * \CZ. I m * *-i *

n2!
6(ni - n2)(m + 1)],

odnosno,

[ ( m + m J ^ K n . + m ) ! ] 3

n2!
- n2) • 6 • [HI + n2 + m + 1].

Upravo izraz u poslednjoj zagradi predstavlja glavni kvantni broj n:

)!]3 [(n2+m)!]3

n2!
- n2) • 6n.

Da bismo dobili konacan izraz za ovaj matricni element, neophodno je uvrstiti i konstantu
jednacinu (3.2):

koristeci

2

[ (m+m)!] 3 - [ (n 2 +m)!] 3

JC X ,- — 2(ni• . A / . n i ' £
l,T7l "Til ,Tl, ^2)^2 *^

, - (ni -n2).
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3.3. Vrednost energije . . . _ 3. Odredivanje popravke na energiju u aproksimaciji do A2

Vidimo da je izraz moguce jos vise pojednostaviti, skracivanjem pojedinih clanova:

' ~~ - — ' - - --- -N O m,m ni,n
^n> QQ)

Uvrstavanjein izraza za velicinu en iz jednacine (3.2), konacno dobijamo:
O *7 2

(n{n1,n2,m}|V'(2)|n{n'1,n2,m'}) = -- J^^ , 2Q „

\j • (m - n2). (3.10)
z

Mozemo zakljuciti da su matricni element! dijagonalni po svim kvantnim brojevima, odnosno da su svi
nedijagonalni matricni element! operatora perturbacije V^ identicki jednaki nuli. Od nule se razlikuju
samo dijagonalni element!, a njihova vrednost je data relacijom (3.10)

3.3 Vrednost energije u aproksimaciji do A2

Dakle, popravka na energiju u aproksimaciji do A2, koja odgovara linearnom Starkovom efektu, odnosno
koja je proporcionalna jacini jonskog polja, jednaka je:

a0n

Ako uvrstimo izraz za A, gornja relacija postaje:

"X 3 Zj • e2 a0n

3 Z- • e2
<m = -- J • a0n(ni - n2), za atom vodonika. (3.11)

Ovim postupkom smo pronasli izraz za popravku na energiju u aproksimaciji do A2. Lako se nalazi i ukupna
energija u aproksimaciji do A2 , prema jednacini (3.1):

17(11) _ n.(0) ,
•C' — ̂  ^ /ni ,n 2 ,m

Energija atoma vodonika En u odsustvu polja, data je relacijom (1.37):

-
2o0 n2 '

Konacno je izraz za energiju u aproksimaciji do A2 teorije perturbacije, dat kao:

1 e2 1 3 Z • e2

e ao | 1 1 j . ,.„ 1

(

Iz prethodne relacije se moze izvesti nekoliko vaznih zakljucaka. Kao prvo energija je negativna, pa je stanje
u kojem se nalazi atomski elektron vezano. Takode, ona zavisi od naelektrisanja pozitivnog jona +Zj • e
i od kvantnih brojeva ni, n2 i n. Zbog zavisnosti energije od razlike kvantnih brojeva n\ n2, dolazi do
smanjenja stepena degeneracije, odnosno do delimicnog otklanjanja degeneracije energetskih nivoa. Razlika
kvantnih brojeva n\ n2 moze imati sledece razlicite vrednosti:

(nj - na) € {-(n - 1), -(n - 2), . . . ,0, . . . , (n - 2), (n - 1)}, (3.13)

ciji je ukupan broj 2(n — 1) + 1 = 2n - 1. Dakle, stepen degeneracije u ovom slucaju je:

9™ ± n2 - (2n - 1) = n2 - 2n + 1 = (n - I)2,

jer je stepen degeneracije atoma vodonika u odsustvu polja jednak n2. Mozemo zakljuciti da linearan
Starkov efekat (dipolna interakcija) snizava stepen degeneracije sa n2 na (n - I)2, odnosno dolazi do cepanja
energetskog nivoa sa glavnim kvantnim brojem n na 2n - 1 podnivoa. Ovim je zavrsen postupak odredivanja
vrednosti za popravku na energiju neperturbovanog kvantnog stanja, a u aproksimaciji do A2.
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Poglavlje 4

Odredivanje popravke na energiju u
aproksimaciji do A3

U ovom poglavlju ce biti odredena vrednost popravke na energiju u aproksimaciji do A3, a ona se svodi na
prvu popravku teorije perturbacije. Ova popravka X3E^\,m zavisi samo od matricnih elemenata operatora
interakcije V''3' koji je odgovoran za kvadrupolnu interakciju, i to na sledeci nacin:

U.m = A3(n{n1 ,n2 )m}|T/(3 ' |n{n1 ,n2 ,m}).

Pronalazenjem matricnih elemenata operatora F(3) dolazi se do zakljucka da su oni razliciti od mile samo u
tri slucaja. Prvi slucaj se odnosi na dijagonalne matricne elemente i njihova vrednost je:

- n2)2 - n2 + 1].

Druga dva slucaja se odnose na nedijagonalne matricne elemente kada je zadovoljena odredena veza izmedu
kvantnih brojeva n\ n\o i n2 i n2. Izracunate vrednosti za ove matricne elemente su sledece:

(nfn^n^mJIK^Ini"! + I,n2 - l,m}) = -j-^- • r • -r— • \/(ni + l)(n - HI - I)n2(n - n2),
47T£o 2 n OQ
"7 2 o

(n{ni,n2,m}|V(3)|n{rii - I,n2 + l,m}) = -}—— • -

Nedijagonalni matricni elementi nisu neophodni za izracunavanje popravke na energiju, ali se kasnije koriste
za odredivanje talasne funkcije u aproksimaciji do A. Zbog toga su u ovom poglavlju i izracunate. Vrednost
popravke na energiju u aproksimaciji do A3 koja je izracunata u ovom odeljku ima vrednost:

7 ^2 «2
2 rc / \  2 1 l ln • [o(ni — n-2) — n + 1J,

47T£0

dok je ukupna energija stanja sa glavnim kvantnim brojem n i skupom parabolickih kvantnih brojeva
{HI ,n 2 .m} data izrazom

i

Ova popravka koja karakterise kvadrupolnu interakciju vrsi samo pomeranje energetskih nivoa, ali ne i
dodatno cepa;nje, jer zavisi od n\2 na isti nacin kao i popravka A2£Ai,n2,m koja je odgovorna za dipolnu
interakciju. lj)akle, i u ovom slucaju stepen degeneracije nivoa sa glavnim kvantnim brojem n iznosi (n — I)2.

4.1 Izraz za popravku na energiju u aproksimaciji do A3

Izraz za poprkvku na energiju u aproksimaciji do A3 se dobija na jednostavan nacin, jer se koriste vec gotovi
rezultati izvefleni u dodatku A. Naime, prema relaciji (A. 12) izraz za popravku na energiju u aproksimaciji
do A3 ima sleldeci oblik:
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4-2. Odredivanje matricnih . . . _ 4. Qdredivanje popravke na energiju u aproksimaciji do A3

Ova relacija ukazuje na to, da su za popravku na energiju u aproksimaciji do A3 odgovorni dijagonalni
matricni elementi operatora perturbacije I7'3'. Ukupna energija stanja sa glavnim kvantnim brojem n i
skupom parabolickih kvantnih brojeva {ni ,n2 ,m} koji karakterisu podstanje, odreduje se prema relaciji
(A . I ) . Ova energija je odredena sa tacnoscu A3 i iznosi:

/r(III) - F(0) , \ 2 F ( 2 ) , \ 3 r - (3 )
'M,i2,m n T n •LJni,n2 ,m ' n J-Jn\,n?,m'

p(HI) F(II) , \ 3p(3)
^ni .n^.m ^ni ,n2 .?TI ~ ^ n\,n2,m'

S obzirom da je poznata vrednost za popravku \E^\^<m koja je izrazena dijagonalnim matricnim elemen-
tima operatora V'3 ' , dobija se sledece:

*S.m = 4V.n,.m + A3(n{n l ln2,m}|V(3)|n{n1,n2,m}).

Posto je izraz za energiju Eni,n2,m odreden u prethodnom poglavlju, ostaje da se izracunaju dijagonalni
matricni elementi (n{n1,n2,m}|l / (3) |n{"i,"2,m}) i na taj nacin odredi energija E^n2,m-

4.2 Odredivanje matricnih elemenata (n{ni,n2,m}|Vr^|n{n'1,n2,m/})

Matricne elemente (n{ni,n2 ,m}|y(3) |n{n'1 ,n2 ,m /}), cemo odrediti na slican nacin ka,o sto je to uradeno u
prethodnom odeljku. Uvrstavanjem izraza za V'3' iz jednacine (2.13), dobijamo:

' , n2,m'}),

Z- • e2 1
(n{ni.n2 ,m}iV (3 ) |n{n'1 ,n2 ,m'}) = 7-5-TT7(n{n1,n2,m}|((2 + rj2 - 4^)|n{n'1,n2,m'}).

47r£0(n2a0)3

4

S obzirom da funkcija V'3' ne zavisi od promenljive if, integracija po toj promenljivoj je nezavisna i kao u
slucaju V7 '2 ' dovodi do dijagonalizacije matrice po kvantnom broju m. Za odredivanje matricnog elementa
(n{ni,n2)m}|V'3 ' |n{n'1,n.2,m'}) upotrebicemo ralaciju (3.4). Na osnovu nje za £(£,rj) = V^3\:

OO OO

m'm n ^ , m n m

0 0

2+ r,2 - 4^) • (^)m • exp(-en^ + r,)) • L™+m(ent) • L

• L^+m(en^) • L^+m(enr,),

a nakon neznatnog sredivanja clanova ispod integrala moze se dobiti i sledeca relacija

00 00

o o
(-£n(^ + r?)) • L™+m(enO • L™+m(e

Nakon smene promenljivih x = en£ i y — £nil, dobijamo:

OO OO

• J - 6m.m. • Q ,n3>mC^ ,n, ,m •
O

0 0
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4. Odredivanje popravke na energiju u aproksimaciji do A3 _ 4-%- Odredivanje matricnih

Integrale transformisemo da bismo dobili oblike ciji su nam rezultati poznati:

m+l

dx • xm+3 • exp(-z) . L"+m(x)L%+m(x) dy • ym • exp(-i/) • L£ +m(y)
o

oo oo

' L%+m(y) + j Ax • xm • exp(-i) • L™+m(x)L%i+m(x) J dy • ym+3 • exp(-y)
o o

00 00

• L™+m(y)L%+m(y) - 3 f dx • zm+2 • exp(-i) • L™+m(x)L™,+m(x) f Ay • y
0 0

oo

• exP(-2/) • L^+m(y)L^+m(y) -SJdx- xm+1 • exp(-z)
0

oo

• jdy ym+2 • exp(-y) • L™ +m(y)L™, +m(y)
o

Uporedujuci integrale u prethodnoj relaciji sa integralom koji je dat jednacinom (1.41), nalazimo da je:

• 8m.m, • n2>mn, ,m -

(4.2)

Kao i u prethodnom slucaju, moramo voditi racuna da postoji veza izmedu kvantnih brojeva:

n = HI + ni + m + 1 = n\ n'2 + m' + 1,
n\ na + m = n\ n'2 + m,

n\ n-2 - n\ n'2. (4.3)

Vrednosti integrala J™+m .n ,+m(0) i ^2+m,n-+m(0) su odredene relacijama (3.6) i (3.7):

rm /
•7n1+m,n'1+m( (4-4)

Za Odredivanje vrednosti integrala «/™+m ,n ;+m(1) ' <7£2+m,n2+m(1)> koristimo relaciju (1.42):

min{ni ,n', }

;.%-,.,„(!) = (-!)-"••«" • <", + ".)• • W +")l E

,,

"
in{ni,nj}

,,=0 v"i '' v *

Da bi proizvod binomnih koeficijenata bio razlicit od nule, istovremeno moraju da budu zadovoljeni uslovi:

( n i - i / ) 6 { 0 , l } i (ni -i/) 6 {0,1},

odnosno,

i / e { n i , n i - l } i i /e{niX-l} .

Ove uslove je moguce zadovoljiti samo u tri razlicita slucaja, odnosno kada su odnosi izmedu kvantnih
brojeva n\ n\:

- 1,
+ 1.
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4.2. Odredivanje matricnih . . . _ 4. Odredivanje popravke na energiju u aproksirnaciji do A3

Slican zakljucak vazi i za J™+m+m(l)'-

Uslove su zadovoljeni samo u tri razlicita slucaja, odnosno kada su odnosi izmedu kvantnih brojeva n^ i n2

sledeci:

n2 = n2 - 1,

Tl2 = U2 + 1.

S obzirom da postoji veza izmedu kvantnih brojeva data jednacinom (4.3), potrebno je posmatrati samo tri
sledeca slucaja:

1. ni = n{ i U2 = n2,

2. HI = n[ - 1 i U2 = n2 + 1,

3. n\ rtj + 1 i ri2 = n^ — 1.

Ovo su tri razlicita slucaja za koja su matricni element! (n{ni,n2,m}\V^\n{n'l,n'^,m'}} razliciti od nule.
Prvi slucaj $e odnosi na dijagonalne elemente i vazan je za Odredivanje popravki na energiju u aproksirnaciji
do A3, dok se druga dva slucaja odnose na nedijagonalne elemente koji su vazni pri odredivanju talasne
funkcije u aproksirnaciji do A.

4.2.1 Dijagonalni matricni elementi {n{ni,n2,m}|V'(3)|n{ni,n2,m}}
1. slucaj: MI = n'j i 712 = n'2

Dijagonalni matricni elementi operatora V (3) se javljaju samo u prvom slucaju kada je n\ n{ i n-2, = n2.
Da bi se oni izracunali prvo se odreduju vrednosti integrala J^+m,n\+m(^) 'l -^+m,n2+m(0)- Na osnovu
relacije (4.4) sledi:

na + rrt.nj + mV"^ ~ ( \^~ ' I

Vrednost integrala J^+m n,+m(l) se izracunava na sledeci nacin:

v\ (m - 1)!

Izrazi u zagradi se transformisu u cilju dobijanja pogodnijeg izraza:

(HI + m + 1)! (HI + m)!

m

Konacan izraz je:

-m+1] . (4.8)
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4. Odredivanje popravke na energiju u aproksimaciji do A3 4-%- Odredivanje matricnih

Po analogiji sa prethodnim, dobija se i vrednost integrala

• [2n2 + m + 1]. (4.9)

Za odredivanje ^J+m,ni+m(2) iskoristicemo vec dobijenu relaciju (3.8):

• [6nf + 6^ (m (m

a za integral J™ + m ,n2+m(2), relaciju (3.9)

Jn2+m,n2+m (2) =
n2!

(m

2)],

2)].

(4.10)

(4.11)

Odredivanje' vrednosti integrala ^+m,n,+m(3) je slozenije u torn smislu sto zahteva proracune sa vise
clanova. Na osnovu relacije (1.42), vrednost integrala se moze izraziti kao:

_
*

2n i rcn[(m

U obzir uzimamo samo clanove koji su razliciti od nule, a to su oni clanovi kod kojih v uzima vrednosti iz
skupa {rii , n\ 1, n\ 2, n\ 3}:

+
+ m)l

(m-2)! \3j\3j (n i-3)!j-

Transformacijom clanova unutar zagrade, dobija se pogodniji oblik prethodnog izraza:

i i + m + 3)! ( n i + m + 2)! ^ ( n i + m + 1)! (n i+m)!
I 1- 9 : -r: h 9 ; -r; h

m + 3)!
(ni-l)!

+m
(m-2)! (n i-3)!j '

+ m + 1)!
^2)T +

- 2)(ni

odnosno.

, , ^ , n+ m + 1) + 9
- l ) ( n x + m

1

n 1 (n 1 +m

2)
n\\a bi se lakselsprovelo mnozenje clanova unutar zagrade, prvo je izvrsena faktorizacija:

+ m + 3)(nj + m + 2)(m + m + 1) + (m - l)(9n2 + 9mm +

9m) + (m - l)(n2 - 2m)j =
77-1 .

. [(10m + m + 3)(m + m + 2)

+ m + 1) + (ni - l)(10n? + 9ni?n + 7nO] .
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4-2. Odredivanje matricnih ... 4. Odredivanje popravke na energiju u aproksimaciji do A3

Dobijena jednacina je prikladnija za dalje razvijanje, koje podrazumeva mnozenje svih clanova, a potom i
njihovo grupisanje:

r / _ i _Mi3

ni!

7n2 — 10n2 — 9nim — ln\\
n\.

n\rn + 2nim2 + 3nim + m3 + 3m2 + 2m + 3n2

+ 9ni + 3m2 + 9m + 6 + 10n3 + 9n2m - 3n2 - 9nim - 7ni] .

Konacno, dobijena vrednost integrala J™t+m ni+m(3) iznosi:

3 2 3 2
n\

[2Qn3 + 30n?m + 30n? + 12nim2 + SOrnm + 22nL + m3 + 6m

-f i lm + 6], (4.12)

Analogno se pronalazi i vrednost «/£J+m,n2+m(3), koja iznosi:

SOn2, + 12n2m2 + 30n2m + 22n2 + m3 + 6m2

6]. ' (4.13)

Ovim postupkom su odredene sve velicine koje figurisu u relaciji za matricni element (4.2). S obzirom da
svaka velicina sadrzi veci broj clanova, bilo bi prilicno komplikovano uvrstiti ih sve u relaciju (4.2), pa se
zbog toga pribegava jednostavnijem postupku. On podrazumeva mnozenje svih clanova pojedinacno, a zatim
njihovo uvrstavanje u navedenu relaciju. Prvo odredujemo clan •/^+m,ni+m(3) J^+mir,.2+m(0), pozivajuci se
narezultate (4.12) i (4.7):

+ 12nim2 + m3 + 6m2 + llm + 6].

Relacije (4.6) i (4.13) odreduju integral J^+m,ni+Tn(0)J™+m,n2+TO(3):

+ 12n2m2 + m3 + 6m2 + llm + 6].

Proizvod integrala J™+ m , n i + m (2)J™+ m j n 2 + m ( l ) nalazimo koriscenjem relacija (4.10) i (4.9):

K n i ) ! ] 3 [ ( n 2 ) ! ] 3 •T n 2
. [2n2 + m + !] = i . [6n2 + 6ni + 6nim + m2 + 3m + 2] .

ni! n2!

. [2n2 + m + i] = t(»i +">)!]' 8

n2!
+ 2n2m2 + 6n2m + 4n2 + 6n2m + 6nim + 6nim2 + m3 + 3m2 + 2m

+ 6n2 + 6ni + Qnim + m2 + 3m + 2].

Grupisanjem odgovarajucih clanova u zagradi, dobija se sledece:

6n2m + 4n2 + 6n2m + 12nim + 6nim2 + m3 + 4m2 + 5m + 6n2 + 6nj + 2].

Proizvod integrala J^+m,ni+m(l)-C2+m,n2+m(2) nalazimo koriscenjem relacija (4.8) i (4.11). Naravno rezul-
tat je analogan prethodnom:

77- j .

6n2m + 12n2m + 6n2m2 + m3 + 4m2 + 5m + 6n2 + 6n2 + 2].
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4. Odredivanje popravke na energiju u aproksimaciji do A3 4-%- Odredivanje matricnih . . .

Posto su odredeni svi neophodni clanovi, preostalo je da se izracuna vrednost izraza unutar zagrade u relaciji
(4.2):

+ 22ni + 30n2m + SOr^m + 12nim2 + m3 + 6m2 + llm + 6] + [20n?, + 30n2 +

+ 22n2 + SOn^m + 30n2m + 12n2m2 + m3 + 6m2 4- llm 4- 6] - 3[12n2n2 + 12nin2 +

+ 12n!n2m + 2n2m2 + 6n2m + 4n2 + 6n2m + 12nim + 6nim2 + m3 + 4m2 + 5m +

+ 6n2 + 6ni + 2] - 3[12nin2 + 12run2 + 12mn2m + 2nim2 + 6nim + 4nx + 6n2m 4-

+ 12n2m + 6n2m2 + m3 + 4m2 + 5m + 6n2 4- 6n2 +

odnosno,

[(n2 + m)!]3

^'

Uvedena velicina 7t predstavlja izraz u srednjoj zagradi, a uvodi se zbog jednostavnijeg zapisa i razmatra se
posebno. Osnovna ideja je da se velicina /i faktorise i odredi njena zavisnost od glavnog kvantnog broja n.
Prvo se grupisu slicni clanovi:

/i =20(n? + n^) + 30(n'^ + n^) + 22(ni + n2) + 30m(n^ + n\) + 30m(n! + n2) + 12m2(m + n2) +

+ 2m3 + 12m2 + 22m + 12 - 3[12nin2(ni + n2) + 24mn2 + 24nin2m + 2m2(ni + n2) +

+ 6m(ni + n2) + 4(ni + n2) 4- 6rn(n2 + n2) + 12m(nj +n 2) + 6m2(n! + n2) + 2m3 +

+ 8m2 + 10m + 6(ri2 + n\ + 6(ni + n2) + 4].

Nakon toga se izdvoje sabirci sa istim stepenom po n\ n2:

/i =20|(n? + ni) + (30 + 30m - 18m - 18)(n? + n^) + (22 + 30m + 12m2 - 6m2 - 18m - 12 - 36m -

- 18m2 - 18)(ni + n2) + 2m3 + 12m2 + 22m + 12 - 6m3 - 24m2 - 30m - 12 -

- 3nin2[12(ni + n2) + 24 + 24m].

Daljim sredivanjem, dobijamo:

Ji =2Q,(nl + n\] + (12 -f I1m}(n\ n\) + (-12m2 - 24m - 8)(ni + n2) - 4m3 - 12m2 - 8m -

- 2n2 + 2 + 2m) = 20(n? + n?>) + 12(m + l}(n\ n\) - 4(3m2 + 6m + 2)(n: + n2) -

-: 4m(m2 + 3m + 2) - 36mn2(ni + n2 + 2 + 2m) = 4 • [5(n? + n\] + 3(m + l)(n? + n2,) -

- (3m2 + 6m + 2)(ni + n2) - m(m2 + 3m 4- 2) - 9nm2(ni + n2 + 2 + 2m)].

Kod nekih clanova u prethodnoj relaciji je moguce direktno izvrsiti faktorisanje bez prethodne transformacije,
pa se dobijat

=4 • [5(n? + n\) + 3(m + l)(n2 + n\] - (3m2 + 6m + 2)(m + n2) - m(m + l)(m + 2) -

ni + n2) — 18nin2(m 4- 1)].

U drugim sliicajevima je neopodno prvo transformisati izraze, a potom ih faktorisati. Cilj svake transforma-
cije je dobijanje clana koji sadrzi glavni kvanti broj n = ni + n2 + m + 1. Na ovom mestu, izrazu dodajemo
i oduzimam<t> clan (n\ n2):

/i =4 < [5(n3 + n^) + 3(m + l)(n? + n\) - (3m2 + 6m + 2)(ni + n2) ± (ni 4- n2) - m(m 4- l)(m + 2) -

-i 9nm2(ni + n2) - 9mn2(m + 1) - 9nin2(m + 1)] = 4 • [5(nJ 4- n2) 4- 3(m + l)(n2 4- n2) -

-| 3(m2 4- 2m + l)(ni 4- n2) 4- (ni + n2) - m(m + l)(m + 2) - 9nin2(ni + n2 4- m 4- 1) -

- 9nin2(m 4- 1)] = 4 • [5(nJ 4- n^) + 3(m 4- l)(n2 + n\] - 3(m 4- l)2(n! 4- n2) 4-

+ (ni + n2) - m(m 4- l)(m + 2) - 9n!n2n - 9nin2(m + 1)].
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4-2. Odredivanje matricnih ... 4. Odredivanje popravke na energiju u aproksimaciji do A3

Binom n\ n2 razvijamo prema poznatoj formuli:

n\ n\ (HI + n2)(n2 - nin2 + n2,),

pa dalje imamo

/i =4 • [5(ni + n 2 ) (n 2 - n tn2 + n\) + 3(m + l)(n2 + n2,) - 3(m + l)2(ni + n2) + (n! + n2) - m •

- (m 4- l)(m + 2) - 9n!n2n - 9nin2(m + 1)] = 4 • [5(ni + n2)(n2 + n2) - 5nin2(n! + n2) 4-

+ 3(m + l)(n2 + nl) - 3(m + l)2(nj + n2) + (m + n2) - m(m + l)(m + 2) - 9n!n2n -

-.9n1n2(m + 1)].

Sledeca transformacija se ogleda u dodavanju i oduzimanju clana 5nin2(m + 1), sto daje:

/i =4 • [5(nj + n2)(n2 + n2) - 5nin2(ni + n2) ± 5nin2(m + 1) 4- 3(m 4- l)(n2 + n2,) - 3(m 4- I)2 •

- (ni + n2) + (m + n2) - m(m 4- l)(m 4- 2) - 9nin2n - 9mn2(m + 1)] = 4 • [(5(nj + n2) 4-

+ 3(m + l))(n2 + n2,) - 5nin2(ni + n2 + m 4- 1) - 3(m + l)2(ni + n2) + (ni + n2) -

- m(m + l)(m + 2) - 9mn2n - 4riin2(m + 1)] = 4 • [5(ni + n2 4- m 4- l)(n2 + n2) -

- 2(m + l)(n2 + n2) - 5nin2n - 3(m + l)2(ni + n2) + («! + n2) - m(m + l)(m + 2) -

- 9nin2n - 4n!n2(m + 1)] = 4 • [5n(n2 + n2) - 2(m + l)(n2 + n2) - 14nin2n -

- 3(m + l)2(ni + n2) + (n: + n2) - m(m + l)(m + 2) - 4n!n2(m + 1)].

U daljim transformacijama koristimo sledecu relaciju:

n2 + n2! = n2 + n.2 ± 2n\n2 = (n\ n2)2 + 2nin2.

S obzirom na prethodnu relaciju, velicina I\a oblik:

/, =4 • [5n(ni - n2)2 + 10nin2n - 2(m + l)(n2 + n2) - 14nin2n - 3(m + l)2(ni +n2) + (nj + n2) -

- m(m + l)(m + 2) - 4mn2(m + 1)] = 4 • [5n(ni - n2)2 - 4nin2n - 2(m + l)(n2 + n|) -

- 3(m + l)2(ni + n2) + (ni + n2) - m(m + l)(m + 2) - 4nin2(m + 1)] = 4 • [5n(nj - n2)2 -

- 4nin2n - 2(m + l)(n2 + n2 + 2n!n2) - 3(m + l)2(ni + n2) + (ni + n2) - m(m + l)(m + 2)],

odnosno,

/i =4 • [5n(ni - n2)2 - 4nin2n - 2(m + l)(m + n2)2 - 3(m + l)2(ni + n2) + (ni + n2) -

- m(m + l)(m + 2)].

Poslednjem izjrazu dodajemo i oduzimamo clan (m + 1) i dobijamo:

/! =4 • [5n(ni - n2)2 - 4nin2n - 2(m + l)(m -f n2)2 - 3(m + l)2(ni + n2) + (ni + n2 + m + 1) -

- m(m 4- l)(m + 2) - (m + 1)] = 4 • [5n(ni - n2)2 - 4n].n2n - (m + l)(ni + n2)(2m + 2n2 +

+ 3m 4- 3) + n - (m(m + 2) + l)(m + 1)] = 4 • [5n(ni - n2)2 - 4nin2n - 2n(m + l)(ni + n2) -

- (ni + n2)(m + I)2 + n - (m2 + 2m + l)(m + 1)] = 4 • [5n(nj - n2)2 - 4njn2n -

- 2n(m + l)(ni + n2) - (HI + n2)(m + I)2 + n - (m + I)3].

Preostalo je jos da transformisemo clanove u kojima ne figurise n. U poslednjoj jednacini to cinimo grupisan-
jem:

/i = 4 • [5n(ni - n2)2 - 4nin2n - 2n(m + l)(ni + n2) - (nj + n2 + m 4- l)(m 4-1)2 4- n],

odnosno,

/i = 4 • [!5n(nj - n2)2 - 4nin2n - 2n(m + l)(ni 4- n2) - n(m + I)2 4- n].

Konacno smo dobili izraz u kojem svaki clan sadrzi glavni kvantni broj n, pa ga mozemo izvuci ispred
zagrade.

/i = 4n • [5(n: - n2)2 - 4nm2 - 2(m 4- l)(ni + n2) - (m + I)2 4- 1].
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4. Odredivanje popravke na energiju u aproksimaciji do A3 4-2. Odredivanje matricnih ...

Sledeci clanovi koje dodajemo i oduzimamo su (m - n2)2 i (m + I)2, pa imamo:

/i =4n • [6(711 - n2)2 - (ni - n2)2 - 4nin2 - 2(m + l)(ni + n2) - (m + I)2 + 1] = 4n • [6(ni - n2)2 -

• n2 - 715 + 2n,n2 - 47?,in2 - 2(m + l)(m + n2) - 2(m + I)2 + (m + I)2 + 1] = 4n •

•' [6(77.1 - 7t2)2 - n2 - n2 - 2nin2 - 2(m + l)(m + n2 + m + 1) + (m + I)2 + 1] = 4n •

• [6(7?.] - n2)2 - (HI + n2)2 - 2(m + l)n + (m + I)2 + 1] = 4n • [6(ni - n2)2 - (ni + n2 + m + 1) •

• (7i j + "2 - m — 1) — 2(m + l)n + 1] = 4n • [6(77,1 — n2)2 — n(n\ n2 — 771 — 1) —

— 2(771 + l)n + 1] = 4n • [6(ni — n2)2 — n(n\ n2 — m — 1 + 2m + 2) + 1].

Sredivanjem poslednje relacije, imamo da je:

/i =4n • [6(rii — n2)2 — n(n\ n2 + m + 1) + 1] = 4n • [6(nj — n2)2 — nn + 1].

Ovim postupkom smo konacno odredili izraz za velicinu I\, kao:

/i = 4n • [6(m - n2)2 - n2 + 1]. (4.15)

Vrednost veilicine Ii omogucuje izracunavanje relacije (4.14):

(1} — "\jm
•m(^l 3Jni+m,ni+m

-my.}3 [(n2+m)!]3
„ i „ i
il\ 112 •

• [6(ni - n2)2 - n2

odnosno. relacije (4.2)

n2!

Naravno. u oba slucaja se vodi racuna o tome da vazi ni = n( i n2 = n2. Ako se uvedu jos i relacije za
koeficijent C™ n2 „, i en (3.2), prethodna jednakost se moze pojednostaviti:

.

|(n,+;n)i|3 ^^.HF ^ i+ ^-e^ 1
ni! n2! l 47T£0(n2ao)3 2

• [ 6 ( n i - n 2 ) 2 - n 2 + l].

Konacno se Za matricni element (n{ni, n2, m}|V r (3 ) |n{ni»n2,m}), dobija:

• [6(m - n2)2 - n2 + 1]. (4.16)

Ovaj matricai element ce biti iskoriscen za izracunavanje popravke na energiju u aproksimaciji do A3.

4.2.2 Ne|dijagonalni matricni elementi {ra{ni,n2,m}|V(3)|n'{ni,n^m'}}
Da bi se odredila talasna funkcija atorna vodonika do clanova koji su proporcionalni malom parametru A,
neophodno j<t odrediti nedijagonalne elemente operatora perturbacije V(3) definisane slucajevima 2. i 3.

2. slucaj: nil = n': - 1 i n2 = n2 + 1

Prvo se odrefluju vrednosti integrala Jn";+m,ni+m+J(0) i J™+m,n2+m_i(0). Na osnovu relacije (4.4) sledi:

n2!
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4-2. Odredivanje matricnih . . . _ 4. Odredivanje popravke na energiju u aproksimaciji do A3

Dakle, proracun za integrale ^+m,n,+m+1(3) i ^+m,n2+m_i(3) je nepotreban, s obzirom da se oba ova
integrala mnoze prethodnim, odnosno nulom. Vrednost integrala J™+m,ni+m+i(l) se izracunava na sledeci
nacin:

+ m
u i

(n, +m)! - [ (m +m

Vrednost integrala J^+m,n2+m_1(l) iznosi:

' . ( n 2 + m ) ! ( n 2 + m - l ) ! £ ( 1 }( \
f^Q V"2 - v) \m - 1 - v) v\ i M I , 1 \  I  1  1  I  1  \ 2 + m)'

_ l ( i ) = -(n2 + m)!.(na + m-i)!yy_—
/m [ ( n 2 + m ) ! ] 2 . ( n 2 + m - l ) !
n2+m,n2+m_!l j (n 2- l ) !

Slicnim postupkom nalazimo i J™+TOini+m+1(2):

(m + 2 + !/)!

,0, , w ,M
^+m.n1+m+,(2) = -(n, + m)!(ni + m + 1)! -

Transformacijom clanova u zagradi, dobija se sledeci izraz:

m + ^)- / ^ \ .. / i „ , 1 .. / j,j

(ni + m

jm /o^ o v ' '' L V ' " i ' "" ' i^'J IY i i ON i 1Jni+m,ni+m+i(2) = -i j • [(ni + m + 2) + mj,
HI .

« 'n i+m,ni+m+l(2) = ~2 —y-

Vrednost integrala J"* + m n j + m _i (2) iznosi:

2 W 2 \ ( m + 2"2~ / 0 \ o \i (2) = (-1)2—- • (n, + m)!(n2 + m - 1)! ̂  ( _ j ( _ _ J

i^—n \* / \ '

Transformacijom clanova u zagradi, dobija se sledeci izraz:

/i-)\^ ' "" -r L\ '" i ' " " / •J r/ i ., _ i ( 2 ) = -2 — • (n2 +m +
(n2 - 1)!

m - 1! • n m ! 2

n 3 +77i .n 2 +m ^ _ ^ j

Ovim postupkom su odredene sve velicine koje figurisu u relaciji za matricni element (4.2). Vodeci racuna
da je ni = n'j - 1 i na = n2 + 1, dobijamo:

I,n2 -
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4. Odredivanje popravke na energiju u aproksimaciji do A3 _ 4-2. Odredivanje matricnih

odnosno,

{ni + I ,n2 - l,m}> = - \  • J • £^2m+5> • C^ I ina,mC^+lina_ l i tn •
rtTTc 0 \ 1*0 / O

fi [(n2 + m)!]2 • (n2 + m - 1)! (m + m)! • [(nt + m + I)!]2_6 -- _____ -- _ -- [2n i+m + 2]-

K (m + m)! • [(m + m + I)!]2 (n2 + m - 1)! • [(n2 + m)!]2

6 __ (n2 - 1)!

Da bi se izraz uprostio, clanovi koji su zajednicki za oba sabirka izvlace se van zagrade:

(n{nltn,,m}\vW\{ni + I,n2 - l,m}>

+ m)! • [(m + m + I)!]2 • (na + m - 1)! • [(n2 + m)!]2
: — T - -TT - • I2ni + 2n2 + 2m + 21.
- -

Posto je n = HI + n2 + m + 1, sledi:

I ,n 2 - l,

(n, + m)! • [(m + m + I)!]2 • (n2 + m - 1)! • [(n2 + m)!]2

n j - f a - l ) !

Ako se uvedu i izrazi za konstante C^J n2 m i C^+1]n2_1)m prema relaciji (3.2), prethodna jednacina postaje:

(n{n l ln2)m}|\/<3 ' |n{n1 + I,n2 - l,m}>^ ( 3 ) | _ r _ , n _ i ...i\c °'" ^-(2m+S) * Vnl! '"2!

a0)3 2 " v^T ^/[(ni + m)i]s

1 / + l ! . - ! ! ^ ^ 1 n j + m !

\/[(Ti2 + m)!]3 \/7m ^[(m 4- m + I)!]3 • [(n2 + m - I)!]3 m

+ m + I)!]2 • (na + m - 1)! • [(n2 + m)!]2 = Zj • e2

' ~ a o 3 ' 2 ' "

N/(n2 +m)! x/(ni + 1)! • (nt + m + 1)1

- 1)! • (n2 + m - 1)!'

Prema relaciji (3.2) se uvodi i izraz za en, pa dobijamo sledece:

- I)(n2 + m)n2
t7Tfcol,7'"OO^" ^

_ Zj • e2 3 1
1)(" - ni - I)n2(n - n2).

2 n4ao

Konacno smo dobili izraz za matricni element (n{ni,n2,m}|l /^3 '|n{ni + I,n2 — l,m}), koji je zapisan tako
da u njemu ne figurise kvantni broj m:

(n{ni,n2,rr?,}|V (3) n{ni + I ,n 2 - l,m}> = -^ -- - • — -- \/(ni + l)(n ~ ni ~ l)^(n - n2).
47reo 2 n^ao

Na osnovu poslednje relacije izracunavamo i izraz koji figurise u talasnoj funkciji:

A3(n{ni ,n2 ,m}|V ( 3 ) n{nj + I,n2 - l ,m}> = 5 - 7 — o"l~ ' \/("i + !)(« - "i - I)n2(n - n2),
/t 47T£o ^ n do

odnosno.

2 2Z- • e2 3 n2a2 _
A 3 (n{ni ,n 2 ,m}|V r ( 3 ) |n{ni +1,"2 - l,m}) = -j -- - • —/- • ^(m + l)(n - m - I)n2(n - n2).

4?r£o 2 /r5
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4-3. Vrednost energije . . . 4. Odredivanje popravke na energiju u aproksimaciji do A3

3. slucaj: n\ n( + 1 i n-i = n2 — 1

Posto je talasna funkcija invarijantna u odnosu na izmenu kvantnih brojeva n\> n2, matricni element
u slucaju ri! = n\ 1 i n2 = n2 - 1, moguce je direktno izracunati na osnovu prethodnog slucaja uz
odgovarajucu smenu kvantnih brojeva n\> n2 i n2 -» ni. Ovim postupkom dobijamo:

(n{ni,n2,m}|V' (3) |n{n1 - 1,;

kao i relaciju

- n2

A 3 (n{ni ,n 2 ,m}|V (3) - I,n2
47T£o

4.3 Vrednost energije u aproksimaciji do A3

Iz relacije (4.1) se direktno dobija popravka za energiju u aproksimaciji do A3. Matricni element operatora
V^ se uzima prema izrazu (4.16), pa dobijamo:

!«(».-".)• -.'5

Ova popravka vrsi samo pomeranje energetskih nivoa, a ne i dodatno cepanje u odnosu na energiju E^ nj m.
Ovo na prvi pogled moze zvucati besmisleno, ali mora se uociti da ova popravka zavisi od n\ n2 kao
ni - n2. Ova razlika figurise i kod popravke X2Enl\n2,m (3.11), tako da A3J5n3,n2,m ne donosi nista novo u
pogledu otklanjanja degenaracije. Uzimajuci u obzir izraz za A2£ni,n2,m (3.12), energija atoma vodonika u
aproksimaciji do A3 , iznosi:

, \ 3p(3)
' " i j '

odnosno,

47T£0

Poslednja relacija predstavlja izraz za ukupnu energiju perturbovanog atoma vodonika, a odredena je sa
tacnoscu do clanova koji su proporcionalni A3. Popravka na energiju u aproksimaciji do A3 karakterise
kvadrupolnu interakciju, ne prouzrokuje cepanje nivoa, ali dovodi do njihovog pomeranja. Stepen degen-
eracije nivoa sa glavnim kvantnim brojem n se ne menja u odnosu na prethodnu popravku (dipolna inter-
akcija) i iznosi (n - I)2.
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Poglavlje 5

Talasna funkcija u aproksimaciji do A

U ovom poglavlju ce biti izracunata talasna funkcija perturbovanog atoma vodonika sa tacnoscu do na mali
parametar A, jer ce se ona posle koristiti u izracunavanju starkovskih spektralnih komponenti. Izraz koji se
dobija za ovu talasnu funkciju je:

\/K + l ) (n -n i - I)n2(n - n2) • Vn, + I ,n 2- l ,

Talasne funkcije ?/'„, . , > 2 , m (£, ?/, v3) predstavljaju svojstvene talasne funkcije neperturbovanog atoma vodonika,
odnosno u odsustvu spoljasnjeg elektricnog polja.

5.1 Izraz za talasnu funkciju u aproksimaciji do A
Talasna funkcija koja je odredena u aproksimaciji do A, vazna je zbog toga sto se pomocu nje u ovom radu
izracunavaju intenziteti starkovskih komponenti. Ova talasna funkcija data je relacijom (A.14) u dodatku
A. a glasi:

</W- (5.1)

Indeks v oznacava posmatrano podstanje kvantnog stanja n) koje je okarakterisano skupom kvantnih bro-
jeva v = {ni ,n2 .m}, talasna funkcija i/W = V ) n i ,n 2 ,m( f i ' 7>V : ' ) predstavlja svojstvenu talasnu funkciju u
parabolickim koordinatama za slucaj atoma vodonika van spoljasnjeg elektricnog polja. Indeks /j, prebrojava
podstanja degenerisanog nivoa sa glavnim kvantnim brojem n = ni+n^+m + l, a konkretno u ovom slucaju
moze imati sledece vrednosti:

Indeks // ima samo ove dve razlicite vrednosti, jer jedino za te kombinacije parabolickih kvantnih brojeva
matricni elementi operatora V ^ 3 ) nisu jednaki nuli. Mnozenjem i delenjem drugog sabirka u jednacini (5.1)
sa A 2 , ona se transformise u :

3 3

^n"' ( '

Ova transformacija je izvrsena s ciljem da se dobiju clanovi koji su u prethodnim poglavljima vec izracunati.
Dakle koristimo sledece relacije:

{7) .{ni ,n2 .m}|A2V ( 2 ) |n{«i ,"2 'm '}) - ~ ^£ ' ^' ̂  ' (n\ ni) ' <5m,m' -6ni,n\ 5n2,n>2,

kao i

Z- • e2 3 n2a2 _
{n{n1 ,n2 ,m}|A3V ( 3 ) |n{ni + !> n 2 - l,m}) = -^— • - • -=^ • ̂ (ni + l)(n - m - I )n 2 (n -n 2 ) ,

47T£o i ti
£. . £2 3 n2fl2

H' (3) |77.{n, - I , n 2 + l.m}) = -^ -- - • —g- • \/(n2 + l)(n - n2 -
47T£o ^ Jl
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5.1. Izraz za talasnu funkciju u aproksimaciji do X _ 5. Talasna funkcija u aproksimaciji do A

Nedijagonalni matricni elementi operatora \V^ su identicki jednaki null zbog prisustva Kronekerovih
simbola. Samo su dijagonalni elementi matrice ovog operatora razliciti od nule:

i l 1 i \ T • ( 2 I i r i \ • T l Q / \2,m}|A V l ) | n{ni ,n 2 ,m}) = --f - • - • -— • (m - n2),
* "•

<n{n, + I,n2 - l,m}|A2V(2) |n{m + I,n2 - l,m}) - -:1 • • ̂  • K - n2 +2),
47T£o 2 rt^

(n{m - I ,n2 + l ,m}|A 2V< 2>|n{m - l ,n a + l,m}} = - • • • (m - n2 - 2).
47T£o * ti

Ove matricne elemente mozemo zapisati i na sledeci nacin:

) = -~ • • • (m - «a), (5-3)

(m - n2 + 2), (5.4)

- • (n, - n2 - 2), (5.5)

(nv\V <3 ' |nMl ) = ~ • . . ̂ (m+lXn-rn- l^n-na) , (5.6)

-m), (5.7)

gde je v = {ni,n2 ,m}, p,i = [n\ I,n2 — l,m} i /^2 = {ni — I,n2 + l,m}. U ovom zapisu talasna funkcija
Vnv data jednacinom (5.2), postaje:

Uvrstavanjem relacija za matricne elemente, dalje dobijamo:

\/(nl

nao \/(n2 + l)(n ~ n2 ~ l)ni(n — r
ft -(n\ n2) + (ni - n2 - 2)

odnosno,

- I )n 2 (n-n 2 )

~ " ' \/(n2 + I ) (n-n 2 - l )ni (n-ni) • ̂ m-i.nj+i.m^.^v)- (5-8)

Ova talasna funkcija ce se kasnije koristiti za izracunavanje korekcija na intenzitete starkovskih komponenti,
tako sto ce se pomocu nje nalaziti kvadrati modula matricnih elemenata dipolnog momenta za posmatrane
radijativne prelaze kod atoma vodonika.
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Poglavlje 6

Odredivanje popravke na energiju u
aproksimaciji do A4

U ovom poglavlju ce biti odredena vrednost popravke na energiju u aproksimaciji do A4. Ova popravka
A4En, n,.m ima sledeci oblik:

Formalno, prva dva clana su druge popravke teorije perturbacije, dok je treci clan prva popravka teorije
perturbacije. Prvi clan opisuje kvadratican Starkov efekat, drugi opisuje kvadrupolnu interakciju, a treci
oktupolnu interakciju. Zbog toga se ova popravka moze prikazati i na sledeci nacin:

^ ^ni.nj .m = ^QSE + -EqUAD + ^OKTUP-

Svaki od ovih clanova se razmatra i proracunava zasebno. Popravka usled kvadraticnog Starkovog efekta
iznosi:

• • [17n2 - 3(m - n2)2 - 9m2 + 19].

Popravka na energiju usled kvadrupolne interakcije iznosi:

SQUAD = - ^ • ~~- • § • n3 • (m - n2) • [n2 - (n! - n2)2 + m2 - l] ,

dok je popravka na energiju odgovorna za oktupolnu interakciju jednaka

rc 7 2

£OKTUP = -^ ' ~ - ' "3ao ' ("i - "2) • [23(m - n2)2 - 9n2 - 3m2 + 13].

Svi ovi doprinosi se mogu objediniti u popravku na energiju koja je odredena u aproksimaciji do A4, a ona
iznosi:

• ' l17"2 - 3("' - "'> - *»• + m - •
ID 47T£o

-3m2 + 13].

• n3a30 • (n, - na) • [23(rn - n2)2 - 9n2 -

Ova relacija ukazuje na to da popravka A4Eni,n2,m pored kvantnih brojeva ni i 02 zavisi i od kvantnog
broja m, sto uslovljava dodatno otklanjanje degeneracije u okviru stanja sa glavnim kvantnim brojem n.
Degeneracija po kvantnom broju m uvek ostaje, jer za fiksnu vrednost m imamo dve svojstvene talasne
funkcije.
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6.1. Izraz za popravku na energiju u aproksimaciji do A4 6. Odredivanje popravke na energiju . . .

6.1 Izraz za popravku na energiju u aproksimaciji do A4

Izraz za popravku na energiju u aproksimaciji do A4 dobija se koriscenjem gotovog rezultata izvedenog u
dodatku A. Naime, prema relaciji (A. 16) izraz za popravku na energiju u aproksimaciji do A4 ima sledeci
oblik:

Prvi sabirak potice od kvadraticnog Starkovog efekta, drugi od kvadrupolne interakcije izmedu jona i atoma
vodonika, a treci od oktupolne interakcije. Svaki od ovih clanova ce biti posebno izracunat.

Ukupna energija stanja sa glavnim kvantnim brojem n i skupom parabolickih kvantnih brojeva {ni , n2, m}
u aproksimaciji do A4 odreduje se prema relaciji (A.I) i iznosi:

Posto je izraz za energiju £ni,n2 ,m odreden, ostaje da se izracunaju svi clanovi u relaciji (6.1) i na taj nacin
odredi energija £ni,n2 ,m.

6.1.1 Izracunavanje clana koji potice od kvadraticnog Starkovog efekta
Prvi sabirak u relaciji (6.1) potice od kvadraticnog Starkovog efekta i rigorozno racunanje zahteva mnostvo
suma koje na prvi pogled nije moguce generalizovati:

f^/QOTT1 1̂  ^ ^ - p

Zbog toga koristimo rezultat Svarcsild1-Epstajn2-Sredingerovog izvodenja popravke na energiju za atom u
konstantnom spoljasnjem elektricnom polju, koji je u potpunosti objasnjen u dodatku B. Prema relaciji
(B.28) ovog dodatka, popravka usled kvadraticnog Starkovog efekta EQSES iznosi:

EQSE = -^ ' ~i~ ' ̂  ' t17"2 - 3(n, - n2)2 - 9m2 + 19]. (6.2)

Uvodenjem parametra A u poslednji izraz, lako se moze pokazati da popravka kvadraticnog Starkovog efekta
zavisi od parametra A preko cetvrtog stepena:

EQSE = ~-^~ ̂  -$- • [17n2 - 3(m - n2)2 - 9m2 + 19] • ̂ ,

6 n a 0

6.1.2 Izracunavanje clana koji potice od kvadrupolne interakcije
Drugi sabirak u relaciji (6.1) potice od kvadrupolne interakcije izmedu jona i atoma vodonika. Moze se uociti
da u ovom clanu figurisu nedijagonalni matricni element! operatora V"'3' i dijagonalni matricni elementi
operatora V^. Ako se parametar A ukljuci u matricne elemente, dobijaju se forme koje su vec izracunate
u prethodnim poglavljima ovog rada:

4

QUA°

Pokazano je da su nedijagonalni matricni elementi operatora (n^\V^\ni>] razliciti od nule samo u dva slucaja
i to kada je p, = /ij = {nj + I,ri2 - l,m}, odnosno fj, = ̂  = {"i - 1,^2 + 1, w}, pri cemu je v = {ni,n2,m}.
Dakle, za kvadrupolnu popravku imamo:

QUAD i 2 2

'Karl Schwarzschild (1873-1916)
2Paul Epstein (1871-1939)
3QSE=Quadratic Stark Efect
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Uzimajuci u obzir vrednosti matricnih elemenata date relacijama od (5.3) do (5.7), dobijamo sledeci izraz
za kvadrupolnu popravku:

3 na0 , . Zj • e2 3 na0 . , /T1 [Zj • e2 3 n2a2
- - - - - - - ' 2 ' V '

'j • e 3 nao Zj • e 3 nao
' ~ ' ~p2 ' (nl ~ n2) -+

Vecina clanova u gornjem izrazu se moze skratiti, pa se dobija ne§to jednostavnija forma:

Z- • e2 3 n3a3
SQUAD =-7 • ̂  • —^r- • [-(n\ n2) + (nt - n2 + 2)]~: • (ni + l)(n - HI - I)n2(n - n2) +

47T£o 2. K*

Z- • e2 3 n3a3

odnosno,

Zj • e 3 n OQ [(^i + l)(n — ̂ i — I)n2(n — n2) (n2 + l)(n — n2 — l)ni(n — ni
SQUAD ~ — - ' — ' —^— * \ ~^~ / / \ i •

Izrazi u imeniocima oba clana u zagradi se mogu dalje srediti, pa sledi:

Z- • e2 3 n3o3 f l 1 1
SQUAD = -7 ^ • ~sr ' U(ni + l ) (n -n i - I)n2(n-n2) - -(n2 + I)(n-n 2- l)ni(n-ni) ,

4?r£o / rt [2 i J

Z- • e2 3 n3a3
SQUAD = --7 • 7 • —^r • [("2 + l)(n - n2 - l)n\(n - HI) - (HI + l)(n - n\ I)n2(n - n2)l.

4?r£o 4 n

S obzirom da vazi n = n\ n2 + m + 1, prethodna relacija postaje:

Z- • e2 3 n3a3
SQUAD = - I • 7 ' ~5î  ' [(n2 + l)("i + m)ni(ni +m + 1) - (ni + I)(n2 + m)n2(ni + m + 1)],

I '^- / 4- (6'3)

Radi jednostavnijeg zapisa uvedena je velicina 74 koja predstavlja izraz u zagradi. Da bi se dobio jednostavniji
izraz za kvadrupolnu energiju, velicina 74 se dalje transformis'e:

. _2• e

/4 =(n2 + l)(ni + m)ni(n2 +m+ 1) - (m + I)(n2 + m)n2(ni +m + 1) = (n2

+ (n2 + l)(ni + m)ni(m + 1) - (ni + I)(n2 + m)nin2 - (ni + I)(n2 + m)n2(m + 1) = (n2 + 1) •

(n2 + I)nin2m + (n2 + I)n2(m + 1) + (n2 + l)nim(m + 1) - (rii + l)n\n\ (n\ 1) •

- (ni + I)n2(m + 1) - (ni + I)n2m(m + 1).

Izvrsena transformacija je omogucila grupisanje pojedinih clanova, tako da dobijamo sledece:

74 -n\n\ n\n^ - (n\ n2)nin2m + n2n2(m + 1) + n2(m + 1) + nin2m(m + 1) + n\m(m + 1) -

- n\nr, - n\n\ n\n\(m + 1) - n2(m + 1) - nin2m(m + 1) - n2m(m + 1) = (ni - n2)nin2 -

- (ni - n2)nin2m + (ni - n2)nin2(m + 1) + (n2 - n2)(m + 1) + (ni - n2)m(m + 1).

Moze se lako uociti da u svakom sabirku figurise clan (HI - n2), pa se on kao zajednicki cinilac moze izvuci
ispred zagrade:

J4 =(m - n2) [nin2 - nimm + nin2(m + 1) + (ui + n2)(m + 1) + m(m + 1)] = (HI - n2) [2nin2 +

+ (m + n2 + m)(m + 1)] . (6.4)

Dobijena relacija za 74 je prilicno jednostavna, ali je u cescoj upotrebi nesto drugacija forma, koja ce ovde i
biti izvedena. Da bismo dobili tu formu, moramo drugi sabirak transformisati tako da sadrzi glavni kvantni
broj n:

74 =-(m - n2)[4nin2 + 2(ni + n2 + m)(m + 1)] = -(ni - n2)[4nin2 + (HI + n2 + m + l)(m + 1) -
Z Zi

- (m + 1) + (HI + n-i + m)(m + 1)] — -(m - n2) [4nin2 + (ni + n2 + m + l)(nj + n2 + m +

+ 1) - (HI + n2 + m + l)(ni + n2) - (m + 1) + (ni + n2 + m)(m + 1)] .
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S obzirom da je n = n{ + n2 + m + 1, dobijamo sledece:

^ (ni + n2)2 ~ (m + l)(ni + n2) - (m + 1) + (ni +n2)(m + 1) + m •

• (m + 1)] = -(m -n2)[n2 - (m - u2)2 - (m + 1) + m(m + 1)].

Konacno smo za velicinu 7< dobili sledecu relaciju:

h = ̂ (ni -n2)[n2 - (m - n2)2 + (m + l ) (m-l)] ,

h - r(ni - n2)[n2 - (m - n2)2 + m2 - l].

Uvrstavajuci izraz za /4 u relaciju za SQUAD (6.3), imamo sledece:

SQUAD = — ~ ' ' T ' ' ("1 -"2) ' [n2 - (m - n2)2 + m2 - l],

SQUAD = - - ••n*-(nl- n2) • [n2 - (m - n2)2 + m2 - l]. (6.5)

Ovim postupkom smo odredili vrednost popravke na energiju koja potice od kvadrupolne interakcije.

6.1.3 Izracunavanje clana koji potice od oktupolne interakcije

Posto je kvadrupolna popravka na energiju atoma vodonika odredena, trebalo bi pristupiti pronalazenju
oktupolne popravke na energiju koja je predstavljena trecim sabirkom u jednacini (6.1), odnosno:

EOKTUP = A4(m/|T/(4)M = A4(n{n1,n2,m}|F(4) |n{n1,n2,m}). (6.6)

Dakle, neophodno je odrediti matricne elemente (n{n1,n2,m}|K'4 '|n{ni,n2,m}) koje cemo izracunati na
slican nacin kao sto je to uradeno u prethodnim odeljcima ovog rada. Izraz za operator V^ dat je jednacinom
(2.14) i glasi:

S obzirom da operator V'4' ne zavisi od promenljive \p, integracija po toj promenljivoj je nezavisna i kao
u slucajevima za V('2] i V^ dovodi do dijagonalizacije matrice po kvantnom broju m. Za odredivanje
matricnog elementa (n{ni,n2,m}|V r '4 ' |n{n'1,n2,m'}) upotrebicemo relaciju (3.4). Na osnovu nje za £(£, rf) —
V ( 4 ) , dobijamo:

oo oo
7- • p2 i TT r r

I f *«1 IT / (4 ) | f „/ ^' »«M\ X /~*Tl ^^ I ^lf / r^*l

(n{ni,n2 ,m)| l /v ' |n{n1 )n2 ,m j) = ~47r£ (n2fl u g ' ^ ' dm,m' • ̂ n1,n2,mOni,n^,m ' / d? / d7?'

0 0

odnosno,
oo oo

o o
(-en(£ + rj)) • L^+

Nakon smene promenljivih x = £„£ i y = enr], dobijamo:
oo oo

n{n(,nli,ml}) = --^l3^^
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Prethodna relacija se moze u mnogome pojednostaviti, ako se uzme u obzir da su nama potrebni samo
dijagonalni element!, odnosno slucaj kada su zadovoljene sledece relacije izmedu kvantnih brojeva:

n\ n ' j , n-2 = n'.2. m = m'.

Dakle, dijagonalni matricni element operatora V(4) ima sledeci oblik:
oo oo

/ dx / dy •,n2>m

o o
3 - 3• (x4 - y4 + 8zy3 - 8z3y) • (xy)m • exp(-(i + y)) • L™ +m(x) • L™ +m(y)

• L™+m(x) • L™+m(y).

Integrale transformisemo da bismo dobili oblike ciji su nam rezultati poznati:
r OO

exp(-x).L-+ r n(x).L-+ m(x) /dj/ . i /^.expC-yJ.L-^^.L-^^)- /
^ J

OO

dx-

0 0
oo

m • exp(-x) • C1+m(x) • L-+m(x) dy • y
o

OC

o o

8 dx . xm+1 • exp(-a:) • I™ +m(i) • i"+m(a:) dy • ym+3 - exp(-y) • L£+
i/
o

00

exp(-x) - L™+ m(x) • L™+ m(x) • |dy • ym+1 •

Uporedujuci integrale u prethodnoj relaciji sa integralom koji je dat jednacinom (1.41), nalazimo da je:

Vecina integrala u poslednjoj relaciji je vec izracunata u prethodnim poglavljima ovog rada, pa se racun
neznatno skracuje. Vrednosti integrala J™+m ,n i+m(0) i J™+TTlin2+m(0) su date jednacinama (4.6) i (4.7) i
iznose:

*C+m.n,4.m(0) - [(ni+m)!] , (6.8)

(6.9)nj + m.nj + m ^

Relacije (4.8) i (4.9) daju izraze za integrale J^+m,ni+m(l) i •/™2+m,n2+m(1)' a Slase:

•m + 1], (6.10)

- m + ll. (6.11)

Takode su poznate i vrednosti za integrale J™+ m n i + m(3) i ^+mn2+m(3), a date su relacijama (4.12) i
(4.13):

^ + 12mm2 + SO^m + 22m + m +

(6.12)
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odnosno,

•C+m n2+m(3) =——7-^- • [20n^ + 30n^m + 30n?, + 12n2m2 + 30n2m + 22n2 + m3 +
n2!

+ 6m2 + l lm+ 6]. (6.13)

Preostalo je jos da se odredi vrednost integrala J r™+ m ,n i + m(4). Da bi se ona dobila koristi se jednacina
(1.42), prema kojoj je:

. <n , _M /-„ , __M \ / * \ *• \m + 4 + is).
v\ \( 4 \(m + 4 + v)l

v=0 ^ !

Binomni koencijenti su razliciti od nule samo ako je zadovoljeno sledece:

(m - f) € {0,1.2,3,4}, odnosno v £ {ni,ni - l,ni - 1,n\ 3,ni - 4}.

Uzimajuci prethodni uslov u obzir, izraz za integral «/^+m,ni+m(4) postaje:

(HI + m + 4)! /4\\i + m + 3)!

+ m + 2)! ^ ̂  (m + m + 1)! , ̂  ̂  (m + m)!
(HI - 2)1 \3J V3y (ni - 3)! \4J \4J (m - 4)!

Izracunavanjem binomnih koeficijenata, prethodna relacija postaje:

,g
16 - - -r: -- 1- 36

(m - 1)! (ni-2)!

(n! + m + l ) !

Clanove u zagradi je neophodno transformisati da bi se dobio pogodniji oblik prethodnog izraza, pa imamo:

1g m + 3)!
16 + 36ni(ni _ 1)s ni(ni - !)(„, -2)!

16 - 2 ) ( m + m + l)! ni(m - l)(m - 2)(ni - 3)(m
- 2)(m - 3)! m(ni - l)(m - 2)(m - 3)(m - 4)! '

odnosno,

4)(n, + m + 3)(nt + m + 2)(m + m + 1) + 16m •

+ m + 3)(ni + m -f 2)(m + m + 1) + 36ni(ni - l)(m + m + 2)

+ m + 1) + 16ni(n! - l)(ni - 2)(ni + m + 1) + rii(ni - 1) •

Na ovaj nacin je dobijena vrednost za integral ^™+m,n,+m(4), koja je zapisana u neodgovarajucoj formi, pa
ce zbog toga izraz u zagradi biti dalje transformisan. Naime, potrebno je izmnoziti sve clanove i potom ih
grupisati po razlicitim stepenima kvantnog broja n\:

™ + m n,+ m(4) = i ' Kn? + 2"i™ + 7ni + m2 + 7m + 12)(m + m + 2)(m + m + 1) +ni!
+ (16n2 + 16nim + 48ni)(ni + m + 2)(ni + m + 1) + (36n2 - 36n!)(m + m + 2) •

• (HI + m + 1) + 16(n2 - ni)(n2 + njm - ni — m - 2) + (n2 - n\}(n\ 5ni +

n\\2 + 18nim + igni + m2 + 7m + 12)(n2 + 2mm
+ 3ni + m2 + 3m + 2) + (n2 - ni)(17n2 + 16nim - 21m - 32?n - 26)].
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Daljim sredivanjem prethodnog izraza se dobija sledece:

• [53n} + 124n?m + 178n3 + 90n2m2 + 258n2m + 175n2 + 20mm3 +
Tl\

m4 310m3 + 35m2 + 50m + 24 + 17n4

? - 48n2m - 5n2 + 32mm + 26m],

odnosno,

•C+m,n i+m(4) = + , • [70n4 + 140n3m + 140n? + 90n2m2 + 210n2m + 170n2 + 20rum3 +
n\

+ 90nim2 + 170n!m + lOOni + m4 + 10m3 + 35m2 + 50m + 24].

Dobijena relacija se moze konciznije zapisati na sledeci nacin:

•C+m,n,+m(4) = ̂  + !"̂  • [70n4 + 140n?(m + 1) + 10n2(9m2 + 21m + 17) + 10m •HI .

• (2m3 + 9m2 + 17m + 10) + m4 + 10m3 + 35m2 + 50m + 24]. (6.14)

Analogno se dobija i vrednost integrala •//£+m,n2+m(4), samo se kvantni broj HI zameni sa n2:

[70n4 + 140n3(m + 1) + 10n^(9m2 + 21m + 17) + 10n2

• (2m3 + 9m2 + 17m +. 10) + m4 + 10m3 + 35m2 + 50m + 24]. (6.15)

Ovim postupkom su odredene sve velicine koje figurisu u relaciji za matricni element (6.7). S obzirom da
svaka velicina sadrzi veci broj clanova, bilo bi prilicno komplikovano uvrstiti ih sve u relaciju (6.7), pa se
zbog toga pribegava jednostavnijem postupku. On podrazumeva mnozenje svih clanova pojedinacno, a zatim
njihovo uvrstavanje u navedenu relaciju. Prvo odredujemo clan J™+m,ni+m(4) J^+min2+m(0), pozivajuci se
narezultate (6.14) i (6.9):

iv \ Tt2 •

• m + 17) + lOni (2m3 + 9m2 + 17m + 10) + m4 + 10m3 + 35m2 + 50m + 24].

Clan ./£| +„,,„, +m(0) J™i+m ,n2+m(4) se odreduje na osnovu rezultata datih jednacinama (6.15) i (6.8):

n2+m,n2+m(4) = n2 • t70^ + 140ni(m + 1) + 10n2(9m2 + 21

• m + 17) + 10n2(2m3 + 9m2 + 17m + 10) + m4 + 10m3 + 35m2 + 50m + 24].

Proizvod integrala J^+m,ni+m(l) J™+m,n2+rn(3) nalazimo koriscenjem relacija (6.10) i (6.13):

2
6(Jn2m

2 3 2+ 12n2m2 + 30n2m + 22n2 + m3 + 6m2 + llm + 6].

Nakon mnozenja svih clanova, dobijamo:

m)!]3 [(n2 + m)!]3

Tl\ 7i<2 •

• m2 + 60nin2m + 44nin2 + 2ni(m3 + 6m2 + llm + 6) + 20^^ + 30n2m2 + 30n| •

• m + 12n2m3 + 30n2m2 + 22n2m + m(m3 + 6m2 + llm + 6)

+ 30n2 + 12n2m2 + 30n2m + 22n2 + m3 + 6m2 + llm + 6].

Prethodni izraz se moze pojednostaviti, ako se grupisu clanovi uz iste stepene po n2:

+ 15m + 11) + 2nj (m3 + 6m2 + llm + 6) + 20n?,(m + 1) + 30n^m(m + 1) + 30n?, •

• (m + 1) + 12n2m2(m + 1) + 30n2m(m + 1) + (m + l)(m3 + 6m2 + llm + 6) +

+ 22n2(m + l)],
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odnosno,

n\\2!
4- 15m + 11) + 2ni(m3 + 6m2 + llm + 6) + 20n3(m + 1) + 30n2(m + I)2 + 2n2 •

• (6m2 + 15m + 11) (m + 1) + (m + l)(m3 + 6m2 + llm + 6)].

Analognim postupkom se nalazi i proizvod integrala Jr^|+tnini+m(3) J^+min2+m(l), samo se u ovom slucaju
koriste relacije (6.12) (6.11):

+ 15m + 11) + 2n2(m3 + 6m2 + llm + 6) + 20n?(m + 1) + 30n?(m + I)2 + 2m •

• (6m2 + 15m + 11) (m + 1) + (m + l)(m3 + 6m2 + llm + 6)].

Konacno su odredene vrednosti svih proizvoda integrala koji figurisu u jednacini (6.7), pa je preostalo da se
odredi vrednost izraza u zagradi navedene jednacine:

n\n2 + m,n2 + m(4) + o Jn

+ 1) + 10n?(9m2 + 21m + 17) + 10ni(2m3 + 9m2 + 17m + 10) + m4 + 10m3 + 35 •

• m2 + 50m + 24 - [70n^ + 140n^(m + 1) + 10n?>(9m2 + 21m + 17) + 10n2(2m3 +

+ 9m2 + 17m + 10) + m4 + 10m3 + 35m2 + 50m + 24] + 8[40nm^ + 60nin^(m +

+ 1) 4- 4n!n2(6m2 + 15m + 11) + 2rn(m3 + 6m2 4- llm + 6) + 20n3>(m 4-1) 4- SOn2, •

• (m + I)2 + 2n2(6m2 + 15m 4- ll)(m + 1) 4- (m + l)(m3 4- 6m2 4- llm 4- 6)] - 8[40 •

• n3n2 + 60n2n2(m 4-1) 4- 4mn2(6m2 + 15m + 11) 4- 2n2(m3 4- 6m2 + llm + 6) 4-

4- 20n?(m 4-1) 4- 30n?(m + I)2 4- 2ni(6m2 + 15m + ll)(m 4-1) + (m 4- l)(m3 4-

4-6m2 -

odnosno,

' :) 4- <

. [ K + m ) ! ] 3 [(n2+m)!]3
; ~ - ̂ ~j --- ~i ^5-

Velicina /s je uvedena zbog jednostavnijeg zapisa, a i zbog toga sto je upravo nju potrebno transformisati da
bi se dobio konacan oblik matricnog elementa (n{n1,n2,m}|V(4'|n{ni,n2,m}). Prvo se izraz transformise
tako, da svi clanovi sadrze faktor (nt - n2), pa se on kao zajednicki moze izvudi ispred zagrade:

75 =70(n4 - n4,) + 140(n? - n?,)(m + 1) + 10(nf - n^)(9m2 + 21m + 17) + 10(ni - n2)(2m3 + 9m2 +

+ 17m + 10) + 8[-40(n2 - n2)nin2 - 60nin2(ni - n2)(m + 1) + 2(m - n2)(m3 + 6m2 + llm +

+ 6) - 20(n3 - r»i)(m + 1) - 30(n2 - n\)(m + I)2 - 2(m - n2)(6m2 + 15m + ll)(m + 1)] = 70 •

• (n4 - n4) - 20(n3 - n^)(m 4- 1) + (n2 - n?,)[10(9m2 + 21m + 17) - 320nm2 - 240(m + I)2] +

+ (nj - n2)[10(2m3 + 9m2 + 17m + 10) - 480nin2(m + 1) + 16(m3 + 6m2 + llm + 6) - 16 •

Nakon izvlacenja faktora (n\ n2) ispred zagrade, prethodni izraz dobija sledeci oblik:

=(m - n2) [70(n2 + na)(ni + n2) - 20(n2 + nin2 + n2)(m + 1) + (ni + n2)[90m2 + 210m + 170 -

- 320nxn2 - 240(m2 + 2m + 1)] + 20m3 + 90m2 + 170m + 100 - 480rnn2(m + 1) + 16m3 +

+ 96m2 + 176m + 96 - 96m3 - 96m2 - 240m2 - 240m - 176m - 176] .
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Transformacijaizrazase dalje vrsi tako dase u svim clanovima pojavi glavni kvantni broj n = ni+n2+m + l.
Prvo se transformacija vrsi na clanovima koji sadrze vise stepene po n\ n2:

h =(ni - n2) [70(n? + n^)(ni + n2) - 20(n? + n:n2 + n\)(m + 1) - (nj + n2)(150m2 + 270m + 70) -

• 320nin2(ni + n2) - 480nin2(m + 1) - 60m3 - 150m2 - 70m + 20] = (m - n2) [70(n2 + n2,) •

• (HI + n2 4- m + 1) - 70(n2 + n2)(m + 1) - 20(n2 + n2)(m + 1) - 20nin2(m 4- 1) - (n\ n2 +

+ m + l)(150m2 + 270m + 70) - (m + l)(-150m2 - 270m - 70) - 320nin2(ni + n2 + m + 1) -

• 160nin2(m + 1) - 60m3 - 150m2 - 70m + 20] = (TH - n2) [70n(n? + n2,) - 90(n? + n2,) •

• (m + 1) - 180nin2(m + 1) - n(150m2 + 270m + 70) + 150m3 + 270m2 + 70m + 150m2 +

+ 270m + 70 - 60m3 - 150m2 - 70m + 20 - 320nmn2] .

Adekvatnim grupisanjem preostalih clanova, moze se postici da se glavni kvantni broj n sadrzi u svakom
sabirku u zagradi:

75 =(m - n2) [70n(n2 + n2,) - n(150m2 + 270m + 70) - 320nnin2 - 90(n? + n\}(m + 1) - 180nin2 •

• (m + 1) + 90m3 + 270m2 + 270m + 90] = (ni - n2) [70n(n? + n2,) - n(150m2 + 270m + 70) -

• 320mi,n2 - 90(ni + n2)2(m + 1) + 90(m3 + 3m2 + 3m + 1)] = (ni - n2) [70n(n2 + n2) -

• n(150m2 + 270m + 70) - 320nn!n2 - 90(ni + n2)(n! + n2 + m + l)(m + 1) + 90(ni + n2) •

• (m + I)2 + 90(m + I)3] = (ni - n2) \7Qn(n\ n2,) - n(150m2 + 270m + 70) - 320nnin2 -

• 90(ni + n2)n(m + 1) + 90(ri! + n2 + m + l)(m + I)2] = (ni - n2) [70n(n2 + n2) - n •

• (150m2 + 270m + 70) - 320nn1n2"- 90(nx + n2)n(m + 1) + 90n(m + I)2].

Naravno, i kvantni broj n se kao zajednicki faktor izvlaci ispred zagrade, pa izraz postaje:

75 = n(ni - n2) [70(n2 + n2,) - 10(15m2 + 27m + 7) - 320nin2 - 90(ni + n2)(m + 1) + 90(m + I)2] .

Sledeca transformacija podrazumeva da se umesto zbira kvadrata n2 + n2 u izraz uvede kvadrat razlike ovih
kvantnih brojeva, odnosno (ni - n2)2:

/5 =n(ni - n2) [70(ni - n2)2 - 180nin2 - 10(15m2 + 27m + 7) - 45(ru + n2)(m + 1) - 45(ni + n2) •

• (m + 1) + 90(m + I)2] = n(nj - n2) [70(ni - n2)2 - 180nin2 - 10(15m2 + 27m + 7) - 45(ni +

+ n2 + m + l)(m + 1) - 45(ni + n2)(m + 1) + 135(m + I)2] = n(ni - n2) [70(ni - n2)2 - 180 •

• nin2 - 10(15m2 + 27m + 7) - 45n(ni + n2 + m + 1) + 45n(ni + n2) - 45(ni + n2)(m + 1) +

+ 135(m + I)2] = n(m - n2) [70(ni - n2)2 - 180n!n2 - 10(15m2 + 27m + 7) - 45n2 + 45 •

• (n - m - l)(ni + n2) + 135(m + I)2].

Lako se moze uociti da se pojavio clan koji sadrzi kvadrat glavnog kvantnog broja n. Dodatnim grupisanjem
clanova moze se dobiti sledeca jednostavna forma za velicinu 1^:

I5 =n(ni - n2) [70(nj - n2)2 - 180nin2 - 45n2 + 45(ni + n2)2 - 150m2 - 270m - 70 + 135m2 + 270 •

• m + 135] = n(n! - n2) [70(ni - n2)2 - 45n2 + 45(ni - n2)2 - 15m2 + 65] = n(m - n2) [115 •

• (n! - n2)2 - 45n2 - 15m2 + 65].

Konacno smo odredili vrednost /5, koja je data relacijom:

75 = 5n • (ni - n2) • [23(nj - n2)2 - 9n2 - 3m2 + 13].

Velicina 75 nam omogucuje da odredimo vrednost relacije (6.16):

+m,n2+m(.^/ ' °^ni+m,ni+m(^)^n2+m,n2+m(^> ~

[(n1+m)!]3[(n2+m)!f
- ̂ j -- ~\- 5n ' (nl n2J

- n2)2 - 9n2 - 3m2 + 13].

Uvrstavanjem prethodne relacije u jednacinu (6.7) koja daje vrednost dijagonalnog matricnog elementa
operatora V'4' , dobijamo:

n2!

.„

• 5n • (m - n2) • [23(m - n2)2 - 9n2 - 3m2 + 13].
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6.2. Vrednost popravke na energiju u aproksimaciji do A4 6. Odredivanje popravke na energiju . . .

Zamenom izraza za konstantu C1̂  n2 m iz jednacine (3.2), prethodna relacija postaje:

5 •«•-

n\\ 5n - (n, - „,) . [23(n, - »,)> - 9n* - 3m' + 13],\!

odnosno,

(n{n 1 ,n 2 ,m.} | r< 4 ) n{ rM,n 2 ,m}) = -- - \ — • e~3 • (ni - n2) • [23(nj - n2)2 - 9n2 -
47T£o(n- GO) ID

- 3m2 + 13] .

Uvrstavanjem prethodnog izraza u relaciju za oktupolnu popravku energije datu jednacinom (6.6), dobijamo
sledece:

7 ° "

EOKTUP = - A4 4 J(T)2^ )4 ' ̂  ' tn3 ' («i - "2) • [23(rn - n2)2 - 9n2 - 3m2 + 13] .

Preostalo je jos da se u izraz za oktupolnu popravku energije uvrste izrazi za parametar A i velicinu en:

EOKTUP = - ~ ^-^- ̂  . („, - n2) . [23(n, - n,)2 - 9n' - 3m2 + 13] .
16 47T£0 ^^

Za atom vodonika (Z = 1) ova popravka je jednaka:

' n3flo ' ("i - "2) • [23(m - n2)2 - 9n2 - 3m2 + 13] . (6.17)

Ovim postupkom smo konacno odredili izraz za popravku koja karakterise oktupolnu interakciju.

6.2 Vrednost popravke na energiju u aproksimaciji do A4

Posto su pronadeni izrazi za sve popravke energije koje su proporcionalne cetvrtom stepenu parametra A,
moguce je prikazati i njihov sumarni efekat izrazen kroz popravku na energiju A4£n l i n 2 ,m . Popravka usled
kvadraticnog Starkovog efekta je data relacijom (6.2), usled kvadrupolne interakcije relacijom (6.5), a usled
oktupolne interakcije relacijom (6.17). Uvrstavanjem ovih izraza u jednacinu (6.1) koja odreduje popravku

,4,',,^,,!, dobijamo:

i D + &OKTUP,

odnosno.

n>) 2 - 9m2 + 191 - -n2) 9m + 19J

- n2)2 - 9n2 -
16

-3m2 + 13]. (6.18)

Dakle, poslednja relacija daje izraz za trecu popravku na energiju u aproksimaciji do A4. Moze se uociti da
ova popravka pored kvantnih brojeva n\ n2 zavisi i od kvantnog broja m, sto uslovljava potpuno cepanje
nivoa, odnosno otklanjanje degeneracije u okviru stanja sa glavnim kvantnim brojem n.

Ovim je zavrsena analiza Starkovog efekta atoma vodonika u aproksimaciji najblizeg suseda. Odreden je
izraz za elektrostaticki potcncijal, a potom su izracunate sve popravke na energiju zakljucno sa popravkom u
aproksimaciji do A4 . Vrednosti energija koje su izracunate u ovom delu, posluzice u izracunavanju intenziteta
starkovskih komponcnti u dipolnoj aproksimaciji. Takode ce se ove relacije koristiti u izracunavanju pomeraja
pojedinih starkovskih komponenti.
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Deo III

Pomeraji i intenziteti pojedinih
^

Starkovih komponenti - poreklo
asimetrije vodonikovih spektralnih

linija
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Poglavlje 7

Pomeraji pojedinih Starkovih
komponenti

U ovom poglavlju ce biti odredeni pomeraji pojedinih Starkovih komponenti, u aproksimaciji dipolne i
kvadrupolne interakcije koje su sadrzane u izrazu za energiju Ef^ ,n2,m- Promena energijskog nivoa sa glavnim
kvantnim brojem n koja se odvija pod uticajem dipolne i kvadrupolne interakcije, dovodi do promene
energije emitovanog fotona koji nastaje pri prelazu sa pocetnog stanja |n{n1,n2,m}} na krajnje stanje
n'{n'j,n2,m'}}. Promena u energiji emitovanog fotona zavisi kako od pocetnog tako i od krajnjeg stanja, a

u skali frekvencija iznosi:

gde je P rastojanje izmedu atoma vodonika i najblizegsuseda-perturbera (pozitivnog jona), a velicine A^^,
i A^_,n , su definisane na sledeci nacin

A tT ' )_ (n, = n'(n\ n'2) — n(n\ n2) ,

A (| [ 4 2 r i \ 2 / 4 , / 2 . ,, / / / \, ,_>„< = r • \n — n — b(n\ n2) • n — n + n + o^nj — n2) • n
3 L

Prelaz na skalu talasnih duzina odvija se prema relaciji:

2?rc

gde je \n_^n' talasna duzina koja odgovara centralnoj komponenti, odnosno prelazu izmedu neperturbovanog
pocetnog i krajnjeg stanja.

7.0.1 Pomeraji pojedinih Starkovih komponenti u skali frekvencija
Pri odredivanju energije kvantnog stanja |n{ni,n2,m}) zadrzacemo se na clanovima do treceg stepena
parametra A, odnosno na vrednosti za energiju Enl,n7,m- Ova energija je data relacijom (4.17) i iznosi:

Uzimajuci ovu relaciju u obzir, odnosno popravku energetskog stanja do na kvadrupolnu interakciju, mozemo
izracunati frekvenciju kvanta elektromagnetnog zracenja pri prelazu |n{ni,n2,m})

• n' • [Q(n[ — n2)2 — n'

gde oznaka (b) ukazuje da se radi o bocnoj, odnosno perturbovanoj komponenti. Grupisanjem odgovarajcih
clanova u prethodnoj relaciji moze se dobiti pogodniji oblik za energiju kvanta elektromagnetnog zracenja:

3 7
&\, -n 2 ) 2 - n2 + 1] - n'2 • [6K - n2)2 - n'2 + 1 ] ,
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7. Pomeraji pojedinih Starkovih komponenti

odnosno,

3 Zj

47T£0

• [6(77,; - n2)2 - n'2 + 1] - n2 • [6(ni - n2)2 - n2 + 1]] .

Prvi clan u izrazu za huJn\>n, predstavlja neperturbovanu
komponentu (slika 7.1), koja nastaje prelazom sa nepertur-
bovanog energetskog stanja En na neperturbovano stanje
E, i iznosi:

.(0)^n-»n'

,(0)

e2a0 1 1
n" n

M---
o 2a0[n'2 n2

Uzimajuci u obzir prethodnu relaciju, izraz za energiju
kvanta elektromagnetnog zracenja postaje:

,(0)

Slika 7.1 BoCne (Ad 7^ 0) i centralne (Ad = 0)
Starkovske komponente u dlpolnoj aprokslmaciji

- n(n\
47T£0

- n'2 + 1] - n2[6(rn - n2)2 - n2 + 1]].

Pogodno je na ovom mestu uvesti pomeraj odgovarajuce starkovske komponente od centralne, odnosno
neperturbovane:

_ , , ( b ) _ , (0) (7.1)

U slucaju kada je energija odredena sa tacnoscu do na A3 , ovi pomeraji iznose:

2 - '2

_ 1 e2a0 3_Zj_

9 R^

2 r«

1 e2

47re0

- n - n2)2 - n2

Prethodna relacija se moze transformisati tako da se dobije faktor koji mnozi oba clana, pa se kao zajednicki
moze izvuci ispred zagrade. Na taj nacin dobijamo sledecu relaciju:

3 e2 Zj • a0 a0 1
- - - ' - -

odnosno,

^2) - n(ni -

[n'2 • [6(n; - n2)2 - n'2 + 1] - n2 • [6(m - n2)2 - n2 + 1]],

[„„, - •111=1 "
• - • [6(n; - n2)2 • n'2 - n'4 + n'2 - 6(ni - n2)2 • n2 + n4 - n2] .

Konacno je dobijen izraz za frekvenciju pomeraja starkovske komponente atoma vodonika koja odgovara
prelazu |n{ni,n2 ,m}) -> |n'{ni,n2 ,m'}). Ova frekvencija zavisi kako od kvantnih brojeva pocetnog i
krajnjeg stanja tako i od medusobnog rastojanja R atoma vodonika i najblizeg suseda (pozitivnog jona):

- n2) + • - n4 - n2 - 6(n, - n2)2 - n2 -

/ 4 ,2 . c, i i N-) ;2l 1-n + n + 6 ( n 1 - n 2 ) - n .

62



7. Pomeraji pojedinih Starkovih komponenti

Posto prvi clan u prethodnoj relaciji potice od dipolne interakcije, a drugi od kvadrupolne, mogu se uvesti
nove velicine koje opisuju dipolnu i kvadrupolnu interakciju nezavisno i date su sledecim izrazima:

A;Un- = n'(n\ n'.2) - n(ni - na),

A;Un, = 1 . [n4 - n2 - 6K - n2)2 - n2 - n'4 + n'2 + 6(ni - n'rf • n'2l .
O L J

Uzimajuci u obzir poslednju relaciju, izraz za Aujn_*n'(.R) postaje:

(7.2)

(7.3)

(7-4)
7.0.2 Pomeraji pojedinih Starkovih komponenti u skali talasnih duzina
Da bi se dobili pomeraji odgovarajucih starkovskih komponenti u skali talasnih duzina, moramo krenuti od
relacije koja daje vezu izmedu frekvencije i talasne duzine:

2?rc
— — .

A

Uzimajuoi prethodnu relaciju u obzir, jednacina (7.1) postaje:

,(°)
< h )

n->n'J

(7.5)

Uvodenjem razlike talasnih duzina bocne i neperturbovane starkovske komponente:

A
A

(0)

relacija (7.5) postaje

U poslednjoj relaciji figurisu velicine /\\-+n>, A^^ i A^n,, a posto su one medusobno zavisne, jedna od
njih se moze eliminisati. Posto je velicina A^_>n, data relacijom:

\ < b > - A\. \ ( ° >

pomeraj starkovske komponente iznosi

AX_ .
Awn^n' = -27TC-

2?rc

n_>n, • n_>n,

AAn->n-

A'"
+ 1

n—fn'

-1

Za spektralne linije od interesa u realnim fizickim uslovima, pomeraj spektralne linije je mnogo manji od
vrednosti talasne duzine neperturbovane spektralne linije:

Zbog toga se pomeraj starkovske linije izrazen preko talasnih duzina, moze jednostavnije predstaviti kao:

A- , %-_^— . A A , (7.6)"Au'n-+" ~ /A (0) y2 ^A"^n'. V ")

Relacija (7.6) predstavlja pomeraj starkovske komponente izrazen u skali talasnih duzina.

7.0.3 Pomeraji pojedinih Starkovih komponenti u bezdimenzionoj skali

Interesantno je predstaviti pomeraj starkovskih komponenti i u bezdimenzionoj skali. Da bismo to uradili,
uvodimo normalnu jacinu elektricnog polja KQ kao:

•ef t ,
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7. Pomeraji pojedinih Starkovih komponenti

gde je /?,o srednje rastojanje medu teskim naelektrisanim cesticama koje cine mikropolje u plazmi. U slucaju
vodonikove plazme, koncentracija jona A/H+ je jednaka koncentaciji elektrona Ne i iznosi:

yvH+ ,VH+ 3 3
AH+ = -F- = 17

ali samo u slucaju da se joni smatraju sferama radijusa Rg. Takode se moze izraziti i velicina RO preko
koncentracije jona kao:

• M " . (7.7)

Na osnovu relacija (7.4), (7.6) uz neznatne transformacije dobijamo sledece:

/ ̂  27rc . , 3 Z\ e 1 _0 an

U poslednju relaciju se moze uvesti jacina normalnog elektricnog polja An:

_ . A \ 3 .v. -Ro «oe [ d a0 fio _ A q

Sledece transformacije se sprovode da bi se dobio pogodan oblik prethodne relacije koji ce omoguciti uvodenje
novih promenljivih:

AA7,-+n' _ (^n->n>) 3 Rg (I0e I" d OQ fifl . q

2 7?2 ft [-"-«' ^0 /?

Sada mozemo uvesti nove promenljive koje su date relacijama:

*-* n ~+ n — r - i
Ao

- _ A a°p- c \ ( ° >
an-»n' - , • r • (*n^n'4.K he

3

fio

Uvrstavajuci ove promenljive u relaciju (7.8), ona dobija mnogo jednostavniji oblik:

an_>n. =an_>Ty - C 2 + 6n_>n- - « 3 .

Vazno je uociti da je |& n_> n>| < lan^n' , odnosno vazi:

i n — 4

Vrednosti velicina a,,^,,/ i 6n-vn' mogu biti i pozitivne i negativne, pa i an_>n ' moze imati dvojaki predznak.
Pozitivna vrednost Qn_>,, ' se odnosi na "plave" komponente, a negativna vrednost na "crvene". Pomeraji
pojedinih starkovskih komponenti nisu simetricni u odnosu na neperturbovanu komponentu, sto je glavni
doprinos asimetriji vodonikovih spektralnih linija. Tablice za ove komponente se mogu naci u [12].
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Poglavlje 8

Nalazenje matricnih elemenata
elektricnog dipolnog momenta

U ovoni poglavlju ce biti pokazano na koji nacin se vrsi izracunavanje matricnih elemenata koordinata,
jer su ti matricni elementi srazmerni matricnim elementima elektricnog dipolnog momenta. Ovi poslednji
se pak javljaju u izrazima. za intenzitete starkovskih komponenti pa je njihovo izracunavanje neizbezno.
Pod pretpostavkom da se z-osa poklapa sa pravcem spoljasnjeg polja, emitovano zracenje pri prelazu
n{n\,no,m}) —> \n'{n\,n'0,m'}) se moze razloziti prema polarizaciji na dve komponente i to na kom-

ponentu koja je polarizovana paralelno polju (?r-polarizacija) i komponentu polarizovanu u ravni normalnoj
na pravac polja (tr-polarizacija). Iz izraza za matricne elemente direktno se dobijaju izborna pravila za
magnetni kvantni broj m:

— m' — m = 0 TT — polarizacija,

= m' — T7! = ±1 a — polarizacija.

Opsti izraz za matricne elemente operatora oblika (,((,,r],(p)

Za izracunavanje intenziteta Starkovih komponenti neophodno je poznavati izraze za matricne elemente
elektricnog dipolnog momenta, jer oni figurisu i relaciji za intenzitet neke spektralne linije. S obzirom da je
elektricni dipolni moment d definisan kao proizvod e-f, pronalazenje matricnih elemenata dipolnog momenta
se svodi na izracunavanje matricnih elemenata koordinata.

Dakle, pri racunanju ocekivane vrednosti dipolnog momenta atoma vodonika u aproksimaciji najblizeg
suseda za jonsko mikroelektricno polje pri emisionom prelazu |n{ni,n2,m}) ->• n^n'^n^rn'}) (n ^ n'),
neophodno je naci matricne elemente operatora koordinata. Ako se koordinatni sistem postavi tako da.
se z-osa poklapa sa pravcem spoljasnjeg polja, tada se emitovano dipolno zracenje moze podeliti na deo
koji je polarizovan paralelno polju (duz z-ose) sto daje 7r-komponente i na deo koji je polarizovan u ravni
normalnoj na pravac polja (xy-ravan) sto daje cr-komponente. Da bi se odredili matricni elementi koordinata
u parabolickom koordinatnom sistemu, moramo prvo razmotriti opsti oblik matricnih elemenata za operator
koji je proizvoljna funkcija parabolickih koordinata.

Matricni element neke funkcije ( (£ , r? ,</>) u parabolickim koordinatama dat je sledecom relacijom:

gde je ((( .7; ,^) bilo koja fizicka velicina. Posto se integracija vrsi po celom prostoru, prethodna relacija
postaje:

OO OO 27T

0 0 0

pri cemu je uzet u obzir i izraz za element zapremine u parabolickom koordinatnom sistemu dr. Prema
jednacini (1.48), talasna funkcija je jednaka:

3
„ 1

I 1 \* / y - \ / *• / f. \2,m}) = -== - - ===== • (fr?) » • exp(--en(£ + 7?))

\/[(ni + TO)'l ' [("2 + m)!}3 2
• exp(±imV9).
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8.1. Odredivanje izbornih pravila za kvantni broj m, 8. Nalazenje matricnih elemenata

Ova relacija se kraco 171070 zapisati ka.o:

W'n,.,,,.-^-^! = CM .„,.,„ •(&)** ' fiXP( ~ ̂  (£ + »?)) ' I<nt +m fcnO ' L^ + m (£nTj)

gde su konstanta C,',̂  „., ,„ i e,, dati relacijom (3.2) i iznose

,-, ̂

Konac.no je matricni element funkcije C C ^ - ^ i V ) jednak:

OO 27T

m , n2 , ' 1, TJ , v?)|n' {^ , 4, m1}) = i / d^ /" dr; ̂  d<p • (^ + r?) • Q, ,„,,„, • (^) T • exp(- ̂

0 0 0

• exp( - ,, (^ + r,)) • L^'+m, (£n- 0 ' ̂ '+m' (^n^) • exp(±imV) •

Ako se funkcija (((, r;) moze predstaviti kao proizvod dve funkcije od kojih jedna zavisi samo od promenljivih
£ i 77, a druga samo od promenljive <p, odnosno:

matricni element postaje C ( £ - T 7 i ¥ ' )

00 00

r
£ AT]- (£ + r/) • CUC,7?) '

J

0 0

( m + m ' l * m m

27T

exp(±z(m' — rn)<p). (8-1)

Predstavljanje funkcije (,(£,,r/,'^) kao proizvoda dve funkcije Ci(^) 7 ?) ' (2(<p) Je opravdano zbog toga sto
koordinate x,y\z imaju istu takvu zavisnost od parabolickih promenljivih £, rj i ip. Pored toga, funkcionalna
Zcivisnost Dekartovih koordinata od parabolickih direktno daje izborna pravila po magnetnom kvantnom
broju m.

8.1 Odredivanje izbornih pravila za kvantni broj m
Za odredivanje izbornih pravila za kvantni broj m odgovoran je integral po promenljivoj <p koji figurise u
izrazu za matricni element (n{n\. n2, m } | C ( £ , T I , <p)\n'{n\2,m'}), a ima oblik:

dy- • (2(9) ' pxp(±;(m' - m)(p). (8.2)

o

Prvo cemo pronaci izborna pravila za magnetni parabolicki kvantni broj m i to u slucaju ?r-polarizovanih
komponenti, Ovo zriaci da je neophodno pronaci uslov za kvantni broj m, koji mora biti zadovoljen da bi
matricni element (n{n\,n-2,m}\z\n'{n'l,n'.2.m'}) bio razlicit od nule. Prema relaciji (1.3) komponenta z se
u parabolickim koordinatama moze prikazati kao:

To znaci da je funkcija (2M koja figurise u integralu (8.2) identicki jednaka jedinici, pa integral postaje:

27T 27!

f I f
I Aif • C2(<p) • exp(±?'(m' — m)(p] — I dip • exp(±i(m' — m)ip).

J J

o o
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8. Nalazenje matricnih elemenata . . . 8.2. Odredivanje (n{n1,n2,m}\z\n'{n'l,n'2,Tn'})

Ovaj integral je ver izracunat, a njegova vrednost je data relacijom (3.3) i iznosi:

2*

/ dip • exp(±i(m' - m)ip) = 2ir • fiiri,m>. (8.3)
o

Kronekerov simbol ukazuje na to da se od nule razlikuju samo oni matricni elementi kod kojih je zadovoljena
relacija:

m = m', odnosno Am = m' — m = 0. (8.4)

Poslednja relacija upravo predstavlja izborno pravilo za kvantni broj m u slucaju 7r-polarizovanih komponenti.
Preostalo je jos da se odrede izborna pravila za m u slucaju cr-polarizovanih komponenti dipolnog zracenja.
To podrazumeva nalazenje uslova za kvantni broj m, koji mora biti zadovoljen da bi matricni element,
(n{rii,n-2, m}\x ± i y \ j i ' { n { , n'2.m'}) bio razlicit od nule. Velicina x ±iy opisuje kruzno polarizovanu svetlost
u ly-ravni. Prema relaciji (1.1) i (1.2) velicina x ± iy se u parabolickim koordinatama moze prikazati kao:

x ± iy = V£T) cos if ± i \/(j] sin </9 = \/£ri(cos tp ±i sin <p) .

Koriscenjem Moavrovog1 obrasca:

cos tp ± i sin tp = exp(±itp),

dobijamo da je funkcija ^ ( f ) koja figurise u integralu (8.2) jednaka exp(±iy), pa integral postaje:

27T 27T

/ , , , , , , f , , , , ,,I dip • (,2\p) ' exp(±i(m — m)tp) — I dtp • exp(±i</3) • exp(±i(m —m)tp),

f fI dtp • (2(9) • exp(±?'(m' — 777)1/3) = / dtp • exp(±i(m' — m ± l)tp).

b o

Ovaj integral ima isti oblik kao (3.3), pa je njegovo resenje:

2?r

/ dtp • exp(±i(m' - m ± l)<p) - In • <5m±i,

Kronekerov simbol ukazuje na to da se od nule razlikuju samo oni matricni elementi kod kojih je zadovoljena
relacija:

m — rn' ± 1, odnosno Am = m' - m = ±1.

Poslednja relacija predstavlja izborno pravilo za kvantni broj m u slucaju cr-polarizovanih komponenti. Posto
smo odrediii izborna pravila za m, mozemo preci na izracunavanje matricnih elernenata koordinata.

8.2 Odredivanje matricnih elemenata (n{ni,n2,m}|z n'

Posto se z-0sa poklapa sa pravcem spoljasnjeg polja, koordinata z je odgovorna za 7r-komponentu zracenja.
Da bi se odredio matricni element (n{n\ n2, m}\z\n'{n( , nj, m'}> neophodno je iskoristiti relaciju (8.1), koja
u ovom slu£aju postaje:

\n'{n\,n'2,m'}) = ±.CZl<n,imC2,^

oo oo
1

m+m')

o o

exp(- ~(£n

/ dtp • exp(±?!(m' — m)tp),

'Abraham de Moivre (1667-1754)

67



8.2. Odredwanje (n{n\,n-2.m}\z\n'{n'l,n/2,m'}) 8. Nalazenje matricnih elemenata . . .

jer je d (£, ?/) = z i ^((f) = 1- Integracija po promenljivoj if je vec izvrsena i data izrazom (8.3), a prethodna
relacija se dalje moze izraziti kao:

00 00

(n{n 1 .n 2 , i IzKKXX}} = £ • <5m,m- - C^^C^, ,m, /^Jdr, - (^2 - r?2) • (^)i(">+»() .

o o

Pogodno je uvesti novo oznake za parametre koje ce u mnogome pojednostaviti zapis, a date su relacijama:

1 . Z 1 1 \ n + n1
z — _| f u_ c . \
- — o* n n ' ~ n

a =
Z 2a0 nri 2ri

£ a.0n Z n + n' n + n''
2n_ £„' _ Z 2ao nn'

o,0n' Z n + n' n + n1'

Takode se iz istog razloga uvode i nove promenljive u = l - £ i v = e ~ - r ] , pa izraz za matricni element postaje:

OO OO

',. ni .m'}) = J • «J m , m , • Q,7J2,mQ;in,,m d« -

^-2 171 • L™+m(bu) • L%

odnosno,

exp(-(U + W)

. n'2. rn'}) =

. exp(-(u + v)) • L™+m(au

Razdvajanjem integrala po promenljivama, dobija se sledeca relacija:

r oo oo

r 00
/•

I n ' / n ' n' Tn ' \  A l̂ "1 r*n' =r-2(m + 2) / J ,,"> + 2 /_ \n i n l ' n 2 ' m )/ - ^ ' ""',m' ' ^ni,n2,mOn. |n^m • £ • / OU • U 6Xp( Uj

LA

. L™+m(au) • I™ +m(H d^ • vm • exp(-«) • Z ]̂

b

) - du • u

(-«) • L"+m(an) • L^ m+2 • exp(-v) • L+m(

Prethodna relacija je dovedena na oblik u kom figurisu integrali cije smo vrednosti u mogucnosti da odredimo.
Naime, integrali u relaciji za matricni element (n{ni, n2,m}\z\n'{n'l, n2, rn'}) imaju sledeci oblik:

Jknjn(p,a,b} = j An • exp(-Ji) • uk+p • Lkn(au) • Lkm(bu).

b

Resenje ovog integrala se moze odrediti koriscenjem relacija (1.41) i (1.42):

oo

rk+rr „-,„/_ r) . T k l-r} • T k ( r} • drX exp(, — X) Ln\J:) ^m(-£) ux,

(8.5)

, ,
- fc - v n - k - v v

(8.6)

(8.7)
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gde je M = rn in j ? / - k. in - k}. Takode se koristi i osobina asociranih Lagerovih polinoma data sledecom
formulom:

Dakle, da bismo odredili vrednost integrala (8.5) moramo ga svesti na oblik (8.6). To postizemo koriscenjem
navedeno osobine asociranih Lagerovih polinoma primenjene na Ljj(ou) i L^,(6u):

0=0 ' ' 7=0

. :

• / du • exp(-u) • uk+p • Lk0(u) • L*(u).
b

Integral u poslednjem izrazu se svodi na oblik integrala dat relacijom (8.6), pa dalje imamo:

•tf.m(P, n, b) =n ! - m! • £ £ (") W (1 - a)-' • (1 - 6)— • a'^ • 1 • i • J|».
a=07=o v^7 v ' 7

Vrednost integrala ./,$ ^(p) se moze odrediti na osnovu relacije (8.6), pa resenje integrala J^m(p, a, 6) dobija
sledeci ot)lik:

gde je M = min{/? - fc,7 - fc}. Ovim postupkom smo konacno odredili vrednost integrala J*]m(p, a,6), a
data je sledecom relacijom:

3=07=0

7 - k - v

gde je M = min{;? - A",7 - k}. S obzirom da je vrednost integrala ,7^m(p,a,b) poznata, mozemo relaciju za
matricni element z koordinate zapisati kao:

(v{in.n.>.n>}\;\n'{n\.n'.t,ml}) = ̂ -C^.n,.mC^

•.C s + m , l i +n1(0.a,6)-J^+ m ,n-+ m(0 ) a ,6)J^+ m i n ,+ m(21a,6)]-im ,m-. (8.9)

Resavanje prethodne relacije nije problem s obzirom da su poznata resenja integrala tipa J^m(p,a,b).
Medutim, prilicno je komplikovano uopstiti ovaj izraz, pa cemo u tu svrhu koristiti rezultat dobijen u [13] i
[14]. Za matricni element z koordinate atoma vodonikovog tipa, dobija se:

< n{n 1 ,n a ,m}|zn>' 1 )ni )m}>= z y ^ ^ ^ „,,
)! (n 2 +m)! (n': + m)! (n^

2

/ \l r / O *2 A In — n'' n + n / n2 + n'2 4nn'
(n - n')^^

G m (n iX) • G m ( n 2 , n 2 ) - 2 ' j •G f m(ni ,n '1 - 1) -Gm^,^) ~ "2

• G m ( n 2 , n 2 - 1 ) ] . (8.10)
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8.3. Odredivanje (n{m,n2 ,m}|x n'jn'^n^m'}) 8. Nalazenje matricnih elemenata

Gm je hipergeometrijska funkcija F(a,6, c, x)2 koja iznosi:

F(a.b.r. i) = ^ ( f l ) |"' ( b ) n -i" gdeje (a)n = o(a+ l)(a + 2) . . . (a + n - 1).
„=(> ""•O"

Takode mora biti zadovoljeno da je (a)o = 1 i a ^ 0. Isto vazi i za parametre b i c. U izrazu za matricni
element (8.10) figurisu funkcije oblika G,71(n,;,?i') gde je i = 1,2, koje su sa hipergeometrijskom funkcijom
povcv.anr slodecom relrijom:

. . . (8.H), . . . . .
(n - n'Y ) m + 1 (n - n')J

Relacija (8.10) postaje znatno jednostavnija kada se radi o Lajmanovoj3 seriji, jer je tada n' = 1 i n\ n'2 —
m' = 0, a sam matricni element dobija oblik:

4 - Z y ni! n2! (n - l )2(m + 2> V«

4n
G m ( n i , 0 ) . G m ( n a , 0 ) . (8.12)

J

Vrednost, kvantnog broja m nije proizvoljna, vec je odredena izbornim pravilom (8.4) i iznosi m = m' = 0.
Funkcije (7,,, ( n i . O ) i (7, , , (n5,0) su prema definiciji hipergeometrijske fnnkcije jednake:

G m (n , ,0 ) = F - n , . 0 , m ,
(n -1) 2 / m, 4- 1 (n

Uzimanjem u obzir poslednje dve cinjenice, relacija (8.12) postaje:

n,! n2! (n - I)4 V"

odnosno,

(8.13)

Provera identicnosti navedenih formula (8.9) i (8.10) za izracunavanje matricnog elementa z koordinate
bice sprovedena na Lajmanovoj liniji Ly-o koja nastaje pri prelazu |2{n!,n2,m}) -> |1{0,0,0}), a detaljan
proracun je sproveden u dodatku C. Sada je potrebno izracunati i matricne elemente x koordinate.

8.3 Odredivanje matricnih elemenata (n{ni,n2,m}|x n'jn^n^m'

Odredivanje matricnog elementa x koordinate koji karakterise u-polarizaciju zracenja, nece detaljno biti
sprovedeno. vec cemo samo navesti rezultat iz [13]:

i ' , ' ' n\1)n'1+n^Qo (» i+m) ! (n2 + m)! (njWn {n.^^m - 1}) =
4[(m — 1)!12 • Z V ni! "2' n\\m+1 ( n — i

> \ 2 f m + n(n - n')2(m+1>

(8.14)
77. 4- 77'

Ova relacija je napisana za slucaj kada je 77;,' = m - 1, odnosno kada krajnje stanje ima nizi magnetni
kvantni broj. Ona se rnoze koristiti i u slucaju kada je m' = m+ 1, ali je neophodno izvrsiti smenu pocetnog

2Pored ove za hipergeometrijsku funkciju se koriste i oznake:

2Fi(a, 6; c ; x ) .

3Theodorr Lyman (1874-1954)
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i krajnjeg stanja \n{n\.7i-z,rn}) o n'[n\ ri2, m1}), a potom izvrsiti smenu kvantnog broja m -> m + 1.
Posto je koordinata .r ermitski4 operator, izmena krajnjeg i pocetnog stanja ne menja vrednost matricnog
element a:

. , . , , . . . , ^ 1 U
(11. {n 1 , r i , 2 . w}|.r|r?.{ni, n 2 ,m -f 1}} =

4(m!)2 - Z V ni! "2' "1!

(4nn')m+2 • Gm(n2 ,n2) -
n2! (n-n ' )2 ( m + 2 ) V" + «'

2

(8.15)

Kao primer nalazenja matricnih elemenata za cr-komponente posluzice linija Lajmanove serije Ly-a atoma
vodonika koja odgovara prelazu |2{0,0,1}} -> |1{0,0,0}), kao i linija Balmerove5 serije atoma vodonika H-Q
koja odgovara prelazu |3{1, LO}) —» |2{0,0,1}). Detaljno izracunavanje je dato u dodatku C.

Posto su utvrdene relacije po kojima se nalaze vrednosti matricnih elemenata koordinata, a samim tim
i vrednosti matricnih elemenata elektricnog dipolnog momenta moze se preci na izracunavanje intenziteta
neperturhovanih starkovskih komponenti.

4Charles Hermite (1822-1901)
5Johann Jakob Balmer (1825-1898)
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Poglavlje 9

^

Odredivanje intenziteta Starkovih
komponenti

U ovom poglavlju ce biti odredeni intenziteti starkovskih komponenti u dipolnoj aproksimaciji, sa tacnoscu
do na mail parametar A. Izraz koji ce biti dobijen je sledeci:

;(i) , = J (0 ) + / (D ,t
n — »n ' • 'n— >n ' n — m' '"

gdeje £ = Ro/R, In^n, neperturbovan intenzitet, a /„_>„/ prva popravka na intenzitet. Prva popravka /„_>„,
se nalazi prema relaciji:

'n'-ln- = InL- ' Mm , "2 , m} \e™ \n' {n( , n2, m' }) ,

gde velioina £(" zavisi od matricnih elemenata elektricnog dipolnog momenata. Intenzitet /„_>„/ se nalazi
prema formuli:

7(0) -aJ n->n ' - </n-»n'

gde je <?n-»n' statisticka tezina prelaza, a izraz u zagradi matricni element (n{ni,n2,m}\r\n'{n(,n^,m'}}.
Izraz za intenzitet u dipolnoj aproksimaciji ima takav oblik da dovodi do pojave razlicitih intenziteta odgo-
varajucih starkovskih komponenti koje se javljaju u okviru jedne spektralne linije atoma vodonika. Ovim je
pokazano da popravka /„_>„/ unosi odreden stepen asimetrije u profil vodonikovih linija, ali je ovaj doprinos
mnogo manji od onog koji potice od kvadrupolnog doprinosa pomerajima starkovskih komonenti (7.4).

9.1 Intenzitet spektralne linije u dipolnoj aproksimaciji

Da bismo pokazali cemu je jednak intenzitet zracenja pri nekom prelazu iz pocetnog \i) u krajnje stanje
|/), krenucemo od izraza za verovatnocu ovog prelaza koji se moze naci u bilo kom udzbeniku iz kvantne
mehanike (npr. [15]):

2
i r~i I / f I -* I • i* ~*\ * \* 1 /̂ t

gde je u; frekvencija zracenja, ea jedinicni vektor pravca polarizacije, k talasni vektor, p impuls i dJ? el-
ementaran prostorni ugao. Eksponencijalna funkcija u matricnom elementu se moze razviti u red, posto
je proizvod kf mala velicina. Naime, intenzitet radijus vektora je reda velicine Borovog radijusa OQ, a ta-
lasni broj odgovara zracenju iz vidljive oblasti spektra, pa je proizvod kf reda velicine 10~4. Razvojem
eksponencijalne funkcije u red se dobija:

exp(-iJbf) = 1 - i k f + —(kr]2' + •••

Ako se u ovom razvoju zadrzimo samo na prvom clanu, kazemo da je izvrsena dipolna aproksimacija.
Verovatnoca prelaza u torn slucaju postaje:
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9.1. Intenzitet spektralne linije u dipolnoj . . . 9. Odredivanje intenziteta Starkovih kornponenti

Pogodno je impuls izraziti preko komutatora operatora koordinate f i hamiltonijana H i to na sledeci nacin:

[f, Hi = ff, -^- + V(r)} = J- • fr-,p2l = -?- • ff.pl = -£- • ifi,
1 J L 2rne v '\e l ^ J me L J meme me

m" f - £r1- .[r,//j .

Dejstvo hamiltonijana na funkcije \i) i |/) je poznato, pa se za matricni element impulsa p, koji se javlja u
izrazu za verovatnocu prelaza, dobija sledece:

10 = </l • [r,#]IO = • </k-# - ffrlO - • ((f \fH\i) - (f \Hf\i)},

(/IP 10 = ̂  • (Wlr 10 - E f ( f \  |0) = ̂  • (S, - EO • </|f | t>.

Razlika energija pocetnog i krajnjeg stanja, upravo je jednaka energiji emitovanog zracenja:

pa verovatnoca prelaza postaje

e2 u - 12

Ako se uzme u obzir da je elektricni dipolni moment definisan kao d — ef, verovatnoca spontanog prelaza
dobija sledeci oblik:

Spektralni intenzitet spontane emisije se dobija kada se energija fotona hu> koji se emituje pri ovom prelazu
pomnozi brojem emisionih procesa Nif koji se desavaju u jedinici vremena i po jedinici zapremine:

dlfi =hu-Nif,

gde je Nif = Ni • dP/;. Velicina ^V,- je okupacioni broj po jedinici zapremine za pocetno kvantno stanje \i).
Ovaj okupacioni broj je dat Bolcmanovom1 formulom:

_ _ _
A^ ~ u(T) ' k T }

gde je N koncentracija atoma u osnovnom stanju, g^ statisticka tezina pocetnog kvantnog stanja posmatranog
prelaza, a u(T) particiona funkcija. Ova funkcija zavisi od temperature ambijenta T i data je relacijom:

gde je Ei energija kvantnog stanja \i). Uvrstavanjem navedenih relacija u izraz za d//j, dobija se sledece:

dlfi = *u • Ni • dPfl = hui •

J r N , E{d^=^-^ 'exp( -

Posto se u praksi Spektralni intenzitet daje u relativnim jedinicama, gornja relacija se moze napisati i u
sledecem obliku:

f \U\d\i) -eQ

gde C?{ predtavlja konstantu za dati prelaz i temperaturu ambijenta. U ovom slucaju se kaze daje intenzitet
spektralnog zracenja dat u Sredingerovim jedinicama. Ovim je pokazano da je intenzitet zracenja pri prelazu
iz pocetnog i) u krajnje stanje |/) u dipolnoj aproksimaciji srazmeran kvadratu modula matricnog elementa
elektricnog dipolnog momenta. Sada mozemo preci na izracunavanje intenziteta strarkovskih kornponenti i
to u aproksimaciji do A.

'Ludwig Boltzmann (1844-1906)
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9. Odredivanje intenziteta Starkovih komponenti 9.2. Odredivanje intenziteta Starkovih ...

9.2 Odredivanje intenziteta Starkovih komponenti u aproksimaciji
do A

U jednom od prethodnih poglavlja ovog rada, odreden je izraz za talasnu funkciju sa tacnoscu do na mali
parametar A. Relacija koja daje ovu zavisnost je (5.8), a ima sledeci oblik:

na0

I* JL L

nao /-.
— -—=- • v (n2 + l)(n — n2 — l)ni(n — n j ) - 7 ' "

Pret.hodna relacija se rnoze zapisati i upotrebom Dirakove2 notacije:

,r,d) i i i \o /7 ; ;(ni + l)(n - HI - I)n2(n - n2) • i n f n j + I ,n2 -
iti.

nn0
- n2 - l )ni(n -ni) • |n{ni - I ,n2 + l,

Jednostavnija forma poslednje relacije data je sledecim izrazom:

<'n 2 ,m = |n{n, ,n 2 ,m}) + £ Av\nv), (9.1)

gde je koeficijent A,, definisan kao proizvod parametra A i koeficijenta /8n{n,,n2,tn},ni/ koji Je odreden u
dodatku A relacjom (A. 13). Dakle, za koeficijent Av dobijamo sledeci izraz:

( 3 ) { n l l n 2 . m } )

'

gde je operator l'(3} definisan relacijom (2.13), a energija Bn/.^.m relacijom (3.12). Moguce vrednosti za
koeficijrnte Av se direktno mogu procitati iz izraza za talasnu funkciju ^ni,n2 ,m, a iznose:

(n2 + l ) (n - n2 - l)m(n - n,) , v/(m + l)(n - m - I)n2(n - n 2 ) . (9.3)
2/1 J

Indeks i^ pri prebrojavanju pocetnih stanja ima sledece moguce vrednosti:

^ € {{ni - 1, n,2 + l ,m}, {"i + 1,7*2 - 1,"*}}, (9.4)

dok oznaka ' na sumi predstavlja uslov da indeks v ne moze da uzme vrednost trenutrio posmatranog pocetnog
stanja {a^n^ .m} . Za odredivanje intenziteta spektralnih linija neophodno je utvrditi vrednost matricnog
elementa dipolnog momenta d pri prelazu n{ni ,n2 ,m}) -4 |n'{n'j,n2,m'}). Imajuci u vidu da je talasna
funkcija data relacijom (9.1), za matricni element se dobija:

gde n uzima sledece vrednosti

fi e {{HI - I , n 2 + l,m'},{n', + I ,n 2 - l,m'}}. (9.5)

Da bi zapis bio sto jednostavniji, uvodirno skracene oznake za pocetno i krajnje stanje:

|n{n!,n2 ,m}) = |n),

| n ' {n i ,n 2 l m'}>= n').

Nakon uvodenja ovih velicina i mnozenja svih clanova, izraz za matricni element postaje:

\$(J) = (n\d\n'}

Posto je intenzitet spektralne linije srazmeran kvadratu modula matricnog elementa dipolnog momenta,
potrebno je pronaci vrednost sledeceg izraza:

2Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984)
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9.2. Odredivanje intenziteta Starkovih 9. Odredivanje intenziteta Starkovih komponenti

odnosno,

= ( n | d V ) 4-

• («n|d|n'))*

Kao rezultat mnozenja u prethodnoj relaciji javlja se velik broj clanova, all nije neophodno zadrzati sve,
vec samo one koji su proporcionalni parametru A. Posto se ovaj parametar javlja sarno u velicini Av i pri
tome su proporcionalni Av ~ A, neophodno je u izrazu zadrzati samo one clanove koji ne zavise od Av ili su
proporcionalni Av:

= <n|d]n')«n|dV))* + <n|dV) in'))* + (n\d\n'}

Prvi clan u poslednjern izrazu predstavlja kvadrat modula matricnog elementa dipolnog momenta u neper-
turbovanom stanju:

dok je velicina Av jednaka svojoj konjugovanoj vrednosti ,4*, s obzirom da je to realna velicina. Imajuci sve
ovo u vidu izraz za kvadrat modula matricnog elementa postaje:

=|(7i|dV)|2 + <n|dV) ln'))* + (n\d\n')

(9.6)

U dobijenom izrazu se rnogu grupisati prvi i treci clan, kao i drugi i cetvrti, ali ako se prethodno izvrsi
adekvatna transformacija. Ova transformacija podrazumeva sledece promene u okviru prvog i drugog clana:

Uvrstavanjem poslednje dve relacije u izraz za kvadrat modula matricnog elementa (9.6), dobijamo sledece:

U prethodnoj relaciji se moze prvi clan izvuci ispred zagrade, s obzirom da on odgovara neperturbovanom
staju, pa se dobija:

Radi kraceg zapisivanja uvode se koeficijenti a,, i a,,:

(m/|dV)«n|dV»*
av=2-

a,, = 2 •
|{n|d|n')i2

76
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a kvadrat. modula matricnog elementa elektricnog dipolnog momenta postaje

S obzirom da, je intenzitet spektralne linije srazmeran kvadratu modula matricnog elementa elektricnog
dipolnog momenta, relacija koja odreduje intenzitet spektralne linije sa tacnoscu do na mali parametar A
ima oblik:

gde je / ' ,_!>„, intenzitet, zracenja koje nastaje pri prelazu sa neperturbovanog pocetnog stanja |n{ni,n2 ,m})
na neperturbovano krajnje stanje \n'{n\ n2, m'}). Posto i v \ imaju samo po dve moguce vrednosti date
relacijama (9.4) i (9.5), izraz za intenzitet postaje:

Vrednosti koeficijenata Av\ Av2, mogu se napisati prema relaciji (9.3). Slicno je i za koeficijente A^\ -4M2,
samo se u ovom slucaju uzimaju u obzir krajnja stanja. Dakle, izraz za intenzitet spektralne linije postaje:

(0)
1 -

na0

~2R
n - n2 -

nap

~2R
("• - m - I)n2

(n'2

(n' - n'j - I)n2(n' - nj) • a

Eksplicitan oblik za koeficijente av \M dat je sledecim relacijama:

i - l , r ) 2 + 1, m}|d|n'{;?.|, n2,m'}) ((n{ni,n2,m}|c(|n'{n'1, n^m'}

(9.7)

avl = 2 •

a,,2 = 2 •

n, , i = 2 -

|(n{ni.n2,m}|c(|n'{n'1,n2,m'})

! + I ,n 2 - l,m}\d\n'{n'l,n'2,m'}}((n{n1,n2,m}\d\n'{n'1,n'2,m'})Y

|(n{ni,n2,m}|Jjn'{n'1,n2,?n'})|

] ,n-2,m.}\d\n'{n\ l,n'2 + I,

| (n{ni, n2,m}\d\ri(n\,n'2,m'})\2,m}\d\ri{n{ + I ,n2 - l,m'})((n{ni,n2,m}|J|n'{n /1,n2,m'}))*

|(n{ni, n2,m}\d\n'{n'l, n2, m'}) |

U slucaju 7r-polarizovane komponente zracenja, neophodno je elektricni dipolni moment zameniti proizvodom
elementarnog naelektrisanja e i koordinate z, dok je u slucaju cr-polarizovane komponente zracenja potrebno
uvrstiti proizvod elementarnog naelektrisanja e i koordinate x.

Pogodno je u relaciji za intenzitet spektralne linije (9.7) umesto velicine R koja karakterise rastojanje
jezgra atoma vodonika i najblizeg pozitivnog jona, uvesti srednje rastojanje izmedu teskih naelektrisanih
cestica koje cine mikropolje u plazmi /?p:

—
/to

-n-

'•' - n\ I)n2(n' - n2) • ̂  J • —

Oblik poslednje relacije se moze dalje pojednostaviti uvodenjem sledeceg matricnog elementa:

- * 1 ' n ' jn ' j , n'2,m'}) = — n • \k =(n{n} , r i2 ,- n2 -

(n - n, - I)n2(n - n2) • - n' • n -

(9.8)
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koji se suniama po indeksima v i /z povezan na sledeci nacin

av\A,,\ tt,,2A2 + a^A^i + a^A^ = — (n{ni,n2 , m}|e(1)|n'{n'j,n'2,m'}) = — - e f c . (9.9)

Na ovaj nacin jc odredena vrednost intenziteta spektralne linije sa tacnoscu do na mali parametar A, a ona
iznosi:

+ ~(n{n^n.2,m}\e^ n'^.n^m'}) • t], gde je t = ̂ .

Drugi clan predstavlja prvu popravku na intenzitet spektralne linije In_+ni i iznosi:

Prethodna relac.ija se moze zapisati i na drugaf.iji nacin, ako se velicina 7?,o zameni koncentracijom elektrona
prema relaciji (7.7):

n'{n'iXX}>, (9.10)

a intenzitet !„_+„, postaje

7 < i ) = / (Q) / ( i ) f
n—VT7 n—>n n —* n

Popravka na intenzitet /„__>„/ moze imati i pozitivne i negativne vrednosti, pa dovodi do promene intenziteta
pojedinih starkovskih komponenti u odnosu na intenzitet neperturbovane spektralne linije. Ova pojava
dovodi do asimetrije u okviru pojedinih spektralnih linija atoma vodonika. Preostalo je jos da se odredi
izraz prema kojem se odreduje intenzitet neperturbovane spektralne linije /„_>„/.

Odredivanje izraza za neperturbovan intenzitet /„_>„/

Za Odredivanje intenziteta In_+n, koristicemo formulu iz rada [1] koja daje vrednost neperturbovanog in-
tenziteta u Sredingerovim jedinicama. Dakle, intenzitet neperturbovane Starkove komponente u dipolnoj
aproksimaciji iznosi:

r ( 0 ) - l ^ . " . . "2 . r "A 2 _ j . :. fc = |n{rn, n2, m})-> n'{n'i XX}), (9.11)

dok je gk statisticka tezina prelaza, a izraz u zagradi matricni element (n{ni,n2 ,m}|r n'{ni,n2,m'}).
Statisticka tezina spontanog emisionog prelaza, u potpunosti je odredena karakteristikama pocetnog stanja
n{ni ,n 2 ,m}) . Ona se sastoji od proizvoda statisticke tezine pocetnog stanja gn i polarizacione statisticke

tezine prelaza g,, ili ga. Postoje cetiri slucaja za promenu magnetnog broja m i tri razlicite moguce vrednosti
za gk.

1. Ako je emitovano zracenje 7r-polarizovano, tada je g* — 1 i gk — gn-

2. Ako je emitovano zracenje cr-polarizovano, tada je ga = 2 (u ravni postoje dva uzajamno nezavisna
pravca) i gk = 2gn.

3. Statisticka tezina pocetnog stanja gn je odredena vrednoscu magnetnog kvantnog broja m. Ako je
m = 0 onda je za odredene vrednosti n\ n2 postoji samo jedna talasna funkcija n{ni,n2,0}), pa
je gn = 1. Ako je m ^ 0 onda postoje dve talasne funkcije |n{ni,U2,+m}) i |n{ni,n2, —m}), pa je
9n = 2.

Iz poslednjeg razmatranja se moze zakljuciti da su tri razlicite vrednosti gk, date sledecom relacijom:

1 za Am = 0 i m = 0,
2 za Am. = 0 i m, ̂  0,
2 za Am = ±1 i m = 0.
4 za Am, = ±1 i m ^ 0.

Za krajnje stanje bi trebalo uvek uzimati ono sa nizim magnetnim kvantnim brojem m. Kao primer za
nalazenje popravke na intenzitet spektralnih linija posluzice linije iz Lajmanove serije Ly-a, a kao primer za
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odredivanje nepertnrhovanog intenziteta spektralne linije, linija Balmerove sreije H-a atoma vodonika. Ovi
primeri su dati u dodatku D.

Dakle. u ovoni delu je pokazano da asimetrija vodonikovih linija emitovanih iz plazme potice od kvadrupol-
no popravke inten/ i te ta neperturbovanih komponenti koja je sadrzana u koeficijentirna Av. Takode je vazno
naglasit.i da prva popravka na intenzitet /„_>„, zavisi od koncentracije naelektrisanih cestica u plazmi, a,
jednaka je nuli za oentralne komponente, posto su za centralne komponente matricni element! elektricnog
dipolnog momenta identicki jednaki nul i .
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Deo IV

Teorija asimetrije Starkovih profila
vodonikovih linija u gustoj plazmi

81



Poglavlje 10

N*1

Konture Starkovih komponenti

U prethodnom delu ovog rada pokazano je kako jedan jedini kvazistaticki jon utice na energijske nivoe atoma
vodonika, kao i na starkovske komponente koje cine spektalnu liniju emitovanu usled radijativnog prelaza u
samom atomu. Svaka od tih komponenti biva simetricno prosirena (sto rezultuje Lorencovim profilom) usled
nasumicnih i veoma ucestalih sudara brzih elektrona iz plazme sa emitujucim atomom. Oblik Lorencovog
profila svake starkovske komponente sustinski zavisi od polozaja jona perturbera. Sledeci korak u nalazenju
oblika svake starkovske komponente sastoji se u statistickom usrednjavanju Lorentzovih profila po svim
mogucim polozajima perturbujuceg jona oko atoma koji emituje. Samo elektricno polje u kojem se nalazi
emitujuci atom je nehomogeno, pri cemu komponente gradijenta tog polja definisu kvadrupolnu perturbaciju
koja je. kako je to pokazano odgovorna za asimetriju vodonikovih linija.

Svrha narednih poglavlja je, da se prateci rezultate radova [2] i [16] izvedu i provere relacije koje se
koriste u prirucniku [17], a u kome su uocene neke neusaglasenosti prilikom pokusaja racunarske primene
prilozenih teorijskih profila vodonikovih linija. U tu svrhu ce biti detaljno ponovljeno izvodenje kontura
starkovih komponenti linija atoma vodonika emitovanih iz vodonikove plazme.

Takode ce u okviru teorije perturbaci ja prvog reda po parametru A biti resen problem asimetrije starkovskih
profila (uslovljene nehomogenoscu jonskog polja) emitovanih (u vidu bilo koje vodonikove spektralne linije)
iz guste plazme. Popravke koje odreduju asimetriju konture linije (izrazene pomocu univerzalnih funkcija
\(0) i \'(^)) povezane su prvim momentima komponenti tenzora nehomogenosti elektricnog polja jona.

10.1 Konture Starkovih komponenti pri stalnoj jacini elektricnog
polja jona i tenzora nehomogenosti jonskog polja

Pre nego sto se otpocne sa izracunavanjem kontura starkovskih komponenti, potrebno je definisati sve velicine
koje su odgovorne za oblik ovih spektralnih linija. To ce biti ucinjeno u ovom delu.

Razmatracemo pojavu uticaja prostornih karakteristika mikropolja na formiranje kontura spektralnih
linija atoma vodonika u opticki tankoj neturbulentnoj plazmi. Od interesa su oblasti parametara plazme
gde se uracunavanje dejstva jonskog elektricnog polja F na atom, moze izvesti u aproksimaciji kvazistaticnosti
jona [16], dok se uticaj polja elektrona E(t) na atom razmatra u udarnoj aproksimaciji [18]. Samo u torn
slucaju nehomogenost jonskog polja predstavlja osnovnu prostornu karakteristiku mikropolja koja dovodi do
najvaznijeg uticaja na profil spektralne linije [1].

Pretpostavimo da je gustina plazme dovljno velika, a temperatura jona dovljno mala da se moze zanemar-
iti uticaj toplotnog kretanja na konture linije [16]. Hamiltonijan atoma vodonika u plazmi, sa uracunavanjem
nehomogenosti polja ima sledeci oblik:

1 f)F
.H = H0-d.F--y^Qik.-L, (10.1)

6 ^

gde je HO neperturbovan hamiltonijan, d elektricni dipolni momont i Q tenzor kvadrupolnog momenta atoma
vodonika. Poslednji clan predstavlja kvadrupolnu interakciju:

6 ̂ik

pri cemu su komponente kvadrupolnog tenzora Q definisane kao

Qik = -e-(Zxi-xk -6r,k-r2). (10.3)
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Jacina elektricnog jonskog polja je data reladjom:

F — - •Rn, (10.4)

gde indek a vrsi sumiranje po razlicitim vrstama jona, dok su qa i Ra naelektrisanje i radijus vektor jona
vrste a. Komponente radijus vektora R.a su xni, odnosno:

3

ria = y ^ xa, • e,.

dF,
Tenzor nehomogenosti jonskog polja je •—— (xk — x,y,z), a moze se predstaviti na sledeci nacin:

ox k

dxk

dFy
dx
dF:

L dx

oFj

dFy

dy

oFj-
dz

dFy

dz

dz \)

Tenzor nehomogenosti jonskog elektricnog polja se moze izraziti i na drugaciji nacin, ako se upotrebi izraz
za jacinu elektricnog jonskog polja (10.4) i izvrsi diferenciranje:

dFj
dx^-

dxai

dRa
U prethodnoj relaciji je neophodno odrediti ——, a da bi se to postiglo krece se od izraza za intenzitet

oxk

radijus vektora Ra:

dRa d

U izrazu za tenzor nehomogenosti jonskog elektricnog polja figurise i sledeci clan:

dxa, _

dxk

Posto su odredeni svi nepoznati clanovi, moze se konacno izraziti tenzor nehomogenosti jonkog elektricnog
polja kao:

"5dxk

_ ( o ! _ x«k 1 , \a \ al ~r> *" "oT *i* I '

v R* R R3 '

qaVa fr. r p2 \ • (dxai • xak Oi,k • na). (10.6)

dF,
Vazno je napomenuti da su i jacina elektricnog jonskog polja F i tenzor nehomogenosti joskog polja ——

oxk

odredeni u sistemu koordinata u cijem se koordinatnom pocetku nalazi jezgro atoma vodonika. Lako se moze
zapaziti da vaze sledece relacije:

dxk dx,'

Spur(^)-.,.\dxkl

(10.7)

(10.8)

Prva jednakost direktno sledi iz relacije (10.6), s obzirom da je ona invarijantna na promenu indeksa i <4 k.
Druga jednakost se lako dokazuje, ako se krene od definicije traga (spura) tenzora. Naime, trag matrice
predstavlja sumu elemenata koji se nalaze na glavnoj dijagonali:

c / af< \r I -— I = • T -J.al
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Ako se izvrsi zamena snmiranja po indeksu a i indeksu i, dobija se sledece:

Prva suma u zagradi predstavlja kvadrat intenziteta radijus vektora jona R2a, dok druga sumira konstantu,
pa se dobija:

Ovim je dokazana i ralacija (10.8) koja zajedno sa (10.7) odreduje ukupan broj nezavisnih komponenti u
tenzoru nehomogenosti jonskog elektricnog polja. Posto relacija (10.7) predstavlja tri veze izmedu kompo-
nenti tenzora, a relacija (10.8) jos jednu, od ukupnog broja komponenti samo njih pet su nezavisne. Ovo je
ocigledno, s obzirom da postoje ukupno cetiri veze izmedu komponenti ovog tenzora.

Smatracemo da su talasne funkcije u nultoj aproksimaciji parabolicke talasne funkcije V ) n i ,n 2 ,m(C> 7 ? ) f)
sa osom kvantovanja duz elektricnog jonskog polja F i sa osobinom da su svojstvene talasne funkcije hamil-
tonijana Hn - d • F [6]. Pod pretpostavkom da je kvadrupolna popravka U mala u poredenju sa dipolnom
popravkom -d • F, moze se za slucaj hamiltonijana datog relacijom (10.1) primeniti teorija perturbacije.
Ova teorija kao rezultat daje izraz za talasnu funkciju $m,n2,m :

*,M.»2 ,m = ^ n , . M 2 . m + V 4 1 , ) , n 2 , m - Sde Je ^n\\n2,m

kao i izraz za svojstvene energije £ni in2,m

(10.10)

njih E°i ,n2 ,m predstavlja energiju nepertur
atoma vodonika i dipolne interakcije, a dat je izrazom:
Dakle, ukupna energija se sastoji od dva clana. Prvi od njih E°i ,n2 ,m predstavlja energiju neperturbovanog

gde je En neperturbovana vrednost energije atoma vodonika u stanju sa glavnim kvantnim brojem n. Izraz
za En je poznat i dat je relacijom (1.37):

1 e4rne 1 _ e2 1
" ~ ~(4^c-0)2 2fi,2 n2 ~ ~2o^^'

Srednja vrednost, operatora d • F karakterise dipolnu interakciju. Drugi clan u izrazu (10.10) predstavlja
kvadrupolnu interakciju, a izracunava se kao srednja vrednost operatora U:

En,.n2.m — (V'nl,n2,m\^'>\V'ni,n-2,m)-

U izrazu za talasnu funkciju #n i ,n2 ,m (10.9), figurise i koeficijent Av koji se odreduje na sledeci nacin:

V-V|L' |l')n, , n 2 . n i ) -

I-in\2 ,'" t-'v

gde indeks v oznacava skup parabolickih kvantnih brojeva pri cemu vazi

n = n^ +4"' + |m ( ' y ) +1, v ± {ni,n2 ,m}.

Koriscenjem izraza za talasnu funkciju ^n i ,n2 ,m i izraza za svojstvenu energiju £'ni,n2,mI moguce je odred-
iti promenu frekvencije Aw* i intenzitet zracenja /*, fc-te Starkove komponente koja^odgovara prelazu
|n{n l ln2 ,m}) -4 \n' '{ni,n2 ,m'}). Medutim, vrednost jacine jonskog polja F i operatora U morabiti stalna.
U [19] su odredeni izrazi za Awfc i Ik sa tacnoscu do clanova koji su proporcionalni malom parametru e.
Parameter e predstavlja odnos kvadrupolne i dipolne interakcije:

U

d - F '
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Pomeraj pei turbovane spektralne linije u odnosu na centr.alnu komponentu moze se izraziti kao:

Aw* = ACfc + ALV (10.13)

Prvi clan ACk police od dipolne interakcije i iznosi:

AC*. = - • [{^m.nj.mM"*- ^|^n,,n2,m) - (VV, ,n2,m' \d • F\, ,„;, ,m<}] , (10.14)

dok drugi clan AC/j. karaktorise kvadrupolnu interakciju

At/* = Jl ' [^ ;"..n2.m |^|V'n,.n2,m) - (W, , n ' , m < IWn<, ,n2 ,m')] • (10.15)

Intenzitet perturbovane spektralne linije /A- se moze izraziti kao:

gde je 7J intenzitet neperturbovane k-te Starkove komponente. U prethodnoj relaciji figurisu i koeficijenti
Oi, i aM koji zavise kako od rnatricnih elemenata komponenti elektricnog dipolnog momenta di tako i od
matricnog elementa samog dipolnog momenta d:

_ „
a - I •

Indeksi ^ i /i prebrojavaju pocetna i krajnja stanja respektivno, a komponente elektricnog dipolnog momenta
su date u sistemu koordinata u kojem je z'-osa paralelna elektricnom jonskom polju F.

Starkove komponente su izolovane linije [18], a za stalne vrednosti jonskog polja F i tenzora neho-
dFt

mogenosti jonskog polja -— - profil svake zasebne Starkove komponente /jt(Aw^) ima sledeci disperzioni
dxk

oblik:

/.(Ac,) = -L • - - ' ! , 2 . (10.18)
GTT (Au; -

gde je ui frekvencija zracenja, WQ frekvencija neperturbovanog zracenja pri prelazu |n) — > |n'}, a Aw = w — WQ
njihova medusobna razlika. Samo izvodenje uticaja elektrona na oblik linije je prilicno slozeno, pa je zato
iskoriscen rezultat teorije sirenja spektralnih linija u udarnoj aproksimaciji [18]. Velicina G se odreduje
prema relaciji:

k

Velicina 7*- zavisi od individualne udarne elektronske polu-polusirine starkovske komponente ryk pri prelazu
|n i ,n 2 ,m) —> \n[,n'2,m') i data je izrazom:

(10.19)

U poslednjoj relaciji figurise odnos velicina A 7*. i 7J. , koji se eksplicitno moze izraziti na sledeci nacin:

A7A- 8

{n'1,n2,m'|fn'|t/)6){ J^'-VVv |^n' |ni,n2 ,m'
z_v L ' '—'

b It
9

-[n2 + (r i ] - n 2 ) 2 - |m|2 - 1] 4- — [n'2 + (n\ n2)2 - |m'|2 - 1] - 2nn'(rii -

Ovaj izraz je preuzet iz [18], a izrazava uticaj nehomogenosti jonskog polja na velicinu elektronske udarne
polu-polusirine sa tacnoscu da clanova koji su proporcionalni prvom stepenu parametra e. Velicine fn i rn<
predstavljaju radijus vektore elektrona atoma u stanju sa glavnim kvantnim brojem n i n' respektivno. i/>Q i
ipb su parabolicke talasne funkcije stanja, koje odgovaraju pocetnom stanju n) (odgovara mu visa energija)
i krajnjem stanju |n'} (odgovara mu niza energija) respektivno.

Na ovaj nacin smo definisali sve neophodne velicine koje ce se u narednim poglavljima koristiti za dalja
izracunavanja.
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Poglavlje 11

Potpuni profili vodonikovih
spektralnih linija

U ovom poglavlju ce se razmatrati potpuni profili spektralnih linija atoma vodonika /n n<(Aw) koji su defin-
isani kao konvolucija intenziteta pojedinih starkovskih komponenti Ifc(Aw) i ukupne funkcije raspodele jacine
jonskog polja W. Osnovni problem je taj da sve velicine koje figurisu u ovoj konvoluciji nisu definisane u
istom koordinatnom sistemu. Intenzitet 7 fc(Aw) je definisan u sistemu x'y'z' gde je z'-osa paralelna jonskom
polju F, a funkcija raspodele jacine jonskog polja W se odreduje u sistemu koordinata xyz koji je nezavisan
od pravca jonskog polja F. Problem se resava tako sto se odredi oblik operatora R koji vrsi rotaciju sistema
x'y'z' sve do poklapanja sa sistemom xyz. Ovaj operator transformacije omogucuje da se sve velicine koje se
javljaju u izrazu za potpun profil spektralne linije 7nn>(Au;), zapisu u istom koordinatnom sistemu, a to je u
ovom slucaju sistem x y z , Na ovaj nacin transformisan izraz za 7nn< (Aw) se koristi u daljim izracunavanjima.

11.1 Potpuni profili vodonikovih spektralnih linija sa uracunava-
njem uticaja nehomogenosti jonskog polja

Potpun profil spektralne linije 7n n<(Aw) sa uracunavanjem uticaja nehomogenosti jonskog polja, odreduje
se kao konvolucija intenziteta pojedinih starkovskih komponenti /^(Aw) datih relacijom (10.18) i ukupne
funkcije raspodele jacine jonskog polja W i to prema formuli:

; n n . (Afj) = dF <\X-W(X)-,h(&u,X). (11.1)
J .1 ,

\F\=0 X k

Ako se uvrsti izraz za intenzitet starkovske komponente 7* (Aw), dobija se sledece:

|F t = 0 X

Velicina A' predstavlja sve nezavisne promenljive od kojih zavisi funkcija raspodele jonskog elektricnog polja.
Funkcija raspodele W sadrzi tri komponente jonskog elektricnog polja F i pet nezavisnih komponenti tenzora
nehomogenosti jonskog polja koji je definisan relacijom (10.5). Za pet nezavisnih komponenti ovog tenzora
uzimaju se komponente prve vrste i trece kolone.

Uvodeci proizvoljan nepokretan koordinatni sistem xyz sa z-osom koja nije paralelna jonskom polju F,
moguce je dobiti opsti izraz za ukupnu funkciju raspodele pomocu metoda Markova ([20], [21]). Naravno, i
u ovom slucaju se razmatra model koji ne uracunava jonsko-jonske korelacije i efekte Debajevog ekraniranja.
Dakle, funkcija raspodele jacine jonskog polja W ima sledeci oblik:

OO -t-OC c

dFx 8FZ...(A 8Fr d F . 8FX dFx dFy\ ,3^[ f , \
H (F, __.-—,_ - ,___! = / d> / ••• / 1 I dcr a -exp \-i(pF +
\ dz dy dz dz J J J J _, L v

-1/71=0 -co

8FX dFx 3FV
cr3— -- h ff4— -- h cr5--

dy dz dz
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11.2. Odredivanje. operatora transformative R 11. Potpuni profili vodonikovih spektralnih linija

Funkcija A(p.a\. 05) koja figurise u prethodnoj relaciji zavisi od koncentracije naelektrisanih cestica u
plazmi N i definisana je kao:

A(p.(r\ 0-2 , a.3 , 0-4 , <75 ) = exp[-7V • C(p, a\, 02, 03,04,05)] ,

gde funkcija C(p, a\. 05) ima sledeci oblik

(11.3)

d 3 f - 1 - exp

r|=0

- r
+ 02-

3z2 - r2
+ + 04-

3X2

(11.4)

Pri izracunavanju konvolucije mora se voditi racuna o tome da je velicina //fc(Aw) u relaciji (11.1) zapisana
u koordinatnom sistemu x'y'z' gde je z'-osa paralelna jonskom polju F, a funkcija raspodele jacine jonskog
polja W se odreduje u sistemu koordinata xyz koji je nezavisan od pravca jonskog polja F.

11.2 Odredivanje operatora transformacije R

Posto je velicina /j.(Aw) zapisana u koordinatnom sistemu x'y'z1, a funkcija raspodele jacine jonskog polja
W se odreduje u sistemu koordinata xyz, neophodno je transformisati relaciju (10.18) u koordinatni sistem
xyz. Problem se resava na taj nacin sto se odredi izraz za operator R koji ostvaruje rotaciju sistema x'y'z1

sve do poklapanja sa sistemom xyz, sto se u matricnom obliku moze prikazati kao:

R odnosno
R\i
R-2'2 (11.5)

Oblik i svojstva operatora transformacije R
Neka je sistem x'y'z', koordinatni sistem u kojem su
odredene talasne funkcije za hamiltonijan dat izrazom (10.1)
i u kojem je z'-osa paralelna jonskom polju F. Polozaj ko-
ordinatnog sistema x'y'z1 je u odnosu na polozaj sistema
koordinata xyz odreden pomocu dva Ojlerova ugla 9 i ip
(slika 11.1).

Sa slike se moze zakljuciti da je ^V normala na ravan
x'Oz', kao i to da x, y' i j/-osa leze u istoj ravni cija se
normala poklapa sa pravcem Oz. Takode se mogu uociti
relacije koje zadovoljavaju Ojlerovi uglovi:

= OF, (11.6)

(11.7)

Koriscenjem odnosa sa slike, mogu se izraziti jedinicni vek-
,..., n i ., j , i - - t j- ,. -L. • -. tori koordinatnog sistema x'y'z' preko iedinicnih vektorako-Slika 11.1 Medusoban polozaj koordmatnih sistema b y r j
xyz i x'y'z'

ezi = COS(TT • cos O + cos(— — i

ordinatnog sistema xyz:

• cos9p • ey + cos(— - OF]

~ C O S T T - <

e,i — • KM Of.- • ex + cos(<p/.- - -) • sm9p • ey + cos d

U prethodne relacije je neophodno uvrstiti Ojlerove uglove Q i tp umesto uglova OF i ipp koriscenjem (11.6)
i (11.7), pa se dobija:

= COS(TT - V + —) • cos9 • ex + cos(— — 7:) • cos 9 • ey + cos(— - 6}
Li Li

- cos(i/) - ^ - - ) • e.r + COS(TT - -) • ey,

e.j = cos(V> - -) • sin cos(ip - - - -)



11. Potpuni profili vodonikovih spektralnih linija 11.2. Odredivanje operatora transformacije R

odnosiio.

Q -H-

?V = cos(^- — w] • cos (9 • ex + cos(27r - ip) • cos9 • ey + cos(- - 0} • ez,
^ £

X - ,371" X -.c.y- = cos(t" - 7T) • ex 4- cos( — TT - i/)) • ey ,

7T
<V = cos(t/' - -) • sin 9 • ex + cos(ii> - TT) • sinO • ey + cos# • ez.

Ako se uzmu u obzir relacije koje odreduju kosinus zbira i razlike uglova:

cos(r> ± ft] = cos n • cos 3 T sin n • sin 3, (11-8)

izrazi za jedinicne vektore postaju

ezi = - sin il> • cosO • er + cosy • cos 6 • ey + sin9 • ez, (11.9)

ey> = -costb • ex - s i n i f r • ev, (11.10)

e-> = sinV' • sin 6 • eT ~ cost/) • sin^ • ey + cosd • ez. (11-11)

Da bi se prethodne relacije mogle iskoristiti za pronalazenje oblika operatora R, mora se prvo utvrditi veza
izmedu ovog operatora i jedinicnih vektora u xyz i x'y'z' koordinatnom sistemu. Bilo koja tacka u prostoru
moze se opisati vektorom polozaja r*ili f ' , ali uvek mora biti zadovoljena identicnost f = ?' . Posto su vektori
polazaja dati sledecim relacijama:

uslov identicnosti postaje

j '

Ako ovu relaciju pomnozimo skalarno vektorom e/t , dobicemo zakon po kojem se transformisu koordinate:

E-

£>;•(*'•*).
Eksplicitan oblik ovog zakona transformacije za sve koordinate glasi:

J = (^ • e r - J • J-' + (P : • eyO • 2/' + (P.- • e:0 • z' '.

Na osnovu ovog eksplicitnog zapisa. moze se zakljuciti da je operator transformacije R dat sledecom matricom:

R =
ef • P.,
f>

e , p , f i . f i , f>
Z ('.T ^'Z "V ^Z

Skalarni proizvodi koji figurisu u izrazu za operator R, direktno se mogu dobiti iz jednakosti (11.9), (11.10)
i (11.11):

e[T • exi — - sin ii> • cos 9, ex • ey> = - cos T/J, e^ • e"2' = sin ij) • sin ^,

ey • ex> = cos il> • cos 6, e*j, • ey = — sin •(/), e*y • e"Z' = — cos i/> • sin ^,

e*. • ex' = sin ^. e~ • ey> =0 , e*z • ez> = cos (9.
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11.2. Odredivanje operatora transformacijc R 11. Potpuni profili vodonikovih spektralnih linija

Ovi skalarni proizvodi omogucuju da se koordinate x, y i z izraze eksplicitno kao:

T = — sin ID • cos 0 • .r' — cos ii> • y' + sin i/> • sin 9 • z1,

j/ = cos •(/' • cos 0 • .;:' - sin i/1 • y' - cos </.' • sin 0 • z',

: = sin 0 • x' + 0 - i/ + cos 0 • z'.

Konacno jo dobijen izraz za operator transformacije R koji sadrzi Ojlerove uglove 0 i

(11.12)

(11.13)

(11.14)

- cos 8 • sin
cos 0 • cos i/'

sin 0

- cos ly; sin B • sin •(/>
- sin V- — sin 0 • cos t/>

0 cos 0

Veoma vazno svojstvo operatora 7?, je unitarnost. Unitarnost podrazumeva osobinu da je inverzan operator
R~} jednak adjungovanom W. Prvo cemo odrediti inverzan operator .R"1, koji se nalazi prema formuli:

det/? detfi

ill -n-21
?12 Rll

?.13 -^23

1-31

gde fiT predstavlja transponovan operator. Kod transponovanog operatora je izvrsena smena vrsta i kolona.
Lako se pokazuje da je det/j = 1:

detfl. =
— cos 9 • sin V-1 — cos tjj sin 0 • sin i
cos 0 • cos V'1 — sin i

sin 0 0

detT? = cos2 0 • sin2 0 4- sin2 0 • cos2 V' + sin2 0 • sin21/> 4- cos2 0 • cos2 iA,

— sin 9 • cos -0
cos 0

del/? = cos2 9 • (sin2 V + cos2 0) + sin2 9 • (cos2 ^ + sin2 VO = cos2 0 + sin2 0 = 1 .

Daklo. izra.z za inverzan operator /I""1 postaje:

D-l _

- cos (9 • sin ?/! cos 9 • cos T/I sin 9
— cos i' — sin 0 0

sin 0 - sin ij; — sin 0 - c o s ̂  cos0
(11.15)

S druge strane, adjuugovan operator dobijamo transponovanjem konjugovanog operatora. Posto su svi
elementi realni, adjungovan operator je upravo jednak transponovanom:

= (R'}
'Ri

R'2'2

- cos 0 • sin ili cos 0 • cos -0 sin 0
- cos tp - sin 0 0

sin 0 • sin 0 — sin 0 • cos tp cos 9
(11.16)

Poredenjem relacija (11.15) i (11.16) zakljucujemo da su inverzan R 1 i adjungovan operator w jednaki:

odnosno da je operator R unitaran. Osobina unitarnosti se moze zapisati i na sledeci nacin:

Dejstvo operatora transformacije R

Osobina unitarnosti operatora R omogucuje da se u ovom slucaju primeni teorija unitarnih transformacija.
Relac i jon i (11.5) je dofinisano kako operator P transformise funkciju r' u r:

f= Rr'. (11.17)

Postavlja se pitanje kako ce ovaj operator transformisati bilo koji operator koji je definisan uprimovanom
koordinatnom sistemu. Neka, je operator ,4 definisan u primovanom sistemu oznacen kao Av i neka on
transformise funkciju r' u g':

Apf" - g".
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11. Potpuni profili vodonikovih spektralnih linija 11.3. Trans for mis an oblik ukupnog profila . . .

Nakon neznatne transformacije koja podrazurneva mnozenje poslednje relacije operatorom R sa leve strane
i ubacivanje jedinicnog operatora I, dobijamo:

R.4pir" = Rg',

RAp(RiR)f' = Rg'.

(RApR*)Rf" = Rg'.

Posto je dejstvo operatora R na funkciju poznato, dobijamo sledece:

(PApft)r = g.

Iz oblika poslednje relacije inoze se zakljuciti da operator RAPR^ predstavlja operator A u neprimovanom
sistemu. pa je na taj nacin odreden postupak za transformaciju operatora iz primovanog u neprimovan
koordinatni sistem:

RApft = An.

Koriscenjem osobine unitarnosti operatora R lako se dobija obrazac za transformaciju operatora iz nepri-
movanog u primovan sistem:

Ap = frAnR. (11.18)

Na. ovom mestu ce biti izracunat i izraz R^fR, jer ce se on kasnije koristiti u odredivanju profila spektralnih
linija. Transformacijom relacije(11.17) dobijamo:

f=Rf",

fr?R = f'R.

Koriscenjem poslednje relacije i izraza za koordinate x (11.12), y (11.13) i z (11.14), dobijamo:

R^r.R = - sin v> • cos 8 • x' - cost/) • y' + sin^ • sin^ • z' , (11.19)

WyR = cosy • cos# • x1 — sin^ • y' — COST/' • sin# • z', (11.20)

R]zR = s'mO • x' + 0 • y1 + cosO • z . (11-21)

Posto je operator transformacije kao i njegovo dejstvo u potpunosti odredeno, moze se preci na transformaciju
svih velicina koje figurisu u izrazu za profil starkovskih komponenti.

11.3 Transformisan oblik ukupnog profila vodonikovih spektralnih
linija

Kao sto je vec navedeno, neophodno je izvrsiti transformaciju izraza za profil pojedinih starkovskih kompo-
nenti (10.18) u kojem figurisu velicine /&, t\jk i Aw^ izrazene preko matricnih elernenata u sistemu x'y'z1,
u disperzioni profil u xyz sistemu. Transformacija je neizbezna, jer se izraz (10.18) konvoluira sa funkcijom
raspodele W koja je izrazena u neprimovanom sistemu. Ovo se postize transformacijom matricnih elemenata
koji ulaze u izraze za //,. . A7;. i Awj. prema formuli (11.18):

(i/;i|f (z'.y'.*')!^) = (^\R^f(x,y,z)R\^) = (^\f(x,y,z)\R^), (11.22)

gde je f proizvoljan operator, a (V'l^l i I-R^) talasne funkcije u sistemu koordinata xyz. Ako sejnatricni
element! AC*., AL^. &Jk, a,,, aM , A» i A,t podvrgnuti transformaciji (11.22) prikazu kao AC1*, AC//t, A^,
av, a^, A,, i Ay, tada se za profil spektralne linije vodonika pri prelazu |n) -> |n') dobija:
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11.3. Transjormisan oblik ukupnog profila ... 11. Potpuni profili vodonikovih spektralnih linija

U poslednjoj relaciji su uvedene nove velicine koje predstavljaju komponente tenzora nehomogenosti jonskog
,. 9FX ' dFz dFx 8FX . 8Fy . , ,. . , , . , „ .

polja gi = ——, <?2 = -^—, 93 = -z—, 94 = -^— 1 95 ~ -zr-- Ostale velicine su vec prethodno denmsane
ox oz ay ' oz oz

formulama (10.13), (10.16) i (10.19):'

Aw, = AC, + A(7,, (11.24)

7, = /}0) i + ]T' «'̂ " + ' «/• A' • (n-25)

Resavanje integrala (11.23) je veoma slozeno, pa se zbog toga pribegava razvijanju u red podintegralne
velicine:

(11.27)
(Aw - Aw,)2 + (7,)2 '

po malom parametru rf. Ovaj parametar predstavlja odnos velicina AT", i 7, :

t = ^-f. (11.28)
(0) v '

7*

Podintegralna velicina data relacijom (11.27) se razvija u red na taj nacin sto se nazavisno razmatra brojilac, a
potom imenilac datog izraza. U brojiocu figurise velicina 7^, koja se uvodenjem parametra S moze predstaviti
kao:

S obzirom da je velicina //,. definisana relacijom (11.25), brojilac 7^ • Ik dobija sledeci oblik:

7, • 7, = 7i0) (1 + S) • l{°} i + £' a, A, + 5;' a, A, ,

' ,̂  + 6

U poslednjoj relaciji je neophodno zadrzati samo clanove koji su proporcionalni parametru S, odnosno
potrebno je odbaciti sve clanove koji su srazmerni <52. Posto parametar S nosi informaciju o uticaju ne-
homogenosti jonskog polja na velicinu udarne elektronske polu-polusirine, tada se iz defiicije za koeficijent
Av (10.12) moze zakljuciti da je Av ~ (5, jer sadrzi u sebi matricni element kvadrupolne interakcije U. Zbog
toga se u poslednjoj relaciji zanemaruju dva poslednja clana kao male velicine drugog reda:

+ ' a + 5 • (11-29)

Na ovaj naci brojilac izraza (11.27) je sveden na velicinu koja je srazmerna parametru 6. S druge strane,
imenilac se razvija u red po malom parametru <5, pri cemu se zadrzavamo na clanu linearnom po <5:

1 +«.firi t
( A w - A w , ) 2 + (7,)2J,= 0"" ' ld7V(Aw-Aw,7 2 + (7,)2;W

Prvi sabirak se jednostavno izracunava, ako se uzme u obzir da je prema (11.26) 7, = 7, za <5 = 0:

1 1 1
_(Aw - Aw,)2 + (7,)2J(5=o (Aw - Aw,)2 + (7[0))2

Da bi se odredio drugi sabirak, prvo se mora izvrsiti diferenciranje po parametru 6:

d / 1 ^ _ 2 - 7 f c d7fc _ 2 -7 , (0)
— "n ' rt ' f I,

[(Aw — Aw,)2 + (7,)2] [(Aw — Aw,)2 -I- (7,)2]

92



11. Potpuni profili vodonikovih spektralnih linija 11.3. Transformisan oblik ukupnog profile,

I'vrst.avajuci izraz /a 7^. prema relaciji (11.26), konacno se dobija:

\ - Aw,)2 + (7 fe)V [ (Aw-

a za <5 = 0 izraz dobija sledeci oblik

d / 1

[(Aw- Aw*)2
i2 '

S obzirom da su odredene vrednosti oba sabirka, koji figurisu u izrazu za imenilac relacije (11.27), moze se
konacno zapisati:

1 1
(Aw - Aw*)2 + h f c)2 -6- rL0))2

Aw*)2 + Cy fc)
(11.30)

Posto su poznati izrazi za brojilac (11.29) i imenilac (11.30), moze se utvrditi i oblik podintegralne funkcije
(11.27):

' /* 1

- Aw f c)2

r(0) (0)

Naravno. i u ovom slucaju je potrebno zadrzati samo clanove koji su proporcionalni parametru 6, odnosno
odbaciti one koji su srazmerni S2 ill Avfi, pa imamo:

1

( A w - A (Aw ,)2 +

Ako se uzme u obzir i izraz za parametar 6 dat relacijom (11.28), poslednja jednakost postaje:

7, • r(0) (0)

(Aw- (Aw-
1 + V*' - ~K

(0)

7[0>

Na ovaj nacin je odreden oblik podintegralne funkcije koja figurise u izrazu za profil spektralne linije atoma
vodonika pri prelazu \n) -> |n'), a dat je relacijom (11.23). Dakle, izraz za profil spektralne linije u slucaju
atoma vodonika sa tacnoscu do clanova proporcionalnih malom parametru S, ima oblik:

/ „ , , - (AW) =
+ 00

dF / • • • / J|d.<?0 • W(F,3i,32,.93,94,95)'
(Aw-

1 + y^ ay>tv +
7l0)

(11.31)

Svi izrazi navedeni u ovom poglavlju se odnose na opste resenje problema uticaja jonskog polja na profil
spektralne linije u okvirima popravke prvog reda po parametru e za pomeraj, intenzitet i udarne elektronske
polu-polusirine starkovskih komponenti. Za dalji proracun je pogodno poslednji izraz (11.31) prikazati u
obliku superpozicije centralnih i bocnih komponenti profila linije:

/w(Au;) = 70(Aw) + J,(Aw),

gde je /o(Aw) udeo centralnih komponenti (AC^ = 0) u profilu linije, a J;(Aw) udeo bocnih komponenti
^ 0). U narednim poglavljima ce biti detaljno analiziran profil bocnih komponenti.

93



11.3. Transformisan oblik ukupnog profila . . . 11. Potpuni proflli vodonikovih spektralnih linija

94



Poglavlje 12

Profil bocnih komponenti

12.1 Profil bocnih komponenti sa uracunavanjem nehomogenosti
jonskog polja

Neposredno izdvajanje bocnih komponenti J;(Aw) iz ukupnog profila (11.31) nije moguce. Medutim, za
bocne komponente je AC, ^ 0 i moze se smatrati da je kvadrupolna interakcija uvek mala u poredenju sa
dipolnom:

Ar, « AC, .
Ova cinjenica omoguruje razvoj u red imenioca podintegralne funkcije u relaciji (11.31) po malom parametru
ft:

i.
/?=-=*-«!. (12.1)

AC,

Parametar ft figurise u izrazu za imenilac samo preko velicine Aw,, koja je prema (11.24) jednaka:

Aw, = AC, + A[7, = AC, 1 + -=?• = AC,(1 + ft).
V AC, /

Uzimajuci poslednju relaciju u obzir, izraz koji figurise u imeniocu relacije (11.31) se moze zapisati kao:

_ 1 _ 1

" (Aw - Aw,)2 + (7^0))2 ~ (Aw - AC,(1 + ft))2 + (7^0))2 '

Sada je potrebno izvrsiti razvoj imenioca <?(ft) u red po malom parametru ft, pri cemu se zadrzavamo samo
na clanovima linearnim po ft:

g(ft) w g(Q) + ft
d5(ft)

dft
(12.2)

n=o

Prvi sabirak se jednostavno pronalazi uvrstavanjem ft = 0 u izraz za <?(ft):

1

Da bi se utvrdila vrednost drugog clana u izrazu (12.2), neophodno je diferencirati funkciju

dg(ft)1 1

r?=o

2 • (Aw - AC,(1 + ft)) • AC, • (1 + ft)
dft

Dakle. izraz za funkciju ff(ft) dobija sledeci oblik:

1 1

2 - ( A w - A C , ) - A C ,

(Aw - Aw,)2 + (7> U ) ) 2 (Aw - AC,)2 + (7T
ft-

2 - ( A w - A C , ) - A C ,

[(Aw-AC,)2 + (7J0))2]2 '
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12.1. Profit bocnih komponenti ... 12. Potpuni profili vodonikovih spektralnih linija

Ako so uverle izraz za parainetar /? prema relaciji (12.1), izraz za g(Q) postaje:

1 _ 1 A^- 2 - ( A w - A C * ) - A C *

Prethodna relacija se moze zapisati i na sledeci nacin koji podrazumeva izvlacenje prvog clana ispred zagrade
i torn obliku ce biti kasnije koriscena:

1

(Aw - Aw,)2 + (7[0))2 (Aw - AC,)2 4- (T^)2
1 +

(Aw - AC,)2 + (7l0))2
(12.3)

Preostalo je da se podintegralna funkcija iz relacije (11.31) h(Q) transformise na slican nacin, odnosno da
se razvije u red po parametru Q. Prvo se funkcija h(fi) dovodi na pogodan oblik:

avAv + a^ A^ + 6) -
[(Aw-

gde je 6 definisano relacijom (11.28). Ipred zagrade u poslednjoj relaciji se izvlaci zajednicki clan, pafunkcija
h(fl) dobija sledeci oblik:

h(fl) =
1

(Aw -Aw,) 2 + (7,T
, ^' -T V-' -71 + > avAv + > ciftAft _ ._ .,

(Aw- Aw,)2 + (7,)2

Moze se uociti da clan ispred zagrade, kao i imenilac u poslednjem clanu mogu biti razvijeni u red po
parametru I? prema vec dobijenom obrascu (12.3):

h(fl) =-
1

( A w - A C , ) 2 + (7!0))2

2 - (Aw- AC,) -AC, -O

I

"' ' ( A w - A C , ) 2 + (7l0))2

\ 2 • (Aw -

( 1 + y^ avAi,
V

AC,) • AC, • 0

(Aw-AC,) 2 + (7l0))2 .

+ 6 -

Mnozenjem svih clanova u prethodnoj relaciji dobio bi se velik broj clanova, ali od svih njih neophodno
je zadrzati samo one koji su proporcionalni parametru Q. Dakle, clanovi proporcionalni n2, &Q i AVQ se
zanemaruju, pa h(Q) dobija mnogo jednostavniji oblik:

h(H) =-
C^^UM2

2 • (Aw - AC,) • AC,

Uvrstavanjem izraza za parametre 6 i SI dobija se sledece:

1-
(Aw - AC,)2 + (7l0))2

2 • (Aw - AC,) • ALT, (12.4)

Na ovaj nacin je dobijena podintegralna funkcija koja figurise u relaciji (11.31) sa tacnoscu do na mali
parainetar Q. U slucaju bocnih linija velicina 7n n-(Aw) postaje /;(Aw), a izraz (11.31) ima oblik:

DC -h DC'

/ / ( A w ) = f dF I ••• fl[dga-W(F,gl,g2,g3,g^g5) h(Q).
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12. Potpuni profili vodonikovih spektralnih linija 12.2. Transformacija matricnih elemenata ...

Ako se u prethodnu rolaciju uvrsti izraz za funkciju g(fi) (12.4), dobija se formula prema kojoj se racunaju
profili bocnih l inija:

1
~Gn

r(0) (0)

I" (Aw - AC*)2 + (7l0))2

^ -T , ^k 1 -
-AC*,)2 + (7<0 ))2

2 • (Aw - ACQ
(12.5)

Pre nego sto sc otpocne sa integracijom po komponentama tenzora nehomogenosti jonskog polja ( g i , . . . , g5),
neophodno je inatricne elemente operatora U koji ulaze u izraz za At/* transformisati.

12.2 Transformacija matricnih elemenata operatora U

Da bismo izvrsili transformaciju matricnih elemenata U, iskoristicemo obrazac (11.22) pri cemu je oprator
T identicki jednak U:

Operator U karaktcrise kvadrupolnu interakciju, a njegov eksplicitan oblik je dat relacijom (10.2). Imajuci
ovo u vidu relacija za transformaciju operatora U postaje:

odnosno.

f)F FlF r)F r>F FlF

rlF FlF r)F
(12.6)

Svi clanovi koji se jav l ja ju u prethodrioj relaciji nisu medusobno nezavisni. Relacija (10.7) omogucuje da se
utvrde sledece veze izmedu komponenti nehomogenosti jonskog polja:

dF dF: 8F,,
dx dy ' dx dz dy dz

Prema relaciji (10.3) se mogu odrediti i sve komponente tenzora kvadrupolnog momenta:

Q.r.r = -f • (3.r- - r2) . Q,.y = -e • 3xy, QX2 = -e. • 3xz,

Q,,.r = -e-3.ry. Qyy = -e • (3y2 - r2) , Qy2 = -e • 3yz,

Q:x = -e-3.rz. Q:y = -e-3yz, Qs, = -e • (3z2 - r'2),

a odatle se moze zakljuciti da je tenzor simetrican

(12.7)

(12.8)

(12.9)

Dakle. uzimanjein u obzir jednakih clan ova relacija (12.6) moze dobiti jednostavniji oblik:

dFz

:^h
dFx

' 9y
dFx

'• a^
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12.2. Transformacija matncnih elemenata ... 12. Potpuni profili vodonikovih spektralnih linija

Postoji jos jedna znacajna veza izmedu dijagonalnih komponenti tenzora nehomogenosti jonskog polja (10.8)
koja omogucava da se elimimse jos jedna komponenta iz poslednjeg izraza:

/ dFi \ dF,, dF,
Spur \^r-} = -^ + ̂ r- + ^r:' = 0-\dxkj dx dy dz
dF^ _ dFx dF.
dy dx dz

Slirno vazi i za tenzor olekt.ricnog kvadrupolnog momenta Q:

Spm(Qik) = Q,r.r + Q!ni + Q« = -e • (3.r2 - r2) - e • (3y2 - r2} - e • (3z2 - r2) = 0,

Qyy = ~Q.r.i ~ Q:: •

Konacno mozemo izvrsiti smenu jos jednog clana u okviru matricnog elementa operatora U:

"eyv ^ \.^.r.r i ^ c c / i oa if \

Uvrstavanjem ove jednakosti u izraz za matricni element i nakon pregrupisavanja clanova, dobijamo:

+ 2Q«)^- + ^Q.r,y~ + 2Q*:^jf + 2Qyz^l^2>. (12.10)

Lako se moze uociti da u ovoin izrazu figurise samo pet nezavisnih komponenti tenzora nehomogenosti

jonskog polja —- i isto toliko komponenti tenzora elektricnog kvadrupolnog momenta Qik-
dxk
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Poglavlje 13

Odredivanje funkcije raspodele jacine
jonskog polja W

Cinjenica da postoji samo pet nezavisnih komponenti nehomogenosti jonskog polja i isti toliki broj nezavisnih
komponenti tenzora elektricnog kvadrupolnog momenta, vec je bila uzeta u obzir kada se definisala funkcija
raspodele jacine jonskog polja W . Ako se komponente nehomogenosti jonskog polja oznace sa gi, . . . ,g$,
relacija kojom jc dofinisana funkcija W (11.2) postaje:

00 +00 c

/

[ f
d3/? / • • • / n di7Q • exp[-i(pF

'
M=0

Funkcija A(p, a\ . . . . <r5) se nalazi prema relaciji (11.3) koja glasi:

A(p. < 7 i , 0 - 2 . < 7 3 , ( 7 4 . < 7 5 ) = 6Xp[-7V • C(p, ff\ <72 , (T3 , <74 , <T5)] , (13.1)

gde je N koncentarija naelektrisanih cestica u plazmi. Funkcija C(p,(T}, . . . ,<75) ima dimenzije zapremine i
odredena je izrazom (11.4) koji ce na ovom mestu biti koriscen u nesto drugacijoj formi. Naime, lako se moze
zakljuciti da clanovi u eksponencijalnoj funkciji predstavljaju komponente tenzora elektricnog kvadrupolnog
momenta, pa poredenjem sa izrazima za Qik dobijamo:

n,~ NC(p,al ..... a5) = i - *x " *v1 -exph -e-^- -CTI— r- -<T 2 — r- -^3—^-
r 5 5

|f|=0

Da bi resavanje integrala koji figurisu u izrazu za funkciju raspodele W bilo moguce, funkcija C(p, o\,... ,0-5)
se mora razviti u red po parametrima a\,... , (75:

(13.2)
0=1

pri cernu se zadrzavamo ria linearnom clanu. Prvi clan u razvoju predstavlja vrednost funkcije C u tacki
a\ . . . = as = 0. a ova vrednost je jednaka:

C ( 0 ] ( p ) = C(p. 0 .0 .0 ,0 ,0) = / d 3 f -

|f|=0

l-exp(-te^) . (13.3)

Clan C ( n )(p) opisuje karakteristicnu zapreminu unutar koje se moze smatrati da je jonsko polje homogeno.
Koeficijent koji se javlja pod sumom predstavlja vrednosti prvih parcijalnih izvoda po parametrima a\ ,0-5
u tacki gde su svi ovi parametri jednaki nuli:

d
da0

gde je CT^ = c r i , . . . ,£75.
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13.1. Slucaj homogenog jonskog polja 13. Odredivanje funkcije raspodele jaciiie jonskog polja W

Da hi se odredila vrednost ovog koeficijenta, mora se uzeti u obzir relacija koja definise funkciju C(p, a\ . . . , <75).
U .slucaju diferenciran.ja po parametru a\ ovaj koeficijent ima sledeci oblik:

d
,a\.... , <75)J

d3f 1 — exp

1 J d'V' ̂

/ e p - f QIX Qzz Qxy Qxy Qv*\\\\ ~ a\ cr2 —r a3 — at — a5 ——
V H r5 r° r5 r° r5 /

J J J CT -o

hx Q« Qxy Qxy Qyt

IT" ~ o r2TT~< 73 'T5-~ f f 4T5~ -^TT

,3- Qz-r / . p • f1 r • -7- -exp -le—-
r5 V H

(13.4)

Na potpuno analogan nacin se dobijaju i ostali koeficijenti koji figurisu u razvoju funkcije C(p, a\,... , <J5)
(13.2), a njihove vrednosti su sledece:

(13.5)

(13.6)

(13.7)

(13.8)

" a / N "

r

Oo ^ V /

5 / \ / ^ ^ ~ \ O (p, CTI (75 j

9a.| V V

" 5 f c r ^ )V

oo

n ^ •*
CT.'=° |f|=0

00

. / ,3-, Qiy / .p-T
1 J d r ' rs " e X P ^ le ,3

. 7 ^- ^-- ^ • ̂ r— i / d r • — r- • exp — le — r-
J rb V r /

oo

/

, ^ Qyz / p ' f ^
d f- — — -exp -ze— T-

r5 V r /
<^ii — U I j r i— n|f|=0

Moze se uociti da svi koeficijenti koji odgovaraju linearnom clanu po parametrima o^, zavise od odgovarajucih
komponenti tenzora elektricnog kvadrupolnog momenta.

13.1 Slucaj homogenog jonskog polja
U slucaju homogenog jonskog polja sve kornponente tenzora nehomogenosti jonskog polja su jednake nuli
(5i = • • • = 95 — 0)- Takode su i svi parametri a^ identicki jednaki nuli, pa funkcija raspodele jacine jonskog
polja W dobija sledeci oblik:

H'(F. 0,0, 0 ,0 .0 ) = W(F) = -A(p,0,0,0,0,0).

1/51=0

U prethodnoj relaciji so javlja funkcija A(p, 0 , . . . ,0) , koja se prema formulama (13.1) i (13.3) moze zapisati
kao:

A(p, 0 . 0 , 0 . 0 , 0 ) = e x p [ - N - C ( p , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 ) ] ,

.4 (^ ,0 .0 ,0 ,0 ,0 ) = A(p) =exp[- .V.C ( 0 ) (p)] . (13.9)

Uvrstavanjem funkcije A(p) u izraz za funkciju raspodele W, dobija se:

W(F) =

|p]=0

Prethodni integral oznacava integraciju po celorn prostoru u koordinatnom sistemu xyz. Pogodno je na ovom
mestu preci na integraciju po sfernim koordinatama p, 6P i v?p, gde uglovi 6P i (pp predstavljaju uglove koje
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13. Qdredivanje funkcije raspodele jacine jonskog polja W 13.1. Slucaj homogenog jonskog polja

vektor p zaklapa sa odgovarajucim osama u koordinatnom sistemu xyz. Integral se transformise u:

x- IT 2n
r r >.

W(F) = / dp • p2 I d9p • sin Op I d<f>p • exp(-i • pF) • A(p).
o n n

Da bismo transfonnaciju korektno sproveli, moramo i argument u eksponencijalnoj funkciji predstaviti preko
sfprnih koordinata. Skalarni proizvod koji se javlja u argumentu jednak je:

p- F - pF • rprp.

p • F = pF •

gde su ep i ep jedinicni vektori vektora p i vektora jacine jonskog polja F, a Opp ugao izmedu njih. Uzimajuci
poslednju relaciju u obzir funkcija raspodele W(F) postaje:

27T

W(F) = j Ap- p2 -A(p} f d d p - s i n O p f d<pp • exp(-i • pF • cosOpF). (13.10;
0 0 0

Ovde je problem samo delimicno resen, jer i novouvedena velicina Opp zavisi od sfernih koordinata. Da
bi se ta zavisnost eksplicitno odredila, mora se krenuti od izraza za jedinicne vektore ep i ep u sfernim
koordinatama:

KP — sin 8p • cos '^}p • eT + sin Op • sin (pp • ey + cos 9P • e~ ,

ep = sin Of- • cos^p • ex + sin OF • sin^f • ey + COS&F • Cz,

gde su Of.- i ^f uglovi ko je zaklapa vektor F sa odgovarajucim osama u koordinatnom sistemu xyz. Skalarnim
mnozonjem ova d\'a vektora se dobija sledece:

fp ' ?F — sin Op • cos if p • sin OF • COS^F + sindp • sin (pp • sin Op • sin</?/r + cosOp •

RP • CF ~ smBp • sin 0 /,• (cos (p -p • cos (pf + sin(pp • s in^f) + cos^p • cosOp-

Koriscenjem relacije (11.8), moze se konciznije zapisati clan u zagradi, pa konacno imamo:

Cp • CF = sin Op • sin OF • cos(<fp — <f>p-) + cosOp • cosOp.

Poslednja jednakost u potpunosti odreduje vrednost skalarnog proizvoda p • F:

cosOpp = sin Op • sin Op • cos((pp — <fp) + cosOp • cosOp, (13.11 )

p - F = pF • \smBp • sin Op • cos (</?,, — ipp) + cosOp • cos^f].

Da bi se izracunali integral] u relaciji (13.10), pored toga sto je neophodno da se izrazi cosOpp- u sfernim ko-
ordinatama, mora se eksponencijalna funkcija razviti u red. Iskoristicemo razvoj ravnog talasa po Beselovim
funkcijarna Jv(x) i Lezandrovim polinomima Pn(x) na osnovu problema 7.78 u [5]:

exp(ifcrcos^) = - ^ i" • (2n + 1) • Jn+i (kr) • Pn(cos^). (13.12)
71 = 0

Beselova funkcija za proizvoljnu vrednost v se definise kao:

gde je r(p) gama-funkcija koja se izracunava prerna forrnuli

= d t - t p ~ } -exp(-t) = (p-

o

Ako je parametar ;; prirodan broj tada je vrednost gama-funkcije data sledecim izrazom:
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13.1. Slucaj homogenog jonskog polja 13. Odredivanje funkcije raspodele jacine jonskog polja W

U slucaju da je pararnetar p poluceo broj, vrednost gama-funkcije se lako nalazi ako je poznata sledeca
vrednost:

Lezandrovi polinomi su vec definisani relacijom (2.5) koja glasi:

1 dn .,
P n ( x ) = — -- - - (,r2 - l ) n .

n\" d.r"

Nekoliko prvih Lezandrovih polinoma su:

Po(x) = 1,

P , ( x ) = l-(3x2 - I).

P4(x) = -(35.T-1 -30: r 2 +3) , . . .
8

Posto je potrebno da razvijemo eksponencijalnu funkciju iz relacije (13.10) u red, iskoristicemo izraz (13.12)
prethodno zamenivsi i sa — i, kr sa pF i cosifr sa cos0pF:

exp(-ipFcosOpF] - (^~p) y^(-?')' • (2/ + 1) • Jt+\(pF) • Pi(cosOpF-).
1=0

S obzirom da je cos6pp slozena funkcija sfernih koordinata, sto je izrazeno relacijom (13.11), razvoj ekspo-
nencijalne funkcije dobija nesto slozeniji oblik koji je preuzet iz [2]:

i °° r ' ii _ v
exn(-ipFcosQnp} — ( ) 2 Y"V-z)' • (21 + 1) • J i . i ( p F ) • P;(cos#0) • P;(COS#F) + V^ 2 — -r •

v ' V2pF/ t—1 ' - t - 2 v r *" z_w (I + m)l
1=0 m=l

-VF)]. (13.14)

Uvrstavajuci poslednji izraz u formulu za funkciju raspodele W(F] (13.10), dobija se:

7 } '7 / 7T \ i^,
W ( F ) = I dp • p2 • A(p] I d6p • s'mOp \p • (^-^) X / ' ) ' C21 + ̂  ' Ji+^(PF^ ' Pi(cosOp) •

J •' ' i n
0 0 0 '-"

Pogodno je uvesti no\-e promenljive /ip i /.IF koje su sa promenljivima sfernog koordinatnog sistema dp i Of
povezane relacijama:

HP = cos Op,

//f = cos OF .

dok je element dp;^ jednak

Uvrstavanjem ove smene u izraz za W(F), on postaje:

7 ~ 2
W(F} = - d p - p 2 - A ( P )

+1 o '-u
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13. Odredivanje funkcije raspodele jacine jonskog polja W 13.1. Slucaj homogenog jonskog poljn

Posto su operacije sumiranja i integraljenja nezavisne, moze se izvrsiti zamena redosleda ovih operacija.
Takode se znak — moze iskoristiti za izmenu granica integracije po promenljivoj p,/,:

-X +1 2ir
c - c r \ = £(-i)' • (21 + 1) / dp • p2 • A(p) • (—] 5 • Jl+±(pF) I d/i, \ •

= P L'="

Integracija po promenljivoj <pp se odnosi samo na poslednji clan i podrazumeva sledeci integral:

Posto je vrednost ovog integrala razlicita od nule samo u slucaju kada je m — 0, a sumiranje po m se
vrsi za m > 1, znaci da je clan koji sadrzi sumu po m identicki jednak nuli. Ova cinjenica u mnogome
pojednostavljuje izraz za funkciju W(F), koja u ovom slucaju glasi:

^ oo : +1 2w

\V(F) - y (-?:)' • (2/4- 1) dp- p2 • A(p) • f-^-=}2 • J , , i ( p F } I dfj.p I dtpp • PI(HP] • PI(HF)-
f-* J \2pFJ ( + 2 J j
'---" n - 1 0

Integracija po promenljivoj (pp je nezavisna od ostalih clanova i kao rezultat daje faktor 2?r:

7 i +f
W(F) = 2*Y(-i)1 -(21 + 1) dp-p2 -A(p)- (~)2 • Ji+i(pF} • PI(HF] / dnP-Pi(nP). (13.15)

Prethodna relacija se moze dalje pojednostaviti, ako se uzme u obzir osobina ortogonalnosti Lezandrovih
polinoma, koja se iskazuje sledecom jednakoscu:

+ 1

dx • Pn(x) • Pm(x) =-^-^ • Sn.m, m,n = 0 , l , 2 , . . . (13.16)

-i

U izrazu (13.15) figurise sledeci integral koji sadrzi Lezandrove polinome:

On se pogoclno moze transformisati na taj nacin sto se u integral ubaci polinom nultog stepena koji je
identicki jednak jedinid i ne menja vrednost integrala:

+ 1 +1

f dnp • P,(fip) • 1 = [dnp • P,(fip) • Pn(nP) = XT— r ' <*/.o.
J J /( "r -1

Dakle, integral (13.17) ce biti razlicit od nule samo ako je I = 0. Ovo znaci da od citave sume po / ostaje
samo prvi clan kada je / = 0. Na ovaj nacin je izraz (13.15) jos vise pojednostavljen:

oc i

'W(F) = 2n ̂ (-i)' • (21 + 1) / dp • p2 • A(p) • ( —
1=0 P

• J dp • p2 • A(p) • ( —
2pF<

o

Posto je PO(M-F) = 1. prethodna relacija se transformise u:

W(F) = ̂  • dp • p2 • A(p) • ~ • Ji (pF)

n
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13.1. Slucaj homogenog jonskog polja 13. Odredivanje funkcije raspodele jacine jonskog polja W

Preostalo je jos da se odredi vrednost Beselove funkcije J i ( p F ) , a to se moze uciniti koriscenjem relacije
(13.13). S obzirom da je vrndnost parametra v u ovom slucaju polucela, pogodno je upotrebiti obrazac kojim
su odredenr Beselove funkci je sa polucelim parametrom i>, a koji glasi:

Prvih nekoiko Beselovih funkcija polucelog reda date su sledecim relacijama:

./i(.r) = J— - -smx, (13.18)

Jj (x) — \j - - • f — • sin x — cos x I ,
2 ' v TT • x \

2
Ji(x) = J ( f— - l) -s inz cosx ) , . . . (13.19)

2 V TT • x \2 / j /

Na osnovu ovih relacija moguce je odrediti vrednost Beselove funkcije Ji(pF}:

Ji(pF) = J - - -sin(pF),
2 V IT • pF

ka.o i vrednost funkcije raspodele jacine jonskog polja W(F)

^C1

li'(F) = 47T • / dp . p2 . A(p] • (~) ? - (
./ v 2/?F / V

Nakon neznatnog sredivanja poslednjeg izraza, konacno se za funkciju W(F) dobija:

oo
4-7T /"

W(F) = — • / dp • p • A(p) • sin(pF). (13.20)
f J

o

Korisno je pokazati da se iz uslova proporcionalnosti funkcije raspodele jacine jonskog polja W u slucaju
homogenog jonskog polja i Holtsmarkove funkcije raspodele H(/3), dobija relacija koja u potpunosti definise
oblik funkcije Cw(p).

r1

iy(F, 0,0, 0,0.0) = W(F) ~ H(0), gdeje /3 = —•
fo

Velicina F0 predstavlja normalnu jacinu jonskog polja i njen intenzitet iznosi:

dok je Holtsmarkova funkcija raspodele data izrazom

//(#) = - f dv (0v) -sin(/3v) -exp(-?;t). (13.21)
K J

o

Da bismo relaciju (13.20) sveli na oblik koji sadrzi Holtsmarkovu funkciju raspodele, prvo se moraju uvesti
velicine 0 i FQ:

F = oTo,

W(F) = ̂ r- f d p - p - A(p) • sin(p/JF0).
o

n

Sada je potrebno uvesti smonu promenljive p. na sledeci nacin:

v = pFo. dv = FQ • dp.
3C 00

W(F) = ̂  • / dv • ~ • ̂  • ̂ (w) • sin(/3t;) = -^ • f dv • (fiv) • A(v) • sin(/3V)
P^O 7 ^0 ^o P rQ J

o 0
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13. Odredivanje funkcije raspodele jacine jonskog polja W 13.2. Slucaj nehomogenog jonskog polja

Integral u poslednjoj relaciji ce imati ohlik Holtsmarkove funkcije raspodele (13.21), samo ako funkcija
A(p] = A(v) data izrazom (13.9) ima strogo definisanu funkcionalnu zavisnost:

A(v) = exp[-.V • Cw(v}} = exp(-L-i). (13.22)

Kao posledica ovog uslova, javlja se sledeca veza:

,V-r ( 0Vl = i . i .

) = •!•,.-*.
7V

Ovim je odredena zavisnost funkcije C ( 0 )(v) od promenljive v, ali se veoma lako moze preci i na zavisnost
po promenljivoj p, ako se uzme u obzir da je v = pF0:

C (0 )(p) = ^ .(pF0) i . (13.23)

Preostalo je jos da se odredi eksplicitna veza funkcije raspodele jacine jonskog polja W(F) i Holtsmarkove
funkcije raspodele H ( 0 ) . Posto je funkcija A(v) odredena izrazom (13.22), za vrednost W(F) dobijamo:

•

tr'F) = 1FF3 • -J~fo ~

w(V = Wri-H(ft-
t-'~ ro

Na ovaj nacin je pokazana i eksplicitna zavisnost funkcije raspodele homogenog jonskog polja od Holts-
markove funkcije raspodele.

13.2 Slucaj nehomogenog jonskog polja

U slucaju nehomogenog jonskog polja, odredivanje raspodele W(F, gi, . . . ,g$) je prilicno slozeno zato sto su
komponente tenzora nehomogenosti jonskog polja <?i, . . . ,#5 razliciti od nule. Takode se od nule razlikuju i
parametri a\ . . . . rrs, pa je neophodno izracunati sve clanove Ca (p). Ovaj prorac.un je detaljno sproveden
u dodatku F. Poznavanjem svih vrednosti velicina Ca (p), moze se pristupiti odredivanju izraza za funkcije
A ( p , a \ . . . . , (75) (13.1). S obzirom da ova funkcija zavisi od C(p,cr\, ... ,<75) (13.2) konacan izraz ima sledeci
oblik:

( 5
A(p.a^ff-2.o^a.^n^ = exp[-N • C(p ,CT 1 , a 2 , c r 3 , °^a$}\ exp -N (C{0)(p) + ]T C(Ql \p) • aa

^ 0=1

Moguce je u prethodnoj relaciji razdvojiti deo koji zavisi od C'°' (p) od onog koji je funkcija velicina Ca (p) :

T 5 1
A(p. a, . . . . . a5) = exp [-N • C(0} (p)} • exp -N ^ C(al) (p) • aa .

L 0=1 -I

Ovo je ucinjeno zbog toga sto su parametri a\, . . . ,05 male velicine priblizne nuli, pa se eksponencijalna
funkcija koja sadrzi ove parametre moze razviti u red. U razvoju eksponencijalne funkcije:

^ r" x2

zadrzacenio se na linearnom clanu, sto u ovom slucaju odgovara clanu linearnom po aa. Dakle, uvrstavanjem
clana:

u izraz za A(p, a\. (T 5 ) , dobijamo u mnogome pojednostavljenu formu ove funkcije

5
(13.24)
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13.S. Slucaj nehomoge.nog jonskog polja 13. Odredivanje funkcije raspodele jacine jonskog polja W

Konacno mozemo zapisati funkciju raspodele jacine jonskog polja u slucaju kada je ovo polje nehomogeno,
na sledeci nacin:

f f f II -"
W(F, g i , .92, .93. ,9-t. ,9s) = / d3p / • • • / |J d(7Q • exp [-1 (pF

•' ^ • ' „ _ _ !

0393

5

-7V^
0=1

Ovako dobijena funkcija raspodele se nece dalje razvijati, nego ce prvo biti izracunate vrednosti integrala
koji se javljaju prilikom daljeg izracunavanja funkcije raspodele jacine jonskog polja W. Tu se pre svega
rnisli na prve momente (ga)^ funkcije raspodele W(F,gi,... ,55) koji zadovoljavaju relaciju:

~o

/

[" r\1

d3p-exp(-ip-F) U— A(p,a^...,a,) , (13.25)
\_oaa j

|p1=0

gde je w(F) funkcija raspodele jacine jonskog polja. Ova funkcija raspodele je sa W(F) i Holtsmarkovorn
funkcijom H(/3), povezana na sledeci nacin:

\ J 7~" -{ O94?r • F(f • /?^

Da je relacija (13.25) zaista za.dovoljena, pokazano je u dodatku E.

(13.26)
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Poglavlje 14

Izracunavanje profila bocnih
spektralnih linija

Odredivanje izraza za prve momente (ga)p koje je sprovedeno u dodatku G, omogucuje da se izvrsi integracija
po komponentama tenzora nehomogenosti jonskog polja ga u relaciji (11.31), ali samo u slucaju bocnih
starkovskih komponenti. Zbog togaje potrebno razmotriti integraciju po velicinama <?a u izrazu (12.5), koja
glasi:

r~ / dFGn J
\F\=0

• I n
J „

r(0) (0)

, 9s, 54,

1 -

(Aw - AC/02 +

2 • (Aw - AC*
(14.1)

Medutim, prvo se mora utvrditi koje sve velicine zavise od ga. Posto je ga komponenta tenzora neho-
mogenosti tenzora jonskog polja i sadrzi se u izrazu za kvadrupolnu interakciju U (10.2), potrebno je razma-
trati samo one clanove koji zavise od velicine U. Prema definicijama (10.12) i (10.15), lako se moze zakljuciti
da su to velicine A,, i AL'j.. Naravno, svaka od ovih velicina se prvo transformise u Av i At/*. Na osnovu
relacije koja definise At:/t (10.15) i transformacione relacije (11.22), dobija se izraz za At/*:

(14.2)

Transformacija proizvoda av • Av

Prvo cemo razmatrati izraz za Av, koja je prema transformaciji (11.22) jednaka:

-, _ (il
•A.,, —

Vrednosti za energiju u prethodnom izrazu su samo formalno transformisane, jer energija kao karakteristika
nekog sistema ne sine da zavisi od izbora koordinatnog sistema. Ovo tvrdenje ce biti dokazano na primeru
energije En^m.m- Krece se od izraza za transformaciju operatora iz primovanog u neprimovani sistem:

r )n \f^Vn\,n-2,m) i

gde poslednji clan predstavlja srednju vrednost operatora d • F u neprimovanom sistemu. Nakon transfor-
macije ovog izraza dobijamo:

E,,^ni,m ~ En - (li>ni,ni,m\(d ' 7^)p !?/>„, ,n2,m) ,
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14. Izracunavanje proflla bocnih spektralnih linija

Poslednji izraz prema relaciji (10.11) predstavlja energiju E$,m,m, pa vazi sledece:

odnosno, energija so prilikorn transfonnacije iz neprimovanog u primovan koordinatni sistem ne menja.
Ananlogan postupak so moze sprovesti i za vrednost energije El0^:

pa izraz za A,, postaje

i ,71 2 .

Posto u izrazu za AC;- (10.14). figurisu samo srednje vrednosti operatora d • F, ova velicina se nece menjati
prilikom prelaska u novi koordinatni sistem:

AC, = AC, = {i/;n,.n2.m |d- F|^ni,,,2.m> - (Vn',,ni,m-|d- ^l^.^.m') - (14-4)

Sledeci koeficijent koji se javlja u integralu (14.1) i koji je potrebno transformisati je a,,. Ovaj koeficijent je
dat relacijom (10.17). a ona glasi:

I' zavisnosti od toga da li je polarizacija emitovanog zracenja TT ili cr, komponenta dipolnog momenta d,
postaje —c.z1:

a(J> = 2 •

V ^'^/

ili —ex' (odnosno —ey')

a, = 2 •

n .-)= 2 .<^X-»^ )Wn>,m .*'l*r . . .n))_ ( 1 4_ 6 )

Transformisan izraz za koeficijent S^ je prema (11.22) jednak:

Posto su sve komponente dipolnog momenta ekvivalentne, razmatracemo samo slucaj x-komponente elek-
tricnog diponog momenta. Dakle, u torn slucaju kao komponentu dipolnog momenta uvrstavamo velicinu
— ex, pa imamo sledece:

a ( ,T) = 2 . _ J l_

Izraz za R^xR je vec odreden relacijom (11.19), pa koeficijent av postaje:

nv = 2 • {</>„!(- s in- i / 1 • cosO • x' - cost/' • y' + sin^ • sing • -zOlVVj .n j .m' ) •

((^n\.n'2.m'\(- sin^ • cosg • x' - cos^ • y' + sini\ • sing • z ' ) l^n i ,n 2 ,m))*

x' - cos i// • y' + sin t/» • sing • zOlVv^n^m')!
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14. Izracunavanje profila bocnih spektralnih linija

Talasne funkcije v n , , n 2 . m i Vv,,^.™' koje se javljaju u prethodnom izrazu u okviru matricnih elementa
koordinata x', y' i z', su odredene u primovanom koordinatnom sistemu, odnosno u sistemu u kojem se
z-asa poklapa sa pravcem jacine jonskog elektricnog polja. Ova cinjenica omogucuje da se za odredivanje
matricnih elemenata iskoriste vec izvedene relacije (8.10) i (8.14). Tako se za x' i y' koordinatu u slucaju
--polarizovanog zraronja (A?n = 0), prema (8.14) dobija:

( ^ n ' 1 , n 2 , m ' ! y ' K " n i , n 2 , m ) = 0.

Na ovaj nacin se dobija relacija za a(J}, u kojoj ostaju samo matricni element! z1 koordinate:

_ ( r r ) _ 2 (^vl(sin^ • sing • 2')|^n;,, l2.m.)((^n;,n2.m.|(sin^ • sing • ̂ ) |^n i ,n2 ,m))*

Promenljive (9 i v se odnose na neprimovan koordinatni sistem, pa kao takve mogu da se napisu i van
matricnog elemenata:

a , =
(sin w - sin

i , n 2 , m / j

Moze SP uociti da dobijeni izraz predstavlja vrednost koeficijenta av u slucaju ?r-polarizovane komponente
(14.5). pa je:

Isto vazi i za cr-komponentu zracenja (Am = ±1), kada su prema (8.10) matricni element! koordinate z'
jednaki nuli:

(V^|2>n',,n2.m') =0 ,

\Vn', .n 2 ,m' \ 1^'Vi i .n j ,m ) — ".

Pored ove konstatacije mora se uzeti u obzir da su matricni element! x' i t/ koordinate jednaki, a ove
koordinate ekvivalentne. Zbog toga se u slucaju cr-komponente, koordinate x' i y' mogu poistovetiti, pa
relacija (14.7) postaje:

9

(- Shi I/) • COS 6>- COST/02 ' |{l/>n1 ,n2 ,m|z' |Vn'1 ,n2 ,m ')r

I ^ n i , n 2 , m ) ) *

Moze se uociti da dobijeni izraz predstavlja vrednost koeficijenta av u slucaju u-polarizovane komponente
(14.6). pa je:

a ( f f ) = a ( ( T )lijy U>|y .

Ovim postupkorn je pokazano da koeficijent, av ne menja svoj oblik pri transformaciji operatora iz nepri-
movanog u primovan sistem. odnosno pokazano je da vazi sledeca jednakost:

av = «„. (14.8)

Uzimajuci u obzir relacije (14.3) i (14.8), moze se odrediti transformisan oblik proizvoda avAv:

a,,A,, = a,, • —-— . '' • ' "''"2'm . (14.9)
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14. Izracunavanje profila bocnih spektralnih linija

Integracija transformisanog operatora U po komponentama tenzora nehomogenosti jonskog
polja ga

Moze se lako uociti da u integralu (14.1) figurse proizvod a^Ai,. Integracija ovog clana se prakticno svodi na
integraciju samo onog dela koji zavisi od komponenti tenzora nehomogenosti jonskog polja, a to je operator
U. Ovaj operator se u proizvodu avAv javlja samo u obliku matricnog elementa, sto se moze zakljuciti na
osnovu relacije (14.9). Dakle. neophodno je izvrsiti integraciju ovog matricnog elementa po velicinama ga,
a oblik ovog matricnog elementa je odreden i dat relacijom (12.10), koja glasi:

1 F dF dF
(^n,,n2.m\^U(.r.y.2)R^niJl^m) = -- • (il}ni,ni,m\ft (2Q« +Qz:}~ + (Qxx + 2QZZ)-^- +

o [ ox oz
~)P* n 77- Q

+ 2C?*V^ + 2Q,,~ + 2g

Svaka od komponenti tenzora nehomogenosti jonskog polja se moze krace zapisati kao ga(a = l,2,..., 5),
pa prethodna relacija postaje:

= - ' <</>„, .na,m I # [(2QXX + Qzt)R • 9l + & (Q zx + 2QZZ )R •

• .94

U relaciji (14.1) se mora izvrsiti integracija proizvoda prethodnog matricnog elementa i funkcije raspodele
nehomogenosti jonskog polja W(F,gi, . . . ,55):

+OO

. W ( F , 9 l . . . . ..95) • {</>„,.„,.,» \W(1QXX + Q,z)R• 91

, ,n 2 ,m) . (14.10)

Talasne funkcije J/1,,, .„.,.,,, ne zavise od velicina gn, pa integral po ovim velicinama moze da se zapise unutar
matricnog elementa:

( +^~
T - - - • ( ^ ' n , , n 2 , m < I " I dg\dg2 • ..dg5 • W(F,g^... ,55) • [Ri(2Qxx +QZZ)R- g\ 2Qzz)R-92-

Sada je potrebno integral zbira razloziti na zbir integrala po ga, jer ce se svaki od njih zasebno razmatrati:

f +00 +00

^ , < 7 i , . . . , 3 5 ) + fi t-
— 00

+ OC +00 +00

•(Qzr+2Qzz)R /d.92 .5 2 [iff dgidg3dg4dg5-W(F,gi,... ,95) + 2&QxyR f dg
J J J J J J

3 • g3 •

—00 — OO

+00 +00

00

/
dgs

U prethodnoj relaciji figurisu integral! cije su vrednosti definisane preko prvih momenata (ga)p funkcije
raspodele nehomogenosti jonskog polja W:

d.9,3 ' 3a • W ' ' ( . 9 i , . . . , i
3=1
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14. Izracunavanje profila bocnih spektralnih linija

Vrednosti svih prvih momenata (ga)F funkcije raspodele jacine jonskog polja W(F,gi,... , #5) su izracunati
u dodatku G. I'vrstavanjem prethodne relacije u izraz za T, dobijamo sledece:

1 [ ' > 7 r ) : < • (27r)5 r -
T - - 7 • ~, TT-^r • H(l3] • ( ( / '„ , ,,2 m /?t(2Q:rT +QZ.)R- (gi)e + R^(Qrr + 2QZZ)R- (g2) ? +6 4n • ii2 • F0J L " - . / / . .-. / / .

Wn2 ,m>. (14.11)

Vrednosti svih prvih momenta (50)^ su odredene u jednom od prethodnih poglavlja ovog rada, pa cemo se
na ovom mestu zadrzati na sledecoj integraciji koja se javlja u (14.1). Naravno, to je intgracija po jacini
jonskog elektricnog polja F. Pogodno je u ovom integralu izdvojiti ugaoni deo, jer se integracija matricnog
elementa operatora U, odnosno velicine T upravo svodi na integraciju po ugaonom delu:

TC -c rr 2rr

d3F = I AF • F'2 I d6F • sin 0F f d<pF.

Potrebno je izvrsiti prelazak na promenljive 9 i ijj, zato sto prvi moment! (ga}F i transformisane vred-
nosti kornponenti tenzora elektricnog kvadrupolnog momenta Qik zavise od uglova 9 i rjj. Prelazak na ove
promenljive se odvija u skladu sa relacijama (11.6) i (11.7), pa imamo:

~c >o JT 57T/2 oo

/ d3F= JAF-F'2 fd9-smd f dip = I AF • F2 f dfl, (14.12)
J J J J J J

l/?l=0 ° ° T/2 o n

gde integracija po .<? predstavlja integraciju po uglovima 9 i ip i to u intervalima (0,7r) i (?r/2, 5?r/2) respek-
t ivno. Napomenuto je ver da se u relaciji (14.1), javlja integracija velicine T po jacini elektricnog jonskog
polja, odnosno neophodno je pronaci sledece:

d3F • T = I df) • sin# / <ty • T \F • F1 = / dQ • T I dF • F\ J J J J

I F I - O ° 7r/2 ° i? o

I'vrstavanjem velicine T date relacijom (14.11) i uzimajuci u obzir da integracija po uglovima moze uci u
matricni element, prethodni integral postaje:

, rr 57T/2

1 (27T)3 • (2?r)5 (
T

I

J
n

de-sm9

0

1
00

|^ni,na,m) fdF-F2.

o

Posto ce na ovom mestu paznja biti usmerena na integraciju po uglovima, zgodno je uvesti oznaku P za
izraz koji se nalazi unutar matricnog elementa:

<M-T = --- . f l 2 . 3 • H(/3) • (^n i ,na ,m |P|Vn i .na ,m). (14.13)
J D 4?r • p* • t<Q
o

Dakle, neophodno je izracunati vrednost veicine P koja je eksplicitno data izrazom:

7T 57T/2

P= f d9-sm9 f dil>- [&(2Qx:r + Qzz)R-(9i)F+ft(Qxx + 2Q2t)R-(92)F + '2&Q:CyR-(g3)F +
J J

0 r r / 2

,̂ , • (.94)^ + 2&Qy,R • fa)?] . (14.14)
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14. Izracunavanje profila bocnih spektralnih linija

Posto je svaki od integrala u poslednjoj relaciji razlicit, njihovo izracunavanje ce biti sprovedeno zasebno, a.
pri tome ce se smatrati da je velicina P jednaka:

/»=!>

Pre izracunavanja ovih integrala odredicemo zavisnost transformisanih komponenti tenzora elektricnog kva-
drupolnog momenta Q,k od koordinata x, y i z. Koriscenjem relacija (12.7), (12.8) i (12.9) lako se nalazi da
je izraz koji se javlja u pravom integralu, odnosno u velicini P}, jednak:

+ Q~)R = &[-2c(3x2 - r 2 ) - e(3z2 -r'2)]R = ~e&(6x2 - 2r2 + 3z2 - r'2)R,

+ Q::)R = -c&(3x2 - 3y2)R = -3e&(x2 - y2)R.

Prakticno je transforrnacija komponenti Qtk svedena na transformaciju koordinata x, y i z koja je poznata.
Analogno se odreduje i sledeci izraz koji se javlja u velicini P^:

+ "2Q::)R = & [-e(3x2 - r2) - 2e(3*2 - r2)]R = -e&(3x2 - r2 + 6z2 - 2r2)R,

R](Q.ri + "2Q:,}R = -e&(3z2 - 3y2)R =

Nalazenje preostalih clan ova je mnogo jednostavnije i izvodi se na sledeci nacin:

&QzyR = R'(-3exy)R = -3e&(x

&Qy:R - Ri(-3eyz)R = -

Sada se pristupa izracunavanju svih integrala koji se javljaju u izrazu za velicinu P datu relacijom (14.14).
Prvo se odreduje vrednost integrala PI koji ima oblik:

7T •T'T/2 7T 5 7T / 2

f f - i - / /" "t 2 2 ~i - y c sin J (v- (Qxr + Q;; (9\)f - tj sin J v y (g^j,.

0 r r /2 0 7T/2

Unitarnost operator R omogucuje sledecu transformaciju:

R](x2 -y2)R = tix2R-

pa integral P\a oblik

It O J T / 2

/• /•
P, = -3e / d 0 - s i n 0 / c

J J ' '
0 r r /2

Pozivajuci se na relacije (11.19) i (11.20) koje daju izraze za R^xR i R^yR respektivno i (G.5) koja daje
vrednost prvog momenta (g\]p. izraz za integral PI postaje:

IT 57T/2

P, =3r / d^ • sin 0 I di" • | (- sin V' • cos 8 • x' - cos r/» • y' + sin ̂  • sin S • z')2 - (cos i/> • cos 6 • x' -

0 rr/2

- sin \l> • y' - cos it> • sin 0 • z ' ) 2 ] • ^—— • 8(8} • [3 sin2 9 • cos 2ip + 3 cos2 0 - l ] ,
-* o

odnosno,

7T 57T/2

P! =7rA'e2 • Z?(.'^) d6-sin6 I d^ • [(-sint/> • costf • z' - COST/) • y' + sin V • sin 0 • z')2 - (cost/;-

0 jr/2

• cos 5 • x' - sin i/) • y' - cos ̂  • sin 9 • z ' ) 2 ] • [3 sin2 9 • cos 2if} + 3 cos2 6 - l].
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14. Izracunavanje profila bocnih spektralnih linija

Posle izracunavanja velikog broja elementarnih integrala sa trigonometrijskim funkcijama, konacna vrednost
integrala P\:

P, = 7rNc^B(8)-~(5y'2-4z'2-x'2),
0

gde je B(6) Fon Neumanova funkcija definisana u dodatku G relacijom (G.3) Sada prelazimo na resavanje
integrala P> koj i ima slederi oblik:

5 7 T / 2 It 57T/2

/
rd'U> • Pt f(Qx , . + 2Q.,)R • (n-2\ = -3e / dd • sin6>. F j

0 It/I 0 7T/2

Ako se uzme u obzir jednakost:

izraz za P-i postaje

n 57T/2

Uvrsta\-anjem relarija (11.20) i (11.21) koje definisu transformacije koordinata i izraza za prvi moment (g?)p
(G.6), dobijamo:

57T/2

A = - 3e / d# • sing1 / d?/> • [(sin(9 • x' + 0 • y1 + cosO • z'}2 - (costp • cosd • x' - simp • y' - cosi/j

0 7T/2

• s i n d - :")-] • ?^- • B(0] • (3 cos'2 B - 1),
J O

odnosno.

7T 57T/2

P-2 = -2irNe2 • B(j3] / d0-sm8 / dt/i • [(sin0 • x1 + cos8 • z')2 - (cos ip • cos 6 • x' -si

Posle sredivanja i izracunavnja mnostva elementarnih integrala sa trigonometrijskim funkcijama, vrednost
integrala P2 postaje:

0

Sledi resavanje integrala 7^ koji iina sledeci oblik:

rr oir/2 TT 57T/2

dip

0 7T/2 0 rr/2

I u ovom slucaju se moze iskoristiti jednakost:

pa izraz za PS dobija sledecu formu

5ir/2

^ = -6e f dO-smd f dtfi • (ftfxR) (ftyfl) • (93)?-
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14. Izracunavanje profila bocnih spektralnih linija

Uvrstavanjem relacija koje definisu transformacije koordinata x i y, kao i izraza za prvi moment (#3)^ (G.7),
dobijamo:

PS - 6e I AO • sin 9 I di/> • (- sin i/> • cos 0 • x' - cos i/> • y' + sin ?/> • sin # • 2') • (cos ip • cosd • x' -

0 ff/2

- sin V> • ?/ - cos V • sin 0 • z')l • TrWe • 5(/?) • sin2 (9 • sin 2?/>,

odnosno,

7T 57T/2

/" f

P3 =67rA'e2 • 5(tf) d9 • s'md I dijj • (- s'mip • cosd • x' - cosip • y' + sint/> • sin# • z'} • (cosip •

0 7T/2

• cos 0 • x' - sin V' • y' - cos il> • sin B • z1} • sin2 9 • sin 2t/>.

Nakon elementarne integracije trigonometrijskih funkcija, konacno dobijamo vrednost integrala P3, koja
iznosi:

.
15

Sada se resava integral P^ koji ima sledeci oblik:

TT 5ir/2 ,r 5?r/2

P4 = f d e - s i n O f dij>-2&Qx,R-{g4)i? = -6e [de-sinO f
J J J J

0 7T/2 0 7T/2

Uzimanjeni u obzir jednakosti:

&(:r:)P = (P^r

izraz za P^ postaje

R) • (g^p-
0 7T/2

Uvrstavanjem relacija koje definisu transformacije koordinata x i z, kao i izraza za prvi moment (34)^ (G.8),
dobijamo sledece:

n 57T/2

P4 = - Qe I d9 • sin 9 I dip • [(- sini/' • cosd • x' - costp • y' + simp • sind • z'} • (sinO • x' + 0 • y' +

0 7T/2

-r- cos^ ' z / } \ 27rAre • B(/3) • cos8 • sind • simp,

odnosno.

7T 5TT/2

/

/•
dd-sind I dil> • (-simp • cosd-x'-cos ip-y'+ sirup • sind • z') • (sin 0 •

J
0 7T/2

• ./•' + cos0 • z1} • cos0 • sind • sin u>.

Posle elementarne inegracije trigonometrijskih funkcija, konacno smo dobili vrednost integrala P4, koja je
jednaka:

Preostalo je jos da se pronade vrednost integrala PS, koji ima oblik:

IT 57T/2 T, 57T/2

P5 = f d e - s i n O f d V ; - 2 J R t Q ^ J R - ( < 7 5 } / ? = -6e [dd-smO f
J J J J

0 7T/2 0 rr /2
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14. Izracunavanje profila bocnih spektralnih linija

S obzironi da vazi:

izraz za Pr, postajp

A = -6r

57T/2

Uvrstavanjem relacija koje definisu transformacije koordinata y i z, kao i izraza za prvi moment (#5)^ (G.9),
dobijamo sledece:

5 7 T / 2

P-r, -6e dO • sin 0 / di/> • (cos ̂  • cos 9 • x' - sin ip • y: - cos ?/> • sin 0 • 2') • (sin 0 • z' + 0 • y' +

0 rr /2

+ cos0 • 2')] • 2-nNe • B ( 0 ) • cos 0 • sin 0 • cost/-,

odnosno.

57T/2

/

/•
d# • sin 0 / dt" • (cos t/> • cos 0 • z' - sin i/> • y' - cos ^ • sin 0 • z') • (sin 0 • z' +

0 ir/2

+ cos 0 • z'} • cos 0 • sin 0 • cos 1/1.

Kao i u prethodriini slucajovima, neophodno je izvrsiti integraciju velikog broja trigonometrijskih funkcija,
pa se konacno dobija i vrednost poslednjeg integrala P5:

F-, = GTrA'r2 • Z?(,i) • ™(x'2 - j ' 2 ) .
ID

Dakle, poznavanjem vrednosti svih integrala koji figurisu u izrazu za velicinu P (14.14), moguce je dobiti
sledece:

• B(0) '2

15

' - 4z' - z ' ) -

'e2 - B(0) • (z'2 - z ' )
15

- z'2)

'2(z' - z ' ) .
15

Poslednja relacija se moze pojednostaviti izdvajanjem zajednickih faktora iz svih clanova, kao i grupisanjem
odgovarajucih clanova:

P = n2Ne2 • B(0) •
'24

.15

f t : '2 A '2 ;2N , ,, 24(by1 - 42' - z' ) + 6 • —

z'2-z'2) +

(Z'2-2'2)|,

'2
lO

P = 7r27Ve2 - (-102'2 + 5j/'2 + 5z'2).
15

Izraz u zagradi se neznatno transformise da bi se dobio pogodan oblik koji ce se kasnije povezati sa odgo-
varajucom komponentom tenzora elektricnog kvadrupolnog momenta:

P = -16ir'2Ne2 -B(0)

Kada se dobijeni izraz za integral P uvrsti u relaciju (14.13), dobijamo:

(14.15)
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14. Izracunavanje profila bocnih spektralnih linija

Potrebno je iz clana koji se javlja u matricnom elementu eliminisati koordinate x' i y', sto se radi na sledeci
nacin:

0 vako dobijeni izra/, se lako inozo uporediti i povezati sa komponentom Q .• ./ tenzora elektricnog kvadrupolnog
momenta, a u skladu sa relacijom (12.9):

2 v " ' 2e L v 'J 2e ^" '

Ovim jp pokazano da jo dovoljno pronaci vrednost matricnog elementa komponente QZ'Z> i na taj nacin resiti
integral po promenljivoj <1 dat relacijom (14.15):

2 v 2 (^}lo
=--]**e -- 47r . ff2 . F3 -- W'n1 ,n2 ,m| - ^ ' QZV |^n, ,n2 ,m),

°

= - Ne, • ̂ ' ^ ' ^^m\Q^^ni,n2,m). (14.16)

Pogodnost prelaska na velicinn Qz>z>, ogleda se u tome sto je ona proporcionalna operatoru V^ koji je dat
izrazom (2.11) i iznosi:

O \ -^ V*- / '7i2a0)3 2

Veza izmedn QZ'Z> i I7'3' se odreduje na jednostavan nacin:

= n - 0 . (3)

^& - - ^7 '
Zj - P

Na ovaj nacin smo velicinu Q-' ; ' zamenili potencijalom I7'3', a vrednost matricnog elernenta ovog operatora
(t 'n, , n : . m n " ( 3 ) [ v l ; n i , ' ! 2 . ' » ) J° poznata i u potpunosti odredena relacijom (4.16):

y 2 1

' T-J— ' [6(m - n2)2 - n2 + 1].

Bitno je navesti vaznu osobinu matricnog elementa operatora V^\ to je da su ovi matricni element!
dijagonalni po kvantnom broju m. Ova osobina je dokazana u poglavlju u kojem se odreduje vrednost
matricnog elementa operatora V'(3 '. Uvrstavanjem izraza za operator V^ u kojem figurise velicina Q z i z > ,
za matricni element dobijamo:

2 4^£0 . n6«3
n2)2 - n2 + 1],' J ' — - • • - 2 - 2

( ' / )n, ,n2 ,m|Qr ' ; ' |1 / 'ni ,n2 ,m> = ~C ' OQ ' "2 ' [6(nl ~ n^ ~ ̂  + ̂ '

Posto je dobijena vrednost za matricni element komponente tenzora elektricnog kvadrupolnog momenta
Q z ' z ' , ona se moze uvrsti t i u relaciju (14.16), pa sledi:

' P '

n
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14. Izracunavanje profila bocnih spektralnih linija

Prethodna jednakost se moze napisati i u nesto drugacijoj formi, ako se uzme u obzir izraz za velicinu T
(14.10):

47T

2
-n -

Znacaj poslednje relacije ogleda se i u tome sto se na osnovu nje direktno moze napisati vrednost sledeceg
integrala:

TT Sjr/2 +oc

d f l - s i n f l f dV.' / • • • [l[dgn-W(F,gi,...,g5)-&Uk,

0 ,/2 -oo ^ Q

gde je velicina AL'n- dennisana relacijom (14.2). Dakle, vrednost ovog integrala je:

7T 57T/2 +.30

• • • [n4 - n2 - 6n2(m - n2)2 - n'4 + n'2 + Gn'^n;2 - n^2)] . (14.17)
^/7 o

Poslednji r.inilac u ovoj rolar iji predstavlja velicinu AJ koja karakterise kvadrupolnu interakciju, a definisana
je relacijom (7.3):

- n2 - 6(m - n2)2 • n2 - n'4 + n'2 + 6(nl - n^)2 • n'2] .
-I

Pored ove mogu se definisati i nove velicine Qk i Hk koje su proporcionalne A^:

Uvrstavanjem velicine H^. u vrednost integrala (14.17), dobija se jednostavnija forma:

Hk. (14.18)

Yec je objasnjeno da clanovi AC/t ne menjaju svoj oblik prilikom prelaska iz jednog u drugi koordinatni
sistem, pa je njihova vrednost data relacijom (14.4):

^ ii i . n , 2 .m m , n 2 , m n, ,n 2 ,m n, ,n 2 ,m J

Yazno je uociti da ovi clanovi ne zavise od komponenti tenzora nehomogenosti jonskog polja, kao ni od uglova
9 i y. pa se ponasaju kao rnultiplikativne konstante u integralu (14.1). Naravno, preostaje da se izracuna
vrednost ovog clana. Da bi se to uradilo operator d • F se mora prikazati u nesto drugacijoj formi. Naime,
ovaj operator karakterise dipolnu interakciju u primovanom sistemu u kojem se z'-osa poklapa sa pravcem
jonskog elektricnog polja:

d • F = -ef" • F = -e(x'ex. + y'ey + z'ez>) • Fez, = -eFz'.

Ovo prakticno znaci da se u clanu AC^- moraju odrediti matricni elementi z' koordinate:
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14. Izracunavanje profila bocnih spektralnih linija

Pogodnojp to sto su koordinata z' i operator V < 2 > medusobno povezani relacijom (2.10):

a matricni element ovog operatora je vec izracunat (3.10)

n ' 7 * 2

(n{ rM,77 ,2 ,m} | r ( 2 ) | n{n i ,n 2 ,m}) = -- • J /' ^' • n • (nj -n2) .
2 47T£o(n2a0)2

I vrstavanjem izraza I '- ' 11 izraz za matricni element, lako se dobija vrednost matricnog elementa z' koor-
dinate:

• e2

2 47r£0(n2a0)2

/ N

• n • (m - n2),

; 3
i } \  j ? j {?),], n2 ,?n}) = - • an • n • (HI - n2).

Uvrstavajuci ovaj rezultat u izraz za AC^, dobijamo:

\r eF f 3 , ^ 3 ' < ' M!iiO^ — —~ ' ^ • Q.Q • n • (HI — n-2) — — • CIQ • n • (n^ — n^) ,
n [2 2 J

-=; 3 ea0F r , , ,
' = 2 ' r' ' \-n ' l ~™2' ~n' ~n'2'>'

Posto izraz u zagradi predstavlja velicinu Aj! koja karakterise dipolnu interakciju, a definisana je relacijom
(7.2):

izraz za AC, mozemo jednostavnije zapisati kao

\7* _ 3 e-aaF \ < i
-i C ^ — — ' : ' _i ^..

Zakljucujemo da AC*, zavisi samo od intenziteta elektricnog jonskog polja F, pa ce samo ova zavisnost biti
od znacaja pri integrar.iji u relaciji (14.1). Pogodno je umesto jacine jonskog polja F uvesti parametar /?:

3 ea0 F d _ 3 eaa d _ 3 ea0 . d
2 h ° F0 k ~ 2 h ° * 2 /i ° * '

i na taj nacin izdvojiti velicinu Ck koja zavisi samo od intenziteta normalnog jonskog polja

AC, = C, • 0, gde je Ck = % • ̂  • F0 • Ag. (14.19)
z ft

Ovim postupkom smo u potpunosti odredili vrednost clana AC^. Sada se pristupa integraciji clanova koji
sadrze avAu. odnosno a^A^ po komponentama tenzora nehomogenosti jonskog polja:

TT 5 J T / 2 +OC:

f n f

I da • sin 0 I m

0 IT/2 -30

Posto je oblik avAv odreden i dat relacijom (14.9), prethodni integral se svodi na:

T, 5w/2 +00

• sin$ / d^' / ' ' ' / TT ^9° ' ^(-^'Si' • • • i f f s ) ' a
0 IT/.' -oc a ni,n2,m

Koeficijerit a^ i energije u imeniocu ne zavise od promenljivih po kojima se vrsi integracija, pa mogu da
izadu ispred integrala:

7T 57T/2 +00

———— — I A9 • sin9 I di/> / • • • / JJd^ • W(F,gi,... ,g5) • (^l/\R^U(x,y,z)R\'ipni^tm).
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14. Izracunavanje profila bocnih spektralnih linija

Za izracunavanje integrala iz poslednje relacije, neophodno je koristiti jednakost (14.16), prema kojoj se
dobija:

IT oir/2 +oc

r i f r^ „ - t , „ i
J s>" J^tl>J^Jl\. «- , . 9 i , . . . , 5 5 v x,y,z n i,U2,m - -

• B ( f i / , ^ , ,
47T • «32 • F3

Dakle, resavanje integrala se svodi na odredivanje vrednosti matricnog elementa komponente tenzora elek-
tricnog kvadrupolnog momenta Qz>z> , koji se pak svodi na odredivanje matricnog elementa operatora

= 2 ., ,
' 6 ^O • G

Da bi se iskoristio rezultat dobijen u poglavlju u kojem je odredena vrednost matricnog elementa opera-
tora I7'3', odnosno (n{ni,n2,m}\V^\n' {n(,n'2,m'}), moramo u poslednji izraz uvrstiti treci stepen malog
parametra A:

Dobijeni izraz se rnoze pojednostaviti uvodenjem izraza za jacinu elektricnog jonskog polja F:

{vv|g.- ; ' |V>n,.n2 ,m> = ~ ' {^|A3V(3 '|^ni,n2,m}.r

Relacija (9.2) daje vezu koeficijenata A,, i matricnog elementa operatora

pa matricni element operatora V^ postaje

/ , n i , n a ,m> = Av

Potrebno je naglasiti da su vrednosti koeficijenata Av date izrazom (9.3), a E'n1,n2,m predstavlja energiju
atoma vodonika u prvoj aproksimaciji i odredena je relacijom (3.12). Vrednost energije u prvoj aproksimaciji
Eni.nj .m odgovara energiji neperturbovanog stanja atoma vodonika £ni,n2,m, jer se i jedna i druga energija
odnose na dipolnu interakciju. Dakle, vazi sledece:

p(H) _ F(II) p(0) _ p(0)
^Jn\ ^Jv n \m v i

a matricni element komponente tenzora elektricnog kvadrupolnog momenta Qz>z> dobija oblik

<</vig^l^,,n2 ,m> = ™-AV (Ewn,,m - 4n)) = ̂  • A • W,«2,m - 40)).
Ako se sada vratimo na integral koji je trebalo resiti, dobijamo:

7T 5JT/2 +00

7T/2 -00

• - • Ne>
3 4 7 r - / ? 2 - F 3

Izraz se moze zapisati i u nesto pogodnijoj formi i to na sledeci nacin:

7T 57T/2 +00

7T/2 -oo

•~-avA,. (14.20)
F
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14. Izracunavanje profila bocnih spektralnih linija

Indeks v prebrojava aamo dva razlicita pocetna stanja t/i = (n\ I,n2 + l,m} i f2 = {«i + 1,^2 - li^},
dok indeks /i prebrojava dva razlicita krajnja stanja ^ = {n\ I ,n2 + l,m'} i /i2 = {"i + I,n2 - l,m'},
sto je izrazeno sumama po ovim indeksima u podintegralnoj funkciji integrala (14.1). Integracija ovih suma
se nalazi vrlo jednostavno na osnovu relacije (14.20):

/

r r C r / / (^Tr^ f-f(R\ • sine j dV; / • • • J l[dga • W(F,9l,... ,<?5) • [£ «»*•> + E S^J = ^.p.p*

3 )
i/ p,

Vec je napomenuto da svaka suma sadrzi samo dva clana, odnosno da vazi:

V^' V^'
v [L

Prema relaciji (9.9) ova se suma moze povezati sa velicinom 6k

pa trazeni integral postaje

7T 57T/2 +00

W> / ••• / \\dga-W(F,9l,...,g5) ^ ̂  ^ • x ' - ^ i - ^"' HW

0 7T/2 -00

7? a0 (27r)

F R ~ 3 1J

Sada ce se ispitati ponasanja velicine A^ /7J, prilikom integracije po komponentama tenzora nehomogenosti
jonskog polja u izrazu (14.1). Ovaj odnos je proporcionalan koeficijentu A», pa se i integral! na slican nacin.
Posto se integracija velicine Av odvija prema relaciji (14.20) na sledeci nacin:

7T 57T/2 +00

0 7T/2 -00

to se i odnos &yk/jk integral! potpuno analogno

7T 57T/2 +00

0 7T/2 -00 " 'K ^k

Naravno, ostaje problem nalazenja izraza &yk/jk , koji ce ovde biti naveden u nesto skracenom obliku.
Naime, bice koriscene relacije iz rada [18], a da se prethodno ne izvedu. Relacija od koje se polazi prilikom

odredivanja odnosa ^7^/7^. je:

™ " " "~"' +0.215

nn 422)

U ovom izrazu figurisu matricni element! (a\Mz\a'} i (/3'|M2|/3) koji se nalaze prema relacijama:

a cije su vrednosti povezane sa parabolickim kvantnim brojevima HI i n2 na sledeci nacin

(a\M:\}=h-(4a) - n < o ) ) ,
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14. Izracunavanje profila bocnih spektralnih linija

Matricni element operatora 7,, , nalazi se prema relaciji:

*
2

in
Pmin

0.215 • n2 . [n2 + („<<*> - n< - l]. (14.23)

U slucaju da stanja a) i |a') odgovaraju pocetnom stanju |n{ni,n2m}), a \fl) i |/?') krajnjem stanju
n ' f n j , n2, m1}), izraz (14.22) postaje:

n{n1,n2,m}}|n'{ni,n2,m'}) = (n{ni,n2,

Pmin
+ 0.215 -nri •

a predstavlja velicinu 7^ koja se javlja u integralu (14.1) i neophodna je za dalja izracunavanja

yi.0> n{ni,n2 ,m})|n'{ni,n2 ,m'}).

'"'la')!/?') (14.22) i obrazac za

(n i , f
7t. = (7l{7li , 7),2, 1

Izraz za 7fc se lako pronalazi, ako se primeni obrazac za izracunavnje (a

izracunavanje (a|7n° |a') (14.23), a glasi:

3 2m \ 3 2m
m/ VTTfcTe/ Pmin J

/''max _ / 2 r / 2 / / / \

Pmin J

i' • rj • ft • (n2 - «i) • ft • (n2 - n'J.

L J 2 m 2

, -, 6nh?Ne t 2m \  pmax

VTTW;

+ 0.215
771 V 7 T / C J e / [_ Pmin

Pogodno je u poslednji izraz uvesti velicinu (v) koja je jednaka:

V 2m

Odgovarajucim grupisanjem clanova, konacno za velicinu 7^ dobijamo:

37rft27Ve
In ] r 2 '2

• y- • [n2 + (m - n2)2 - m - 1] + ̂ - • [n'2 + K - n2)2 -
L

- K l - l ] -2nn ; . ( n 2 -7n ) (n 2 -n i ) ] .

Ovim je u potpunosti odreden izraz za jk , pa je jos preostalo da se utvrdi oblik velicine Ajk- To ce se
uciniti na osnovu relacije (10.19) prema kojoj je velicina ^k jednaka:

gde je A7jt proporcionalno prvom stepenu malog parametra A. Ista ova relacija se moze dobiti i iz (14.18),

ako se odredi oblik velicine 7^ i pri tome se za talasnu funkciju koristi funkcija !?ni,n2,m koja je odredena sa
tacnoscu do na mali parametar A (9.1):

Iz poslednje relacije je jasno da |Q) predstavlja talasnu funkciju *rn1),n2,m, \a^} neperturbovanu talasnu
funkciju. a a ( 1 ) ) popravku na talasnu funkciju koja je proporcionalna parametru A:

Sada se ovako definisana talasna funkcija koristi za izracunavanje velicine

7, = <a|(/?|7[0)|
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14. Izracunavanje profila bocnih spektralnih linija

S obzirom da se proracun radi sa tacnoscu do na mail parametar A, potrebno je zadrzati samo one clanove
koji su proporcionalni ovom parametru, pa za 7^ dobijamo:

7*

Posto su clanovi koji sadrzo talasnu funkciju |« ( 1 )) medusobno jednaki, mogu se sabrati. Isto vazi i za clanove
koji sadrze /i'1 '), pa prethodni izraz postaje:

2 •

Prvi clan ne zavisi od parametra A i predstavlja velicinu 7£ , dok su poslednja dva srazmerna prvom stepenu
A i predstavljaju

2.(aM\^

Dakle, ovim je dobijen obrazac po kojem je neophodno traziti izraz za AT%. Prvo se prema jednacini (14.22),
odreduje vrednost izraza (a'(1>|(/3(0)|7[0)|a:(0)}|/?(0)) koji eksplicitno glasi:

S obzirom da se talasne funkcije koje odgovaraju (Q| i |a'} razlikuju, drugi i treci clan u relaciji (14.22) ce
biti jednaki nuli. Zbog toga preostaje samo prvi clan koji ima sledeci oblik:

1 ~t 1 I * V*-* J I f "1 \ ' ""''"' / / i 1 \ 1 ̂  / \ v .- ,n 2 ,mj|7* |n |n l l n 2 ,m>; ~ 2 ~ R v t n i X" - "i - jn2(n n 2 j

/ r , 1 i i i - ( 0 ) i f i \ (njni + I ,n2 — l,m}|7^. |n{ni, n2 ,mj) .

Vrednosti matricnih elemenata koji se javljaju u poslednjoj relaciji su izracunati u radu [18], a iznose:

Pmaxn{ni,n2 ,m}) =(n{ni - I ,n2

odnosno,

(n{ni + I ,n 2 - l.m}|7[. |n{ni,n2 ,m}) =

In ^i+0.215
Pmin

I ) (n -n 2 -

m2(v)
l nPmax + Q 2 1 5 | .„.

Pmin

• \/n2(n — n2).

Uvrstavanjem poslednja dva matricna elementa u izraz za (a^|(/3^|7£ la'0'

+ l ) (n -m - 1)

dobijamo:

( 0 ) | " ( U ) | (0 ) \ |o (0) \u // i. 1 W 11 ^ 1 ""'7, a , 2fi n , m

2 / / i \  1 ^ / ' ^ l '"^u // -i \ i

-i
In ^max _ L . f l 9 1 ^ - n ^ . , //'n, -I- l^/ ' r ) n, "H-nofVl Tlo^

. Pmin J

e lnpmax 1 C
\V) [_ Pmin

3-r/i2
In (n n \ n 2 j 2 .

.21

JVe

v)

Nakon grupisanja odgovarajucih clanova, dobija se nesto jednostavnija forma:

(o)|^)|a(o))|/3(0)) = ^o . STrgVe . Fln Pmax + 0.2151 n3 [-(n2 +
2/1 7TI (f) [ Pmin J

(n, + l)(n - ni - I)n2(n - n2)j = - ̂  - in + 0.215 . 7
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14. Izracunavanje profila bocnih spektralnih linija

Uvedena velicina 7 predstavlja odredenu funkciju kvantnih brojeva i moze se zapisati u nesto drugacijoj
formi, ako se uzme u obzir da se od velicine 74 (6.4) razlikuje samo po predznaku:

(n\ n-2 + m)(m + 1)] = (n2 - ni)[(n - l)(m + 1) + 2nin2].

Na ovaj nacin je izracunata vrednost velicine (a(1)|(/?(0)|7fc0)|a(0))|/3(0)), a ona glasi:

{Q^K/jWi^W^ /ri m ^D; [ Pmin J

Na potpuno analogan nacin se dobija i (a(0'|(/J(0)|7[0)|a(0))|/3(1)), a rezultat se razlikuje samo po tome sto su
kvantni brojevi primovani. Ovo se i moglo ocekivati, jer se talasna funkcija I/?'1') odnosi na krajnje stanje:

771 (V) Pmin J
n'3 (n2 - n'

Na osnovu dobijenih izraza za (a(°>|(/3(0>|7<0 ) |a ( 0 )>l/3 ( 1 )) i (aW\(pWfi(°}\aW)\pW) lako se dobija velicina
A7fc, koja je jednaka:

A-)* =2

In
Pmi

pmin

'3

5 n3
J

0 .215n ' (n 2 - n;)[(n' -
R (V)

- in 0.215

'3+n ' (n 2 -ni)[(n' -

Nadene relacije za A7j. i y\. omogucuju da se formira i njihov odnos kao:

pmax

2n

r /2
[n

'1n2]l.

I 'I il o ' /• \  /  /- m - 1 -2nn • n2 -ni)(n2 -n'j
.

• In
, „ 01 c+0.215

R m v pmin

• [n3(n2 - m) [(n - l)(m + 1) + 2nm2] + n'3(n'2 - n'J [(n' - l)(

Skracivanjem odredenih faktora, prethodni izraz se moze zapisati u jednostavnijoj formi:

a0 2 ' ["3(n2 - ni)[(n - 1)(TO + !)
~R" n2 [n2 + (n, - n2)2 - |m| - l] + n'2 [n'2 + (nj - n2)2 - |m'| - l] - 4nn'(n2 - m)(n2 - ni)

tu uvesti velicinu A^, koja je definisana na sledeci nacin:

n 3 (n 2 -n 1 ) [ (n- l ) (m + l) + 2n1n2] + n'3(n2 - n()[(ri - l)(m' + 1) + 2ni
^
k ~ 3 ' n2 [n2 + (n! - n2)2 - |m| - l] + n'2 [n'2 + (ni - n2)2 - |m'| - l] - 4nn'(n2 - m)(n2 - ni) '

Iz definicione relacije za A^, direktno sledi veza ove velicine sa &jk/Tk •

2 .R

k ~ 3 ' a0 '

- 3 . ̂ £ . Ai
~ 2 7? A"

Posto je vrednost za odnos

velicinu

5*72 +00

izracunata, moze se odrediti vrednost integrala po uglovima 0 i i/> za

R
/ ' F

Ik 47r . /?2.F 0 3

/ n e l \ 3 )R 3 a0 7

F0/3 ' 2 ' 7? ' *'
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14. Izracunavanje profila bocnih spektralnih linija

sto nakon sredivanja postaje

+ 00

Ovo je bio poslednji integral koji je trebalo izracunati da bi se odredila vrednost integrala (14.1), koji
opisuje profil bocnih starkovskih komponenti. U ovom integralu se mora prvo izvrsiti izdvajanje integrala
po uglovima 9 i i/>. sto je opisano relacijom (14.12), kao i izvlacenje ispred integrala konstantnih clanova:

5;r/2 +00

f de-sine j ^ f • • • f Y[dga • W(F,9l, . . . , <?5)
;r/2

(Aw - AC*)2 + (7l0))2

1 + avAv + „ -J , A^ 1 —

Integracija po uglovima je odredena relacijom (14.21) za sume po indeksima v i (i, relacijom (14.24) za
odnos A7A/7^0) i relacijom (14.18) za velicinu AC/*. Vrednost integracije konstantnog clana, a to je jedinica
u srednjoj zagradi, moze se odrediti na sledeci nacin:

57T/2 57T/2

f de-sine f d^ f ••• ff[dga-W(F,3l,... ,95) = f de-smd f dip • G2,
J J J J J <*
0 7T/2 -00 " 0 7T/2

gde je G2 vrednost integrala po komponentama nehomogenosti jonskog polja ga i prema (E.2) iznosi

Integracija po uglovima daje kao rezultat 4n pa je konacna vrednost integrala jednaka:

Tt 5rr/2 +00

a-W(F,9l,...,95) =
(27T)8

7T/2 -00

Pored navedenog, mora se uzeti u obzir da multiplikativne velicine ACjt i j pri transformaciji koordinatnog

sistema postaju Cjt/3 i j[°\ integral /j(Acj) je jednak:

(Aw-C*/?)2 + (7i0))2
47T • /32 • F3

Tr)s • H(/3)
0 * 47T

2 • (Aw - C1*/?)

1- 2 •

• B(0)
*

U prethodnoj relaciji se vrsi smena jacine jonskog polja F = F00, a takode se izdvaja i zajednicki faktor iz
svih clanova:

1
2 +

B(/3) 1-
2 • (Aw -

(Aw - C1,/?)2 +

^o\ '
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14. Izracunavanje profila bocnih spektralnih linija

U poslednjoj reladji se mora uzeti u obzir da. jonsko elektricno polje ima negativnu vrednost, sto je u skladu
sa definirijom (10.4) . pa dalje imamo:

C2")8 y- / (o) to f AS H(0)

C* V * " / (Aw - CW + (7f)2

B((3)
0

I 2 . ( 7 f ) 2 1

(Aw-6Y/3)2 + ( 7 < 0 ) ) 2 _

1 | 2-n • Neao
' 3|F0|

7 2 • (Aw - Cjt/3)

* ' (Aw - G\/3)2 + (7<0)

B(/3) _ TT • Nee

/? "" ' |F0

E^/ /9^ 1 " u
)2 e

Uvodenjem sledeeih velicina:

2?r A pcto

d*' = T ' T/ F'

|F0| |F0| TT
e e h • F0 ft

(14.25)

(14.26)

(14.27)

izraz za velicinu 7;(Atj) koja odreduje profil bocnih starkovskih komponenti postaje

2 - (Ao; -

Da bi se poslednja relacija dovela na. oblik pogodan za uporedivanje sa slucajem sirenja samo usled linearnog
Starkovog efekta, integral! se parcijalno poslednji clan:

c,

• H(/3) - B(/3) • — I

+ 00

- C,/?)2 + (7i0))2

Prvi clan je jednak nuli u obe granice. sto se lako moze zakljuciti iz izraza za funkciju H(/3), pa se dalje
dobija:

oc oo
1,,

*
Pogodno je na ovom mestu uvesti novi koeficijent, koji predstavlja odnos X^ i \Ck\, 'A vrednost mu je jednaka:

Xk n • Ne2al 3 ea0 d~l TT • Nea0

Uvrstavanjern poslednje relacije u izraz za / / (Aw), profil bocne linije postaje:

/,CM=^
(0)

5(5)
1 -

o

2 -

(Aw

(Aw - Cit,/?)2

i / ( 0 ) \

' + (7t )

* L . ± ( - H ( f } ) . B ( f l ) ) ) - 7OA, dp f /

Kako su bocne komponente odredene uslovom Ck ^ 0, a centralne Ck = 0, gornja suma se moze razdvojiti na
dve sume, prva obhvata kombinacije parabolickih kvantnih brojeva {ni,n2,m,} i {n'^n^m'} posmatranog
prelaza n{ni,n2.m}) -> \n'{n\,n^m'}) za koje je Ck > 0, a druga je za Ck < 0. Ako se iskoriste sledeca
svojstva koeficijenata:

T T _ I T r _ r p _ "
•"(fc>0) — "(A-<0)i °(A;>0) — ~°(fc<0)i •r(A->0) —
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14-1- Profil centralnih kornponenti ... 14. Izracunavanje profila bocnih spektralnih linija

u relaciji za / / (Aw), moze se suma razdvojiti na clanove za koje je k > 0 i k < 0. Imajuci ovo u vidu,
dobijamo sledece:

(27T) ,<o,7<o,J d0-
1

(27

1 -

+ (7i0>)2.

H(0)-\(0)-Sk-\(0)-Pk-

2 ' (7D2

(Aw

Neznatnim transformacijama, prethodna relacija se moze dovesti na pogodniji oblik, koji se dalje analizira:

1 ' " + A ( / 3 )

(14.28)
J

Kombinacije k u poslednjoj relaciji su takve da je Ck > 0, a izraz opisuje profil bocnih komponenti sa
uracunavanjem uticaja nehomogenosti jonskog polja. Calanovi proporcionalni H(0) opisuju neperturbovan

profil formiran linearnim St.arkovim efektom, clanovi proporcionalni A(/3), A(/3) 1 -

\(0) opisuju uticaj nehomogenosti jonskog polja na intenzitet, udarnu elektronsku polu-polusirinu i pomeraj
starkovskih komponenti respektivno. Razlika u znacima popravki za "plave" i "crvene" komponente dovodi
do pojave asimetrije profila / /(Aw). Univerzalne funkcije A(/?) i x(0) se 'ako mogu izraziti preko H(0) i to
na sledeci nacin:

H(0)-B(0)
• H ( 0 ' ) -

X(B} = --

dH(0)

Ovirn je u potpunosti zavrscn prorafun za profil bocnih spektralnih linija, cime je pokazano da asimetrija.
potice od nehomogenosti jonskog polja koja je sadrzana u funkcijama A(/3) i x(0}. Preostaje da se razmotre
jos i centralne komponente za koje je AC^ = 0.

14.1 Profil centralnih komponenti sa uracunavanjem nehomoge-
nosti jonskog polja

Izdvajanje centralnih kornponenti iz potpunog profila (11.31) je veoma tezak zadatak koji prevazilazi okvire
ovog diplomskog rada. Medutim, iz iste relacije se mogu dobiti zadovoljavajuce aproksimacije centralnih pro-
fila u okviru vec koriscene aproksimacije najblizeg suseda. U kvantno-mehanickom delu ovog rada pokazano
je da u izrazu (7.4) za pomeraje centralnih komponenti odsustvuje dipolna popravka (A(7o ~ Ajj = 0), sto
ima za posledicu da je prva popravka na intenzitete (9.10) neperturbovanih centralnih komponenti takode
jednaka nuli. Zato je tek kvadrupolni clan (At/o ~ AQ ) prva nenulta popravka za pomeraje, dok se u
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14. Izracunavanje profila bocnih spektralnih linija _ 14-1. Profil centralnih komponenti . . .

slucaju intenziteta. ona moze zanemariti kao velicina malog reda. Sam parametar £ koji predstavlja odnos
kvadrupolne i dipolne interakcije se smatra takode zanemarljivom velicinom sto na osnovu (10.19) ima za
posledicu da je 7j.=o ~ Jf. • Time je zanemaren clan koji uracunava nehomogenost jonskog mikropolja. Zato
se u (11.31) integral funkcije raspodele nehomogenog jonskog mikropolja u plazmi mora zameniti funkcijom
raspodele najblizeg suseda:

oo

[
J

F=0 ~~ °

gde je H'"MS(/?) funkcija raspodele najblizeg suseda i ima oblik

A~ . AJ

Velicina N je koncentracija teskih cestica u plazmi, RQ njihovo srednje medusobno rastojanje, a veza izmedu
ovih velicina je:

Karakteristika raspodele H'Ns(/?) je ta da svojim maksimumom definise najverovatnije medusobno rastojanje
cestica u plazmi ReR, koje iznosi:

Uvodeci u (11.31) sve gore navedeno, dolazi se do izraza za udeo centralnih komponenti po kojima se
sumiranje jedino i vrsi:

*=0

gde je At/& definisano drugim sabirkom u izrazu (7.4), dok su neperturbovane elektronske polu-polusirine
funkcije elektronske temperature i koncentracije i date su u [17].

Ovirn je zavrseno razmatranje profila spektralne linije atoma vodonika pri cemu je sprovedena zasebna
analiza za bocne i zasebna analiza za centralne komponente. Pokazano je da asimetrija profila potice od
nehomogenosti jonskog polja u plazmi, sto je izrazeno kroz univerzalne funkcije A(/?) i
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Zakljucak

Cilj ovog diplomskog rada je bio da se na jednom mestu iznese teorija koja objasnjava asimetriju spektralnih
linija atoma vodonika. Kao glavne odrednice korisceni su rezultati iz [1] i [2], pri cemu su sve formule detaljno
izvedene. Posto je osnovni cilj bio da se provere rezultati teorije iznesene u ovim radovima, velika paznja je
posvecena transfonnisanju jednacina i njihovom zapisivanju u istom onom obliku u kojem se nalaze u [1] i
[2]-

Reseno je kvantovanje atoma vodonika u spoljasnjem elektricnom polju koje potice od najblizeg suseda i
to u parabolickom koordinatnom sistemu. Prednost parabolickih koordinata u odnosu na sferne koordinate se
ogleda u tome sto se Starkov efekat kod atoma vodonika u parabolickom koordinatnom sistemu daleko lakse
analizira. Ukazano je na moguce uzorke asimetrije vodonikovih linija i izracunato pomeranje i intenziteti
pojedinih starkovskih komponenti.

Potom je razmatran oblik profila spektralne linije atoma vodonika kada se on nalazi u plazmi. Kao glavna
odrednica, posluzio je rad [2]. Izvedena je opsta formula za asimetricne profile vodonikovih spektralnih linija
i pokazano je da je uzrok asimetrije profila upravo nehomogenost jonskog mikropolja u plazmi.

Proracuni u ovom radu su pokazali da se u [1] i [2] pojavljuje niz gresaka, pa da bi se ovi rezultati
mogli koristiti za uporedivanje teorijskih i eksperimentalnih rezultata, moraju se korigovati. Uocene greske
navedene su u dodatku H ovog diplomskog rada.

Pokazano je takode da se znacajni rezultati mogu izvesti koriscenjem znanja iz specijalnih teorijskih
kurseva na redovnim studijama.
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Dodatak A

Odredivanje izraza za svojstvene
talasne funkcije i svojstvene energije
u teoriji perturbacije

U ovoni dodatku re detaljno hiti izvedene relacije u okviru teorije perturbacije, all u slucaju da operator
perturbacije V ima oblik:

gde je A mail parametar [1]. Operator V nema linearan clan po parametru A, a clan A4!/'4' u potpunosti
otklanja degeneraciju energijskog nivoa.

A.I Svojstvene talasne funkcije i svojstvene energije degenerisanog
energijskog nivoa na koji deluje perturbacija oblika V — A2F^2^+
A3F(<3) + A4\/^ -f . . .

Pre nego sto se otpocne sa izracunavanjem energija za odredena kvantno-mehanicka stanja atoma vodonika
pri Starkovom efektu, razmotricemo neke opste zakonitosti teorije perturbacije za degenerisan nivo i to u
slucaju kada na njega deluje perturbacija sledeceg oblika:

Ova perturbacija no sadrzi linearan clan po malom parametru A, a kvadratni clan perturbacije A2V'2 ' samo
delimicno snizava stepen degeneracije odredenog kvantnog stanja. Potpuno otklanjanje degeneracije vrsi
clan A 4 V ' ( 4 ) . Pretpostavicemo da postoji sistem koordinata u kojem su nedijagonalni matricni elementi
operatora perturbacije A2V'2 ' identicki jednaki nuli za jedno isto stanje sa glavnim kvantnim brojem n.
U torn slucaju se moze primeniti opsta teorija perturbacije za nedegenerisani nivo, bez obzira sto je nivo
u sustini degenerisan. Neka je hamiltonijan neperturbovanog sistema HO poznat, kao i resenja njegovog
svojstvenog problema:

gde je k glavni kvantni broj stanja, indeks v prebrojava kombinacije sporednih kvantnih brojeva kojima su
definisana sva moguca podstanja sa glavnim kvantnim brojem fe, a gk predstavlja stepen degeneracije. Prema
teoriji perturbacije za nedegenerisan nivo, potrebno je resiti svojstveni problem perturbovanog hamiltonijana:

(Hn + niv^) = E,,^k,,), v=l,2,...,gk.

Ovaj problem se resava tako sto se svojstvene vrednosti energije traze u sledecem obliku:

Ekl. = E(0] + \>E^ + A-X? + A4C + • • • - (A.I)

a svojstvene talasne funkcije u opstem obliku

+ A" *"•*" M + A4 dfc^lO- (A-2)
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A.I. Svojstvene talasne. funkcije . . . A. Odredivanje izraza za svojstvene talasne funkcije . . .

Sumiranje po indeksu // vrsi se po svim poclstanjima sa glavnim kvantnim brojem k, a sumiranje po indeksu
I se vrsi po svim stanjima ciji se glavni kvantni broj razlikuje od k. Uvrstavanjem izraza za operator
perturbacije V i za talasnu funkciju \tpkv), Sredingerova jednacina postaje:

flo + AT'2 ' 4- W" + A < V « > - E™ - X'E™ - X*E™ - \*E

Posle grupisanja clanova uz odgovarajuce stepene po malom parametru A, dobija se sledeca jednacina koja
se javlja uz prvi stepen po A:

(H0 - £ < 0 ) £ 3 l ! V . k l l \ k f i ) + ̂ a,,,,|/) = 0. (A.3)
/' l^k

Uz clanove po A2 javlja se sledeca jednacina:

(V'2 ' - E}\kv) = 0. (A.4)

Uz treci stepen po malom parametru A, dobija se sledeca relacija:

(Ho - E ( ° ] ] (Yhv.kulkn) + ̂ c,,,,|/)) + (V^ _ E^fch^W + Z0*"-'!')) +

(- /^/t /' /^*

+ ( r < 3 1 - E £ ) ) | f c J / ) = 0, (A.5)

a uz cetvrti stepen po malom parametru A

Da bi se odredile sve popravke na energiju, kao i talasna funkcija !</?*;„), moraju se odrediti koeficijenti koji
figurisu u izrazu za (pi,v). Da bi se to ucinilo, moraju se sve napred navedene jednacine skalarno pomnoziti
prvo talasnom funkcijom (kfi'\, a potom funkcijom (/'|. Ako se uzme u obzir uslov ortonormiranosti funkcija:

lako se nalaze relacije za koeficijente koji figurisu u izrazu za !<£*„). Prvo se jednacina (A.3) skalarno mnozi
sa (A-/; ' | . sto daje sledeci rezultat:

;vio = o,

= 0,
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A. Qdredivanje izraza za svojstvene talasne funkcije . . . A.I. Svojstvene talasne funkcije ...

Prethodtia relacija jo uvok zadovoljena, pa iz nje ne mozemo nista zakljuciti o koeficijentima 0kl/tk>,>. Skalarno
mnozonje lednafinr (A.3) talasnom funkcijom (/'| daje:

53 ••^.{/'IM + 53 «*".'<*'i #o - E(°]\I) = o,

E / / 7 < 0 ) r r r f O l r \
O/ti/ . / l-fc; <V, ( - Zk < > / ' , ( ) = 0,

7(0 ) T-i lOh „
/ , - k, I = 0.

Posto je energija £,, uvek razlicita od energije Ek , poslednja relacija ce biti zadovoljena samo u slucaju
da su koeficijenti nk,, j identicki jednaki nuli:

Sada se razmatra izgled talasne funkcije (A. 2), ali samo do clanova koji su proporcionalni parametru A.
Posto su koeficijenti «<.,,/ jednaki null, izraz za ovu talasnu funkciju je:

I'slov nonniranja za funkci ju I^IJ) glasi:

i omogucuje da se odrede relacije koje zadovoljavaju koeficijenti ^*«/,*/j- Vazno je naglasiti da se i u ovom
slucaju moramo zadrzati na clanovima koji su srazmerni parametru A, odnosno odbaciti clan koji sadrzi A 2 ,
pa imamo:

( v ) = i + A ^ ^ - V . - + A ^,,^^,
M' M

<^l)|^'j) = l + A(^,A:F + /^,,,).

Uslov normiranja ce biti zadovoljen samo u slucaju kada su dijagonalni koeficijenti fikv,kv i /?£„ ^^ jednaki
nuli:

'^,.A., = ̂ ,,., = 0.

pa u sumi koja figurise \ izrazu za talasnu funkciju \(pkl/ '), mozemo izbaciti sabirak koji odgovara ^ = v

(AJ)

Jodnacina (A. 4) koja stoji uz A 2 , skaJarnim mnozenjem talasnom funkcijom (kp!\:

5] ̂ .kll(kx'\H0 - £<

U poslednjoj re lac i j i figurise Kronekerov simbol <5M<,, , , pa razlikujemo dva slucaja. Prvi slucaj se odnosi na
/ / ' = v \e popravku na energiju koja je srazmerna A 2 :

EfJ = (kv\V('2]\kv}. (A.8)
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A.I. Svojstvene talasne funkcije . . . _ A. Odredivanje izraza za svojstvene talasne funkcije . . .

Drugi slucaj se odnosi na \JL ^ v i ima za posledicu da su svi nedijagonalni matricni elementi za fiksiran
glavni kvantni broj k jednaki nuli:

(A-/ ' ' i r '2 ) i /b;) = n. \i ±v.
Skalarno mnozenjo jodnaf.ino ( A . 4) talasnom funkcijom (/'| kao rezultat ima sledece:

M (/'| H0 - £< 0 ) | / ) + (l'\Vm\ki>] - (l'\E™\kv) = 0,

L / r r-I i / i ' i T - ( 2 ) n \
OA-.A/ ' (£,< - Ek ) + (I \\'\ku) = 0.

Iz prethodne relacije direktno sledi izraz za koeficijente bkv,i'

Sacia razmatramo izraz za talasnu funkciju koja je odredena sa tacnoscu do na A 2 , a ona prema (A. 2) iznosi:

Uslov normiranja za ovu talasnu funkciju je dat sledecom jednakoscu:

') ^—^ 9 '

H l^k

Xaravno. potrebno je zadrzati samo one clanove koji su proporcionalni A2 :

// H'T^VV^I-' / ' '

( f ? \o se u z m u u obzir i uslovi or tonormiranost i talasnih funkcija, prethodna relacija za (f/.Jl^l.J) se moze u

mnogome pojednostaviti:

.;,;'} = i + A Y '3L,^'<W + A Y ^"^<W + A 2^7L,fc^ V," + A 2^7/ti^<W + A •

i i \ / « , \ \2
V,/i = 1 + -^ (7i-i/ ki> ~^~ ~ikv,kv) + A

Grupisanjem clanova koji stoje uz kvadrat malog parametra A, dobija se:

Normiranjp ove talasne funkcije na jedinicu, ostvarivo je samo u slucaju kada je zadovoljena sledeca veza
izmedu >;.,,. t.,, i 3 k l J , k l l :

1 V 9f k i ' . k i ' — ~ 7; / _, ''ki'.kii

Potrebno je sada izATsiti skalarno mnozenje jednacine koja se javlja uz A 3 , talasnom funkcijom (k/j.'\:

^,(Vl^o - E[0}\1) + 0k*.k»W\Vw - E(kl}\kv) + (V

+
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A. Odredivanje izraza za svojstvene talasne funkcije . . . _ A . 1 . Svojsivene talasne funkcije . . .

U poslednjoj relaciji je potrebno odrediti dejstvo hamiltonijana H0 na odgovarajuce talasne funkcije, pa se
za rezultat dobija:

v) = 0.

Prvi clan ovog izraza je identicki jednak nuli, a drugi clan nestaje zbog uslova ortogonalnosti talasnih funkcija,
pa se dobija nesto jednostavnija forma:

v) - E V . " = 0,

v} - £<3>M> = 0,

3;<W - 0.

Prisustvo Kronekerovog simbola u prethodnoj relaciji ukazuje na to da su moguca dva razlicita slucaja. Prvi
se odnosi na p.1 = v \e popravku za energiju srazmernu A3:

Bkv.i-vE™ - 3kv.kvE(^ + (kv\vW\kv) - E(£ = 0, (A.ll)

E™ = (kv\V™\kvY (A.12)

Drugi slucaj se javlja za p.' ^ v i daje relaciju za koeficijente 0kv,kn''-

r (2 ) F(2) •
~

Uvrstavanjem izraza za popravke energija EkJ i Ek\a relaciji (A.8) i smenom indeksa fj,' —> ^t, dobija
se nesto pogodnija forma, koja glasi:

Relacija (A. 13) u potpunosti odreduje koeficijente @kv,kn, a samim tim i talasnu funkciju \f^) (A. 7):

Upravo ova talasna funkcija se koristi u izracunavanju intenziteta starkovskih komponenti atoma vodonika.
Za odredivanje koeficijenata Ckv,i koji stoje uz clanove srazmerne A3 u izrazu za \<fkv), moraju se skalarno
pomnoziti jednacina (A. 5) i talasna funkcija {/'|:

v,,(l'\H0 - E(k0)\l)

- (i'\E\kv) = o.

Prvi clan u poslednjoj relaciji je identicki jednak nuli, dok ce poslednji clan takode biti jednak nuli, ali zbog
ortogonalnosti funkcija koje se javljaju u skalarnom proizvodu:

= 0.
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Iz prethodne relacije direktno sledi izraz za koeficijente ckvi, ali se prethodno mora izvrsiti smena indeksa
/' -4 /:

Sada se pristupa skalarnom mnozenju jednacine (A. 6) talasnom funkcijom (kfi'\, sa ciljem da se dobiju
vrednosti preostalih koeficijenata i popravka na energiju srazmerna cetvrtom stepenu E^J . Dakle, imamo
sledece:

Kao i u prethodnim slucajevima, neophodno je zasebno napisati sve matricne elemente:

a potom dejstvovati neperturbovanim hamiltonijanom HO

^
l^k

^

+ (kn'\Vw\kv} - E(k^'\ku} = 0.

Prva suma u prethodnoj relaciji je identicki jednaka nuli, dok druga nestaje zbog ortogonalnosti talasnih
funkcija koje se javljaju u skalarnom proizvodu:

Kronekerovi simboli skidaju sume po indeksu /i, pa se dobija nesto jednostavniji izraz:

+ {V|V'(4)|/to-£;^v^ = o. (A.is)

Prethodna jednakost ukazuje na postojanje dva razlicita slucaja, od kojih se prvi odnosi na p,' - v, kada se
obija izraz za popravku na energiju Ekv :

+ (kv\Vw\kv) - Ek =0.

Clanovi koji sadrze dijagonalni koeficijent 0kv,kv i nedijagonalne matricne elemente (fci/|V(2)|A:/z), identicki
su jednaki nuli, pa imamo:

tyk V.±v
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Ako se 11 dobijenu relaciju uvrste i/razi za koeficijente bkv.i (A. 9) i 0kv,k» (A. 13), dobijamo sledece:

Svi operator! koji se ovde razmatraju su ermitski, pa se proizvodi matricnih elemenata mogu predstaviti i
na drugaciji nacin.

sto u mnogome pojednostavljuje izraz za popravku E[^

-*„ v-r i — / • ^ p(o) P(0)
/^* ^fc ~ fi;

Konacno su odredene sve popravke na energiju koje figurisu u izrazu za Ekv (A.I), pa uvrstavanjem

prema (A.8), E[31 prema (A.12) i E^ prema (A.16), dobijamo:

, . , , „ , . . , 2

Ovaj izraz predstavlja obrazac na osnovu kojeg ce se izracunavati sve popravke na energiju u slucaju atoma
vodonika. Moguce je odrediti i koeficijente ikv,kn koji se javljaju u relaciji za talasnu funkciju \^>^} (A. 10),
koriscenjem izraza (A. 15) za slucaj kada je fj,' ^ v:

+ (jfc / / . ' | r ( 4 ) | fc i / ) = o.
Iz suma po indeksu (i moze se izdvojiti clan za koji je // = p.. Posto su preostali matricni element!

u suini po /i nedijagonalni i identicki jednaki nuli, cela suma ce nestati:

Iz ove jednakosti se moze u potpunosti odrediti izraz za koeficijente "jkv,kn uz prethodnu izmenu ideksa
p' <-> /J.:

^ kp kv
- (2) ^(2) ' ^"- (2) _ ^(2

-

Koeficijenti 7*,,,*.,, mogu se prikazati i na drugaciji nacin:

_ (/ |V2 ' | fct /)
7A''A"" " 0) ™

-
'

1 ' ' -^fcu ^fc^ t-'kv ^kn

U radii [1] koeficijent 7kv.k>t ne sadrzi pretposlednji clan, jer se on verovatno zanemaruje kao mala velicina
Icy \g r e d a . D a k l e . ako se u z i n e u o b z i r da su operator! e rmi t sk i i da su popravke energije Ekv date jednacinom

(A.8). za 'tkv.kii dobijamo:

i?k \^k ^i

(k.u\\'(3)\ku'}
+
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Posto su na. ovaj nafin odredeni i izrazi za koeficijente 7*,,.^, uz rezultate za koeficijente 0kv,kn i &fci/,/ lako
so pronalazi relacija za i^^1). Prethodno je potrebno izdvojiti clan sa dijagonalnim koeficijentom 7^,^, jer
jo poslednja rolaci ja dobijona u slucaju kada je v ^ n\

y

Konarno doliijamo i/raz za. talasnu funkciju |<^^ ), koji glasi:

,,, ,

(E[O) -
2

' W ° 0

Moze se uociti da talasna funkcija odredena sa tacnoscu do na drugi stepen malog parametra A ne zavisi
samo od matricnih elemenata operatora perturbacije V ( 2 ) , nego i od matricnih elemenata operatora V(s) i
r |4). lako smo odredili izraz za talasnu funkciju \ f k , , } , u ovom radu za izracunavanje intenziteta starkovskih

komponenti. koristimo iskljucivo talasnu funkciju \<fkv}-
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Dodatak B

Odredivanje popravke na energiju
^

usled kvadraticnog Starkovog efekta

U ovom dodatku je prikazano izracunavanje popravke na energiju atoma vodonika kada se on nalazi u kon-
stantnom spoljasnjem elektricnom polju i to primenom metoda koji su razvili Svarcsild, Epstajn i Sredinger.
Osnovni cilj ovog proracuna je pronalazenje popravke na energiju koja je posledica kvadraticnog Starkovog
efekta.

B.I Izvodenje popravke na energiju za atom u konstantnom spo-
ljasnjem elektricnom polju

Razmatranje simetrije

Za proizvoljan atom sa Z elektrona koji se nalazi u homogenom spoljasnjem elektricnom polju K •=• K • e*z,
nerelativisticka Sredingerova jednacina je oblika:

(H0 + W}^ = Eif>,

gde je H0 hamiltonijan za atom van spoljasnjeg elektricnog polja, a W operator perturbacije. Operator
perturbacije zavisi kako od primenjenog elektricnog polja, tako i od ukupnog dipolnog momenta atoma D:

W = -K • D. gde je D = -e 2_^ f{.

Svojstveni problem operatora HO znamo da resimo:

Svojstvene talasne funkcije u(0' se koriste da bi se pokazalo da je ocekivana vrednost potencijala perturbacije
W u opstem slucaju uvek jednaka nuli:

Vy.W-u(0}. (B.I)

Pri inverziji koordinata z'-tog elektrona u odnosu na atomsko jezgro (fi -> -fj), bez izmene spinske talasne
funkcije, hamiltonijan HO ostaje nepromenjen u aproksimaciji centralnog polja V ( f i , f 2 , . . . , r \ fv , ) . Pri tome
svojstvene talasne funkcije u^°' mogu, a i ne moraju da menjaju znak sto zavisi od toga da li su pozitivne
ili negativne parnosti. U oba slucaja proizvod (u^}* • u'0) ne menja znak pri inverziji koordinata. Posto
operator perturbacije W pri inverziji koordinata menja znak, prostorni integral (B.I) identicki je jednak nuli,
zbog integracije neparne funkcije u simetricnim granicama. Slican zakljucak sledi i za matricne elemente
operatora perturbacije W za prelaz |ua ) -> |u[° ). Samo ako stanja |a) i |6) imaju suprotne parnosti,
odgovarajuci matricni element ce biti razlicit od nule:
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B..1. hvodcnje popravke . . . B. Odredivanje popravke na energiju usled kvadraticnog

U. slozenin^atomima, stanja sa razlicitom parnoscu imaju razlicite energije £'0) . Perturbacija prvog reda
primenjena'- na operator W ne daje ni pomeranje ni cepanje energetskih nivoa, jer je W ^ 0. Za slaba
spoljasnja'elektricna polja, energija interakcije koja pomera i oepa energetske nivoe E^ odredena je teorijom
perturbacije drugog reda. vTa popravka energije je proporcioHalna kvadratu jacine spoljasnjeg polja (~ K2),
a pojava se naziva kvadraticnim Starkovim efektom.

Medutim, odstupanje o'd ovog pravila je karakteristicno za one energetske nivoe kod atoma vodonika, koji
su degenerisani po orbitalnom kvantnom broju /. U nerelativistickoj aproksimaciji, energijski nivoi 'atoma
vodonika kao i atoma vodonikovog tipa su degenerisana po kvantnom broju /, jer za jedan odreden kvantni
broj n postoji ukupno n podnivoa (/ = 0, 1, . . . . n — 1) sa istom energijom (van spoljasnjeg polja). Svaki od
ovih podnivoa ima razlicitu parnost, odredenu relacijom:

gde je TT/ = 1 parno, a TT; = -1 neparno stanje. Zbog toga perturbacija W otklanja degeneraciju nivoa vec
u prvoj aproksimaciji teorije perturbacije. U torn slucaju su svojstvene talasne funkcije atoma vodonikovog
tipa u spoljasnjem homogenom elektricnom polju, linearna superpozicija svojstvenih talasnih funkcija u^)
za slucaj bez polja, pri cemu se superponiraju funkcije |u^°') za razlicite vrednosti /. Popravka na energiju
je proporcionalna spoljasnjem elektricnom polju (~ K), a pojava se naziva linearnim Starkovim efektom.

Linearan Starkov efekat

Kod atoma vodonikovog tipa, moguce je dobiti linearan Starkov efekat na osnovu teorije perturbacije za
degenerisane nivoe u sfernom koordinatnom sistemu. Isti rezultat se moze dobiti i u parabolickom koordi-
natnom sistemu. Sredingerova jednacina za atom vodonikovog tipa van spoljasnjeg polja u nerelativistickom
slucaju, resena je u parabolickom koordinatnom sistemu u prvom delu ovog rada. Posto se mogucnost razd-
vajanja promenljivih javlja i u prisustvu spoljasnjeg elektricnog polja, mozemo koristiti neke od rezultata
koje smo dobili pri resavanju Sredingerove jednacine za atom vodonikovog tipa van spoljasnjeg polja.

Sredingerova jednacina za atom vodonikovog tipa u prisustvu spoljasnjeg homogenog elektricnog polja
K = Ke"- u nerelativistickom slucaju glasi:

t2 1 7 2
A - - -- - + ef • K }ip =

2me

2me " ,

A t / ; + - ^ ( j B H e r - K ] i I ) = Q. (B.2)
fi2 \0 r /

Sve clanove koji figurisu u prethodnoj diferencijalnoj jednacini, neophodno je izraziti preko parabolickih
koordinata £, rj i (p. Laplasov operator izrazen preko parabolickih koordinata dat je relacijom (1.5) i ima
sledeci oblik:

Intenzitet vektora polozaj elektrona r dat je relacijom (1.6):

Preostalo je jos da se odredi oblik operatora interakcije u parabolickim koordinatama. Zbog jednostavnijeg
racuna, koordinatni sistem postavljamo tako da se z-osa poklapa sa pravcem spoljasnjeg elektricnog polja,
odnosno:

K = K -e:.

U torn slucaju operator perturbacije W postaje:

W — ef • K = eK • (xe"x + ye"y + 2et)et,
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Na ovaj nacin smo odredili SVP clanove koji figurisu u diferencijalnoj jednacini (B.2), pa njihovim uvrstavanjem
dobijamo:

4

Mnozenjem prethodnc jednacine clanom j(£ + 77), dobija se:

Kao sto je to bio slucaj kod resavanja Sredingerove jednacine za atom vodonikovog tipa van spoljasnjeg
polja, tako i u slufaju prisustva spoljasnjeg elektricnog polja, mozemo talasnu funkciju traziti u obliku:

Uvrstavanjem poslednje relacije u Sredingerovu jednacinu, imamo:

. v(<f>)\1 , ^f ,

4 + (€ ^

odnosno.

, T,) • ̂ ^ = 0.

Potrebno je poslednju relaciju transformisati tako da sa jedne strane znaka jednakosti budu samo clanovi
koji zavise od promenljivih f i rj, a sa druge clanovi koji zavise od promenljive </?. U torn cilju delimo obe
strane jednacine funkrijom u(£,r?) • v(ip):

d ,d»(t.ri) 1 a du(S,r,)\ 1/1 l\PV(y) rn.fl
v l r i 8^ ^ f t 2 2 ^ "

4

Clan koji sadrzi funkciju v((f>) prebacujemo na desnu stranu jednacine:

9 f _du(£,ri)\ d ( du((.,w}\f(\^,^ , ^ • t i „ 2 2-

Da bi se u potpunosti ostvarilo razdvajanje promenljivih, neophodno je prethodnu jednacinu pomnoziti
clanom:

Na taj nacin dobijamo:

1 d
+

1 T'lr^ 2\ L V V\V) 2- -e.K(t"-r,2) }\ —TT-T— = m2,

gde je ni > 0. Posto leva strana jednacine zavisi samo od promenljivih ^ i 77, a desna od promenljive y>,
obe strane moraju biti jednake konstanti koja je i u ovom slucaju oznacena sa m2. Ovim postupkom su
razdvojene promenljive u Sredingerovoj jednacini, sto znaci da se posebno resava zavisnost od promenljivih
£ i 77, a posebno od ^.
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Resavanje dela jednacine zavisnog od promenljive </?

Prvo cemo posmatrati desmi stranu jednacine, koja zavisi samo od promenljive tp. Parcijalni izvodi su
zamenjeni totalnim izvodima, jer funkcija zavisi samo od jedne promenljive. Diferencijalna jednacina ima
sleded oblik:

= 777.",

-"- m-v(-*p) - 0

Dobija se homogena diferencijalna jednacina drugog reda sa konstantnim koeficijentima, a resenje ove difer-
encijalne jednacine je:

j i [ / o j — P Y i} ( *4~ 177) (j ) 777 ^> 0

Na ovaj nacin je odredena zavisnost funkcije v(ip) od promenljive ip. Trebalo bi uociti da deo talasne funkcije
koji zavisi od promenljive (p ne menja svoj oblik u prisustvu spoljasnjeg elektricnog polja, odnosno jednak
je funkciji v((p] koja jc dobijena resavanjem Sredingerove jednacine za atom vodonikovog tipa van spoljsnjeg
polja (1.10). Fizicki, to je posledica ocuvanja aksijalne simetrije.

Resavanje dela jednacine zavisnog od promenljivih £ i r\o je da posmatramo levu stranu diferencijalne jednacine, koja zavisi od promenljivih f i rj i ima

oblik:

4 -
d ( du(f.ri)\ dI c v^ • '' I _j_

~— I C ' I r . . ~
1 d i_du(f.n)\ 8 ( d u ( f , n ) \,

dr\a diferencijalna jednacina zavisi od obe promenljive £ i rj, pa je pogodno izvrsiti transformaciju

kuja ce razdvojiti promenljive i time olaksati resavanje diferencijalne jednacine. U torn cilju cemo naelek-
trisanje jezgra Z predstaviti kao zbir dva cela broja:

Z = Z, + Z2,

gde Z\2 ne nioraju biti medusobno jednaki. Takode se funkcija U(^,TJ), predstavlja kao proizvod dve
funkcije:

Uzimajuci prethodne relacije u obzir, dobijamo:

1 3 /,cMO-»2(r?)\ 1 d4. _

odnosno.

4. _

( t ' V » / ~t\-u . ; ^_ I
' a^ I .. / f\ /~,\m I 'dr] V dr,

+ ^1 ^zy - -eK(? - r,2) } | = m2,

i d ( a»i(m i d
I f\ I ' a<- I , . /,,\„ dr, J h2 \2 ^ " 47reo

Parcijalni izvodi se mogu zameniti totalnim izvodima, jer funkcije ui(0 i u2(rj) zavise od jedne promenljive:

1 d / ,d?ij(0\ d
u2(r,) dr]
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Grupisanjein clanova koji zavise samo od promenljive £ i clanova koji zavise samo od promenljive 77, dobija
se:

1 d / dm(0\2 m e / 1 Zt • e2 1 2\ d / du2(r,)\2

4 £ + ft2 ^ 2 ^+ 47r£o 4 nV + U 2(77)dr?^ dry J 4 r?

odnosno.

m e 4 £ 4 tiafo) dr? dry

me /1 Z2 • e2 fi2 1 m 2 ! 2

+ TT o^ + ~^ 7— + ^eK/i2 \ 47r£0 rne 4 rj 4

Poslednja jednacina je zadovoljena samo ako su i clan koji zavisi od promenljive £ i clan koji zavisi od
promenljive 77, jednaki null:

dl (^^r)+ w (\*+^f ~ £*T - \] = °'
1 A f A*,.(t\\ / 1 7. . a2 fc2 1 ™2

d / d i / 2 ( r i ) \P/l Zo • e2 ft2 1 m2 1
i i ' / i i ' t •-> i ,-, '-̂  •; ' j , ' . Vj * *• • i i "«

'/) <!'/

odnosno.

d / , d u i ( f ) A me / I _ Zi • e2 h2 1 m2

d ^dj^,)^ + m, ̂ 1^ + ̂ JL _ A_ 1 ^_ + ie^2 )U2(??) = Q_ (B_4)

Na ovaj nacin su dobijene dve diferencijalne jednacine za odredivanje funkcija ui(£) i M2(r?). Pored toga.
ove jednacine su potpuno istog oblika. i razlikuju se samo u predznaku poslednjeg clana koji zavisi od jacine
spoljasnjeg elektricnog polja K . Diferencijalne jednacine (B.3) i (B.4) se za K — 0 svode na relacije (1.16) i
(1-17): '

d / du,(0\e/l
l ^ = °'

d / du2(r?)\e/l e2Z2^ + -- - u (^) = o,
h2 2

a resenja ovih diferencijalnih jednacina (1.31) i (1.32) smo odredili u prvom delu ovog rada prilikom
resavanja Sredingerove jednacine za atom vodonikovog tipa van spoljasnjeg polja. Medutim, za slucaj atoma
vodonikovog tipa u spoljasnjem elektricnom polju necemo resavati diferencijalne jednacine (B.3) i (B.4), vec
remo primenom teorijp perturbacije pronaci izraze za energiju u prvoj i drugoj aproksimaciji.

Popravka Z ( U

Diferencijalne jednacine (B.3) i (B.4) se mogu zapisati i u sledecem transformisanom obliku:

d i t9 (T / ) \e/l ft2 I r n 2 e2 / 47re0 K
me 4 r\o \ e

Ove relacije ukazuju da se u prisustvu spoljasnjeg elektricnog polja javlja dodatna interakcija koja menja
vrednost Z\2. pa se prema teoriji perturbacija mogu traziti popravke na ove velicine. Primena teorije
perturbacija je opravdana samo u slucaju kada je interakcija perturbacije dovoljno mala. Prvo ce biti
odredena popravka za Z\ Za dovoljno slabo elektricno polje K, clan:
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B.I. Izvodenje popravke B. Odredivanje popravke na energiju usled kvadraticnog . . .

se moze smatrati malom perturbacijom, pa se po teoriji perturbacije velicina Z\e u prvoj aproksimaciji
traziti u obliku Zl ~ Z} + Zl . Velicina Z\a odgovarajucu velicinu Z\a atom vodonikovog
tipa u s lu fa ju odsustva spoljasnjeg elektricnog polja, a dat je relacijom (1.35):

7iZ, -
m +

2
,

/

Z,(0) = a0e( "i +- — - — ) , jer je a0 = ̂ e0— - . (B.5)
V 2 / e/mf

Popravka Z\e nalazi prema poznatoj relaciji teorije perturbacije, kao:

U matricnom elementu figurise svojstvena talasna funkcija neperturbovanog stanja u\i koja je poznata
i data relacijom (1.31):

n

gde je velicina E odredena relacjom (1.21)

(B.6)

Moze se primetiti da se matricni element odreduje samo koriscenjem dela svojstvene talasne funkcije i/>(£, 77, (p)
koj i zavisi od promenlj ive £. Ovo je razumljivo, jer perturbacioni clan zavisi samo od £, a ne i od ostalih
koordinata. Medutim, mora se voditi racuna o tome da talasna funkcija koja se koristi (u ovom slucaju
"i (0) bude normirana, sto se postize izracunavanjem koeficijenta C\. U cilju dobijanja C\o od
uslova normiranja:

o

S obzirom da je u\) realna funkcija, imamo:

oc

0

Integral koji figurise u poslednjem izrazu je vec odreden relacijom (1.46) i iznosi:

o

Na taj nacin za konstantu C\:

!^i ^ m + J — = !•

odnosno.

=

Dakle. funkcija u, (0 ima oblik:

- -£„£) • L ™ + m ( e n O -/
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Uzimajt i r i u obzir roladju za funkciju n ( ° ] ( £ ) , pristupamo pronalazenju prve popravke za Zv:

/ [ (ni +'m)!]3 ' £"' +1 • r+2 • exp(-£nfl . L™+m(en

o

Uvodenjem smeno promenljive a; = en£, prethodni izraz postaje:

i l l tTrto K n\\C^ • l i l _ -""-u •"• ' - ! • m + 1 I m+2 (m+2)

4 p [(m +rn)!]3 " ./
o

^'l = 47rt'"A' m! 1 J x,n+'2 . exp(_x) .

b

Integral u poslednjoj jednakosti se prema (1.41) moze zapisati kao «/^+m n j+m(2):

( 1 )

4 P [(n, +m)!]3 e^

a vrednost. mu jo data relacjom (3.8)

• [6»!? 4- 6n,(m + 1) + (m + l)(m + 2)].

U torn slucaju SP za j)rvu popravku Z\:

= ~ • ~ •[6n? + 6ni(m + l) + (m + l)(m + 2)]. (B.7)

Analogno se dobija i prva popravka za Z2, samo je predznak suprotan, jer je interakcija perturbacije u ovom
slucaju:

Prva popravka Z^} je data relacijom:

e £

Na ovaj nacin su nadeni svi clanovi koji figurisu u izrazu za Z\ Z^ :

Zj" = Z}U) + Zj 1 1 = aoen ( n, + ̂ -^ ) + ^P^ • ̂ - • [6nf + 6m(m + 1) + (m + l)(m + 2)],

— • — • [6nl + 6ni(m + 1) + (m + l)(m + 2)].4 e

KonariH) so za velicinu Z u prvoj aproksimaciji teorije perturbacije dobija:

Z = a0£n(rii + n-t + m + 1) + -7^— ' -7 ' [6(ni ~ nl) + 6(m
^ fi ^n

Z = a0£n(rii + n-2 + m + 1) + --^ --- 7 • [n? - n^ + (m + l)(ni - n2)].
* e £
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Poslednja relacija se neznatno transformise da bi se uveo glavni kvantni broj n = n\ n-2 + m + 1:

347T£oA' 1 ,
Z = a0sn • 7? + — . [(m + n2)(ni - n2) + (m + I)(TH - n2)],

347T£ 0 A~ 1

2 e e'l

Z - an£n ' >1 + ~ • -y • 77(7?,, - 7 7 2 ) .

77 + - : ' —- • (n, + 77-; + 777, + l)(ni — n o ) ,
2 e ei ~ ''

Poslednji i/.raz daje vozu izmedn Z i en koje je direktno vezano za energiju relacijom (B.6). Resenje ove
jednacine se trazi do clanova koji su proporcionalni jacini spoljasnjeg elektricnog polja (~ K). Najpre
izrazavamo £,, iz prvog sabirka:

1 3 47re0A"
Z~2~T~'

Z 3 47T£0A" 1
(B.9)

Poznato je da je vrednost en u nultoj aproksimaciji jednaka onoj vrednosti koja karakterise velicinu en u
slucaju atoma vodonikovog tipa u odsustvu spoljasnjeg polja:

na0

Vrednost za e,, u prvoj aproksimaciji se nalazi pomocu relacije (B.9), kada se u nju uvrsti nulta aproksimacija,
, (0)odnosno £„ :

Z 347r£oA- 1
na0 2 ea0 ( l 2>'

Z 347re0A"
T

rm0 2 ra
Z 3 4 7 r c ,

^?m0 2 e

' "-i - "2 ),

.
- ( n i - n 2 . (B.ll)

Dobijena vrednost za £n ' se koristi za izracunavanje energije. Veza izmedu energije E i en je data relacijom
(B.6):

Z 3 47reo.fr' "-2ao ,
" • ni - n2) ,

( Z \ Z 3 47CEQK n2a,Q f3^TT£oK n CLQ . x
' 1 - 2 • —=r- • (n\ n2) + —^r • (n\ n2)

na0 2 e Z* \  e Z^

2me I nnn 2

2me

Poslednji clan se zanemaruje jer sadrzi kvadrat jacine elektricnog polja, a zadrzavaju se samo clanovi pro-
porcionalni jacini elektricnog polja:

H2 F Z2 4ire0K n 1
E= --—\—^ -3 • (n, -n2 .

2me [77,-«5 e Z J

Pogodno je clan ispred zagrade transformisati tako da sadrzi Borov radijus OQ:

> 2 r t

47T£o

7-

2n'2a^
11 34rr£oK

2 e

n

Z

Z - V ' M

E=-l^° -JL--^"1^°" . ^ . ( n i - n 2 ) . (B.12)
47reo 2?i2«Q 2 e Z

Ako spoljasnje elektricno polje potice od najblizeg suseda, vrednost za velicinu K je data sledecom relacijom:

1 Z]f /n -i Q>I
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all se mora uzeti u obzir da je ovo aproksimacija nehomogenog polja homogenim. Uvrstavanjem ove vrednosti
A" u relaciju (B.12), dobija se sledeca vrednost za energiju:

E =

Z7

e a 0 Z2 1
47re0 |_2n2a2 2 e 47re0 fi2 ' Z

Z'2 3 Z;

-n2)

47T£0 2n2a2 2 ft2 Z
,

• (HI - n2)

Dobijena relacija ukazuje da je energetska razlika izmedu podnivoa sa najvecom i najmanjom energijom
proporcionalnan(n-l). Prema relaciji (3.13) maksimalna vrednost n j -n2 je (n-1), a minimalna -(n-1)

A£ = Emax - Emin = - • • [(n - 1) + (n - 1)],

T ? 7?7Tcn 2 J?,2 Z
- 1).

Sa porastom ja f ino elektrifnog polja A", pored linearnog Starkovog efekta (~ K) u popravci za energiju,
javlja se i clan ~ A"2, odnosno dolazi do mesanja nivoa sa razlicitim glavnim kvantnim brojevima n.

U slucaju atoma vodonika izraz za energiju (B.14) postaje:

E = - —
47T£0

i u potpunosti se poklapa sa vec dobijenom relacijom za energiju atoma vodonika EnP,n2,m (3.12).
Navedeni metod teorije perturbacije po velicini Z, a ne po energijama E prvi su uveli Svarcsild i Epstajn

na osnovu stare kvantne teorije, odnosno Sredinger na bazi talasne mehanike.

Popravka

U slucaju kada dolazi do mesanja energetskih nivoa sa razlicitim vrednostima glavnog kvantnog broja n,
neophodno je ispitati nedijagonalne matricne elemente (njH^ln') (n 7^ n'), jer oni po teoriji perturbacije
drugog reda odreduju popravke Z*2) ~ A'2.

Prvo cemo odrediti popravku u drugoj aproksimaciji za ZJ2'. Ona je data relacijom:

' ' ' }

-E (B.15)

Uvrstavanjem izraza za Z{ (ni) i Z{ (n'j) prema relaciji (B.5), za popravku drugog reda se dobija:

(47re0)2 " "9I / v ' 2

(,, _
ij i —

16e2

A"2 (-

a0en(n,

Na ovom mestu cemo odrediti za koje su vrednosti n', matricni elementi (ni|£2 n'j) razliciti od nule. Vrednost
matricnog elementa (ni|^2|n'j) je data sledecom relacijom:

m+l

+ m)!]3 • [(ni + m)!]3
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Nakon smene promenljive x = en£, prethodni izraz postaje:

T71+1 771 + 2 -(771 + 2)t n ./, t n

.d x .

Integral 11 poslednjem izrazu se prema (1.41), moze zapisati kao J™+m n '+ m(2), pa imamo:

•i-j:

Vrednost integrala ./,',"+„, n < + m ( 2 ) data je relacijom (1.42) i iznosi:

min{ni ,n\ ( - l ) n '+ n ' - • (n, + m)l • (n\ m)! •

i/=0

min{ni ,n,

— v n — v v\ ^ (m + 2 + t/)!

z/

Zanimaju nas samo nedijagonalni matricni element! (n\ n\) za koje su binomni koeficijenti razliciti od
nule. Binomni koeficijenti su sigurno razliciti od nule, ako se kvantni brojevi n\ n\u najvise za
dva. odnosno ako je zadovoljena relacija:

n', 6 {HI ± l , n j ±2}.

Prvo odredujemo vrodnost matricnog elementa (n\\£2 n\) za slucaj n\ n\ 1:

. /' i (2) =

1 1

2 ^ (m + 2 + i/)!
-1-J v\.

1 |Y2W2\ (n i+m 2W2\ 1)!

1)! 4
|_

( m + m + l ) ! 1 f .
: • -^ • (ni + m + 2) +

m + m (B.16)

Matricni element (?? i l ^ 2 | r t i - 1) moze da se dobije na potpuno isti nacin kao i prethodni, ali ako se iskoristi
osobina ermitivnosti operatora ^2, odnosno:

racun se moze u mnogome skratiti. Matricni element (ni|£2 n\ 1} se moze dobiti iz (ni|£2|ni + 1) na
sledeci nacin:
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a potom se i?A'rsi sinena n\> n\ 1. Dakle, dobijamo sledeci izraz:

2 ' 1(r?i i£ IT?,) — 1) = — 2 \ / n i (n\- m) • — m . (B.17)

Sada odredujemo vrednost matricnog elementa (fti|£2|n'i} za slucaj n\:

+2)! 2)!

32)!

2 \m + 24- i / ) !
-1- v) i/! '

odnosno.

+2)! ] /2 \ /2 + m + 2)!

+2) =

+ m)! • (n, + m + 2)! 4

V/ni! • (ni +2)! 1 ( m + m + 2)!

l^ ln , +2} = x/(77, + 2)(ni + I ) (?M + m + 2)(ni + m 4- 1) • -y. (B.18)

Matricni element (ni |£ 2 ni - 2) se moze dobiti iz (ni |£2 |ni + 2) na vec pomenut nacin koji se zasniva na
osobini ermitivnosti operatora £2:

(ml^ lm + 2 ) = (n, +

a potom se izvrsi smena n\ \(2\n, - 2) = v/n^ni - l)(m + m)(m + m - 1) • -y- (B-19)

£n

/rj \o su p r o n a d e n i sv i n e o p h o d n i m a t r i c n i e l e m e n t i , p o t r e b n o je sumu u f o r m u l i za p o p r a v k u Z{ (B.15)

razvit i :

ni — 2. Dakle, dobijamo sledeci izraz:

- l)(m + m)(m + m - 1) • -y-

(47T£o)2

ni - (ni - 1)
4-

- 2)|2

+1)
+

- (n\ 2)

m - 2)|2 -

+ 2)

a0en 16e2

U poslednju relaciju se uvrstavaju izrazi za matricne elemente (B.16), (B.17), (B.18) i (B.19):

K'2
a0e,, 16<=2

1

-(2ni •m)-^( m

+ m)(ni 4- m - 1) - ^-f(n\ 2)(ni 4- l)(ni 4- m 4- 2)(ni 4- m 4- 1) .
'£n J

Poslednja jednacina se moze uprostiti izdvajanjem zajednickih elemenata za sve sabirke i njihovim pisanjem
ispred zagrade:

zr = 2 (47re0)2 [-8(2ni 4- m)2n1(ni + m) + 8(2ni + m 4- 2)2(ni 4- l)(n t 4- m 4-1) 4-

- l)(ni 4- m)(nj + m - 1) + (ni 4 2)(ni 4- l)(ni + m + 2)(ni 4- m + I)],

odnosno.

32e2

(B.20)
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Uvedona volicina 72 prodstavlja. citav izraz u zagradi, a uvodi se zbog jednostavnijeg zapisa. Naravno, i u
ovom slucaju je preporucljivo sto vise pojednostaviti izraz za 72, jer se time pojednostavljuje i izraz za z[2\ on se posle koristi u daljim proracunima. Iz tog razloga se drugi clan u izrazu za velicinu 72 razvija kao

kvadrat. binoma, a dobija se sledece:

72 = - 8(2n, + 7?7)27i, (n, + rn) + 8(2m + m)2(m + l)(m 4- m + 1) - 32(2n, + m)(ni 4- 1) •

• (n, +777 + 1) + 32(n, + l)(n, + m + 1) - m(n: - l)(m + m)(n\ m + 1) + 2n, •

• (HI - l)(m + 7?i) + (77.1 + 2) (HI + l)(m + m + 2)(m + m + 1).

Clanovi koji su se pojavili prilikom ove transformacije mogu biti medusobno grupisani, pa dalje imamo:

72 =8(2m + ?7i)2[(7ii + l ) (n i +m+ 1) -n^nj + m)] + 32(2ni + m + l)(m + l)(m + m + 1) -

- m(ni + l)(m + m)(ni + m + 1) + 2m (m + m)(ni + m + 1) + 2n\(ni - l)(ni + TO) +

+ (m + 2) (HI + l)(m + m + 2)(m + m + 1) = [8(2m + m)2[n2 + mm + 2m + m + I -

- 7?.2 - J + 32(2m + TO + l)(m + l)(ni + m + 1) - (ni + l)(m + m + 1)

[(71, + 2)(m + 77i + 2) -m("i + TO)] + 2n,(m +m)(2ni

72 =8(27i , + m) 2 (27 i , + m + 1) + 32(277, + m + l)(m + l)(n, + m + 1) + (m + l)(n, + m + 1) •

• [??]' + 7 ) , 7 7 ) + 477., + 2771 + 4 — 7i2 — 71,777,] + 1n\, + m)(2ni + TO).

Daljim sredivanjem izraza se dobija:

72 =(2?i, + m + l)[8(2n, + TO,)2 + 32(n, + l)(n, + TO + 1)] + 2(ni + m + l)(m + l)(2m + m + 2) +

+ 2n,(7?., + m ) ( 2 n i + TO) = (2n, +TO + l)[8(4n2 + 4niTO + m2) + 32(n2 + n1m + 2ni + m +

+ 1)] + 2(77, + ? n + l)(n, + l)(2m +TO + 2) + 2m(n! +m)(2m + TO) = (2n, + m + 1) •

• [64n2 + 6477., 777, + 8TO,2 + 64n, + 32m + 32)] + 2(m + m + l)(m + l)(2n, + m + 2) +

+ 2n ,(7i i + m)(2ni + m).

Moze se uociti da prvi clan sadrzi faktor (2n, + TO + 1), pa se zbog toga i ostali clanovi transformisu na taj
nacin da se u njima pojavi isti ovaj faktor:

72 =(2m + m + l)[64n, + 64nim + 8m2 + 64m + 32m + 32)] + 2(m + l)(m + m + l)(2ni + m +

+ 1) + 2(n, +m + l)(m + 1) + 2m(m +m)(2n, + TO + 1) -2n!(7ii + m) = [(2m +m + 1) •

• [64?i2 + 6471, iTO + 8m2 + 64ni + 32m + 32)] + (2n, + m + l)[2ni(ni + TO + 1) + 2m (n, + m)] +

+ 2[(m + l)(n, +777, + 1) -ni (m +m)] = (2m +m+ l)[64n2 + 64mm + 8m2 + 64m + 32m +

+ 32)] + (27?, + n), + l)[2(n2 + mm + 2m + m + 1) + 2n2 + n,m] + 2[n, + ?i,m, + 2m + m +

+ 1 - 77, - 71.1771J.

S obzirom da je izraz transformisan tako da svaki clan sadrzi faktor (2m + TO + 1), on se moze izvuci ispred
zagrade, a ostali sabirri dalje grupisati:

72 =(2m + m, + l)[64n2 + 64nim + 8m2 + 64m + 32m + 32)] + (2m + m + l)[4n? + 4mm + 4m +

+ 2m + 4 + 2(2n, + TO + 1) = (2m + m + 1) • [64n^ + 64mm + 8m2 + 64m + 32m + 32 +

+ 471? + 4mm + 4n, + 2m + 4 + 2] = (2m + m + 1) • [68n? + 68mm + 8m2 + 68m + 34m + 36].

Dakle, velicina 72 ima vrednost:

J2 = (27i, + TO, + 1) • [8m2 + 34(2n2 + 2m TO + 2m + TO) + 36].

Ovim postupkom smo dobili izraz za drugu popravku Z{^\a je prema jednacini (B.20) data sledecom
reladjom:

Z™ = -^lil^l! . (27>,, + 771 + 1) • [8m,2 + 34(2n2 + 2n,m + 2n, + m) + 36]. (B.21)
a0£f, 32p-
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Analogno se dohija i izraz za popravku Z2~ . Predznak se ne menja, jer u ovom slucaju posmatramo kvadrat
modula matricnog elementa:

(2n2 + m+ l ) - [8m 2 4-34(2n 2 ,4 -2n 2 m + 2n 2 4-m) +36], (B.22)

Uzimajuci u ohzir relacije za velicinu Z,<0) (B.5) i popravke Z ( l ] (B.7) i Z{2) (B.21), mozemo dobiti izraz za
vrednost, velicine Z\a tacnoscu reda A'2, kao:

+ (m + l)(m + 2)] -[n, + ^±1] + ̂ f ^ • [6n? + 6n,(m

-- iT -To 2 ' (2ni + m + !) ' [S™2 + 34(2n2 + In^m + 2ni + m) + 36].
^0 ̂ -77 O ̂  (5

Analogno se dobija izraz za Z2 samo je neophodno koristiti jednacine koje daju vrednosti za velicinu
i popravke Z<U (B.8) i Zf ' (B.22):

7 ( H ) _ V ( 0 ) , ^ (1 ) , v (2 ) _ _ . . m + 1 | t / i c o - n i [f. i „ ,
'~^2 ' ^ 2 + 6n2(m

K- (4-£o)2
4- m, 4- 1) • [8m2 4- 34(2n2 4- 2n2m + 2n2 4- m) 4- 36].

S obzirom da je odredena i vrednost za Z{' ' i vrednost za Z2n), velicina Z se dobija na sledeci nacin:

Z =Zi{II) + Z(2]) =a0£n-(n: + n-2 + m 4- 1) 4- ~- — -i- • [6(n2 - n\) + 6(ni -n 2 ) (m4- l ) ] -
c cn

A"2 (47re0)2 r, N r , , 2 , ,
r 9 • (2ni 4- m 4- 1) • [8m 4- 34(2nf 4- 2nim 4- 2n! 4- m) 4- 36] 4- (2n2 4- m 4- 1) •

flo^n «j/e
• [8m2 4- 34(2»r, 4- 2n2m 4- 2n2 4- m) 4- 36]].

Uzimajuci u obzir da je n = n\ n2 4- m 4- 1, prethodni izraz postaje:

Z =a0en-n+ - - - - [ ( T H -n 2)(m +n 2 ) + (ni - n2)(m + 1)] -- g- J " [(2nt 4-m

• [8m2 4- 34(2?»'- + 2nim 4- 2ni 4- m) + 36] 4- (2n2 + m 4- l)[8m2 4-

+ 34(2n^ 4- 27i2rn 4- 2n2 + m) + 36]] ,

odnosno.

Z = a0e,, • n + - - n ( n } -n 2 ) + Z (2 ' . (B.23)
2 e £n

U poslednjoj jednacini je uvedena oznaka za popravku Z'2 ' , koja potice od popravki srazmernih kvadratu
jacine spoljasnjeg elektricnog polja i data je izrazom:

Z ( 2 > = Z < 2 ) 4 - Z < 2 ) .

Ova popravka se moze zapisati i u eksplidtnoj formi kao:

Z ( 2 ) = - -^ ^n£°] [(2ni 4- m + l)[8m2 + 34(2n2 4- 2nim 4- In^ +m) + 36] 4- (2n2 4- m 4- 1) •
^O^n *J^£

• [8m2 4- 34(2n^ + 2n2m 4- 2n2 4- m) 4- 36]],

odnosno,

./,, (B.24)

gde je velicina h uvedena iz prakticnih razloga. Potrebno je adekvatno transformisati /3, da bi se dobio sto
pogodniji izraz. Prvo se iz svih sabiraka koji figurisu u /3 izvuce 2 kao zajednicki clan, a potom se grupisu
clanovi uz stepene od m:

h =2[(2nj + m + l)[4m2 4- 17(2n? 4- 2nim 4- 2nt 4- m) + 18] 4- (2n2 4- m 4- l)[4m2 4- 17(2n^ 4-

+ 2n-2m + 2??,2 4 m) 4- 18]] = 2 [(4m2 + 17m + 18)(2ni 4- 2n2 4- 2m 4- 2) + 34(2n, + m 4- 1) •

4- n\ n , ) 4- 34(2n2 4- m 4- I)(n2m 4- n2 + n2)] .
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U prvom flanu u zagradi figurise glavni kvantni broj n = n\ n2 + m + 1, a ostali se transformisu tako da
i oni sadrze 71,. Zbog toga se trecem clanu dodaje i oduzima kvantni broj n2, a cetvrtom clanu kvantni broj

/3 = 2[2n(4r/r + 17?n + 18) +34ni(2n.] +m+ l)(n, + m + 1 ±n 2 ) + 34n2(2n2 + m + I)(n2 +m +

+ 1 ±n , ) ] = 2[2n(4rn2 + 17m, + 18) + 34n1(2n1 +m+ l)(n, + n2 + TO + l) + 34n2(2n2 +

+ m+ !)(??. | + 77,0 + m + 1) - 34n,n2(2n, + m + 1) - 34?7,:177,2(2n1 + m + 1)] = 2[2n(4m2 +

+ 17m + 18) + 34?m1(2n1 + m + 1) + 34nn2(2n2 + m + 1) - 34n1n2(2n1 + 2n2 + 2m + 2)].

Ovim postupkom je izraz doveden u takav oblik, da svaki clan u zagradi sadrzi glavni kvantni broj n, pa se
on kao zajednicki cinilac moze izvuci ispred zagrde. Dalja transformacija se sprovodi ponovnim dodavanjem
i oduzimanjem kvantnih brojeva n, i n2, pa dobijamo sledecu relaciju:

73 =2n- [2(4m2 + 17m + 18) +34n1(2n1 + m + 1) +34n2(2n2 + TO + 1) - 68njn2] = 2n • [2(4m2 +

+ 17m + 18) + 34ni(ni + m + 1) + 34n2 + 34n2(n2 + m + 1) + 34n2 - 68n,n2] = 2n • [2(4m2 +

+ 17m + 18) + 34m (n, + n2 + m + 1) + 34n2 + 34n2(n, + n2 + m + 1) + 34n2 - 136n,n2] .

U poslednjoj relaciji figurise zbir kvadrata n2 + n2 , koji se koriscenjem clana —n\n-2 lako transformise u
kvadrat razlike ovih kvantnih brojeva, odnosno u (n: - n2)2:

73 =2n • [2(4m2 + 17m + 18) + 34r?,(7i1 + n2) + 34(n2 + n|) - 1367t1n2] = 2n • [2(4m2 + 17m + 18) +

+ 34n(/;i + n-2 + m + 1) - 34n(m + 1) + 34(m - n2)2 - 68nin2] - 2n • [8m2 + 34(m + 1) +

+ 2 + 34?i2 - 34n(m + 1) + 34(ni - n2)2 - 68nin2] = 2n • [34n2 - 34(n - l)(m + 1) +

+ 8m2 + 2 + 34(n t - 7i2)2 -

Sada zelimo da se oslobodimo clana koji sadrzi proizvod n^, pa u tu svrhu prvi clan predstavljamo kao
dva sabirka i jedan od njih dalje razvijamo:

73 =2n • [I7n2 4- 17(77, + n2 +m+ I)2 - 34(n, + n2 + m)(m + 1) + 8m2 + 2 + 34(n, - n2)2 -

- 68n:n2] = 2n • [l7n2 + 17(ni + n2 + m + l)(n, + n2 + m) + 17(71, + n2 + m + 1) -

- 34(n, + ?i2 + m)(m + 1) + 8m2 + 2 + 34(7i, - n2)2 - GSn^j.

Pravilnim grupisanjem clanova, dobijamo sledecu relaciju:

73 =2?i • [I7n2 + 17 (n i + n2 + m, + l)(n, + n2 + m) - 17(n, + n2 + m)(m + 1) + 17(n, + n2 +

+ m + 1) - 17(n, + n 2 + m)(m + 1) + 8m2 + 2 + 34(n, - n2)2 - 68nin2],

odnosno,

73 =2n • [I7n2 + 17(nj + n2 + m + l)(ni + n2) - 17m(ni + n2 + m) + 8m2 + 19 + 34(ni - n2)2 -

- 68n,n2] = 2n • [l7n2 + 17(n, + n2)2 - 17m2 + 8m,2 + 19 + 34(n, - n2)2 - 68nin2] = 2n •

- [I7n2 + 17(7?., - n 2 ) 2 - 9m,2 + 19 + 34(n, - n2)2].

Konacno je velicina /3 dobijena u konciznijoj formi, a data je relacijom:

/3 = 2n • [17n2 + 51(77,! - 7i2)2 - 9m2 + 19].

Ovim postupkom smo izraz za popravku Z{2} dobili u pogodnijoj formi, koja je prema jednacini (B.24) data
sledecom formulom:

_ Alil5£o)! . 2n . [I7n2 + 51(71, - n2)2 - 9m2 + 19],
2

n_ 2 + _ 2 _ ̂  +

e- n0£^ 16

Ako ovaj izraz za popravku Z(2) uvrstimo u jednacinu za Z (B.23), dobijamo Z sa tacnoscu do na clanove
proporcionalne kvadratu jacine elektricnog polja K2:

2 e, e2 e* a0
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R Odredivanje popravke na energiju usled kvadraticnog . . . B.I. Izvodenje popravke ...

Prethodna relacija daje vezu izmedu velicina Z i £„. Velicinu £„ koja je povezana sa energijom izrazavamo
iz prvog clana prothodne relacije, pa imanio:

(47T£0)2 A"2 n 2

2 5~ ' Tfi ' t ol(ni — '

Z 347T£0 A" / x (47T£0)2 A"2 , 9 9
u /», „ \ ^ u/ Ti T~. 2 i ri /„ — \  n»~,2, x , , 9 0

nj - n2 + ; -g— • 17n2 + 51(m - n2)2 - 9m2 + 19].
2 l Jn

nan 2 e f?2,a0 16e2 a

Da bismo dobili velicinu en koja je proporcionalna kvadratu jacine elektricnog polja A'2, neophodno je da
se umesto £n u prethodnu jednacinu uvrsti e^'-

^ = — -^na0 2 P a

Medutim, mora se strogo voditi racuna o tome da je en linearna funkcija jacine elektricnog polja K. sto je.
dato jednacinom (B. l l ) :

2 e

gde je

m\ n2 = £L0) - «#, (B.25)

,„ oc,
(B.26)

Ova cinjenica se mora uzeti u obzir. jer ima za posledicu to da se en ne sme u svom punom obliku uvrstiti
u izraz za En~ . Ako bi se to ucinilo, sn bi zavisilo od K ne samo preko kvadratnog clana vec i preko visih

( 9^
stepena po K. Dakle. posmatramo velicinu koja figurise u izrazu za £n :

1 1 1 1
( 1 ) ( 0 )

£n £,7 ~

Posto je jacina spoljasnjeg elektricnog polja dovoljno slaba i predstavlja malu perturbaciju, velicina (£„ )~laK
je manja od 1, pa se izraz za (sn )~~l moze razviti u red, prema formuli:

^^ ,r" = 1 + x + x2 + ... gdeje \x\ 1.
n=0

Koristeci ovaj razvoj u red i cinjenicu da je x — (en }~laK, dobijarno:

1 1

U izrazu za£n2 ' f igurise ( £ „ ' ) 2 i taj clan mnozi jacinu elektricnog polja K. Zbog toga se u izrazu za (en ) 2

zadrzavamo na linearnom clanu po A", a clan koji sadrzi A"2 zanemarujemo:

oAV _ __!_ f . ^aK Q2AT2
1 + 2-^ +

Slicno je i sa (e(n ' ) 5 koji mnozi kvadrat jacine elektricnog polja. Zbog toga se u izrazu za (en ) 5 zanemarujo
cak i linearan clan po A':

K.

1 1

1 +
( £ < ' V ~ (^W £™j (e(»Y

Konacno su odredeni svi clanovi koji figurisu u izrazu za £„ , pa njihovim uvrstavanjem dobijamo:

., , . 0 n n .
• n, -u 2 2 - 9 m 2 + 19 = -- - - - --- ^- 1 + 2— — ̂  m - na

J na0 2 e a0 Z2

16e2 «2 Z5
,2 ' [17n2
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Uvrstavanjem izraza za a prema jednacini (B.26), poslednja relacija dobija sledeci oblik:

Kna0

na0 2 R a0 Z2 e

s n- 2 - i / \  n  2  I<M• n • l m * + o l ( m -n2)2 -9m2 + 19 =

- n 2 ) +
(47re0)

16e2

na0 2 e Z2

9, „
• n2 m -n2) - -

9(47T£o)2

2 e2

Poredenjem sa jednaf inorn (B . l l ) , lako se inoze uociti da prva dva clana poslednje relacije cine £„ ' , dok se
druga dva mogu napisati konciznije:

Ako se uvede velicina / i , koja predstavlja koeficijent uz A"2 u prethodnoj relaciji:

0 = ̂ ^J^ • || • n5 • [17n2 - 21(n, - n2)2 - 9m2 + 19],

izraz za en postaje

(B.27)

Dobijena vrednost, za en se koristi za izracunavnje energije. Veza izmedu energije E i en je data relacijom
(B.6), pa dalje sledi:

F - ^ (r{2]\•& — ~ - \tn ) •2mP

E = -
Posleclnji clan se zanemaruje, jcr sadrzi cetvrti stepen jacine elektricnog polja. Posto se energija odreduje
sa tacnoscu do clanova ~ A'2, zadrzavaju se samo oni clanovi koji sadrze jacinu elektricnog polja K kao
linearan ili kvadratan clan. U relaciju se takode uvrstava i izraz za en dat jednacinom (B.25):

- 2e(0}aK + (a2

S obzirom da su velicine en a i j3 poznate i date relacijama (B.10), (B.26) i (B.27), izraz za energiju postaje:

Z 2 4 2 Z 1

71
_

17r?2 - 2

4 e2 Z4

2 - 9rn2 + 19]

_ na)

Poslednja dva clana u prethodnom izrazu se mogu grupisati, sto omogucuje jednostavnije zapisivanje energije:

E = —
h2

2me

r , 2 , n « 91 Wn r ,n + (18 - 2 1 ) ( n j - r?,2

- 9m/2 + 19] A"2
Z'2

- 3

n4flo n^2
e Z

-3(n! -n,)2 -9m/2 + 19]AT2 .
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B. Qdredivanje popravke na energiju usled kvadraticnog . . . B.I. Izvodenje popravke ...

Pogodno je clan ispred zagrade transformisati tako da sadrzi Borov radijus

47re0p2 K2 f Z2E =

n ' , i m r - 2- 9m- 4- 19 A =
J

347r£0 n
2 ~7~ ' Z ' (m ~ n*

aOe'2 f Z'2 3 47T£0= -- -

1
16 Z4

47re0 [2ri2al 2 e Z

- 7i2)2 -9m2 -'• i r > i r < " 2 !

? • [17n2 -
16

Na ovaj na f in jo dohijen izraz za energiju atoma vodonikovog tipa u konstantnom elektricnom polju K
odreden sa tacnosni r<;da A"2, odnosno ovaj izraz obuhvata popravku usled kvadraticnog Starkovog efekta
sto je izrazeno poslednjim sabirkom u prethodnoj relaciji. Ako spoljasnje elektricno polje potice od najblizeg
suseda (pozitivan jon) , vrednost za velicinu K je data relacijom (B.13), pa se za energiju dobija sledeci izraz:

E = -
47Tc0 2n2o2

2 + 191

3

o 2 e

1 Z?

(4TC0)2 ^

-j
Z

-n2)
1 Z-,e

-
J_ (47r£o)2

16 ' e2

odnosno,

£ = --
47T£0

U slucaju atoma vodonika, kada je Z = 1, prethodna relacija postaje:

E = -• 9m2 + 19] .

Dakle, ova relarija odreduje energiju atoma vodonika u konstantnom elektricnom polju koje potice od na-
jblizeg suseda (pozitivan jon), sa tacnoscu reda kvadrata jacine tog elektricnog polja (kvadratican Starkov
efe.kat). PopraA'ka uslocl kvadraticnog Starkovog efekta izrazenaje poslednjim clanom i iznosi:

} Z?
16 ' ^T - 3("i - n2)2 - 9m2 + 19]. (B.28)
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Dodatak C

Izracunavanje matricnih elemenata
koordinata z i x

U ovoin dodatku re biti prikazano izracunavanje matricnih elemenata koordinata na primeru nekoliko spek-
tralnih linija atoma vodonika. Preostali proracun matricnih elemenata za neke vaznije serije atoma vodonika
nije uraden, jer vec postoje tabelirane vrednosti u radu [1] za Lajmanovu, Balmerovu i Pasenovu1 seriju.

C.I Primer izracunavanja matricnog elementa z koordinate

Provera identicnosti navedenih formula (8.9) i (8.10) za izracunavanje matricnog elementa z koordinate bice
sprovedena na Lajmanovoj liniji Ly-a koja nastaje pri prelazu |2{ni,n2,m}) — >• 1 1{0, 0,0}). Ova linija se
sastoji iz tri starkovske komponente koje odgovaraju prelazima:

od kojih samo prve dve rr-komponente zadovoljavaju izborno pravilo Am = 0, pa se samo one i razmatraju.
Matricni element z koordinate poslednje cr-komponente identicki je jednak null, jer izborno pravilo nije
zadovoljeno Am = m' - m = 0 — 1 = — 1. Naravno, nije neophodno koristiti relaciju (8.10) u svom punom
obliku. vec je dovoljno posmatrati izraz za matricni element z koordinate u slucaju Lajmanove serije, odnosno
uporediti rezultate relacija (8.9) i (8.13).

Prvo se razmatra, 7r-komponenta koja odgovara prelazu |2{1,0,0}) -> |1{0, 0,0}). Kvantni brojevi koji
karaktcrisu ovaj prelaz imaju sledece vrednosti: n = 2, n\ 1, ni — 0, m = 0, n' = 1 i n\ n'2 = m' = 0.
Posto se razmatra atom vodonika naelektrisanje jezgra, atoma je Z = 1, a parametri koji figurisu u (8.9) su
jednaki:

Z I I Z 1 1 _ 1 1 / 1 * \ 3
i" —n — ' ~ — "^ i n' — ' ~, — i — ^ n n — X 7, i " — A >CQ n 2a0 a0 n' OQ 2 2 \2a0 a0J 4a0

dok konstante imaju sledece vrednosti

y n, + m)!]3.[(n 2 + T O)!]3

Vrednosti integrala koji figurisu u relaciji (8.9) se mogu odrediti na osnovu formule (8.8), ali se prvo moraju
ustanoviti vrednosti parametara « i b:

4 _ 4
2+ 1 ~ 3'

'Friedrich Paschen (1865-1947)
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C.I. Primer izracunavanja . . . C. Izracunavanje matricnih elemenata koordinata . . .

Prvo izracunavamo vrednost integrala J™ +m n< +m(2, a, b):

^ 4x.o-7

/3=07=0

0 - v) V7 - 0 - v) v\z poslednje relacije se moze zakljuciti da 7 uzima samo jednu vrednost 7 = 0, dok 0 moze da ima dve

vrednosti /? € {0,1}. Uzimajuci navedenu cinjenicu u obzir, dobijamo:

o-o / 2 x O / 4 N o

(0 + 2 + 0)! /1WON / 2 \ i - >H)' u+o
o! uy Voy v 3/ r 3,
2 \ 2 \0 + 2 + 0)!

i - o - oy ' vo - o - oy o!
Izracunavanjem binomnih koeficijenata i nakon jednostavnih operacija, dobija se vrednost:

2 4x / 2x „, 2 , ^ „ „, 2 8 6

Sledeci integral cija vrednost bi trebalo da se odredi je J™+m n '+m(0,a, 6):

U ovom slucaju 0 i 7 imaju samo jednu mogucu vrednost 0 — 7 = 0, pa izraz postaje:

2 4\. 2\.o-oA 4^0-0 / 2 ^ o / 4 ^ o +0 / 0 \ 0

oy voy v 3; v 3; v3; v 3 y v ; y o - o - o y v o - o - o
(0 + 0 + 0)! _

0!

Sada izracunavamo vrednost sledeceg integrala u relaciji (8.9), a to je </™+TO „/ +m(0, a, b):

.T
„»

Jedino za 0 — 7 = 0 gornji izraz je razlicit od nule. Uzimajuci to u obzir, dobijamo sledece:

(0 + 0 + 0)! _ / _ 2x _ 1
0! ~ ( ~ 3) ~ 3'

Poslednji integral ciju je vrednost potrebno odrediti je •/^+min<+m(2,a, b):

,0-7

( " ) ( " ) • ( ! — - ) (1 — —
/3=07=0

min{/3,7}
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C. Izracunavanje matricnih elemenata koordinata . . . C.I. Primer izracunavanja

U ovom slucaju /i i 7 imaju samo jednu mogucu vrednost 0 = 7 = 0, pa izraz postaje:

2 vnn d 2}°~od 4V"° (2YY4v ( i)°+° r 2a J - W W ( z ) ( 3 ) 'UMsJ ' (~1} ' V o - o -
(0 + 2 + 0)! _

0! ~

Posto su pronadene vrednosti svih clanova koji figurisu u izrazu (8.9), za matricni element se dobija:

Prema relaciji (8.13) isti matricni element za kvantne brojeve n = 2, HI = 1, n^ = 0, m = 0, n' = 1 i
71,', = n'2 = m' — 0 i atom vodonika Z = 1. ima vrednost:

(2{l ,0,0}|z | l{0,0,0}} = -oo • 16- 23 • j^^J • (1 - 0) = -a0 - 24 • 23 • ~,

(2{1,0,0}|2|1{0,0,0}) = -ao • 22 • 25 • i = -4 • (^ -a0. (C.I)

Dakle, zakljucujemo da formule (8.9) i (8.13) daju iste rezultate za prelaz |2{1,0, 0}) -> |1{0,0,0}).
Sada cemo razmotriti Tr-komponentu koja odgovara prelazu |2{0,1,0}) -4 |1{0,0,0}). Kvantni brojevi

koji karakterisu ovaj prelaz imaju sledece vrednosti: n = 2, n\ 0, n-i = 1, m = 0, n' — 1 i n\ n'2 = m' = 0.
Potrebno je uociti da se ovaj slucaj od prethodnog razlikuje samo po vrednostima kvantnih brojeva HI i n^
pa se vrednosti za sve velicine koje ne sadrze ove kvantne brojeve mogu preuzeti iz prethodnog slucaja.
Naelektrisanje jezgra atoma je Z = 1, a parametri koji figurisu u (8.9) su jednaki:

dok

1 1
t " ~ 2 a 0 < " " ' " a o '

konstante imaju sledece vrednosti

Cn 1 V/^7^ • £n •

3
4a0 '

f i i v/oTT! 1 1

Vrednosti integrala koji figurisu u relaciji (8.9) se odreduju na osnovu formule (8.8), dok su vrednosti param-
etara a i b:

2 /. 4

° = 3 ' 6 = 3 '

Svi integrali koji se javljaju u izrazu za matricni element z koordinate, svode se na vec izracunate integrate
u prethodnom slucaju:

•^ + m.n^,,,(^^b) = J°,0(2,-.-)=-2.

S obzirom da su pronadene vrednosti svih clanova koji figurisu u izrazu (8.9), za matricni element se dobija:

(2{0,1,0}|*|1{0,0,0}) - J • ̂ = • -^ • ~ • 4- • (£^)~4 • [2 • \ 1 • (-2)],
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Prema rela.fi ji ( 8 . 13 ) i s t i rnatricni element za kvantne brojeve n = 2, n\ 0,
? / , , =: H.\ n?.' = 0 i atom vodonika Z — 1, ima vrednost:

= 1, m = 0, n' = 1 i

(2(0.1.0} |z | l{0. 0.0}) = -o0 • 16 • 23 • {—

(2{0. l ,0} |z | l{0.0.0}} = tto-22 • 25 • ~ = 4 • ( - )" • a0. (C.2)
3° \3 /

Dakle, i u ovom s h i r a j u jo utvrdena identicnost relacija (8.9) i (8.13).

C.2 Primer izracunavanja matricnog elementa x koordinate

Kao primer nalazenja matricnih elemenata za fr-komponente posluzice linija Lajmanove serije Ly-a atoma
vodonika koja odgovara prelazu |2{0,0,1}) —> |1{0,0, 0}). Matricni element x koordinate je u ovom slucaju
prema (8.14) jednak:

(2{0.0. l}|z 1(0.0.0}) =
( - I ) 0 + 0 - a 0 ( 0 + 1 ) 1 ( 0+1) ! (0+1-1) ! (0+1-1 ) !

0! 0! 0! 0!

( 4 - 2 - 1)' + ' / 2 -

«0

2 + 1 2- 1

2+ 1

G o ( 0 , 0 ) - G 0 ( 0 , 0 ) - ( - ) • G 0 ( 1 , 0 ) - G 0 ( 1 , 0 )
O

Vrednosti svih hipergeometrijskih funkcija koje figurisu u prethodnoj relaciji su jednake jedinici. Ovo se lako
moze zakljuciti na osnovu izraza za Gm(ni, n't) (8.11), jer je dovoljno da samo jedan argument bude jednak
null pa da se funkri ja sastoji samo od prvog clana, a to je jedinica. Uzimajuci ovo razmatranje u obzir,
dobijamo:

(2{0,0. , 0,0}) = n0 • 24 • • - - a0 • 24 • • = 4 • • a0.

Drugi primer se odnosi na liniju Balmerove serije atoma vodonika H-Q koja odgovara prelazu |3{1, 1, 0})
|2{0,0, 1}). Matricni element x koordinate je u ovom slucaju prema (8.15) jednak:

(3{1.1 .0} | . r |2{() . ( ) . 1}) =
-l)1 + 1 - a n / (0 + 0 + 1)! (0 + 0+1)! (1 + 0)! (1 + 0)!
4(0!)2 0!

G 0 (0 ,1 ) -G 0 (0 ,1 ) -

1! 1!

2 - 3
2 + 3

odnosno,

G0(0,1) • G0(0,1) - ( - ) • G0(l, 1) • G0(l,
0

Prema formuli (8.1 1) la.ko sc pronalaze funkcije koje figurisu u poslednjoj relaciji:

G0(i, i) = F-\. -1,0 = F(-^ -L L -24) = i - = -23.
11 (2-3)V 0 + 1 ( 2 ~ 3 ) 2

Ako vrednost prethoclne funkcije uvrstimo u izraz za rnatricni element x-koordinate, dobijamo sledece:

a0 26 • 32 -504
= • 26 • 32

= 2 1 -

•23' =- :
55 52 '

(C.3)
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Dodatak D

Izracunavanje intenziteta starkovskih
komponenti u aproksimaciji do A

U ovom dodatku su detaljno prikazani primeri za izracunavanje prve popravke na intenzitet starkovske linije,
kao i primer za izracunavanje neperturbovanog intenziteta. Vrednosti intenziteta za linije iz Lajmanove,
Balmerove i Pasenove serije date su u tablicama rada [1],

D.I Primeri izracunavanja prve popravke na intenzitet starkovskih
komponenti

Kao primer za nalazenje prve popravke na intenzitet spektralnih linija posluzice linije iz Lajmanove serije
Ly-a. Linija koja odgovara prelazu |2{1,0,0}} -4 |1{0,0,0}} predstavlja 7r-polarizovanu komponentu. Prvo
se odreduju koeficijenti av \, koji odgovaraju ovom prelazu:

(2{0, l ,0
n,,\ i •

(2{1,0,0}M1{0,0,0})|2

fl , = 2 . (2{2.-l ,0}k2|l{0,0.0})((2{l,0,0}|ez| l{0,0,0}))>

|(2{1,0,0}M1{0,0,0})|2

, 0,0}|ez|l{0,0,0})|
a,,i — 2

<V> - 2

Koeficijenti u kojinia figurisu kvantni brojevi n\ n2 manji od nule, identicki su jednaki nuli, jer ovi kvantni
brojevi ne mogu uzimati negativne vrednosti:

o,,2 = 0. a,(1 = 0, a,,2 = 0.

Lako se zakljucuje da je samo koeficijent avi razlicit od nule, a u njemu figurisu matricni element! cije su
vrednosti odredene i date relacijama (C.I) i (C.2):

Uzimajuci prethodne izra/,(> u obzir, koeficijent au\a vrednost:

(2{0.1,0}|z| l{0,0,0})((2{LO,0}|^|l{0,0,0}))>
^

avl=
/ 2 \  /2v r> 1 /3\0 1

=-2.4.(-) - a o - 4 . (5) - 0 0 - ^ - ( 2 ) -^ = -
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D.2. Primer izracunavanja . . . D. Izracunavanje intenziteta u aproksimaciji do A

Sledeca velicina koju jo potrebno odrediti je matricni element velicine f ( 1 ) :

( 2 { 1 . 0 . 0 } | £ ( 1 ! i l { ( ) . ( ) . ( ) } ) = -n- N /(ri2 + l)(n - n2 - l)m(n-m) • — .

{ 2 { 1 . 0 . 0 } | c ( n | l { ( ) . 0 . 0 } ) = -2 - v/(0 + l ) ( 2 - 0 - l)l(2~l)- ^ =2.

Dakle. prva popravka na intenzitet spektralne linije prema relaciji (9.10) iznosi:

dok se intenzitet /„_>„- odreduje prema formuli (9.11)

T '° ' ! j - ( (2{ l ,0 ,0} | r | l {0 .0 .0}) ) 2 ,

Na ovaj nacin su odredene sve velicine koje se pojavljuju u izrazu za prvu popravku na intenzitet spektralne
linije / „ _ > „ < :

Ako se uzme u obzir i vrednost Borovog radijusa prema relaciji (2.8) OQ — 5.29- 10"n m, konacno se dobija:

/n'-in' = 1 '706 ' 1 0 ~ ' 0 - A 7 .

Drugi primer se odnosi na odredivanje intenziteta Lajmanove serije koja odgovara prelazu |2{0, 0, 1}) ->
1 1{0, 0,0}} i predstavlja rr-polarizovanu komponentu. Prvo se odreduju koeficijenti av i aM koji odgovaraju
ovom prelazu:

= 2 (2{-l . l

|(2{0,0,l}|ex|l{0,0,0})|

{2(0,0.1} I

(2(0,0, l}|ex|l{0,0,0})

|(2{0,0,l} |ex| l{0,0,0}) |2

n , = 2 - ( 2{ 0-Q- 1}i f i 'T l 1( l - - l 10})((2{0,0.1} |ex | l{0,0,0}))>

| (2{0,0,l}|ex|l{0,0,0})|2

Svi koeficijenti u kojima figurisu kvantni brojevi n\ n-i manji od nule, identicki su jednaki nuli:

avl = 0, a,,? = 0, a,d = 0, aM2 = 0.

Posto su svi koeficijenti jednaki nuli, sledi da je i matricni element velicine e'1^ jednak nuli:

Dakle. prva popravka na intenzitet spektralne linije prema relaciji (9.10) iznosi:

Cn- - C,,- • "o • (y) " 'A7 • <2{0,0,1}|£("!1{0,0,0}) = 0.

D.2 Primer izracunavanja neperturbovanog intenziteta starkovske
komponente

Kao primer za odredivanje neperturbovanog intenziteta spektralne linije, posluzice intenzitet linije Balmerove
serije H-o at.oma vodonika koja odgovara prelazu |3{1,1,0}) -> |2{0,0,1}). Intenzitet ove linije je dat
sledecim izrazom:

4°' = 9k • 7^ • (Xo'n°} , gdeje k = |3{1,1,0}) -G * V • • /
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D. Izracunavanje intenziteta u aproksimaciji do A D.2. Primer izracunavanja . . .

Izraz u zagradi predstavlja matricni element (3{1, 1, 0}|z|2{0, 0, 1}), a njegova vrednost je vec izracunata i
data relacijom (C.3). dok je g^ = 4:

C = 4 ' ̂  ' «3{1, l ,0} |x |2{0,0, I } ) ) 2 = 4 • ̂  - (21 - (J)7 • 27 -

Konstanta C upravo iznosi:

a vrednost je preuzeta iz rada [1]. Zbog toga vrednost za intenzitet dobija jednostavniju formu

4°' = 4 • -^ • (21 • C)2 = 4 • 212 = 1764.

Rezultat je izrazen u Sredingerovim jedinicama.
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D.2. Primer izracunavanja . . . D. Izracunavanje intenziteta u aproksimaciji do A
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Dodatak E

Dokazivanje relacije koju
zadovoljavaju prvi momenti funkcije
raspodele W

Da bi se dokazala ispravnost relacije (13.25), koju zadovoljavaju prvi momenti ( g a ) p funkcije raspodele W:

oc

/

r r\

d V ' exp (-ip • F] — A(p, <n , . . . , <rB) .
\_oaa j

|p|=0

mora se krenuti od definicije prvog momenta M(x\) proizvoljne funkcije vise promenljivih f(xi,xz,... , £„).
Definicija prvog momenta M(x\) je data na sledeci nacin:

_ /d.Ti fdx,2 • . ./dln -

Ako se ova relacija primeni na funkciju raspodele jacine jonskog polja W(F,gi, . . . ,55), imamo sledece:

, , _ G\ f d

gde je brojilac ovog razlomka oznacen sa GI, a imenilac sa G^ iz razloga sto ce oba clana biti razmatrana
posebno. Da bismo mogli da izracunamo G\, moramo prvo funkciju raspodele W:

OO -f-OO

/

r r

d3/? / • • • /
J ./

|p]=0

zapisati na pogodniji nacin. Pod tim podrazumevamo da se argument eksponencijalne funkcije zapise u
obliku sume:

W(F, gi:... ,35) = d3p
°° , 5

3p ••• j[[
• / ' y1,51 = 0 -oo "-'

a potom mozemo preci na izracunavanje G\ GI-

Izracunavanje G?

Prvo cemo izracunati vrednost imenioca G2, posto je on jednostavnijeg oblika i glasi:

+ OO r

3=i
(E.I)

G-2 = f dg, f dg2... f dg5 • W(F,9l, . . . ,g6)= f •
J J J J g=1
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E. Dokazivanje relacije koju zadovoljavaju prvi momenti funkcije raspodele W

Ako se u ovaj izraz uvrsti funkcija raspodele W koja je data relacijom (E.I), za velicinu G2 se dobija sledece:

+ OC e 00 +00 c

/

f f r r r /
• • • / n d - 9 " / ^P '" I H dag-A(p, a!,... , c r 5 ) .exp \-i(pF

J 0=1 ^ = L V

Deo eksponencijalne funkcije koji zavisi od promenljive p, moze se izdvojiti i zapisati na samom pocetku uz
integral po p, dok se integracija po komponentama tenzora nehomogenosti jonskog polja zapisuje uz poslednji
clan. Ova izmena reda integracije je moguca, s obzirom da su sve integracije medusobno nezavisne:

CO

G-2 =

|pl=0

r r r
•• / fjdaa -A(p,al:... ,a5) I ••• I

^ f t — ] ^ •* — —o P-' -oo - "-

Integracija po 5/3 ima oblik <5-funkcije koja se u integralnoj reprezentaciji moze zapisati kao:

+ 00

6(x) = — - I dk • exp(±ikx).
i-K J

— oo

U slucaju koji posmatramo promenljiva x je jednaka gg, a parametar k je jednak (7/3, pa imamo:

5
3n
5 °° K
3 \ = 1 -oo /3 = 1 (3=1

Uvrstavanjem poslednje relacije u izraz za G^, dobija se sledece:

+00

d3p-exp(-ipF) [ • • • f'[[
J J ,_.

|p|=n

Funkcije <$(<7,0 imaju takvu osobinu da skidaju integrals po ag i ostavljaju vrednosti podintegralnih funkcija
za slucaj kada su parametri erg identicki jednaki nuli. Ova cinjenica u mnogome pojednostavljuje izraz za

OC>

= (2^)5 / d3p-exp(-ipF) -A(p,0,0,0,0,0).
|p|=0

Posto je vrednost funkcije A(p, 0 ,0 ,0,0,0) poznata i data relacijom (13.9), mozemo dalje pisati:

1/51 = 0

S druge strane znamo i vezu izmedu C^°\p) i normalne jacine jonskog polja F0 koja je data jednakoscu
(13.23), pa se velicina G2 moze predstaviti i kao:

|p|=0

Irsledecem koraku prelazimo na integraciju u sfernom koordinatnom sistemu, a skalarni proizvod pF
izrazavamo na drugaciji nacin, uvodeci ugao Bpp izmedu ova dva vektora:

oo n 2;r
, / • , / • r . ,

GI — (2?r) / dp • p / d^p • sin Op I dtpp • exp(—ipF • cos6pF) •
J J J
n n o

Uvodenjem smene p,p = cos 6P prethodni izraz postaje:

oo +1 2ff

- (27r)5 / dp- p2 I dnp I Atfp -exp(-ipF-cosepF) • exp[-(/oF0)»J.
J J J
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E. Dokazivanje relacije koju zadovoljavaju prvi moment! funkcije raspodele W

Preostalo je da se i eksponencijalna funkcija zapise preko sfernih koordinata, a to se moze uciniti razvojem
(13.14), sto dalje daje:

oc

G 2 = ( 2 7 r ) 5 y d p . p 2 - e x P [ - ( p F 0 ) ^

+ 1 27T

'=°

Posto je sumiranje po indeksu / nezvisno od svih integracija, moze se zapisati i na pocetku izraza, dok se
integracija po promenljivoj tpp ubacuje u zagradu, cime se omogucuje zasebno razmatranje clanova u zagradi:

+ 1

2* ; 27T

f d V^ o^ ~ m)' p\\( i pH/ N f , , J

o m=1 m ' o ^

U prvom clanu, integracija po y>p daje faktor 27r, dok drugi clan nestaje s obzirom da se u rezultatu integracije
javlja Kronekerov simbol <5m.0:

00 °? . . +1

' = ° 0

Vrednost integracije po p,p se. dobija na osnovu ortogonalnosti Lezandrovih polinoma i to prema postupku
koji je sproveden kod integrala (13.17). U torn slucaju se za G2 dobija sledeca jednakost:

~*" f 1

G2 = (2^)6 £(-i)' • (21 + 1) y dp • p2 • exp[-(pF0)f ] • (JL) ' • J,+i(pF) • P,(/^F) • 2 • <5,,0.
/=0 Q

Kronekerov simbol <5(i0 omogucuje uklanjanje sume po indeksu I, pri cemu ostaje samo clan za koji je / = 0:

00

G2 = 2 • (2^)6 • y dp • p2 • exp[-(pF0)i] • (^)5 - J> (pF) • PO(HF).

o

Lezandrov polinom koji se javlja u prethodnoj relaciji identicki je jednak nuli, a oblik Beselove funkcije
Ji(pF) se moze utvrditi prema relaciji (13.18):

oo

G C ) / r \ \  I J 22 = i • \iv) • I dp • p
0

)6 1 A \ v ^ 3 - ^ • f n— / dp • p • exp -(p^o)2 • sm(pF).
J I- JF
o

Pogodno je uvesti novu prornenljivu x = p- F0, da bi se poslednji integral mogao svesti na oblik Holtsmarkove
funkcije H(fl) raspodele:

.T = p • F0, Ax - F0 • dp.

Uvodenjem smene u izraz za. G2 i imajuci u vidu oblik Holtsmarkove funkcije raspodele dat relacijom (13.21),
dobijamo sledece:

/ dx • — • — • e x p ( — x 2 ) • sin(^x),

x • \px] ' e x p ( — x 2 ) • sin(px)

o

2
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E. Dokazivanje relacije koju zadovoljavaju prvi moment! funkcije raspodele W

Jednostavnim transform'acijama mozemo dovesti velicinu G2 u vezu sa funkcijom raspodele jacine jonskog
polja w(F) koja je definisana relacijom (13.26), i to na sledeci nacin:

'' ' '' S

G2 = (2v)3 • (27r)5 • w(F).

Ovim postupkom je odredena vrednost imenioca GI koji se javlja u izrazu za prvi momenat (ga)f, pa je
preostalo jos da se odredi vrednost brojioca G\.

Izracunavanje Gj

U definiciji za prvi momenat brojilac izraza je obelezen kao GI i prema definiciji iznosi:
+ 00 c

/

f f r r
dfli / dg-2 ... d.g5 • ga • W(F,9l,... ,35) = / ' ' ' / II <% ' 9a • W(F,9l,... , g s ) .

J J _ 0=i

Uvrstavanjem izraza za funkciju raspodele jacine jonskog polja W (E.I), relacija za GI postaje:

+ '00 +00 +00 +OO 00

G, = j dga-ga f---J]ldg0-W(F,g1,...,g5)= j dga • ga j • • • j J] dg0 j d 3 p -
_

co -oc a -oo -oo a \p\=0

+ 00 - ,[ r / -• M
• • • / [J dag • A(p, CTI , . . . , <75 ) • exp \-i I pF + ̂  a0g0 j .

'= "- ^ = ^ ^(3=1

Prvo se iz eksponencijalne funkcije izdvoji deo koji zavisi samo od promenljive p, a potom se razdvoje integrali
po ga i 90- Integral po ga se razlikuje od integrala po g@ samo po tome sto se podintegralna funkcija mnozi
dodatnim clanom <?a , pa imamo:

+ 00 +00 +00 +OO

/

f f r f f c .
d3p • exp(-?;/TF) / Aaa I dga • ga • exp(-iaaga) I • • • I JJ dg0 I • • • I JJ

|p]=0 -oo -oo -oo ^" -oo P*°

• A(p,(Ti,. . . ,0-5) - e x p f -i ̂  a ,390} •
^ 3*<* '

S obzirom da funkcija. A(p, CTI , . . . , <TS) ne zavisi od komponenti tenzora nehomogenosti jonskog polja, ona
se moze izvuci ispred integrala po g@:

OO +00 +OO +00

/ daa I dga • ga • exp(-icraga) I • • • I J| da0 • A(p,(?i, . . . ,a5
J J J l\

- - p^a|p|=0 -oo -oo

+ 00

r• • / n dff;:i
-oo '3^^

Integrali po komponentama gbeta nisu nista drugo do J-funkcije 6(ap). Ova cinjenica u mnogome olaksava
racun, jer opstaju samo integrali po aa i ga:

OC1 + O O + O O +OO

GI =(27r)4 / cl'V-exp(-ipF) / dcra / dga • ga • exp(-iaa9Q) / • • • / JJ dcr/3 • A(p,cri, . . . ,cr5) '
V J J J J g ,

\p\=0 -oo -°° -°°

00 +OO +OO

/

/" /"
d3p-exp(-?;pF) / dcrtt / d^Q • ga • exp(-iaaga) • A(p,Q,aa, . . . ,0).

\p\ 0 -0° -oo

Sada je neophodno razdvojiti integracije po promenljivama oa i ga, da bi se integral po ga mogao zasebno
razmatrati:

oc +00 +00

/

- f f
d'V-exp(-ipF) / daa • A(p,Q, c r a , . . . ,0) / dga • ga • exp(-iaaga).

\p]=0 -0° -°°
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E. Dokazivanje relacije koju zadovoljavaju prvi momenti funkcije raspodele W

Poslednji integral SP moze prikaza.ti pomocu (5-funkcije i to kao njen prvi izvod, sto je demonstrirano na
sledeci nacin:

+ 00 +00
rj r r- -I ,,

5— / dgrt •e\p(-iaaga)\ -i I dga • ga
an L J ] J

gn -exp(-i(rnga

+ 00

- -^ / dga -ga -exp(~i(raga),

dan

Dakle. ako se iz pret.hodne relacije izrazi integral po promenljivoj ga, dobijamo vrednost u kojoj figurise i
izvod (5-funkcije fi(aa):

• gn • 6(aaa
oaa L

— ;̂ C

Kada se ovaj izraz uvrsti u GI , dobija se sledece:

p,0,aa, . . . ,0) • i • 2n • -- \8(aa)} .

Izvod (5-funkcije omogucuje da se jednostavno sprovede parcijalna integracija, pri cemu se dobija:

• A(p,0, aa, . . . , 0)

00

aa}} = i • (27r)5 f
J J

A(p,Q,aa,... ,0)-6(<ra)

oa

-A(p,0,aa,... , l

\p\=o

da.

Prvi clan parcijalne integracije je jednak nuli, posto je vrednost (5-funkcije u obe granice identicki jednaka,
nuli. Sto se tice drugog clana, on sadrzi <5-funkciju (5(<rf t) koja uklanja integraciju po promenljivoj aa, pa
izraz za GI postaje:

+ 00

G, = -l • ( 27T) do-a •

\p\=0
00

j— A(p,Q,<ra,... ,0)

[
n -1

— A(p,0,ffa,... ,0)

Svi parametri CTI 175 predstavljaju male velicine koje u granicnom slucaju teze nuli, pa se zbog toga
prethodna relarija moze zapisati i na sledeci nacin:

DC,
r r £i

G 1 = - i - ( 2 7 r ) 5 / d*p-exp(-ipF)- — -
J l OOa

Na ovaj nacin je odredena relacija za brojilac GI koji figurise u izrazu za prvi momenat (ga} p- Ako se uzme
u obzir i vrednost velicine G2, za prvi momenat funkcije raspodele jacine jonskog polja se dobija:

|p|=0

oc

(27T)3 • (27T)«
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E. Dokazivanje relacije koju zadovoljavaju prvi momenti funkcije raspodele W

Iz prethodne relacije. lako se izrazava proizvod w(F) • (ga)p>, sto daje:

30

H;^H<7<0/? = -72^3 I d3p-exp(-ipF)
/51=0

a to je upravo relacija koju je trebalo dokazati. Zanimljivo je velicinu G\i preko prvog momenta
( g n ) p , zato sto ce ta relacija biti koriscena u racunu koji se pojavljuje u ovom radu. Dakle, vazi sledece:
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Dodatak F

Odredivanje koeficijenata koji figurisu
u izrazu za Ca(p)

F.I Izracunavenje C<\ (p)

Prvo se odredujo velicina C\ definisana relacijom (13.4), koja glasi:

/ M M , - > f ,3- Q« f . p - rC ( p ) = 7 . / d 'V--— -exp ' - -

Prelaskom na integraljenje po sfernim koordinatama, dobijamo sledece:

•X' TT '2 TT

C, (1)(p) =?; / d r - r 2 f d9-sm9 f dtp • ~ • e>
J J J '

Ugao $pr predstavlja ugao izmedu vektora p i r*, pa se cos9pr moze predstaviti na analogan nacin kako je to
prokazano relacijom (13.11). Dakle, vrednost cos9pr je:

costfp,. = sin Op • sinOr • cos((pp - (p,) + cos9p • cos6r.

Argument eksponencijalne funkcije naniece potrebu da se uvede nova promenljiva i koja je u direktnoj vezi
sa intenzitetom radijns vektora f:

4 PP A, 2eP At - —, dt — • dr,
2 A

t > 2ep 2ep\

Takode je veoma pogodno uvesti i smenu za promenljivu d na sledeci nacin:

H — cos 9, d/i = — sin 9 • d9.

Imajuci u vidu vezu izmedu promenljivih r i t, eksponencijalnu funkciju mozemo razviti prema obrascu
(13.14), sto daje:

'" " 5Z(~^' ' (2/ + x) • J
(=0 u m=l

Sledeci flan koji hi trebalo izraziti preko sfernih koorclinata je Qxx. Ova transformacija se izvodi na jed-
nostavan nacin posto je kornponenta tenzora elektricnog kvadrupolnog momenta Qxx definisana relacijom
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F . I . IzrafAinavenjc C'n (p) F. Odredivanje koeficijenata koji figurisu u izrazu za Ca(p)

(12.7), a veza Dckarfovih i sfernih koordinata je poznata:

Gxx . 3.r2 - r2 e ln 2 . , n 2

^ = - J • ( 5 sin2 0 + ̂  sin2 0 • cos 2y> - l = - ~ (1 - cos2 ff) + sin2 0 • cos 2y> - 1

^- = -^ • f -(1 - 3cos20) + -(1 - cos 2 6>)cos2(p) .

S obzirom na smenu /;. = cos0, poslednji izraz postaje:

Ovaj izraz je potrebno zapisati koriscenjem Lezandrovih Pn(x) i asociranih Lezandrovih P™(x) polinoma.
Lozandrovi polinomi voc definisani, dok su asocirani Lezandrovi polinomi u potpunosti odredeni relacijom:

dm
P,m(.r> = (1 - .r1) T (pn(l)) , m < n = 0, 1, 2, . . .

dXm

Nekoliko prvih asoriranih Lezandrovih polinoma koji ce se koristiti dalje u radu su:

P0°(x) = 1,

Ako se imaju u vidu ove relacije, jednostavnim transformacijama dobijamo sledece:

Na ovaj nacin su odredeni svi clanovi koji figurisu u izrazu za C| (p), pa se dalje dobija:

Posto je sumiranje po indeksn / nezavisno od bilo koje integracije, ono moze da se izvuce na pocetak izraza'

+1

/=0 - 1 0

P,( / /P ) • P/( / / ) +
m=l

(F.I)

Da bi se pristupilo analizi prethodne relacije, podintegralni clanovi se moraju medusobno izmnoziti, sto daje:

oo . +1 ITT

'=0 - 1 0

COS 2(/5

m = 1
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F. Odredivanje koeficijenata koji flgurisu u izrazu za Ca(p) F.I. Izracunavenje C(al)(p)

Uvlacenjem integracije po promenljivoj <p u zagradu, omogucuje se pojednostavljivanje izraza, posto ce neki
od integrala identicki biti jednaki nuli ili ce u rezultatu sadrzati Kronekerov simbol:

27T

• cos2^ - P,(nP) • P,(n) • P,(»)Jdv +

o m=1
27T

• |V cos 2^ • cosmte, - w) -
0 m=l

27T

f
I dip • cosmltpo — (pr

J P
o

Razmotricemo integrale po uglu ip onim redom kojim se javljaju u poslednjoj jednakosti za C[l\p). Prvi
integral po if identicki je jednak nuli:

2rr

/ d(p • cos2<p = 0,
o

pa prvi clan u zagradi otpada. U drugom clanu integracija po (f daje faktor 2w, dok treci clan sadrzi nesto
slozeniji integral, koji se razvijanjem prema (11.8) transformise u:

2ir 2ir

f fI = I dip • cos 2(f • cos m(<pp - f} = dip • cos 2</> • (cos rmpp • cos rrup + sin mipp • sin mip),
0 0

2?r 1-n

f fI — cos mipp I dp • cos 2(f • cos imp + sin m<pp I dip • cos 2(p • sin rrup.

0 0

Da bi se prethodni integrali sveli na tablicne, a samim tim i da bi bilo moguce njihovo izracunavanje, moramo
primeniti poznate trigonometrijske identicnosti:

cos Q • cos /? = - (COS(Q + 0) + COS(Q — /9)),

cos Q • sin /3 = - (sin(a + /?) - sin(a - /3)).

Koriscenjem ovih relacija integral 7 se svodi na zbir cetiri tablicna integrala:

2JT lit

(cos(2 + m)v> + cos(2 - m)<p) + smmv» I ̂  . (sin(2 + m)<p - sin(2 - m)V),
^ J

o o

od kojih je od nule razlicit samo drugi integral. Kao resenje ovog integrala javlj a se i Kronekerov simbol koji
ce u daljoj analizi u mnogome pojednostaviti racun:

27T

/ = / dip • cos(2 — m)ip = —- • 2?r • &i,m — TT • cos2tpp • <52,m,
2 ./ *

o
2 ir

dtp • cos 2tp • cos m(<fp — p) = TT • cos 2^)^ • 62,m- (F-2)

o

Integral po promenljivoj </? koji se javlja u cetvrtom clanu izraza za C{ (p), ima vrednost razlicitu od nule
samo u slucaju da je m jednako nuli:

27T

- (f>\ 2lT
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F.I. Izracunavenje CQ ' (p) F. Odredivanje koeficijenata koji figurisu u i/razu za Ca(p)

Posto pri sumiranju indeks m uzima vrednosti vece ili jednake jedinici, citav ovaj clan ce biti jednak null.
Imajuci sve navedeno u vidu, izraz za C l p ] postaje:

' 27T

Sada se u zagradu uvlaci i integracija po promenljivoj /z, all se prethodno mora uzeti u obzir da u sumi po
m opstaje samo clan za m — 2, pa dalje mozemo pisati:

°°
/* 1

y d< - - (^ -27T •
-1

+ 1

Integral! po promenljivoj /i, svojim oblikom nalazu da se primene relacije za ortogonalnost Lezandrovih
(13.16) i asociranih Lezandrovih polinoma. Prvi clan u zagradi sadrzi integral sa Lezandrovim polinomima
i on je jednak:

+ 1

Drugi clan u zagradi sadrzi integrale sa asociranim Lezandrovim polinomima, cija je osobina ortogonalnosti
data na sledeci nacin:

+ 1

dx • (F.3)

dok je vrednost integrala jednaka

+ 1

Vrednost ovih integrala se uvrstava u izraz za C{ (p), koji je vec sada dobio mnogo jednostavniju formu za
resavanje:

;=o

(I- 2)! 2 (f + 2)!

I u prvom i u drugom sabirku u zagradi opstaju samo clanovi sume za koje je I = 2, pa relacija postaje:

-27T •

Promenljive /.ip i fp se u integralu po t ponasaju kao parametri, odnosno funkcije ovih promenljivih mogu
nesmetano da se napisu ispred integrala.
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F. Qdredivanje koeficijenata koji figurisu u izrazu za Ca(p) F.I. Izracunavenje Ca (p)

Dakle, za odredivanje velicine Cll\p), neophodno je izracunati integral koji sadrzi Beselovu funkciju. Za
njegovo resavanje iskoristicemo rezultat [22] zadatak 3822, koji se moze predstaviti kao:

d,• X"../,„(,) = 2"

Ako se umesto m uvrsti vrednost 5/2, a umesto n vrednost -3/2, za resenje integrala dobijamo:

"
- H i ) . fr(§)

(F.4)

Sada se ova vrednost moze uvrstiti u izraz za C\ pa dalje sledi:

cos 2(pp( 1 ) _ . 2-rre

Na ovaj nacin u potpunosti je odredena vrednost velicine C[l (p), koja se moze napisati i na nesto drugaciji
nacin. Naime, zamenom velicine fip, velicinom cosdp konacno se dobija:

~ i n , ^ . 2-rre
P22(cos0p).^|^-P2(cosflp)|. (F.5)

Postupak za odredivanje C.2 (p) je potpuno analogan, samo se u ovom slucaju koriste neke relacije koje su
vec izvedene u prethodnorn slucaju. Velicina C^ (p) je definisana relacijom (13.5) i ima oblik:

C \ ' ( p ) = i d' r • —jr1 • exp I — ie.—
;-3

Komponenta tenzora elektricnog kvadrupolnog momenta Qzz (12.9), se moze u sfernom koordinatnom sis-
temu prikazati kao:

- = --!• (3r2 • cos2 e - r2) = -4 • (3cos2 6-1).
r5 y-5 \ j.J \

Uzimanjem u obzir veze izmedu promenljivih p, = cos 8 i oblika Lezandrovih polinoma, imamo sledece:

—r~ = 7 ' (3// — 1) = r • — (3/i — 1) = r • 2P2(/i).r° r i J.A 2 f j

Citav racun koji bi sada trebalo da sledi, u potpunosti se poklapa sa onim izvedenim u slucaju C^ (p).
Jedina razlika se ogleda u tome, sto komponenta Qzz zavisi od Lezandrovih polinoma na drugaciji nacin.
Zbog toga je dovoljno u relaciju (F.I) uvrstiti 2P2(^i) umesto clana koji potice od komponente Qxx. Ovaj
postupak ce se koristiti i u izracunavanju ostalih velicina Ca (p)- Dakle, za izraz (72 (p) dobijamo:

+ 1 2n

(21
1=0

-\

Posle mnozenja svih flanova i ubacivanja integracije po uglu (p u zagradu, imamo sledce:
OC +1 27T

-1
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F.I. Izracunavenje Cn' (p) F. Odredivanje koeficijenata koji figurisu u izrazu za Ca(p)

U prvom clanu u zagradi integracija po 1/3 daje faktor ITT, dok drugi clan nestaje zbog toga sto rezultat
integracije sadrzi Kronekerov simbol 6m_o, a to je vec bilo razmotreno kod izracunavanja C\

Sada je potrebno izdvojit i integraciju po promenljivoj p, a potom iskoristiti osobinu ortogonalnosti Lezandrovih
polinoma:

TO *• , +1f 1 i /•
/—*! 1 i / -* \—"* . / / ^ / ** \ /

'=" o * 2 -i

00 7 1 / A 2

;=o / l 5

U siuni po indeksu / opstaje samo clan za koji je / = 2, pa se izraz za C ^ ( p ) prilicno pojednostavljuje:

oo
^(n,^ . 47TC prr _ ,

5 • / d t - t ~ * • J s ( t ) .
I 2
n

Integral koji se javlja u ovoj relaciji vec je izracunat i dat jednakoscu (F.4), pa dalje sledi:

ft . 47re „ , ,
P .

Posle smene promenljivo //,,,. konacno se za velicinu C\) dobija:

C{2])(p) = i,-~-R(cosOp). (F.6)

Sada prdazimo na izracunavanje vrednosti velicine C^ (p) koja je definisana relacijom (13.6) i glasi:

Komponenta tenzora elektricnog kvadrupolnog momenta Qxy data je izrazom (12.7), a u sfernom koordi-
natnom sistemu ima oblik:

QX\J 3 .TV c. o ,, 3e o ,
— r^ = -e • — r- — — r • 3r • sint' • cosw • smtf • sin u> = — 5- • sin 8 • cosw • sin to,

r5 r5 r5 ^ ^ r3 -r -r.

Ako se uvede smena promenljivih /j, = cos 8, lako se moze utvrditi da ova komponenta tenzora zavisi od
asociranog Lezandrovog polinoma P22(/u):

Ova zavisnost se uvrstava u relaciju (F.I), posto je racun koji prethodi, potpuno isti kao i u slucaju C3 (p).
Naravno, clan koji potico od komponente Qxx se izbacuje, a izraz postaje:
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F. Odredivanje koeficijenata koji figurisu u izrazu za Ca(p) F.I. Izracunavenje Cg}(p)

Mnozenjem clanova i ubacivanjem integracije po promenljivoj (p u zagradu, dobija se forma koja je pogodna
za analizu. kao sto je to bio slucaj i u prethodnim izracunavanjima:

oc °° , +1 27r

C(l\p) = - - Vf-/)' • (2/ + 1) f d t - -( —"
4 ^' J t\2t>

, _ 27T

dip • sin 2<p • cosm(ipp — <pr '

"'-' o

U prvorn clanu so javlja integral koji je identicki jednak nuli:

pa ovaj clan nestaje. Drugi clan sadrzi nesto slozeniji oblik integrala po promenljivoj <p, koji se razvijanjem
prerna (11.8) trarisformise u:

2- 2rr

- f fI = I dip • sin 2<p • cos m((pp — <p) = / dtp • sin 2<p • (cos m(pp • cos mip + sin rrnpp • sin mip),
•J J

o o
2 IT 27T

/ = cos mip,, / dip • sin 2<p • cos mip + sin mip,, / dip • sin 2<p • sin mip.
J J
o o

Da bi se prethodni integrals sveli na tablicne, a samim tim i da bi bilo moguce njihovo izracunavanje, moramo
primenit i poznate trigonometrijske identicnosti:

sin n- • cos H = - (sin(a + /?) + sin(a — /?)),

sin a • sin ;3 = - (cos(a - 0} - cos (a + 0)).

Uvrstavanjem ovih relacija integral / se svodi na zbir cetiri tablicna integrala:

2rr 27T

cosmcp,, f , . . sinmipp f . ,
1 — / dip • (sm(2 + rnjip + sm(2 — m)ipj H —- / dip • (cos(2 — m)ip — cos(2 + mj ip j ,

2 7 2 J
n n

od kojih je sarno treci razlicit od mile. U resenju ovog integrala figurise i Kronekerov simbol koji ce dalje
odrediti moguce vrednosti indeksa m:

sn rrnf>0
• cos(2 - n,)* = -^ - 2;r • A n i i 2 .

/ d>+> • sin 2ip • cos m(^p - <p) = TT • sin 2(fp • 62,m. (F.7)

o

Dakle. u izrazu za velicinu C3 (p) ostaje samo drugi sabirak u zagradi:

^
">-l

• (52 ,m .

Kronekerov simbol skida sumu po indeksu m i ostavlja samo clan za koji je m = 2, dok integracija po
promenljivoj [i sadrzi asocirane Lezandrove polinome:

+1

d
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F . I . Izracunavenje. Ca\p) F. Odredivanje koeficijenata koji figurisu u izrazu za Ca(p)

Relacija (F.3) koja predstavlja osobinu ortogonalnosti asociranih Lezandrovih polinoma, omogucuje resavanje
integrala po /;.:

dok od sume po indeksu / ostaje samo clan za koji je / = 2

i 00

Cy (/5*i = ? • —- • i / — • - • 5 • sin 2yp • P*(nP) I At • t~^ • J s ( t ) .

o

Vrednost integrala po promenljivoj t odredena je relacijom (F.4), pa izraz za C^(p) dobija sledeci oblik:

1 /9 Olr
" r\? / \ 9/ \ • s m 2 y p • Pj(Hp} • -\ =i- — -sin2<f>p- P ^ ( n p ) .

3 V TT 3

Konacna vrednost C, (p). dobija se kada se izvrsi smena promenljive ftp i ona iznosi:

Xa s l i ran nacin so dobi ja i vrednost velicine C([ (p) koja je definisana relacijom (13.7):

Komponenta tenzora elektricnog kvadrupolnog momenta Qxz odredena je relacijom (12.7), a u sfernom
koordinatnom sistemu ima oblik:

/"] Q
— r1 = —e • — — = — - • 3r2 • sin 6 • cos 03 • cos$ = — r • 3cos# • (1 — cos2 9) 5 • cosw.
rn ;'° rs H

Smenom promenljive fi — cos 0 i uvodenjem izraza za asociran Lezandrov polinom P2' (A*)I izraz za kompo-
nentu <5.TC postaje:

^^ = - -T • 3/v. • (1 - //2) 2 • cos <p = - -T • ̂ 2 M ' cos V-
r° r j r j

Kao sto je to bio slucaj i u prethodnim izracunavanjima, poslednji izraz uvrstavamo u relaciju (F.I), pa se
dobija:

OC +1 27T

o - 1 0

m)! j~)\7ii / \> "l / \ \ -O ( / ^ o ) ' * (P>) ' COSm((po — (Dr) \

, „ = = , t' + m)! J
Kada se integracija po promenljivoj y ubaci u zagradu, prvi clan ce nestati s obzirom da je intgral po
identicki jednak nuli:

OG °° i +1 - 27f

C[l)(p) = - — y^(-i)' • (2/ + 11 I dt • - (— \ • .7,, i CiSl
2 •' ~^

1 = 0

Sto se tice drugog f lana. on saclrzi integral koji je po obliku slican integralu (F.2). Razlika se ogleda u tome
sto je vrednost 2</9 zamenjena vrednoscu <p, a to ima za posledicu da Kronekerov simbol sdrzi jedinicu umesto
dvojke:

/ dip • cosy • cos?7i(yp — (p) — TT •

o
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F. Odredivanje koeficijeriata koji figurisu u izrazu za Ca(p) _ F. 1 . Izracunavenje Cg\p)

Ako se ima u vidu svp sto jp prethodno navedeno, izraz za velicinu C[l\p) postaje:

i(£)^^
'-11

• P.] ( / / I • 7T • CQK

Dakle. 11 sumi po indeksu m opstaje samo clan za koji je m = 1, a integracija po promenljivoj fj, sadrzi
asociram: Lezandrove polinome, pa dalje sledi:

00 +1p/ (/,„) y dt • \) * • jl+k (t) i d/x • P/ (M)

Vrdnost koja se dobija integracijoin asociranih Lezandrovih polinoma nalazi se prema (F.3), pa C\)
postaje:

1 + ' v ' 5 ( / - I ) ! ' ' " •, - - , , 0

Kronekerov siinbol <5/ •> skida sumu po indeksu / ostavljajuci samo clan za koji je I — 2, dok je vrednost
integrala po promenlj ivoj t odredena relacijom (F.4):

dt • t~~* • J§ (t),

o

( I , /7 j 1 /Y_ . 2-jre j

V 2 p p 3 V TT 3 p p

Konacan izraz za C^ (p), posle zamene promenljive /^p, jednak je:

Preostalo je jos samo da se odredi izraz za velicinu C5 ] (p) koja je definisana relacijom (13.8) i glasi:

I" prethodnoj r e l a r i j i se javlja komponenta tenzora elektricnog kvadrupolnog momenta Qyz koja je definisana
relacijorn (12.8). a u sfcruiin koordinatama ima oblik:

/'I O

—— = — c • —— = —- • 3r2 • sin (9 • sin w • cos^ = —- • 3cos^ • (1 — cos2 $)5 • sin (p.
r:> r,> rn r6

Smenom p. = cos 9 i uvrstavanjem asociranog Lezandrovog polinoma P^(f^), oblik komponente qyz se trans-
formise u:

. , ,1 . e , .
(1 — u ~ ) 2 • sin (p — • r^ (u) • sin (p.

r-!

Sada se dobijena relacija za komponentu Q,/z uvrsti u (F.I) , na isti nacin kao sto je to bio slucaj i prethodnhn
proracuninia:

i i ) . ic
Q (p) = - —-

' ( / _ mV i , i ,
2- ry • P,(nP) • Pl V) • cosm((/)p

181



F . I . Izracunavenje, CV(/7) F. Odredivanje koeficijenata koji figurisu u izrazu za Ca(p)

Nakon ubacivanja intrgracije po promenljivoj ^p u zagradu, moze se uociti da prvi clan nestaje, jer je integral
po y" i den t i f k i j ednak n u l i :

dt ' ' Jl+±(t) d p , ( / - ^ ) • P,(M) ' P}(ti dtp • sin¥>
o -i L o

*• "V ' ol"»l / N nl"l|
' (V> ' p

rr

/
/

Integral po ^ u drugom clami je po obliku slican integralu (F.7), samo je potrebno izvrsiti smenu 2ip u
zameniti dvojku jedinicorn u Kronekerovom simbolu:

/ (\(f • sin y3 • cos m((pp — ̂ ) = T • sm(f
J
n

Uvrstavanjeni ovog rezultata u izraz za Cj '^p), dobijamo sledece:

+ 1

27^-^W-^)-

j ( / / • ) ' 7T • shlyV - < 5 l , m -

Suma po indeksu ?n se svodi na samo jedan clan kada je m = 1, a integracija po p, sadrzi asocirane Lezandrove
polinome:

+1

-i

Prema relaciji (F.3) koja definise osobinu ortogonalnosti asociranih Lezandrovih polinoma, moze se odrediti
vrednost. integrala po //.. pa dalje sledi:

• <5; ,2 -

Od sume po indeksu / opstaje samo jedan clan za koji je / = 2, a integral po promenljivoj t je odreden
relacijom (F.4), pa imamo:

Q (p) = I - P T T - , / - • 7 - 5 - s i n ^ - P 2 1 ( / i p ) / d t - r s • J|(t),
o

H»/-> • o /^ • oi/ N ! /2" • 2^e p i / x •C5 (p) = i • 2r- • J - • sm (f>p • P2 (/ip) • - <J - - i • — • P2 (Up) • sin (pp.

Posle zamene promenljive fip, konacno se dibija izraz za C§ (p) koji glasi:

(F.ll)

Na ovaj nacin su odredene sve velicine Co (p) koje ce biti neophodne u racunu.
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Dodatak G

Odredivanje prvih momenata funkcije
raspodele jacine jonskog polja W

U ovom delu bit.i izracunati svi prvi momenti ( g a ) f funkcije raspodele jacine jonskog polja W(F,g\, . . . ,35)
po odgovarajucim komponentama tenzora nehomogenosti jonskog polja koje su definisane relacijom (13.25).
Prvi moment koji je neophodno izracunati je ( g i ) p , i to prema relaciji:

(G.I)

|p|=0

U ovoj relaciji jedino nam nije poznat izraz za parcijalan izvod po a\. Njega nalazimo na taj nacin sto
koristimo relaciju za funkciju A(p,ai, . . . ,<r5) (13.24) i nju parcijalno diferenciramo:

_d_

dn\

da i

d

A(p.a,.. . . ,<75) = -N •

n=i

l]C(p).

U rezultatu figurise i velicina C\ koja je vec odredena i njena vrednost je data relacijom (F.5), pa
parcijalan izvod postaje:

. - y ̂ , ^ L , . . . , ^ 0 ,
O(J]

Uvrstavanjem ovog izvoda u relaciju (G.I ) , dobijamo sledece:

Sledeci korak podrazumeva uvrstavanje izra.za za velicinu C'°'(p) i to prema relaciji (13.23), sto kao rezultat
daje sledece:

w(F)

00

(.gOp = - n / 0 \  /
o(/7Tj y

exp -(pF0)-

\P\=0

Integrarija po velif.ini pu prethodnoj relaciji se transformise u integraciju u sfernom koordinatnom sistemu,
a oksponnnrijalna funkrija se razvija prema poznatom obrascu (13.14), pa dobijamo:

27T

p - p2 - exp -(pF0)
L j

0 0

- s n
rp V2pF/ ^

H.pl^tcos^.P,1

• (21

(G.2)
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G. Odredivanje prvih momenata funkcije raspodele jacine jonskog polja W

Sumiranje po indeksu / moze da zarneni mesta sa svim integralima, jer su ove operacije medusobno nezavisne.
Takode se uvode smenr promenljivih p.p = cos Ofl i (ip = cos QF, dok se integracija po uglu <pp uvlaci u zagradu:

-E

-Pi (//,,)

0

2ir
cos 2(pf

2?r
r

) /

-1

• PI(HF]

Sada se pristupa analizi svakog clana u zagradi. Prvi clan nestaje posto je integral po ipp identicki jednak
nuli, dok je vrednost integrala u drugom clanu odredena u jednom od prethodnih proracuna, a data je
relacijom (F.2) uz prethodnu smenu promenljivih ip —> (pp i (pp —> (pp. Vrednost integrala u trecem clanu u
zagradi je 2/r, dok je poslednji clan identicki jednak nuli, posto rezultat integracije po (f>p sadrzi Kronekerov
simbol <*>,„.Q. Ako se sve ovo uzme u ohzir, relacija za w(F) • (g\]£• postaje:

+1

v—> I /, —

-i

I" sumi po ideksu m opstaje samo jedan clan i to kada je m - 2, dok se u integracijama po promenljivoj
javljaju Lezandrovi i asocirani Lezandrovi polinomi:

~ exp-(pF0) (pF)

+ 1 +1

Vrednosti integrala po promenljivoj p,p< lako se odreduju upotrebom relacija (F.3) i (13.16) koje se odnose
na osobinu ortogonalnosti ovi polinoma, pa se dalje dobija:

( / - 2 ) ! cos2yF 2 (I+ 2)1
(7T^T ' ̂ — ' 5 ' (7^2)1

U oba clana u zagradi se jav l ja Kronekerov simbol <5/,2 koji dovodi do toga da od citave sume po indeksu
/ ostane samo clan za koji je / = 2. Ako se zatim ispred integrala izdvoje sve velicine koje ne zavise od p,
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G. Odredivanje prvih momenata funkcije raspodele jacine jonskog polja W

dobija so sledero:

« ' < F ) • (.9.),= = dp • p2 • exp-(/)Fo) • J (pF) • p22(/if)

37T

COS 2l/?/r • /

I; prethodnoj relaoiji velicina I predstavlja integral po promenljivoj p, koji ce biti resavan posebno. Prethodno
se mora uzeti u obzir izraz za Beselovu funkciju ,h(pF) (13.19), a potom uvesti parametar 0 i normalna
iar ina jonskog polja Fn. \a. taj nacin se dobija:

2F

. .
TT • pF [\(pF)2

• sin(p/?F0) - sii •cos(p0F0) \

Potrebno je uvesti srnenu promenljive v = pFo, sto za posledicu ima sledecu transformaciju integrala:

T
O O

—^ • sin(0v) - s'm(0v) - — • cos(0v) \

Da bi se ovaj integral sveo na poznate funkcije, mora se prvo predstaviti kao zbir dva integrala:

dv • 0v • e x p ( —

oo

• sm((3v) + 3 / dv • exp( -v*} • cos(/3w) - — • s'm((3v)j v / L /?v

Prvi od nj ih je srazmeran Holtsmarkovoj funkciji H(/3), dok je drugi srazmeran integralu funkcije H ( 0 ) .
Ispravnost. prvog t\T(1(<nja je ocigledna. dok je za dokazivanje druge neophodno krenuti od izraza za. integral
funkcije H(H):

CO

3' • - I dv -0'v e x p ( - v % ] -sin(/?H
ir J \

d0'• 0'• sin(0'v).

Za izracunavanje poslednjeg integrala po /?', koristicemo relaciju iz matematicke analize, a odreduje vrednost
integrala koji nam je neophodan:

dx • x • sin(ax) = -'- • cos(ax) H—^ • sin(aa;), a = const.
a a-

Uvrstavanjem ovog izraza u integral Holtsmarkove funkcije, dobija se sledece:

2 ?. / 3 \ 0 . ,.. i- \ 1 0\ - I-ir- )\~- -cos(i;^) + -j - s m ( w
L

I d 3 ' - H ( : 1 ' ) = -— [ Ave.xp(-rt}\cos(v8) - -J- - sin(^)] .
./ TT ./ \ L $v J
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Jj^Odredivanje prvih momenata funkcije raspodele jacine jonskog polja W

I z prethodne rolar i jo so mozp izrazi t i integral po promenljivoj v i to na sledecii nacin:

r cos(?;/3) - -- • sin(v0) = - - d/3' •

e smo okspliritno pokazali da je vrednost drugog integrala u izrazu za / srazmerna integralu funkcije
H(,J}. Ima ju f i ovu nnjenin i u vidu. izraz za integral / se uz neznatne transformacije moze prikazati kao:

7 = -•

r

2- /3 2 F n 3
1 -

0-H(0)
o o

Izraz u poslednjoj zagradi predstavlja Fon Neumanovu1 funkciju B(0):

- / r l . r - / / ( /? ' ) - ! .5 • H(3)

Uvodenjem ove funkr i jo u izraz za integral /, on dobija oblik:

(G.3)

Ako se sada vratimo na izraz za proizvod w(F] • (g\) f. i uvrstimo u njega vrednost za integral 7 (G.4), kao
rezultat dobijamo sledece:

U prothodnu rclac.iju moze se uvrstiti izraz za funkciju raspodele w(F) koja je definisana izrazom (13.26):

a nakon skracivanja dobija se i konacan izraz za prvi moment (g\) p

Ovakav oblik prvog momenta {,91 }p nije pogodan za dalja izracunavanja, vec je neophodno izvrsiti smenu
promenljivih dp i y>/.- u 0 \\, menjaju se i funkcije ovih uglova:

COS$;.- = COS 8.

cos2y)f = cos2(u' - -) = cos2il> • COSTT = - cos2^.
^

Uvrstavanjern ovih izraza u relaciju za ( g i ) p , dobijamo sledeci oblik:

27rAV

Ako se ima u vidu zavisnost Lczandrovih i asociranih Lezandrovih polinoma od funkcije cos#, izraz za (<?i)j?
se rnozp prikazati i na sledeci nacin:

COS 2T/I 1

[3 sin2 B -cos 2^ + 3 cos2 9-1] (G.5)

1 Von Neumann
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G. Odredivanje prvih momenata funkcije raspodele jacine jonskog polja W

Sada so prolazi na odrodivanjp izraza za prvi moment (g2] p- Parcijalan izvod koji je neophodan za izracunavenje
jp dat prema relaciji koja je potpuno analogna onoj u prethodnom slucaju:

—— .4 ( p . o i (75) = — jV • exp I — .V

Vrednost ve l i f in r C ( 2 ' ' ( p ) jo odredena relacijom (F.6), pa dalje imamo:

. 47re
- "i ..... < r s ) = -N • exp[-A' - - P2(cos0p).

Ovaj parrijalan izvod po promenljivoj 0-2 se uvrstava u relaciju za proizvod w(F) • (92) p , a velicina
se izrazava preko jacine normalnog jonskog polja F$:

|p|=0

Poslednja relacija je u potpunosti analogna odgovarajucoj relaciji koja se javlja u prethodnom slucaju gde se
izracunavao prvi moment (g\)ft, samo je poslednji clan koji sadrzi Lezandrove polinome iz velicina Ca (p)
razlicit. Ovo ima za posledicu to, da mozemo da koristimo gotovu relaciju (G.2), ali ako prethodno zamenimo
clan sa Lezandrovim polinomima koji poticu od Ca (p):

• P,|m|(cos0,) •
m=l

P2(cos0p).

Kada se integracije po uglu $p ubace u zagradu, svaki od clanova se moze razmatrati zasebno:

,*. 2Ne -
+i

dp • • J;+i (pF)
o

27T

m=l

7T

r
I d(pp • cosm(tpp -

Prva integracija po ^p daje faktor 27r, dok druga ima u rezultatu Kronekerov simbol 6m,o, sto za posledicu
ima to da je drugi clan identicki jednak nuli:

+1

(=0

Polinom P/( / IF) hi trebalo napisati ispred integrala po //p i time dobiti oblik na koji se moze primeniti
ortogonalnost Lezandrovih polinoma:

'=0

.exp [-(pF0) f •

+ 1
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_ G. Odredivanje prvih momenata funkcije raspodele jacine jonskog polja W

Ortogonainost Lezandrovih polinoma dovodi do toga, da samo clan za koji je I = 2 ostaje od cele sume, a
izra/ za ?c (F) • (r/^} ,:• postajo:

.exp[-(pF0)?]

Vrednost inregrala / je odredena i data relacijom (G.4). pa se dalje dobija:

-» 4 TT yV P
v(F) ' (52 > F = -3- • ̂ (MF)

Nakon skracivanja prethodne relacije i vracanjem smene za /IF, moze se izraziti vrednost momenta (gi)
koja gla.si:

Smenom promenljive fl;.- = 9 i imajuci u vidu izraz za polinom P2(cos(9), nalazimo konacan izraz za moment

(52) f = ::̂  • 5(/^) • (3 cos2 9 - 1). (G.6)
O

N'a potpuno analogan riacin se nalazi i prvi moment (53)^. Parcijalan izvod koji je neophodan za izracunavanje
ovog momenta, dat jo na sledeci nacin:

Uvrstavanjem velicine C3 (p) cija je vrednost odredena relacijom (F.8), parcijalan izvod po promenljivoj (73
postaje:

r\

i ~ • P22(cosflp) • s
6

Ovaj izraz so sad a uvrstava. u rolaciju koja definise proizvod w(F) • (gz) p, uz smenu velicine C^°^(p) , sto za
rozultat ima:

•no

P22(r.osflp) • sin2^.

Primenom istih transformacija kojim je dobijena relacija (G.2), mozese izvesti sledeca formula za w(F)-(g3)ft:

00 TT 2?r

0

/

P,(cos0F) + "
m=l

• cos ni((f,, - iff] • P22(cosflp) • sin 2<pp.
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G. Odredivanje prvih momenata funkcije raspodele jacine jonskog polja W

Mnozenjem svih clanova u podintegralnoj funkciji, kao i ubacivanjem integracije po promenljivoj (pf u za-
gradu, moze se izvesti sledeca pogodna forma za analizu:

'=0

In

m=l

27T ,

I • cosm((pp - i

Integracija po <pp u prvom clanu u zagradi daje faktor 27r, a vrednost inegrala u drugom clanu je vec
izracunata i data relacijom (F.7) u kojoj se moraju izvrsiti smene promenljivih tp -* (pp i ipp -> <f>p, pa se
dalje dobija:

(93) f = - 6(^)2 £<-*)' ' (2' + l)|dp.p2 .exp[-(pF0)t] • (

+ 1

• <$m,2-
m = l

U sumi po indeksu m ostaju samo clan za koji je m = 2, dok se u integralu po p.p javljaju asocirani Lezandrovi
polinomi:

z)< • (21 + 1) • dp • p2 • exp-(PF0)
1=0 Q

+ 1

-i

Ortogonalnost asociranih Lezandrovih polinoma (F.3), omogucuje resavanje integrala po promenljivoj \ip:

'-)k-
1=0 " ' "' -

2 (/ + 2)!

U sumi po indeksu I od nule je razlicit samo clan za koji je I = 2, a ova cinjenica dovodi do pojednostavljivanja
izraza za w(F) • (fls)^:

w(F) •

0
oo

' exp[-(pF0)i] • Jf (pF),

Vrednost integrala I se moze uzeti iz relacije (G.4), a nakon toga se neznatnim transformacijama moze dobiti
sledece:

• (93) f = ~

(93) p =
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_ G. Odredivanje prvih momenata funkcije raspodele jacine jonskog polja W

Skracivanjem obe strane posled.jeg izraza funkcijom raspodele w(F) i vracanjem smene za pp , za prvi moment
(.93 )/? se konacno dobija:

(93) f =

Prelaskom na funkcije 9 i t/J, kao i transformisanjem trigonometrijskih funkcija:

sin 1(f>F — sin2(i" - — ) = sin2z/> • COSTT = - sin 20,

moze se dobiti izaraz za (.93) 7? u sistemu koordinata xyz. Naravno, uzima se u obzir i oblik Lezandrovog
polinom P2 2(cosfl), pa je konacan izraz za prvi moment (ga)^:

(03)j? — r~ • B(£!) • P2 (cos#) • sin 2^,

(93) f = - ^r~ • B(0) • 3(1 - cos2 6>) • sin 2ip,

(ffs) f - -nNe • B(3) • sin2 9 • sin 2ij>. (G.7)

Sledi odredivanje prvog momenta (54)^, a parcijalan izvod koji je neophodan za ovo izracunavanje je dat
sledecom relacijom:

Vrednost velicino C,,1 (p) je odredena izrazom (F.10), pa parcijalan izvod postaje:

( p , a , ..... CT5) = -Ar ' exp[-7V . C ( 0 (p) ] • i • • P^cos^) - cosc/v
6

Kada se ovaj izvod uvrsti u relaciju za proizvod w(F) • (g*) p i kada se uvrsti izraz za velicinu (7'0'(p),
dobijamo sledece:

30

w(F) • (94) p = -^T^ f dV-exp(-i^F) -expf-^Fo)*] • P}(cos6p) • coup,,.p
O\0

Primenom istih transformacija kojim je dobijena relacija (G.2), moze se izvesti sledeca formula za proizvod

w(F) • (04)/?:

?r

] J

2?r

o o '=°

cosm(if>p -

Pi(cosOp) • Pi(cos9F) + ̂  2 ~ | • P;|mi(cos^) • P,|m|(cos0F) •

(COS dp)

Mnozenjem svih clanova u podintegralnoj funkciji i uvlacenjem integracije po promenljivoj <pp u zagradu,
dobija se sledece:

+ 1

2rr

m=l
\J

•2rr
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G. Odredivanje prvih momenata funkcije raspodele jacine jonskog polja W

Integral po ipp u prvom clanu u zagradi identicki je jednak nuli, dok je integral u drugom clanu vec izracunat
i dat reladjom (F.9). Imajuci ovo u vidu mozemo izvesti sledece:

+1

E
m = l - ' m)!

U sumi po indeksu m opstaje samo jedan clan i to onaj za koji je m = 1:

^ °°

w(F) • (gj? = - L . C O S v r >i)< • (21 + 1) • - dp • p2 • exp[-(pF0)i] • (
7T \

/=0 v- • - / • j - - -2pF /

+1

Integracija po promenljivoj np izracunava se na osnovu osobine ortogonalnosti asociranih Lezandrovih poli-
noma (F.3), pa dalje imamo:

1=0

U sumi po indeksu / od nule je razlicit samo clan za koji je / = 2, sto u mnogome pojednostavljuje racun.
Nakon neznatnih transformacija, moze se dobiti sledeci oblik:

oo

5 - ? - P 2 I ( M F ) /dp • p2o J £pr /
0

oo

(54) p = '-^ -COS<PF-P^(HF)- (^pY / d p - p t .exp[-(pF0)2j • J|(pF),

Ne
™(F) ' (94)? = ~^

Imajuci u vidu da je vrednost integrala 7 poznata (G.4) za proizvod w(F) • (94)^ se dobija:

(9*) F = ' COS^F • P}(HF) • w(F)

Nakon skracivanja prethodne relacije funkcijom raspodele w(F) i vracanjem smene za p,f, lako se nalazi
izraz za (gt)p'-

' ^2 cos

Prelazak na promenljive B \ zahteva i sledecu transformaciju:

7r\ ^ - icosujf = cosfi/-1 — — ) — sin V' • sin — — smtp.
2 2

Uvrstavanjem izraza za asociran Lezandrov polinom P^^osfl), izraz za prvi moment (#4)^ zadobija svoj
krajnji oblik:

(94}F = ̂ ^ • B(0) • P}(cos6) • sinV,

3 cos e(l -cos2 61) s
O

B(0) • cosO • sm9 • sint/;. (G.
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_ G. Odredivanje prvih momenata funkcije raspodele jacine jonskog polja W

Preostalo je jos samo da se izracuna vrednost poslednjeg momenta (55)^, a za to je neophodno odrediti
parcijalan izvod:

Q

Vrednost za velicinu C^1 (p) izracunata je i data relacijom (F.ll), pa izvod po promenljivoj a5 postaje:

-^ • C(0](p)} • i • . p} (cos 0 p) • sin w

Vazno je uociti da je oblik ovog izvoda isti kao i u prethodnom slucaju, samo je funkdja sin if p zamenjena
ros^p. Zbog toga SP ino/o u/cti resenje za moment (.94 )f- i u njemu funkciju cosipr zameniti funkcijom

Prelaskom na promenljive 0 i ip, kao i transformacijom trigonometrijske funkcije:

sinipf = sin(V' - — ) = - cosi/> • sin — = - cosip,

moze se konacno dobiti vrednost prvog momenta (95)^. Naravno, mora se uzeti u obzir i izraz za asociran
Lezandrov polinom P.^cosf)). pa se konacno dobija:

(9s) p = - • B(3) • P} (cos 6) -cos 4,

2-cos

(35)^ = -2xNe B(;3) • cos 9 • sinO • cosijj. (G.9)

Na ovaj nacin su odredeni svi prvi momenti funkcije raspodele jacine jonskog polja W .
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Dodatak H

Posebne napomene

NAPOMENA 1: U Solinovom radu [1], relacija (21) se razlikuje od (6.18) ovog rada u clanu koji potice
od kvadrupolne interakcije. Naime, koeficijent 3/16 u radu [1] bi trebalo zameniti faktorom 3/8, odnosno
povecati ga dva puta. Mora se naglasiti da u izrazu (21) ne figrise faktor l/47re0, posto su sva izvodenja u
[1] obavljena u CGS-sistemu. Prelaz u Sl-sistem zahteva dodavanje ovog clana i to se ne sme gubiti iz vida
kada se vrsi bilo kakvo izracunavanje, a koriste se gotove formule rada [1].

NAPOMENA 2: Solinov rezultat (relacija (25) u radu [1]) se u poredenju sa relacijom (7.3) razlikuje
u predznacima ispred clanova 6(ni - n2)2n2 i 6(n'j - n^n'2 , sto je posledica stamparske greske. Ovo se
moze zakljuciti na primer iz vrednosti za Aq koje su navedene u Tablici 1. istog rada. Za liniju Ly-a koja
odgovara prelazu |2{1,0,0}) -> |1{0,0,0}) vrednost Aq prema relaciji (7.3) iznosi:

\ \2< - 22 - 6(1 - O)2 • 22 - I4 + I2 + 6(0 - O)2 • I2] - -4,
O L J

a to je upravo vrednost navedena u Tablici 1. Prema relaciji iz Solinovog rada vrednost Aq bi trebalo da
bude 12. sto ofiglcdno nije tacno.

NAPOMENA 3: U radu [1], relacija (27) koja definise koeficijent &„_»„', razlikuje se od (7.9) ovog rada
u stepenu po AQ. Treci stepen AQ bi trebalo zameniti drugim stepenom, a tacna defiicija za 6n->n' bi bila:

1 f n2 ,m 9o e a0 / . ( o ) \  .  q
On_tni = • • • (A _^ ;) • ^n^, !•

4/r he P,fi '

NAPOMENA 4: U radu [2], relacija koja definise koeficijent Ck se razlikuje od izraza (14.19) po tome
sto je u [2] uvrsteno jedno elementarno naelektrisanje viska e, odnosno ispravno bi bilo sledece:

3 ea0 d

2 ' IT *'

Ovaj rezultat i dimenziono odgovara s obzirom da su mu dimenzije:

Cm V _ J m _!_ _ 1
Js in .Is m s

NAPOMENA 5: U radu [2], velicina 6k. se definise kao

27r Nean

sto se poklapa sa (14.25). Medutim, u ovoj relaciji figurise ek koje je odredeno izrazom (9.8), a ova relacija
se pak od Solinove [2] razlikuje u faktoru 1/2. Zakljucujemo, da je u [2] ispusten ovaj faktor, a greska je
popravljena u kasnijem radu [17].

NAPOMENA 6: U radu [2], velicina Pk se definise kao

27r Nea0 7 _ 2?r Nean 3 e2a0 7 _ JVe3a§ 7

n " T ' ffT ' Qk~ T ' ~~F^ ' 2 ' h '^-"' h\F0\ ̂ '
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H. Posebne napomene

Medutim, prema relaciji (14.26) velicina P^. je definisana kao:

sto ip u suprotnosti sa trzultatom u radu [2].

NAPOMENA 7: Da bi i/vodenje za oblik profila bocnih komponenti bilo ispravno, u relaciji (14.27) se
rnora definisati vol ic ina A';, koja se javlja innesto velicine H^ u izrazu (3]) rada [2]:

7T • <\W2 7T • Nf>'2n2'' j V t aO A q _ " 'v (- "0 A q

^ • F O ' A " ~ ft *'
Ova funkcija se javlja i ka,snije, u svim rezultatima u kojima figurise Hk- Naravno, zbog ove smene po obliku
se razlikuju i sve ostale funkcije koje zavise od //*.-

NAPOMENA 8: Izraz za profil bocnih komponenti koji je dat relacijom (14.28), razlikuje se od izraza
(33) u [2] samo po faktoru (27r)8. Ovaj faktor je verovatno posledica neke integralne transformacije i to u
nesimetricnom slucaju. s obzirom da se tada kao faktor javlja 2?r. Medutim, normiranjem intenziteta na
jedinicu razlika u ovom faktoru se gubi, a relacije (14.28) i (33) iz [2] postaju ekvivalentne.
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