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U nerawmoteinoj kvemtnoj statistici najlefiSe se pojavijuju pro=-
blemi, u kojima, poletni hamiltonijam ili hamiltonijan multe sproksimecije,
ne savisi ekoplicitno od wremems, dok se wrememskja savienost imberskeija
ukljuduje u nekom tremutku $y¢ Jrugim redima nerawmoteini hamiltonijam se

WWIOM ‘(:é.‘l:uz | aﬂu 2
H(Jc) 2t
H +\X/ t) f>J‘uJ (A)

Osin ove standardme situscije, moZe da se desi da poletni hamilto=
nijan savisi eksplicitno od wremena. Tipilan primer sa owkw situgseiju su
m,uammmnmmm-

§= p«-——-—-» (F¢) (B)
T"T’“S -ZL—i ZMC}PA r{)-ff} Y‘%)Pj-f:z%(rﬁ‘(r{)

Ova kinetidks enemgija kao ¥to se vidi predstavlja hamiltonijan
nulte aproksimacije koji mavisi od wremena. A

iko se u trematim ¢, wﬂliuhwt(a,ﬂuh
$reba resavati nerawmoteini statistiilki problem u kome i polasmi hamiltomi=
jan { ukljudema interakeija zavise od wremena. Uopite hamiltonijan u ovakvim
situacijema f=xm oblik - -

PR XD fét“%%t lLo
— & A ‘ (<
H(t}" H o)+ W/ (t) t >t (D)
%a nerawnoteini probles sa hamiltomijsmom tipa ( A) postoji dobre
rasradjen formalizas i om ée biti isloiem u prwj glavi owog diplomskeg radas
fito se tide / D ) do danas me postoji neka pobdana proceduras
Mononnemwﬂuwuwdnummw-
ali ne sa operatorom veé pomogu nekog umitarnog operatora U ( t ).
Ovakav prilas sadrii u sebi Sitav niz nejasnofa prilikos odredjivanja konkretne
forme operatora U ( t ).



U dotolje omkwog prilase i raslilite ideje o tome kake treba odvedjiwti

U (¢) neSemo se upuitati.

Gvie femo predlofiiti jedan nov prilas koji se ssetodl u tome ito se u imrasu
/9/ od hamiltonijana H, (t) predje unitammon transforsmecijom, ne novi skvie
valentnl e hamiltonijan hg koji ne savisi eksplicitno od wemense Lada se

owmmun(t)mnw

A | & t<t, QIL:O

H (Jc) & L (1 5%

€9 +-\)(/(t £ 2T,
i dalje se mole primeanjiweti standardna procedura u slulaju hamiltonijana tipe
{ 4 )¢ U diplomskon redu bide islolena opita teorija owmkwyg prilass i bige
redoni neki prosti problemi koji uglawmonm aslufe kno ilustracijs metoda.
Problemi ove wrate koji me pojavijuju u praksi sshtewaju duge i komplikovane
relune pa stoga nefe biti obradjivani je@ to daleko premaie mahteve koji se
postavijaju pred jedan diplomsii rede
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USHOVE KVANDHE sPATISRIRE
Lo GSNOWHI POJMOVI U KVASTHOS STAPISTICKGY MESANICI

Zadatak kvantne statistilke mehanike sastoji se u tome da pruii
sadovol javajusd teorijski opis makropskopskog ponafsnje sisteme koji se
sastoji od veoms velikog broja kvantnih nikvoobjelmta. Foite je ownj sadatak
U suitini ioti kao 1 sadatak kiasiine statistilke mehanike, oligledno je da
8¢ pri njogown relavanju koriste diste 111 bSer slilne ideje keo { u Magie
imoj statistieds Tako se, ma primer, idejn amsambls sistema u potpunceti pre~
noed is klasiine statistike u kvantmue To smadi da se umesto uolenog sistems
kwantaih mikroobjekats u kvantnoj statistied amalizira weoms velili broj aje=
sovikh kepija, koji sve imaju isti hauiltonijsnov operator i nelage se u istim
makrosiopekin uslovima, a osnowmi sadatak anslise sastojl se u nalaienju
verovatnofe da prilikom merenja bilo keji od sistema iz ansasbls bude registro=
vamu datom kwntnom stanjue Ove verowatnoge sa, kao i u lasiinod statistief,
skoro u potpunocsti dirigowsne spoljisinjim mskroskopskim uslovims, Dinaaidke
sakonitosti koje regulii pomaienje kvintnih mikroobjekats u smalimama se
uglawmos keriste keso komtrols da se prilikonm odredjiwinja pomematih verowatnoga
ne izdaje van granice kwsntne mehasnike, Uprave ma own mestu = Klasidni mikro
objekti se pokorawvaju sakonime klusilne mchanike, & kventni mikroobjekti
sskonitostims kvantne mehanike = podinju razlike u madimu relawanja osnowog
statistilkog sadatka, tj. kovektnos teorickog opisa makroskopsiog ponasanja
aistenn,

Evantne statistilke, pre avegs, no mole da koristi ideju fesznog pro=
stora, jer se na osmowu Hajsenbergovih relseija neodredjencsti koordinate 1
impuls kwaninog objekta ne mogu stimultanog meriti, pa je prema tome, uwvodjenje
hiperprostors koji se kontrolije mad loordimatama i impulsime kwatnih Sestica.
lisenog swmkog sistema, Semim tim i pojam klasilne funkeije respodele, knje
savigi od koordinata i impulsa, ne mole da se koristi u kvantnestatistidkin
analizanse Zbog toga kwntns statistiks uvedi nove pojmove i nove metede, koji
s bitne raslifiti od pojmown i metods klasidne statistike, ali, ma knkeo to
paradokealno isgledalo ma prvi pogled, daje idemtilme il Bxf baresm veoms sli«
éne oanowie vesultate kao i klasilna statistika, Pomenuta Sinjenica prestaje da
bude parsadoksalna ako se usxe u obzir da su verovatnoge nalalienja sistems u
datom stanju i u kvantnoj statistiel definisane uglawwon spoljainjin k malkro=
skopskin uslovima, a ovi su unapred sadati i nesavieno od tog: kakwom su tipu
makroobjekata nomemuti,



-4.

Pre nego ite se predje na izgrainju formalisme kvantne statistidke
nehanike, neophodno je da se neiito vise kafie o tome kako se sve mogu opisi~
vati stanja kvantnog sistema, U kvantnoj mehanici je wobilajeno da se sise
tem opisuje vektorom stanja, 3ije je pozmavanje jedini preduslov sa ispie

 tivanje svih fiziSkih karakteristika sistemae Prilikom ovakvog opisivanjs
8e predutno podrazumeva da je sistem potpuno izlolowvan ed makroskopske oko=
lines S obzirom na ¥injenicu da se u kvantnoj statistici uvek analiziraju
gsistemi koji su u kontaktu ss okolinom, pri Semu owvaj kontakt bitno utide
na statistidko ponadanje sistema, oligledno je da posmavanje talasnog ve~
ktora sistema ne predstavija dowljmu informaciju za kompletno opisivanje
njegowg ponasanja. Pored vektora stanja u kvantnostatistilke analize mora~
Ju da se ukljude i neke veliline koje karakteriiu kontakt sistema sa ekolinom.
Interakeija mikroobjekata koji salinjawvaju sistem sa makreskepskim okruienjem
Je nepredvidljiva i slulajna, pa otuda rasumljivo da se opisivanje uticaja
okruZenja na sistem mo¥e vriiti samo probghilistifki, tj. ssdavanjem vero«
vatnoge Wy, da se sistem usled interakeije sa okruienjem madje u stanju kara~
kteristidnom = skupom kvantnik brojeva k. Zbog ovoga se resaganje kvantnosta<«
tistidkinm problems wri¥i u dve etapes u prwjetapi se trafe vektori stanjas izeo«
lovanog sistema, a u drugoj se prema tipu kontakta sa okelinom, ecdredjuju
verovatnoge da sistem bude registrovan u kvantnom stanju k. S obszirom ns
veliki broj Gestica koje sadinjavaju sistem, nalaienja vektora stanja izoloe
vanog sistema, predstavlja samo po sebi, veoma komplikevan zadatgk. 5to se
tide verowntnoge Wye veé 1z definicije je jammo da njegow odredjivanje pre-
dstavlja problem koji je potpuno amalogan odredjivanju funkeije raspodele u
klasidnoj statistiei. U kvantnoj statistiei se obiZnmo predpostavija da je pro=
blem nalafenja vektora stanja rejem, pa su sve amalize uglawom usmerene na
nalaZienje verovatmoge Wy o

8 obzirom da se u kvantnoj statistici traie vise podataks za komplee
tno opisivanje sistema mego u obilajenim problemims kvantne mehanike, o8i~
gledno je da se kvantnostatistidka srednja vrednost me moie poklapati sa kva~
ltuuh*uho- sr B veednoggus

A =ﬁ<<XK%|AIth> (1]

Kt

Poito verovatnoge Wy po stojoj definiciji regulidf pitanje kada ée u aktu

merenja fizilke velifine A biti dobijem resultat Ay b4 7 W Je odigledno da
se statistilka srednja wrednost veliline A mors definisati kao matematidke
ofekiyanje velidine Ay ¢ peo\ verova

W f 43 A
<A> =2 WihAu=1 WKJJ’X<XKHA,€KX> (2)

pri Sem jes \X/K>»O Z WK —.:::1 (S)



os s
la omowa definicije kvantnostatistifke erddnje wrednosti ( 2) dadast o0
de pojmown s kojima opariie kvantna statietike, mchaniks,
s to su statistilki operator i metrics guptine, Ake se u formuli ( 2 ) cperater
A stavi u “sendvil” fumedju projoktews I =/CIx [X>< x|
<A7 ZW fdz<thM(t)'tKZ>—-Ljdz<zl<t|p’*(ﬂpft'<1>‘

- E;\)(ZS lxdydz<zmﬂx7txm-(t)| y><y|tkz> = 5,0(A (t)gJ(t))

Muumurmmnmmnmwm
Spur proisvoda operatora A i operatora

=z\x/Kdeith><fol (4)

koji =e naziwm mumm- operatoron, Matrion koja se u beazisu x lorespo=
ndire cperatoru §>£ E434 su elenenti dati sus

9 xgt)=<x;9(t),3> 5:\)(/ Sdux{tu><zzt}3> (5)

uﬁnn.ﬁtumﬂu.mm igra u kvantno) statistiéd ulogm
slidmu onoj koju funkeija raspodele ime u Klasilno) statistioi. Ismedju matrice
gustine 1 Xlagidne funkeije raspodela rostojl i izvesne forsalns analogije,
Jer sa pistem od N USestics obe savisc od 6 N warijadli, s tom razliken 3te

su sve warijabile od kojih saviei matrion gustine kenfiguracione,
Dalje smalogije iamedju ¥ kvantne i klasilne statistilke sogu se
ustonovitl ansnlizom = osobina statistiikog operators, Take ns primer:

gpé({):jd’( <><I§(t)]x>=c:w.< jdxda <.x{t|<a><a:<{-}x7=
_Z\)&/deg<gk€[ _Hx]x><x|)|tn<a> EWK§O'3<“IH,*"Z>“
vdew = b W= Sp($) =1 (6)

predetavlja kventnostetistilki pandan Klasilnem uslow normiranjas
muu.ummﬁ vektore ]th>uuﬁnu _9(»«.)
prodje na Hegsenborgove vektore: |(ix>( | kx > dolasi se do relacijes

é(t)* _PA élﬁ (V}

gde statietilki operatoys

;—_Z \X/njdXIKX S>< XK (8)



L

ne savisi oksplicitno od wremenas Ako se relacija ( 7 ) diferencira po
vrenema i primeni potpuno analogan postupak kso prilikem izwdjenjs relacije
dobija se sakon ewlucije statisctilkog operatora u wvremenus

zﬁégéﬂr—[ﬁ(f).f)(ﬂ]
koji predstavlija kvantnostatistidki enalogon klasilne Liuvilove jednalines
Stanje statistidke rawotefe definide se u kwamitnoj statistici us~
lovoms ~ A ..
QRL) =0 (10)
koji je analogan klasidnom uslow %f,,ammm(h).mu(s)
eledd [, O]=0 #o snadi da u stanju statistilke rawmotele sbatistidli ope=
rator predstavlja integral kretanjaes Owa 3injenica vodi na sakljulak da rammo=
teinl statistilki operator mofie da se izvasi preko ostalih integrala kretanja
koji karakteriiu sistem i preko parametara koji karakteriia spoljsine makro=
skopske uslove, pa je i u ovom suislu analogija izmedju Klasilne i kvantne
statistike odriana.
inalogno pojmu fasnog eksponenta, u kvantnoj statistici se uvodl
MQmmun

S)y=-In p(*) (11)
a entropija se definide kao statistilka srednja wrednost operatora S5, tjs
= - Sp(fe) tn (e) (12)

Definicija ( 12) amalogna je Cibsowj definieiji entrogiije za kKlasifne ansamble
i pati od istog nedostatika, tj. entropija ne savisi od wremena bes obzira na to
uummmquﬁdummu.Owuhhmm
nuwmmnmm-uxn l(c[-—n () asvije u red
po stepenime statistilkeg operatora (t)-Eanp (t) i uszme u obmix
Sinjenics da su operatori 9(“ 1 € .nm(?)umm

PO =UE PU () gde jo unitami operator U (t) dat sa U (t) ==:

- el A
P(t)._.(L 9LL (t)Ll(t)§>U(t)=

ouoh-ynuuu- 9 ) = U #) P”U (f) operator entropije se
mofe napisati u oblikm

3= 1) T n$" 00 = L0 [ 07 (4)



.'Q

#to gamenom u (12), posle eikliine permatacije qu:tm. :n.:o rezultats
S = -Sp() bn (1)) =-Sp(Etn9) (13)

mmm.-wwuzwm-
mm.mn? razvije u reds owda 4€

gVL? EanQnm

smm.um(o)m:n

9 :EA—;WKW¢jdXClg‘KX><XK\93><Z€I.:._
- E:\X/z fdxlmx><x2| — YZ_:W:;SK

/\” A
S=% W R pa e

Sf\)ﬁn? E:O* L rmp EPLCLn Kmf_
_.ZPKWPM.\X/K

mmtm-(u)mm-ouunm-uan
S=- SF(‘:Z;——: iSK\X/K %WK) ’-—7-"’5’_:_." Wi &Q\X/K SP(P"-):

=-9_ W I Wi (14)

o predstavlija tralena vema izmedju entropije i verowinode Wye



2, NERAVEOTIZNA EVANTHA SUAVISDIRA

U ovom delu bige iszlodeni neld metodi amalise newawoteinih pro=
oesa koji se cdigrawaju u kvantnim ansanblina, Ovi metedi su sbog swoje
efikagnosti naldll #roku primenu { wan granica nerawmoteine kwanine sta<e
tidtike, pa jo zato neophodno da im se posveti duins painja. Analogni me=
todi se sogu rasviti / 1 rasvijaju se/ i u okvirims nevawmotelme Xlasiine
statistike, ali, bar sa sada, njihow efikasncet i nuinost nije proverens
u praksi u onoj merd, koja bi sahtewls da se o njims diskutuje u okvira
owmkwg jednog teketas § oveirom na wof ukasanu tesma amslogiju i slifnost
rezultata koje daju rawmoteline statistike, realno je olekiweti alilmm eie
tusciju § u nerawmotelinon domemu, ps Je 1 shog toga nepotrebno da ce dve
wlo snalogne metodologije paralelno isladiue

Kao Sto je ved viie puta isticsno, nerawmoteini procesi se anali~
giraju pomogu statistilkog operatora Loji saviei eksplicitno od wreunena.
Pre nego ito se predje na definisanje owmkvog operatora, koji se obilno maziwe
nerawmoteininm statistidkom operatorom, potrebno je razjeeniti u kakvim se
fizsidkin situscijama pojaviluje potreta da se on uyede u ralune U devetom
paragrafu odnosno jednalini devet uwedeni su operatori.

g’St).-_E\x/,de]{- Kx><x K] i é-g.w,ﬁjdxlkxxxl(‘ (15)
~umm-mt.wm:owm.un«a-mm &__

p=pt  ge” @

A

-nnpuu--ntm-ummawmm sistesa H ne savisi
ommmummwf(ﬂ i 9 dobijena je na ommowa fo=
rmalnog vedenda [t KX > = 0% [ KK X >

iredingerove jednaline: lﬁ ItKX>Hlth>

aﬁ. 0 (17)
hhtﬁ#qmﬂluu“wmodmm [t KX >
se moie napisati keo proizved neke funkeije £{t) koji maviei samo 0d wemena

L vektora || X > t. [EKX > = §(¢)|KX >
i tads nije telko sakljuditi da se veilenje jednaline (16} mole napieati u
oblika &‘£ -nt

|ltkx > = O kx>, <«xkt= KKK}Q K (18)
gde ou 5 swjctvene wrednosti hamiltofiijana, tj. reienjs svojstvenog problssas

ftHkx>== = | KX > (19)
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zm(u)uzm(u)ufb (t)unnuum.@(t)-_ﬁ ’
mw&uaoudemmﬁ(t)ﬂ?.—nnuakumxhjon
ammnmuqmt-qummgbhuaw-uam-
menski nesavisnih vektors |k X > Odawie sledi opitijl saidjudak, koji se
moie owake formulisatis ake hamiltonijen sistems ne savisi eksplicitno od
mumamﬂ-nﬂnwm.mmuuu
umuumh@(tzop.mmzaumw(xs).m
MaMQmmtS).bu.uﬂdnJMMh-
Munulmmhommmnnuohnhomm
ymxmmmuammumpmumnmam
kads hemiltonijan sistema ekspliciino saviei od wremenae

Bajopitija forma u kojoj se molie sadati vremenski savimi hamilto=
nijen je slededds "

~ -H zZa ""—'é{oj. a.ﬁo

M — g
HO={fy fe ety 200 &

mmt.mtnummmo.-
mogudnost tg — = oo je depudtena 4 predstavija samo Jednu od moguéih wawija=
ati opite formule ( 19 ). mmun—-[n kx> ( ovie je
pmun-m‘qmmnuomuowuuwa
*M.MWMMﬂmmms)u.nMO
nth'-nt>t. dobijejun se relawmnjen jednallnes

th 2 |strx> = (fl+ Hent (@) Strx > >t (20)

Jednadina ( 2 ) se velawa toko Ste se uvede novi vrememski savisni
vektord ‘:t::>suudu-amm

Ht/e
[Strx>= 7R | 3 ekx > (24

WM‘tha'.)mimnm:a stanja u reprezenta~
oiji imterakcije, a dopunskis indekson J oamadena jo njihowva pripadnost ow}
tqmt.lhn(a)m”m“t

Eﬁ%ﬂsum =H‘|$ta<x>+fﬁ e "‘%]Jth> (22)
1 resultat sameni u (20) dobije se sledesén jednalinas

Aot
b D A A -*t;t Vs
(h'—ggljth>=\)\/(t)laikx>; W (=0 HintWE  (23)

koje regulide ewluciju vektora ll tk x\ u vrememi.
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Jednatina ( 23) refave se take o se obe strane integrivaju po
miuut.umtmﬁm“t.ml-a.ﬂo
dldu.t>t.. Eao resultat ove operacije dobije se imtegeseijs Iintegralne
aohllhsﬂm-up.umm

|DtKkx>=]J¢, Kx>*~-s--—Jd£\x/(t)pty<x> (24)
Wkter stanje I: ‘ok3>num(a)~huunum

-Hoto
|7t.kxn>=£€ /LFL,S": KR >
8 druge strane sa sve trenutke wemsna t‘t.uuxunuuuno-u
nesavisne od vrememst th)-f.nnmm-uuaun-
nummmm: vun-l |lka>-

Serx>= QWA x>

ved 1 nalins | tkx =e¢ Hkx o Polte ove vesa wmil 4 sa
Hats
t -t t5 {sc.xz;o”» [ % x odush se moie sakljalits da jos
(25)

| Ttekx > = [Hhex>
JednaSina ( 24) se relaw integrecijom i njeno se rsiénje mole
napieati u obliku sledefeg desikonzinog redas

t ¢,
| 3tkx >-[4+ Sd{ W (t.) t4a )2'!0!{4Iclfzwa,)w({z)*‘.,.

t t"’ | A A
g - fbcpi . e
s % S e,ctpaty < o<t <t (28)
Red komvergira ukelike je lin (‘I) <I‘
Redenje (26) se molie koristiti u odliku u kome je date, ali =0
Seige pibe u neito kompaktnijem oblikus Da Bi se ( 25) mogle fsrasiti u
kompaktno) formi uvedi se eperator T{ keji ima sledefu cefbinrus

i % A\(h) @A(‘t,) zaq t>t, } (2\7)
TAM)B(E)=] B(¢,) Alk) za *i <t
Osoretor T Je Dojsanov Bki operators Ke osnow defindocije ( 27) je

eéidedno da waii: ) R

Tﬂ=7_ (26)
Poite su u lzvasu (26) operatori ¥ Ved uredjeni po wrememm, oligledns
Je da se ma smmown defisicije operators T hoie plsatis



.n-

' ¢t
lJth>'—f ‘iﬁ“ jd{: W --4—')'J { fc‘{p_\;(\/(t)\X/({l)f..-'

{
4 A A A e T
Y idt'tjdj‘z--;‘Jdf,.\X/(t.)\X/(t,)-~-\x/(f,,),--)$:u x> (29)

Hogugnows dobijunjs xompektidjeg iurszas sa l:th)uxmm
£ mogu se demonstrirati na trefem Slans reda ( 29)e Ako se iskoristi
mmcuummmwmnmn-m

: qu fcuwa)w )= TJcH ch W () W(t) =
_.chu jcuw(e Tjd% fdt{w(f)\X/(t) (30)

rommzmmubm-muuzm-muzmw
nicina wvremens, ne sme 20 pisati i‘(q‘) ‘(t')-i‘(t’) f(t‘)fvhub
isprsd owkvog proisvods stoji hromeloiki operator onda Je svejedno kojin eu
redonm napisani faktori, jor ma osnowa definicije ( 27), hrenoleiki cpewator
"oanti™ red po kome oni treba dg se raolie £ uvek ih moZie dovesti nn %o
“sakoniti” red mmolenjae Zehwaljujusi ovome, u poslednjem stava formule (3)
mnmnmmmfr(cl)v(t,).!r(@v(t‘)

i satin iswditi zanenm integrecionih promemljivih %) ’.ll.ubljl
daje sladeséi resuliat:

L dlw) '
‘TICH J-CN \X/(’t ( )'—-L le ] G) !
m-upzfm-ummuu-muumm(a).
uqmu-um.w jt
W (t,)
fd% Jdt, ... it N (4) W/ (+,) .. W (ks )_lT*"n, ](52)

4 ¢,
nup—u..nmoum th::)-u-u-unoum

| Jtkx > 5(4:{ )]Jt,{;@

S = /‘ﬁfd% W(f)—Ténfdf'“?’(f') (33)
)

Unitazad eperater £ (8, t.) nasiva se matzies rasejanda 11i, prostc Segate
rics.
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~ Na osnow (33)s (23) 1 (2) molie se pisatis
/ A A X : (
‘HK)Q:S"(\H. IJ":KX} 54(t’c € (Sth>
Ht
|stkx>=€ /A S(tt)| x> (54)
-; Hot/(_fl
4xs<ts]-—<x|<H‘ (t,t) @

Vremenski savisni statiotilki eperater t-ds-n.wzmuc
preie ivedingerovih vekiora stanjas

§£’&;Vb&jdxlSth><XKtSI <2 Y

it/ — A | oy (#h
" €#o%/(ﬁ§({,to){%_\\w&jdx}ﬂkx><xzﬁ{}5‘ (f.tn)e (35)

i povesan jeo, kano ito se vidi, sa wemmski nesavisnin statitstillds opers~

SS\OE —-'WKJC{X‘#KX><XKHI (36)
ne cledesd nalims | + ﬂgt
9{ P S (t4) 93(,5{)@ (37)

Fermila (27) kojs povesuje nerawotelni stetistilki opevator Pt
sa rewoteinin operatoren (O, predstavlje fundementalmt relsciju nerawotelne
kvantne statistike, jer omogufawe da se nerawmoteine srednje wednosti imva«
wuu-a-nmmmmm
fizidke validine A (%) mmu-uu<A(£)> =Sp(A)P,) |

+

q 4#1'\ d:
SplA®IS) = a(s (te) e AW eE Set)E)  (39)
1L #ot 4“

-

¥5
<AK) - N e (“:{)_)4({)8(#{ )> ﬁ({)— e /\(’t)et (o)

gde indeks "t" wan uglaste sagrade oznsdawa nerawnotelimu srednju wednost,
s indeks "o" ma istom mestu-rawoteiin srednju wrednoste § obszirem ne vema
02) izmedju vektora stanje u representsciji interakeije i u iredingereve)
reprezentaciii, oilcledno Jeo da f()predstavija iredingerev operator A(t)
napisan u reprezentaciji intaralelje,
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Ne kvaju, treba Fasjamiti kejl jo od rawmeteinih operetors 5°
najpogodniji se izralunavanje nevawnoteinih srednjih wrednosti. Tokom
snslise koje su isvriene u prva dwa dela vide puta se moglo kenstatowti
da Jo wvelika kanonilka raspodela majopitija 4 da su u nju uidjuleni i
sakon kengervacije srednje emergije i mskon konserwecije arednjeg broja
Sestica, p® sato pri usralumavenju nerawmoteinih srednjih wednosti trebe
korictiti rawmoteini qmtaf_ﬂ“ﬁuﬁus ansanbla, tj.:

Ovo tim pre 5to u nerawmoteino] kvantnoj statistici jJoi uwek nije potpunc
Jasno koliki je domen primene stawe ¢ termddinamilkej ekviwlentnosti
aneanblae
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PROJLEN VABLENSKE ZAVISNOSES HMAMILTONLIANA NULTE
IPROKSINACIIE U NERAWOTENGS SPATISPICK

U skladu sa mapred formlisenin zadatkom, u statistille]
fiziel se koo nepphodno namedé tyetmen pejava u sistemue U prethodnc)
glavi islofens je procedurs u kejoj ee nerawmeteino] kwpntnej ctatisticl
refawmju prodlemd kod kejih prolazni haziltonijen me savidi od wemema,

Cvie domo amalimirsti eslufa) mds polasai hamiltonijen mavisel
eksplicitne od wremena kae ite Jo wof relens u prethodnes stuwie

U uvednom 1xlaganju, pretlen ea wenemskism savisaim polasnir
namiltonijenon relavadene take 3to demo unitsrnom transformacd jom ovog
haniltopijsme predi me ekvivalemtni hamiltenijen, kel ne vavied elkspli~-
eitno od wremema, Upits procedurs i primeri sa satemstillkem interprete~
eijom II glave ¥ini e sadria) owgn diplomskeg radags lme fe biti i glawmeo
teilfte.
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1.PRELAZ NA EKVIVALENTNI HAMILTONILJAN

Hamiltonijan sistems sadat je u slededem oblilm

- b > - % 7 i
=N (XCeph.) 0P $.. [ | iy (1.
U T diiid ‘X;L;T/,fh// Ll E_,I’ z:(,,,_.,\r_}' 7} l’\.,‘v'fz i'.j; .f;

j=4 " < - S B 'E (f d g4d

uuumm-uznm:mu.’ #a nerawnoteine statistilke
procese, potrebno je da se od hamiltonijana l.(g‘ s £ ) predje na neki
ekvivalentni hasiltonijan hy ( § ) koji me di eksplicitno savisioed od
wveen:nas

A

D~ (pfsd) A . ~tPSt) ALl 3

Wi)=€ THUHE 7 Y(E4)=YE), 23l 2)

U opiten sludaju, qmtu?’(@,‘t) 4 njegov izved pe wremenu ne
moraju da komutiraju tj.

LG IR Y A=) (ST TR

e 7 -



b ogUMO Oé#ar*e'

Gae)=SHEY | Fm ‘”:.,. 29847

haniltonijan &glasis

fv(s)
[DEY 4,(E, )H 1.(3.4)]- 0r244)
P Sf)ﬂcfﬁb(&f (5)
YYoAuR o je

[P %@JJ 0 ()

JegHar UG (5) Ce yupoa/ioba U DocTa e
EIE )]___Z@#o(éil -

1epP Je  TpeMa (@)

A A A g 34 N\
fIN 4 T4 TN
—— {1 F i
N ¥

N Irco 7
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Frobles ekviwalentnog potemcijale wofie se rediti preke ima’.—(s ) 114
preko jednadine (7), u savisnosti od tipa u-uuusm

U prineipu, procedurs bi se mma. = slededen/ me opiti sluiaj jednaline (5)

(dabare nmbxqmtu@(s {) i nadje se, preko (4), i opervator
F(St)  «ove dwa operators wasens u jodnatin (3) & pokuis se izjedna =
Savenjom koeficijenate u Jednsiini (5 ) sadovelji. Tada se, za ono koje ma=
do‘u‘u (” o %08 nnz-tm jes

fdicp § )
amaY’mwas kv valental hastitont jans

A o PS5t
h(3)=€ Ab )H,,(g,t)e b

A
U konkretniz radunisa, nalelenje 1 A sashteva koriidenjevijlovog
u-tu-u. do Vijlowg uutum ge wole dofi na slededi nadin, mn Je
[ Vp—po— operator 3. A= A & ge autiornitoki operator, ti. 5w = s
Uwedine realni M{b i potraliimn dauu operators:

;s /,,SA «/b

AL (8

Jac Lm,a_iia

4 ML on" (9)
m--um-u (8 ) po /b Lzasos
A A A 2 é/‘ A = S
9}4’,,, | efgs Q‘/bs e/’d SQ@) "

2 e
s o S
>
U\>



o“c “
Sh (" Ssaj - @A) e = Al
d

Q

- - ) ]
Caga /€ ocutneEgHto ga {e.

iy A hS . .
Se=e (s A ] e

m‘/-

- uv/q
Axo ce(m) sanedu vy (1) u yanve m=1, 0494,

feie’=g i s iy

m=0 /

KoMdu#obaso ca(8) 900‘0”“40“05 Jcho; N-T vy7

L> [$, Ls [$.A]). ] = A (11)

- L/77‘g

Nou #GAO/m”e/by Od@[JOTO/O@/';(g,{}L/NONO S=- )3
ua €. |
A . %0 NIt ) L
=54 "’g“fﬂ“ﬂ(ﬁi)ﬁ(é,ﬂ M)
e Ay
..- N-uy7q
(12)

Neutoprupany odepartpa L (£ )je $=1Y 7a
UMa Mo,

-"""\
(_J'Y\g

E)= o [ UIEY. (e AG)
73-0'77-@

,

Wollon "

(13)
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Sada se konaine mofe izloiiti, po kowacima, profedurs naleienja hamilto
nijanas

:.a-wH(S 1) napiie se jednadines

[(BEAFEA) (4] = 20288 (@)

Manm@(é t) u formi kojs bi mogla da sadovolii
gornju jednalinu i nadje se

P(Ett) = Jolt @EE) )

3erzenade oo opemater - F(3 i)ps formalis

g = el l‘“” [P, [P ﬁﬂ“

m=o °

N-patw

deCperator cf F maummunhummm-nuum
uwmuuam(.)tmmwmmu(.)mn--
tidai sadowljnoeia te) madin konkrelizaje se cperator $ 1 wouatne cperator \/

SeZa nadjeno i w“\f@‘t{) konalnmo se nalesi ekviwalentni ha=
ailtenijs po forsuli.

z)—_—'ﬁ;“[%“ L[PE4L). (e RED]] 1
U sludaju da mxmu@kf]mummum-
toji unnomnm

1mmn(§{)xuuuamun

LG, k) = [ -

se mé(i{)hji a ubt sabrii proiswl jne parasetiresowm) iz~

mu@nnﬂanu(s)t projavoljni parasetri odrede tako da jedna¥ina (a) bude
fdentidna 1 zadovoljema.fa ta) nalin se Mujo forma operetors d;

5eiadje se operator Y po formulis
e e bbb EE ,
L " [P(Ee) [PEL)  PEIACH)]]
uu—. Wm biran)é probhog Op S50 wtoss

sadrii u sebi isvestan elezent nagadjanjs.Zar formalmd owe nagadjanje moie izbedi
ukolike dosada isloisnu proceduru dalje resredino.

A

- /au?"a
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2o PARCIJALNA DIFERENCIJALNA JEDNACINA ZA NALAZENJE
EKVIVALENTNOG HAMILTONIJANA

Poznato ”Cglnimﬂ Jednaline kretanja koje odredjuju
evoluciju operators o((S,‘\':) u wremenu imaju sledeéi oblik:

(Gt _ X (St . L [z a4

lge je #"i’c) L OM UATTOHUIAH C UCTENQ
(’; K (.)I: (1 100M ¢ ((,//fbﬁ#(!tﬁ«y f//u J . 2

{




’;;\‘J‘ii QAHE

~ 1

h J—w 1 ; i :—_.‘ a L :—-~ Va }
-] | e [B4] o
T C 11 NONCEAO 106G T L

Kombimajuéd ( 14 ) sa ) 18) dolazmimo do pareijalne diferencijslne jednadine
ga odredjivanje operatora.

! .’

3o { ‘(’ A7) (3l A e ]
_\ / eX,,‘H(«U} b }:‘ i_%&:{_i)’{ ;J A {\‘f)lj -

‘ .._._. 4 ’ 4 { / .
\ C)(] L 4L Ny

=

mummmucnwummwm(s).
ona se svodi na pareijalmu diferencijalnu jednadinas

11‘ /;
[ od (0 . o y R R A

/“‘_Ji‘LE‘;?II B [‘ + »; ’ /; 4;;‘}‘ ‘qj: K !’f'f+JéF n

=1\ Rk j I o AT 155, L P ;ﬂ)__

?,
€ “)’ "/{d’ £y éd (20)

o 2¥
& 760./7 70 /E[_ é""‘J‘-’-O Ij F‘:é /e?#oz&#a(2010/3€4c1u7:

;(25%[)(]?]} {ég[ ij ) Q‘Sf

it )=Jddd(t) <, (21)

N | S
_t

-
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Jac Gto se vidi is dobijemin jednelina(20))i (21) problem nalsienja operatora
@(3{) o8 saminm tim i ekviwaleninog mmm&(g)m se na relavanie pare
cijalne jednsdine (2) (u opiten sludaju) ili ma resswmnje pareijalne jednaline
(21)u isvesaon posebnon sludaju.V praktiiniz redunisa uvek trebs polmisti =a
prostijon jedradinom (20), pa tek sks ons nesa refenjs kole 9. cdgeverale fimie
Skin uslovisa, treba pokusati jednadines (2/) koja je kompliko vanijaejer
u sebi sadrii mw.nmoﬁnunuomﬁ:‘g(gt) N mau

D EE) 2 o~ fdtB(st
oF 2 lef ( <b(5ﬁ)ef

. ———

DX N 3)?}

a_,_:"_ 3 [ tJOl ¢ §{ o fc{dt@(g'{)] (22)
g

8104 8/0} CP(gl‘t) e t%to
Takodje treds saglesiti da u jedneifnt (20) 111 (21) figuriiw operatord,

s ne obilanl skalari,pa Je problen njhovog refavanjia daleke teii nogo kads su
u pitanje standaPne pareijalne diferégeijalne Jednadine. Zbog toga je,mx u pra=
ksi lakie da se kerieti jednadina(3) 114 (7) nege jednadtna(2)1(21).4s da u ovem
pogledn ne treba traiiti probni operator, obline je redavanje Jedualiina daleko
tefe{ake ik je uopite moguse reiiti) nege "igprodbavanje” nelwiike pogednih opere
atora 2a jednaline (5)114(7).

3.6L0J0DNA CESRICA SA PROMENIJIVOR 14808

Posmatragese kretanje Zestice u jJedns) dimensziji.Cestion je slobodna,ili joJ
' e menjs mags sa wremenom,recime mbog togs ito je naelektrisana,pa skuplja jone
iz dkoline Takav clula) je Sesto u Vilsonow] komori keda Jesties koja kroz nju
prolade sskupljs wodena para.
Bunuluo Zestice 3'0
; 23
h(PH=Fm M) =M (23)
fseristine prvw jednalinu (7).inali predpostavijs se nx‘ F,.@ odnosns l\f Q}[} 0

Wtcﬁmtm-lmm A }. x,D-o-F)X) (QA

%, pl=ih.[A ["éé} [AEJ6+B[A 0], [Ab,C]=A[BEIHAL)E (29)

Csnows jednadina gl t

Zg daljd radun potrebni su nam komubatowi:



*HXPJISW /5 X/O]_Qz/'vﬂ“— P Lihfw) ﬁz— (27)

m (1) 2“( ()

Ha ocHoby (26) ce NOMC e Juearu Kao:
f(4) 2 m'(t) 22 I W
Qci 70 W“F | f('{)::--—-—-ﬂ_(_é) (28)
.

4% M)
Cagaqa je '
I Plet) = [ S degpap) -

o
= XBHBX [ (s / XP+PX /. #(ta]
x: )| =25 k)
QO“C\C#O} A'rA A /
(XPtty)= 2z ﬁimy;w/ﬁ/@x) (29)
puniggu NO bopryay (13)
e A A o A ;
ﬁLo--‘ %}W 3% L?",#oﬂ.,j
\/_—w’] uyTC{
ybegumro creusy o

ket ()

(30)
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Na osnowva ( 27 ) mo¥emo pisati:

o 3

RE An%j,u o 0 DOLPHT] = ek o £y
[%Wuﬂk(mﬂ.’mg%};,
0 DAIL J=witlfofs (s

l") uy 7’61

,Z"’L‘)[] }e_u— (-4)( ,;ﬁ;-—)-:_

A M
-ﬁ—é& o b M gt wn_ p
<00 2w © T =dap N 2

Snacu .

Znai, ekvivalentni hamiltonijan ima obliks

A‘(/‘A"ﬁ) Qm({ -ji (33)

¥t0 znadi da promera mase tokom vremena ne utiiu na swjstvene wrednosti
energijés Zato se ove promene mogu u izvesnom smislu shvatiti kso

virtualni procesi.
PokuSajmo da uu reiimo isti problem koristesi jednalimu ( 2 )

JamuM o ga je é f{_) x/o-rpx)/ #a (21] Facicu

{ex £ HJ} { A H]}=24 She  (34)

Noul T 1 ) A
eI [ph]- z'—TTfP Vm0; =g "



Ostaje da se pronadje:

[xH] = o % Pl = —‘—’%’mp Sy =2pf) - (35)

. A . A A
TR b(x,pt)= -aR Z:((f;(x/“’ox)
A A X /,/
K/O(X;/g'f;{o) XPA:; /Vl e ) (56/

¥to za ekviwalentni hamiltonijan £ (IJ, t ) daje isti rezultat kao 1 ranije

4. LINEARNI EARMONISXI OSCILATOR SA PROMENLJIVOM KASOM=

Razmotrimo sludaj linersnog oskbilatora 5ijs se masa menja tokom
wremena, Hamiltonijan osdilators ima obliks

n A e (57)
H, = 2w+ o M) Wk
m(to)-— M () — frekvencija oscilatora

Koristidemo odmeh jednalim ( a) kojs w ovom sludaju ime oblilk:

22 [0hl)+(3 [p )} - 2i 2% (o

Znali da se 1 w ovom sludaju pretpostavlja da je:




@:F L'\?). %—i =0 +a Oguo\\;y (57),6
'g_ﬁu 4 l{ B ¥ zn >
St ﬂ-T%P2+-——-M(t)wx (29)
(}A(f’;-]._:__'l__. o A2 / 25 on

M= rar LG R + g mitlw | X’

= P (40)

dameyon (39) (4o)u (41) v (28]

ik rad s oo (28 o1 T {52
m(u{ai .10}-(ﬁww1(1){—§}§,xj-:-(m,m7b+(u)m(f)x

3% & X
me)  pe, Walm) g D
= - 0 — X 42
ﬂm(ﬂf h (42)
(43)



- Az 2 A2 = w (w(4) *

[pwm X @ ] 52wl s
I{)

Usmino da jes f(’c)'-‘-‘z—%m (46.)

Tada jor

1 ’1 i 2 ' g
- Wwm = W) ML W mw(t)
| )}(“ ) ( )%m(ﬂ 4+
fto snafi da je izbovom ( 46) jedmaZina (45) sadowoljens.

) A
. §(x/°f)”4t(:n(>( PX) A7)
=
A A M A+AA i
Tkpet)=s jd =G bt | =
;(\IS'FPX .({0)
T ﬂ“:ﬁm
tJ+ konatno YXPH-) XE__B)%‘M) (48)

Da bismo nai¥li ekvivelentni kamutator, treba prethodno nadi

U(ﬂ(iﬁwgi),ﬁu]wﬁ (49,

3" e [5% x_]/]

LXPPY=[XpY b = it p* [ﬁi,;%{(:A[iﬁ = 204062

= F),(\AJ = -24t[§‘£
g s A5,
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Ecviwalentni hamiltonijan ima obliks

m
A - A 5%
2n+d 2 ( )
Runo={bib k] | Lo - Lwtmi 2
\ s r\'r,\ P A a0 ,
S Ve T e sl
"\0 ‘,%‘_‘_'(‘3 ”LH” é__—_-'o( n'}tHzn +éo (244 Hznlri G




)_[_'___,_ ,,/)({}wx] Z 4%/{1'{},]2,7

2m(+) 2n
ik Zr1+d
g vyl o [4AALE)]
ch __i_m(t)wzxfj Y
e [ Imit) 4 ,,ZZ’:, (2n+1) ]

L—QE—(—{ +—-—-M’I1‘.)WX JCL\A»tk [_2%(?)_.2_—1’"(&&)4)??
ﬁfxlﬂii\pc -
L—Jeharie) wwf] | mwefehdic,

e sh sk = Lo et bat

&7 N m(/wx
e m (¢)
—_:-E: M(*) | 2472 M /‘%2 A
Im@) v * TM(*)wx W o z/-/"/wzxz

Konadno mofemo pisatis

i e g e

-.éj _i_ 2.\
20 T MW *

I

(54.)

5to snai da svojstvene wrednosti hamiltonijens u svim tremucima wremena
ostaju isti kno 1 u poletnon tremutiu wvremena, pa promene mase sx sa
wemenom predstavlijaju samo virtuelne procese,



5.  CESTICA U VREBMENSKI 2AVISHCh PERIODIGNOM  POTENCIJALD

Cestica mase n krefe se u potencijalu oblekas

A (Kx — (Wt % _(kx+ (Wt (55)
Vixt) =V, € +\Ve
m:mu“ fl tne b X - Twt * —(kx 4 (WE (56)
H=50 +V, € +V, €
Pcwuuwmbuum. [\A/ (2.{); [5) gle \/(X‘{)
bnohkumuaa
\/I’J\V = *Lh\/
ol A Y
P\/YJ =—LT2 %\7{- - (ﬁ\/"a“i’
ovde sledis
N A A av
(VP-pV)Y = (h 5y
fto znali da je /‘8\7(}2{)
[\’\/(i,’c).FA’] = L5 7)
I ovde gemo poku sa jednadinom( 21) , Poito je:
ILQ,HOQ-;::._L___ A
TL AP . 80 (kx -lwE  x fucaiot
LP'“OJ ﬁ (V e VOQ )
B - t e LKx + LWL
a+\_ ( (K}( tw + )
s < W) - \LEl
= T&



nn»

Lf) {3@ "‘}4—1;“{ Jla u<>< uut’ \#/-“ewxuwt)}:

-t

- * - Wt
(KX ~LWt (KX + L ) (59)

= 2w(V,e - V,e

Funkeiju é xixeuxts potraiifemo u oblilkm:

_ }\/3 / A=coat (00)

G
>

26 _ 20
romo g 55 =0 _5,’5..==7\ (61.)

to jednadina ( 59 ) postaje:

I%I{)L( (KX - wa‘. \i/:éka+ &U{):(,U(VO éikx'lcwi‘zéfxx»«iwt)

odakle jes )“=%)? t. @z%ﬁe (62')
; ¢

_ [ ppwp _ wlt-t) A
(¢4 )-Jd{_qlzﬁ_ w;iu £

\f(f,ﬂ)‘-‘-X“(Jc.Jco)ﬁ - §(tt)- wtﬁé{) (63)

Ekvivalentni hamiltonijan demo traZiti po formuli:




. _ - 352
[\%ﬁo]zgUs)(vog:kxiwiv (KX +{wi ]z—.
1, =Ry (v g e )

-~

R, =[PR]=(Fus)(y e”"‘“'f“’i v é‘d“”““’t)
o =[RA= (hua) (e ™ e ™)

Sada je jasmo da jes

- A 12 Wx-Lwt  # -kx+Lwt
5 v ~ KX +
Qo - ZW + vo e -+ V é

0
A

Lm 3 (KX-(wt % - (KX +iwt
Hin t‘ (\/5 -+ Vge ) N=12.. (65-)
B 2141 (Kx_ 3 B ¥ _/ ik
th‘4 = %Hf) (voe b ‘-voe{zx Lw{) n.:O",Q

lu.u-l--uut-m(“)
0 5 A
h -’12:‘0,7’ (2 )’ ;?:—'Wgz e
§‘4 )*—-1 (-4]'
H L Zn)’u b: )1

A o0 , in

B -/-?i'r E(Ru‘) (-1) (\/ E(“"“‘wa \“;eikxu*wt)
o 0 o o

2mM N=A (Z2n]!

. iKX-* [wf * -l\l)( +1,° ° .
+ \/o é’ we (x-{wt » -Ulu-fﬂ)t)

= Fl 2n+14 | it (Voe _.v"e
i (AKY)™ oy
n=0

(2n+1)] ia

T




o e »53.
L, X ~tWeE *‘—-(/<;\+uut) = ()7 I
_Z\ -y (73!4 ¢)

i rad A A* +V e , |
41T \ “ ”"G(Ll i /
Q9 / 5:‘ KX - [‘ .:’f Y i g« r P
o {\ i u A< '-LK’(*{U.R‘) L——.\ (:_/]L’M (’RH(&’)Z/'}-}'}
’ - ’ MNsC (2‘”44}l
H« wt - tx+lwt ;K- (wE
£, ye LY Jeos b (X -
Zm
» ~lysiwt .
A ) BnARY =
n2 {L}Kx~lOLUé » uzx-uuf
=L .ye (cmmmwlhm)+v €
<m
(Coshry - Cranhus) =
ke Ux-Cwt (Eup w -ikxr{wé _They
= L Ly P g + Ve € =
2y ®
Y Kx-lwts (W) = -CxelWemiw(t-e.)
= 2m 7 VbC + \/0 ¢ -
52 KX ~(wt » KX+ lwt,
Mh:oloﬂ.htw
52 ”(X"(Ll.‘t ¢
. /(X?((U :
/7 (X/Dt)*ﬁ-f-—\/( f\/C t (éé)

o mnali da su sve wremenske promene u potemcijalu virtualnog tipa
i da su svojstvene wrednosti hamiltonijane i.unu.iw‘h
podetnim wrednostima tj. wednoifu u tremutim t.'a



ZARKWUs AK

Kao ¥to se vidi iz dobijenih resultata nerawnoteini statisti Skt
problen Sa vrenenski savimin polaznin hamiltonijanom mole da se svede
na standardai problem u kome je prolazni hamiltonijam nesavisan, Talodje
86 vidi da je trafenje ekviwlentnog hauiltonijams ( u opites slulaju)
veona komplikoveno sa matematilke talke glediita jer se transformaciona
funkeija dobija keo resenje pareijslne diferencijalne jedmaiine u kojoj
usesto ¥i3t obdinih skelare figuriiu objektl sa operaterskom strultuross

mmmw-mummumm
interesantmu 3injenicu. Radi ee o tome ds wremenske promene u pelaznes
hamiltonijanu ne menjaju swjstvene vrednosti ovega hamiltonijena, koji en
ime u trenutiu % , ps se wemenske promene mogu shvatitd kno vrememskd
procecie Owaj sakljulak je interesantan 0 navedi ma miseo da se molda
moZe formulisati opite pravilo pe kose 38 shile za bilo kakav wremensiki
savisan polazni hamiltemijam, swvojstvene wednosti ostaju iste ka0 u po=
ictu.ﬂ.tht.. FProvera owmkve hipotese trebalo bi da bude prvi dalji
¢ilj smalisa statistilkih problems ss wemenski sevienim polaznim hamie
1tonijanom,
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