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Ma/a Djokic: Toplotna provodnost kristalnih filmova, diplomski rad

1 U v o d

Teorijska i eksperimentalna istrazivanja osobina niskodimenzionih sistema (superresetke, tanki
filmovi, kvantne zice i kvantne tacke), postala su u poslednjoj deceniji veoma intenzivna, pa bi se
moglo reci da predstavljaju jedan od udarnih pravaca istrazivanja u savremenoj fizici kondezovane
materije. Razlozi interesovanja za ovakve sisteme, kao realnije strukture od neogranicenih, su
mnogobrojni, ali ipak treba izdvojiti sledeca tri.

Visokotemperaturski superprovodnici, koji su otkriveni pre desetak godina, predstavljaju slo
jevite strukture, tj. oni su skup slabo-interagujucih tankih filmova. Logicno je pretpostaviti da
se u fizickim karakteristikama tankih filmova kriju koreni visokotemperaturske superprovodnosti.

Drugi razlog naraslog interesovanja za tanke filmove je nagli razvoj tehnike i tehnologije sin-
tetizovanja ovih struktura. Danas se bez vecih teskoca mogu napraviti tanki filmovi sa svega
nekoliko atomskih slojeva.

Treci razlog je takodje izazvan tehnoloskim napretkom. Novije eksperimentalne tehnike, a pre
svega epitaksija molekulskim snopom, izvanredno su usavrsene, tako da se parametri strukture
od znacaja u konkretnom problemu mogu menjati ,,po volji".

Kako fononi predstavljaju osnovna pobudjenja u kristalima i fononski podsistem je u njima
uvek prisutan, ispitivanje udela i uticaja fononskog podsistema na fizicke karakteristike materijala
poseduje veliki znacaj za teoriju cvrstog stanja. U ovom radu izvrsena je analiza fononskih
spektara u kristalnim filmovima na bazi metoda dvovremenskih temperaturskih retardovanih
Grinovih funkcija. Ovaj metod, iako racunski slozeniji od uobicajenog prilaza u kome se ispituje
jednocesticna talasna funkcija, odabran je iz sledecih razloga.

1. Iz opste teorije linearnog odziva sistema poznato je da se formiranjem jednacine kretanja za
Grinovu funkciju u opstem slucaju dobija nova funkcija Grina, ciji je red visi od reda polazne
funkcije. Sukcesivnim ponavljanjem ove procedure dobija se beskonacni lanac medjusobno
povezanih jednacina za Grinove funkcije, koji se koriscenjem izvesne dovoljno dobre aproksi-
macije prekida na taj nacin sto se visa Grinova funkcija izrazava pomocu prve nize. Od ovog
pravila, medjutim, izuzeti su tzv. ,,kvadratni" hamiltonijani, cije prisustvo obezbedjuje da
se u jednacini kretanja ne pojavljuju Grinove funkcije viseg reda. Kao sto ce u daljem tekstu
biti pokazano, hamiltonijan fononskog podsistema superresetke upravo je takvog oblika.

2. Realni deo pola Grinove funkcije odredjuje frekvenciju (a samim tim i energiju) elementarnih
ekscitacija koje se javljaju u sistemu, dok je reciprocna vrednost njegovog imaginarnog dela
proporcionalna vremenu zivota ovih ekscitacija (tj. kvazicestica).

3. Preko Grinove funkcije se mogu izracunati srednje vrednosti fizickih velicina i na taj nacin
povezati mikro i makro svojstva posmatranog sistema.

Da bi se izucile posebnosti karakteristika fonona u kristalnim filmovima, moraju se prethodno
spomenuti te iste karakteristike u neogranicenim kristalnim strukturama i na osnovu toga izvrsiti
poredjenje ovih struktura. U radu su posebno izucene i odredjene makroskopske termodinamicke
osobine: koeficijent difuzije, specificna toplota i koeficijent toplotne provodnosti.
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2 Fononi u kristalima

Najjednostavniji oblik kretanja u cvrstom telu jeste oscilatorno kretanje konstituenata od
kojih je sastavljena kristalna resetka (atoma, molekula, odnosno jona) oko odgovarajucih polozaja
ravnoteze. Ukoliko se posmatrana kristalna struktura moze smatrati neogranicenom, onda je
ovo oscilatorno kretanje atoma analogno prostiranju talasnih poremecaja (tj. elasticnih tala-
sa) kroz kristal. Ova cinjenica implicira mogucnost uspostavljanja izvesne formalne analogije
izmedju mehanickih oscilacija sredine i prostiranja elektromagnetnih talasa: naime, slicno kao
sto elektromagnetno polje vrsi razmenu energije sa drugim sistemima u nedeljivim elementarnim
iznosima Hw (tj. fotonima), energija vibracije kristalne resetke takodje je kvantovana, pri cemu
se kvant energije elasticnog talasa naziva fononom. S obzirom da nikakav eksperiment direktno
analogan fotoelektricnom efektu - koji predstavlja jak dokaz u prilog kvantovanja svetlosti - nije
do danas izveden sa fononima, postavlja se pitanje eksperimentalne potvrde njihovog postojanja.
Najvazniji dokazi ukljucuju sledece.

1. Udeo resetke u toplotnom kapacitetu cvrstog tela uvek tezi nultoj vrednosti kada tempera-
tura tezi nuli. Ovo moze biti objasnjeno jedino kvantovanjem vibracija kristalne resetke.

2. X-zraci i neutroni se neelasticno rasejavaju na kristalima, pri cemu promene njihove energije
odnosno impulsa odgovaraju kreaciji ill anihilaciji jednog ili vise fonona.

Dakle, fononi opisuju oscilatorno kretanje u posmatranoj kristalnoj strukturi i - s obzirom da se
kristal u smislu njegovih oscilatornih karakteristika moze smatrati sistemom povezanih oscilatora
- uvode se prilikom kvantnomehanickih analiza linearnog oscilatora, cija je energija data izrazom:

n, n€(0 , l ,2 , ...), (2.1)

a prirastaj energije pri prelasku iz stanja n u stanje n + l (tj. energija fonona):

En+l -En = h$l. (2.2)

Energija fonona zavisi od mase oscilatora M i konstante koja karakterise elasticnu silu oscilatora
C: ft = A/CyM, a impuls mu je jednak p = Hk. S obzirom da svaki atom prilikom oscilovanja
trpi uticaje okolnih atoma i istovremeno i sam utice na njihovo oscilovanje, fononi u kristalnim
strukturama ne mogu se smatrati kvantima oscilovanja pojedinacnih atoma, vec predstavljaju
elementarna pobudjenja citavog kristala.

2.1 Fononi u neogranicenim strukturama

Potencijalna energija kristala na apsolutnoj nuli (tzv. zamrznuti kristal) data je izrazom:

(n-rn), (2.3)
„ -.
n,m

pri cemu je V(n — fn) potencijal interakcije izmedju dva atoma na mestima n i m. Na tem-
peraturama iznad apsolutne nule, atomi pocinju da osciluju tako da trenutni polozaj atoma ne
karakterisu vise vektori n i rh, vec vremenski zavisni vektori

n + u(n, i) , m + u(m, t) ,

gde je u(n, t) = n(n) pomeraj atoma iz ravnoteznog polozaja n. Tada se mora izvrsiti i prelaz:

V(n -m) = V0(n - m) -)• V {(n - m) + [u(n) - u(m)]} .
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S obzirom da su na niskim temperaturama pomeraji u(n) mali, koristeci standardnu teoriju malih
oscilacija, funkcija V se razvija u stepeni red po Dekartovim komponentama ua(n) vektora u(n)
oko polozaja ravnoteze:

_ _

a;n,m

* E K(n)-nQ(m)] [^(n)-^(m)] + - . . (2.4)

(a i /? oznacavaju moguce projekcije vektora na ose Dekartovog sistema). Posto svaki atom lezi
u nekoj potencijalnoj jami, iz uslova stabilnosti kristala sledi da je drugi sabirak s desne strane
znaka jednakosti u izrazu (2.4) jednak nuli. Dakle, oscilovanje karakterise samo treci sabirak u
izrazu (2.4) - harmonijski clan. Ako se ovaj clan sumira po svim cvorovima i doda mu se kineticka
energija Y"]M?i^/2, dobija se oscilatorni hamiltonijan sistema:

a;n

H = Y^ y«a(«) + 4 S C<*P(™~ "*) ["<*(") ~ u<*(™)} M") ~ up(m)} , (2.5)
a;n a^;n,7n

r\2T/"^~* ~* ^

- Hukove konstante elasticnosti.ede su CQs(n — m) =
[d(n —

Kako sile koje deluju izmedju atoma u kristalu brzo opadaju sa porastom rastojanja | n — m
izmedju atoma, to se izraz za potencijalnu energiju moze napisati na sledeci nacin:

V(n -m)~ —; - ̂ -r- , 7 > 1 .
| n — m p

Tada se izraz za potencijalnu energiju u (2.5) moze napisati u aproksimaciji najblizih suseda, koja
se sastoji u zameni sumiranja n,m -)• n,n ± A, gde A povezuje atom na mestu n sa njegovim
najblizim susedima. Posto je intenzitet A za sve najblize susede isti (idealan kristal!), koeficijent
Cap(\] ne zavisi od A. Na taj nacin oscilatorni hamiltonijan sistema postaje:

# = £y"«(") + \ C«P [«a(n) -«a(n±A)] [^( rZ) -^( f f±A)] - (2.6)
<*;n a/3;n,A

2.2 Formiranje fononskog modela

lako u prirodi nema cistih izotropnih kristala, niti se oni mogu na danasnjem nivou tehnologije
proizvesti, proucavanje ovakvih idealnih beskonacnih struktura je opravdano. Na osnovu ovakvih
istrazivanja dobija se kvalitativna slika osnovnih fizickih fenomena, a zakljucci dobijeni na taj
nacin, kao i primenjeni matematicki formalizam, mogu se prenositi na neidealne strukture, a pre
svega na kristalne strukture sa narusenom translacionom simetrijom.

Idealne beskonacne strukture su kristali sa osobinom translacione invar ijantnosti u tri uza-
jamno nekomplanarna pravca. Ovi pravci, koji se uvode u kristalografiji, ne moraju biti uza-
jamno ortogonalni, pa se zato u teorijskoj fizici kondenzovane materije uvodi dodatni Dekartov
sistem. U ovom radu ce biti posmatran samo kristal sa kubnom singonijom, kada su kristalograf-
ski pravci uzajamno ortogonalni i ovih problema nema. S obzirom na to, hamiltonijan sistema u
aproksimaciji najblizih suseda (2.6) moze da se napise u obliku:

o

1 \ Caa ( , A2 (2.7)

^ an U ' { 'a;n,A

,

4 "> a'n
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gde je p == M u - impuls atoma kristala, a M - masa tih atoma. Drugi sab Irak sa desne strane
znaka jednakosti predstavlja efektivni medjuatomski potencijal interakcije (Veff).

Da bi se shvatio primenjeni matematic-
ki formalizam, prilozena je slika 2.1, koja
analiticki prikazuje n-ti atom kristala u
okruzenju svoji' najblizih suseda. Radi
jednostavnosti, posmatra se primitivna
kubna struktura sa jednim atomom po e-
lementarnoj celiji (primitivna celij a). Vidi
se da |A|/a moze jedino da uzme vred-
nosti: -1 i 1. U skladu sa svim ovim, izraz
za fononski hamiltonijan (2.7) moze da se
napise u pogodnijoj (razvijenoj) formi:

nx+l,n ri.
Veff

pri cemu su:

Slika 2.1: Atom u okruzenju najblizih suseda
-L 2Ma;n

(2.8)

(2.9)

*e ~
a;nx,ny,nz

/ j A [(ua;nx+l,ny,nz ua;nx,ny,nz) + \Ua;nx-l,ny,nz ua;nI,ny,nz)

(ua;nx,ny+l,nz ~ ua;nx,ny,nz) + (ua;nx,ny-l,nz ~ ua;nx,ny,nz ) +

(.ua;nx,ny,nz+l ua;nx,ny,nz) T \a;nx,ny,nz — 1 ua;nx ,ny ,nz ) \

(2.10)

Torzione Hukove konstante Cap su zanemarene u odnosu na konstante istezanja Ca = C7QQ, a
operator! uQn i pafi = Muafj zadovoljavaju standardne komutacione relacije:

[uan,

2.3 Zakon disperzije fonona

[uani upfn] = \Pani P/3m] = 0 . (2.11)

Energetski spektri i stanja, kao sto je u uvodnom delu naglaseno, bice potrazeni metodom
Grinovih funkcija. U tu svrhu posmatra se dvovremenska temperaturska Grinova funkcija:

G^(t-t'} = ((uQ]fi(t) | «Q;ia(i')» - Q(t-t') ([«a;fl(<),«a;fll(0

Dvostrukim diferenciranjem ovog izraza po vremenu i neznatnim sredjivanjem, dobija se:

Gfa(t - t') = -in 8R,r ajfiW, H(t) ] , Ua;l5i(t')

Uzimanjem t' = 0 i Purije transfer macijom t — >• u poslednji izraz prelazi u jednakost:

do; e-*"* 6* -

koja je zadovoljena za:

- {([pa;fl, H] \ = 0 ,

2?r
J_

ifi
(2.13)
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Dalji postupak odredjivanja Grinovih funkcija G^(w), zahteva izracunavanje komutatora koji
figurisu u visim Grinovim funkcijama ( ( • • • ! • • •}) iz gornje jednacine.

\Pp;mx,my,mz i -"J = \Pp;mx,my,m, j ^J + \PP;mx>my,mz >

_ Q
= [PP;mx,my,mz

x ^ ,mj,,mZ) (ua;nx,ny,nz ~ ua;nx+l,n

' ^ iP/SimxjTnj,,^!^ i \a;nx,ny,nz ua;nz — l,ny,nz )\a;nx,ny,nz ua;nx — l,ny,nz ) '

+ 2 \p^;mx,my,mzi (ua;nx,ny,nz ~~ ^Qjnz.ny+l.riz )j ('"ajnz.ny.nz ~ WQ;ni;ni/-|-iiTiz) +

~T" ^ IP/Sjmumj.Tnz ) (.^ajnaijny^z ^ajni^j,— l,nz J j (ua;nx,nj,,nz ua;nx,ny — i,nz ) ~r

"T" ^ iPjSjmx^y.Tnz) (^QJWi.^i/jnz ^a^ijnjjTiz+lj I (.^ajnx.nyjTiz ua;nx,ny,nz+l ) i

+ ^ \PP;mx,my,mzi (ua;nx,ny,nz ~ ua;nx,nv,nz — l)^ (ua;nx,ny,nz ~ ua;nx,ny,nz-l) J —

/^r
= — in, / _, ~r- 0Q$ [("n,m ~ On.c+i)mi07jll>m!/0nz)mz) (ua;n,E)n!/inz — Ua;nx+l,ny,nz)

a;nx,ny,nz

"f" (."n,m "nz — l,miOnj,,myOn2,Tnz J ^a;nx,nS)nz ~~ ^Qirij; — l,ny,nz ) ~r

"r (,"n,m Vnx,mxOny+l,myOnz,mz ) \a;nx,ny,nz />J-a;nx,ny + l,nz ) >

i~ \0n,m "nx,mxOny — l,myOnz,mz ) \a;nx,ny,nz ua;nx,ny — l,nz) ~r

+ ("n,m ~ Vnx,mxVny,myOnz+l,mz) (ua;nx,ny,nz ~ Ua;nx,ny,nz+l) +

"I" ("n,m ~ "nx,mxOny,myVnz-l,mz) (ua;nx,ny,nz ~~ Ua^nxjny^nz-i)\

~ ^/Sjmumjj+ljmz u/3;mx,my — l,mz ~ u/3;mx,my,mz+T. u/3;mx,my,mz

Ovde su iskoriscene komutacione relacije za pomeraje i impulse (2.11), kao i definicija Kro-
nekerovog simbola. Dalje, uzimajuci u obzir:

Gfi,m = Gnx,ny,nz;mx,my,mz ~ \(ua;nx,ny,nz \a-imxtmy,mz)/ (2-14)

i zamenom nadjenih komutatora u jednacinu (2.13) sledi:

nx,ny,nz\mx,my,mz ~ ~ Z "nx,mxOnv,rny(>nz,mz ~ ^a ^O (jrnx,ny,nz;mx,my,mz~

_ /i a _ / ° Q _ / ^ a
nx,ny — l,nz;mx,my,mz ^-rnx,ny,nz+l;mx,my,mz nx,ny,nz — l;mx,my,

Primenom nove Purije transformacije (n, m — > A;):

no. f \ 1 V~^ -i(n-m)fc (~<ai \ r _ _ _ _
t J U - e ^ ° ~N ̂

k k

na jednacinu (2.15), te nakon neznatnih algebarskih operacija, ona prelazi u:

M
N ̂  \M

fc

L2 + 2^ (3 _ COsaxA;x - cosayfcy - cosazkz}\.
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Ova jednakost je ispunjena za:

,2Ul
TT^- + 2 (cos axkx + cos a^fcy + cos azkz — 3)

odnosno:

(2.16)

(2.17)

Iz jednacine (2.17) polovi Grinovih funkcija nalaze kada se imenioci izraza u uglastoj zagradi
izjednace sa nuldm. Resavanjem tog uslova po u = ua(k) dobija se trazeni zakon disperzije
fonona:

7-1 / f \ /r\. 7-1Ea(k) = H ua(k) = 2 Ea
O,ZKZ

(2.18)

gde je £Ja = ?lQa = h-^/Ca/M . Zbog poredjenja ove relacije sa odgovarajucom za film strukture,
zgodno ju je napisati u bezdimenzionoj formi:

£a(k) = 2

,TWI j \2 ^X^X • 2 ®"U"'11n(kxky) - sin — h sin -^- ;

:y)+5(M ; £a(k) = ̂ -; (2.19)

U aproksimaciji malih talasnih vektora k = ,/fc| + fc^ + fef i obelezavanjem: a = ax = ay = az,
poslednja relacija se svodi na:

£a(£) = a k , (2.20)

sto predstavlja tipican i poznat izraz za zakon disperzije akustickih fonona1.

1 Kvanti mehanickih pobudjenja sa linearnim zakonom disperzije se nazivaju akustickim fononima. Pored
njih u kristalima slozene strukture se javljaju i opticki fononi.



Ma/a Djokic: Toplotna provodnost kristalnih filmova, diplomski rad 10

3 Fononi u kristalnim filmovima

Tanki kristalni filmovi predstavljaju ogranicene kristalne strukture kod kojih se uslovi na
granicama razlikuju od onih u unutrasnjosti, tj. translaciona simetrija narusena je duz pravca
normalnog na film (z-pravac).

SPOLJASNJA SREDINA nz=Nz+\

n7=\T

nz=-\

Slika 3.1: Poprecni presek (u X/Y — Z ravni) modela kristalnog filma

Ako unutar filma (izmedju granicnih povrsina) nema nikakvih deformacija (narusenja) kristal-
ne strukture (kristalna resetka je bez primesa, vakancija i si.), onda se on naziva idealnim filmom.
U suprotnom, ako ove deformacije postoje (npr. kao posledice dopingovanja stranim atomima),
tada se ta struktura naziva deformisanim filmom.

3.1 Analiza fononskog modela

Posmatra se idealni2 tanki film kubne kristalne strukture nacinjen na supstratu nekim teh-
nicko-tehnoloskim postupkom (naparavanjem, spaterovanjem i si.), ciji su osnovni kristalografski
podaci:

ax = ay = az = a ; NXtV ~ 108 > Nz ~ 10 ;

CNZ,NZ+I = CNz+1,Nz = (1+7)C, C_i,0 = C0 _i = (1 + e)C ; e,j > -1 ,

gde je nz - indeks resetke duz z-pravca i nz e (0, 1,2, • • • , Nz). Na osnovu toga, o modelu se
moze zakljuciti sledece.

1. Kristalni film poseduje dve beskonacne granicne povrsine paralelne XY - ravnima i to za
z = 0 i z — L, dok u z - pravcima ima konacnu debljinu (L).

2. Duz z - ose locirano je Nz + 1 atoma.
3. Torzione konstante CQ^ zanemarljive su u odnosu na konstante istezanja Ca.

2Pojam - idealni, koristi se u smislu nenarusenja kristalne strukture (bez prisustva defekata, primesa i si.), a ne
u smislu njene prostorne neogranicenosti.
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4. Smatra se da atomi, koji pripadaju granicnim slojevima prikazanog tankog filma, intera-
guju sa spoljasnjom sredinom, bez obzira na to sto duz ^-pravaca iznad gornje i ispod donje
granicne povrsine nema atoma (motiva, cvorova) filma, ali su granicni atomi ,,spregnuti"
izmenjenim Hukovim silama za atome sredine, odnosno supstrata. U skladu sa napred nave-
denim uslovima, konstante elasticnosti koje opisuju interakciju atoma granicnih povrsina sa
spoljasnjim sredinama (supstrat i npr. vazduh), modifikovane su odgovarajucim koeficijen-
tima £ i 7.

Uzimajuci u obzir uslove Cj — C, (j = 1,2, • • • , ATZ — 1, Nz) i cinjenicu da su slojevi za nz < —1
i za nz > Nz + 1 odsutni, moramo obracunati i sledece:

««;nx,nv,j = 0 ; -1 > j A j > Nz + I ; (j g [0, Nz}) ,

C-i = (1 + e) C ; CNZ+\ (1 + 7) C .

Kada bi bilo: C-\ CNZ+I = 0 (e = 7 = —1), tada bi granicni atomi za nz — 0 i nz = Nz bili
,,zamrznuti", tj. javio bi se efekat ,,krutih zidova", a ako bi vazilo: C-\ CNZ+\ C (e = 7 =
= 0), bio bi to efekat ,,slobodnih povrsina".

S obzirom na definisani model, hamiltonijan fononskog podsistema opisanog filma u aproksi-
maciji najblizih suseda ima isti oblik kao i kod neogranicenih kristala - izrazi (2.8-10), ali ga je,
zbog postojanja granicnih slojeva, zgodno napisati u razdvojenom vidu:

gde je T - standardan kineticki clan. Potencijal koji ukljucuje interakcije sa granicnim slojevima
je oblika:

T /p _ ^ Ca
* e f f /

el J ' •• 4
a;nx,ny

_l_ O f \ -I- *) ( i \ .

+ (ua;nx + ].,ny,0 ~ Ua-tHx,ny,o) + (ua;nx-l,ny,0 ~ ua;nx,ny,o) + (3-2)

/ _ }2 -L ( — \ +

I \  , I \  i
+ (Ua;nx + l,ny,Nz ~ ua;nx,ny,Nz) + (Ua;nx-l,ny,Nz ~ Ua;nx,ny,Nz) +

9 91
+ (ua]nx,ny+l,Nz-Ua;nx,ny,Nz) + (ua-nx,ny-l,Nz ~ Ua-nz,ny,Nz} \

Potencijal sa interakcijama koje obuhvataju unutrasnje slojeve je onda sledeceg oblika:

irZ \~^ ^a J V~^ If ^ 2 , i \  ,I/ ̂  \ \ n I nl \ I nl It, I 1
v e f f ~ / j A \ ^ [vuQ:;"i + l,nt;,nz ua;nx,ny,nz) ^ \,"Q;nj:-l,n,,,nz ua;nx,ny,nz} ^

a;nx,ny [nz=l

/ _ \  /  _
"T \a;nx,ny + l,nz uot;nx,ny,nz) + \a;nx,ny — \,nz ua;nx,ny,nz

Nz-2 Nz~l

~^~ / ; \a;nx,ny,nz + l ~ ua;nx,ny,nz) "r / ^ (ua;nx,ny,nz — l ~ ua;nx,ny,nz)
nz=l nz=2

Zakon disperzije fonona se, kao i u prethodnoj glavi, nalazi metodom Grinovih funkcija, trazeci
Grinovu funkciju istog oblika kao i (2.12) pomocu jednacine kretanja (2.13). Za razliku od jed-
nostavnije situacije za beskonacne strukture, ovde se moraju izracunati odgovarajuci komuta-
tori, odnosno odrediti Grinove funkcije posebno za atome granicnih slojeva, a posebno za atome
iz unutrasnjosti filma. Koristeci u prethodnoj glavi navedene standardne komutacione relacije
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za pomeraje i impulse atoma (2.11), kao i ostale neophodne osnovne dennicije, izracunavaju se
potrebni komutatori impulsa i hamiltonijana.
Za donju granicnu povrsinu za koju je mz = 0:

[P/3;mx,my,Q, H\ ~^ Ca [(6 + E) 11$.^^$-

- Up]mxiTnv>i - •U/3;mx+l,m!,)0 ~ (3.4)

~~ uP;mx-l,my,Q ~ u/3;mx,my+l,Q ~ ^,3;mx,mj,-l

za 1 < mz < Nz — 1,

~~ uP,mx + 'i,my,mz ~ u{S,mx-l,my,mz ~ u{l,mx ,my + l,mz ~

ufi,mx,my — \,mz u^,mx,my,mz+l u/3,Tnx,my,mz — l }

i konacno, za gornju granicnu povrsinu za koju je mz = A^z, dobijamo:

3;mx ,mv ,NZ , H J = -i/l CQ [^(6 + 7) U^;^ >rrly jArz -

(3-6)

Zamenom nadjenih komutatora u (2.13) i preimenovanjem /3 — >• a ; m — > n, dobija se:
- za nz = 0,

ih
— MU) G = ~ ~ O n O n m O O m ~

I \ X ^ Q ! ___ s~v & /°f Q:
~T~ O J ^* fix-ffly ,0;77lx jTTij/ ,r71z ?lx,ny jljTTlxjTly ,771Z Tlx + lj^y )0;TTlx ,T7lj

G O: /^t Q: /^Y Q
1 n — vJ _Ll H- — vJ TI 1 fi- t̂ i m

- za 1 < nz < Nz - 1,

ih „

- za nz = z,

r -A /"i a - _ r1 Q _ /"> Q _ ("i Q')
i I) <^nx,ny,Nz;mx,my,mz ^*nx,ny,Nz-l;mx,Tny,mz ^rnx + l>ny,Nz;mx,my,mz \^-J>

_ /~i a _ f-t OL _ /-< a
(Jnx-l,ny,Nz;mx,my,mz unx,ny + l,Nz;mx,my,mz (-rnx,ny~l,Nz;mx,my,mz\

Primenom delimicne (zbog narusenja translacione simetrije samo duz z-pravaca) Furije trans-
fer macije:

<a (, ,\ •*• \ _-ia[(n I-mx)fc i r+(nj /-my)fcyl no. (L. 7, . , . \)
n.m^J — AT AT Z> 6 J ̂ n, ,mz l^) N' w/ V°-- IU;nx,n t f )nz;m I,m ! /,mz n.m — AT AT >

J V x J V2/ kx,kv
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na sistem jednacina (3.7-9), i nakon istovetnih algebarskih operacija koje su iskoriscene na odgo-
varajucem mestu u prethodnoj glavi, dolazi se do relacija na osnovu kojih se moze uspostaviti
sledeci sistem algebarskih diferencnih jednacina:

„
6k

G O; i „ Q: s~i ct \ QL
l,mz + 6k Lr2,mz + (j3,mz ~

(3.11)

GNz-3,mz GNz-l,mz

+ GNz,mz

gde su: K =
n "fj

k =

O »

>ta = —TT — 4 sin2 —- — 4 sin2 —- — 2 = (3.12)

Sistem jednacina (3.11) ima resenja koja mogu da se prikazu u obliku Ga,b — Da/D, gde je Da

odgovarajuca zamenska, a D determinanta sistema (obe kvadratne):

'ATZ+I(

0-e
1
0

0
0
0

1
6
1

0
0
0

0 •••
1 •••
Q •••

0 •••
0 •••
0 •••

0 0
0 0
0 0

Q 1
i e
0 1

0
0
0

0
1

6-1

(3.13)

3.2 Spektri i stanja fonona u filmu

Da bi se odredio spektar dozvoljenih fononskih energija, koji se dobija iz (3.12) i na osnovu
osobina Grinovih funkcija, potrebno je naci polove trazenih Grinovih funkcija. Jasno je da se ovo
svodi na odredjivanje korena (nula) determinante (3.13), odnosno resavanje jednakosti:

T>NI+I(Q\ = 0 => £> = £,,(£,7) ; v = 1,2,3, ... ,N z + 1 . (3.14)

Ovaj zadatak u opstem slucaju nije analiticki resiv (moze se resiti numericki za zadate parametre:
£, 7 i Ng).

U slucaju modela slobodnih povrsina, kada su: £ = 7 = 0, ovaj problem ima analiticko resenje:

Determinanta (3.13) sistema jednacina (3.11) se izrazava direktno preko karakteristicnih polinoma
Cebiseva reda Nz. Iz uslova (3.14) slede nule Cebisevljevih polinoma, a uzimajuci u obzir i izraz
(3.12), jednostavnim algebarskim transformacijama dolazi se do izraza koji daje zakon disperzije
fonona u tankom (strukturno nedeformisanom) filmu:

(3.16)
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. 2 a^x , • 2 ""^y rv \K. = sin -^—h sin —- ; S(v) = sin
aky

T
, — , v v~ j — „*„

Na ovaj nacin, izraz za moguce energije fonona po formi je isti kao izraz (2.19) dobijen za idealne
neogranicene strukture, s torn razlikom sto je tamo kz prakticno kontinualno promenljivo (u
intervalu [0, TT/C]) kao sto su kx i ky, a ovde je izrazito diskretno:

; i \kz(v] = -
a N, + 2 '

= 1,2,3, ...,NZ (3.17)

Pored toga, uocava.se da je: k™in = k™in = 0; kfin = kz(v = 1) = ^ j^ > 0, posto
je u pitanju tanak film, odnosno Nz < (Nx,Ny), i: fc™ai = fc^QI = ^; fcf01 = /cz(i/ =
Nz + 1) = f Tv^+I "̂  a 1 Izmedju minimalne i maksimalne vrednosti za kz, pa prema tome i za

£„(£), postoji jos Nz — 1 diskretnih vrednosti3. To znaci da fononi u tankim filmovima poseduju
,,donji" energetski gep:

A —
i_\

f \ —U, A,z -
— O c^
— Zi bil

7T
(3.18)

kao i ,,gornji", ali fizicki manje interasantan gep.
Na osnovu ovih rezultata zakon disperzije (3.16) graficki je prikazan na slici 3.2 i to: za idealne

beskonacne strukture (2.19) - isprekidanim linijama, izmedju kojih je on kontinualan, i za tanki
film (3.16) - punim linijama, on je diskretan.

Slika 3.2: Fononski spektar S = £v (Ti) i parametrom <S(f)

Primetni su gepovi i energetska diskretnost (za film), koji su iskljuciva posledica postojanja
prostornih granica.

3Ukupan broj mogucih vrednosti kvaziimpulsa kz jednak je broju energetskih i dvodimenzionih podzona: Nz + \
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4 Difuzija i toplota

4.1 Koeficijent difuzije

Koeficijent difuzije D (tacnije tenzor difuzije DIJ) bice odredjen koriscenjem Kubo formule.
Radi odredjivanja temperaturske zavisnosti gustine filma bice koriscen metod Grinovih funkcija
za izracunavanje unutrasnje energije i srednjeg kvadrata molekulskih pomeraja.

Svi navedeni racuni bice izvedeni za idealne uslove na granicama filma i posebne povrsmske
uslove koji se mogu birati sa ciljem da se postigne zeljeni efekat.

Pri odredjivanju koeficijenta difuzije polazimo od Kubo formule:

00 0

Dij = ^ [dte~st f dX < Vi(-ih\)vj(t) > , (4.1)
o o

gde su Vj i Vj operator! brzina, u Hajzenbergovoj reprezentaciji, prostiranja mehanickih oscilacija
duz kristalografskog pravca i, j 6 (x,y,z), a 5 perturbacioni parametar.

Na osnovu cinjenice da je

fi"sirf«1'
formulu (4.1) svodimo na

00

Aj = lim fdte~st <vi(0)vj(t) > . (4.2)
<5— Kx> J

0

Usrednjavanje se vrsi po velikom kanonickom ansamblu:

(4.3)

gde je Q termodinamicki potencijal, fj, hemijski potencijal, H hamiltonijan sistema, 9 = kBT.
Da bi se odredila korelaciona funkcija < Viiij > naci cemo Grinovu funkciju <§; Pi(t)\pj(0) 3>,

gde su pi (t) , PJ (0) komponente impulsa.
Fononski hamiltonijan sistema ima oblik

H = Pfi2 + - ( u a + ufi-i-'2ufiuii-J> ne(nx,ny,nz), (4.4)

gde su M mase molekula, CH Hukove konstante istezanja, u molekulski pomeraji. Treba naglasiti
da je navedeni hamiltonijan idealne fononske strukture u harmonijskoj i aproksimaciji najblizih
suseda, a granicni uslovi ce biti uzeti u obzir u sistemu jednacina za Grinovu funkciju.

Potrazicemo Grinovu funkciju

Gnxnynz};mxmymig=<^Pnxnyf(t}\Pmxmyg(Q)^> • (4-5)

U jednacini za Grinovu funkciju (4.5) pojavljuje se i Grinova funkcija <IC u n x J l y f ( t } \ u m x m y g ( f y >.
Koristeci standardnu proceduru tehnike dvovremenih Grinovih funkcija, i transformaciju:

*V k kn,x ™
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za Furije lik Grinove funkcije Gkxkyf;kxkyg(t) = Gf(t) (drugi indeks se ispusta jer nije od bitne
vaznosti)

(w) =<p/|p/ »w= ̂  y Gf(t) elutdt (4.7)
—oo

dobijamo sledeci rezultat

G/+1(w) + G/_i(w) + pGf(w) = — M , (4.8)
7T

gde je
Mw2 / 90^3- <) aky\ n.

p=—--4 sm2-^ + sin2-^ -2 . (4.9)

Ovde rnozemo uzeti u obzir da se radi o filmu i da na granicama filma postoje odredjeni granicni
uslovi.

Za / 6 (1, ..., ATZ — 1) jednacina za Grinovu funkciju je oblika:

ifi
Gf+i(u) + Gf-i(w)+pGf(u) = R; R=—M. (4.10)

Za sloj / = 0 imamo jednacinu

= J 2 , ., (4-11)

gde je po popravka velicini p na granici / = 0.
Za sloj f = Nz imamo jednacinu

(4-12)

gde je PN popravka velicini p na granici f = Nz.
Sistem jednacina (4.7), (4.9) i (4.11) resavamo smenom

) = Asmfkza + Bs'm(f -l)kza , (4.13)

gde je a konstanta resetke, kz komponenta talasnog vektora, a A i B konstante koje cemo odrediti
iz granicnih uslova.

Ako se (4.13) uvrsti u sistem (4.10), (4.11) i (4.12), dobija se:

w) = 7Cff ̂ ^ ' (4'14)

gde je
f~\ f ) \jLl\i7 / A t f \n — + sin2 —£ + sm2 —^ . (4.15)

2 2 2

Ovde su:

-2 ) 2

dok se fcz dobija iz transcedentne jednacine

2(p0 + p/v) cos2 a/cz + (popN -3)cosa/c2
-: - -— 5

— sin akz [4 cos^ akz + 2 (po + PN ) cos akz + (1 —
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Veoma je vazno naglasiti da transcedentna jednacina nema resenje kz = 0, sto znaci da fononski
spektar ima gep, odnosno da je za pobudjenje fonona potrebna aktivaciona energija.

U ",,cut-off" slucaju (slucaj slobodnih povrsina):

fjri/

k* = ~ a ' > "z = l,2,3,-,tf* + l . (4.17)

Vidi se da su nivoi kx i ky ekvidistantni, dok nivoi kz, zbog deformacija strukture, gube ekvidis-
tantnost.

Korelaciona funkcija Grinove funkcije (4.13) racuna se po opstoj formuli:

*, .._ fao
0— >+U J g 0 — ]_

— oo

Grinova funkcija (4.14) razbija se na sumu elementarnih razlomaka i posle zamene u (4.18) dobi-
jamo korelacionu funkciju

> = ^ « f _ ^ _ ^_ , (4.19)

odakle sledi

< «/«•/«» >
Prema opstoj formuli (4.2) koeficijent difuzije je dat sa:

oo

e ^ - l e - -

(4.21)

Kao sto se vidi fononski koeficijent difuzije u filmu, kao i kod balka, ne zavisi od temperature.

4.2 Specificna toplota

Da bi se odredio koeficijent toplotne provodnosti, potrebno je izracunati specificnu toplotu i
gustinu posmatranog sistema.

Specificna toplota film-struktura odredjena je preko unutrasnje energije. Uzimajuci da, u
dugotalasnoj aproksimaciji (k ->• 0), energije sve tri fononske grane ostaju razlicite od nule,
mozemo koristiti disperzionu relaciju (4.15) u nesto uproscenom obliku. Uvodjenjem aproksi-

macija: 4 [sin2 fe) + sin2 (^)1 .« a2k2- k2 = k2x + fc2; A = ak™nE0. Tada zakon
L \ 2 / \ / ]

disperzije fonona u filmu ima sledecu formu:

E(k) = J aWEl + A2 . (4.22)

Unutrasnju energiju ovog sistema izracunacemo polazeci od standardnog oblika:

E(k) e^/'-l'1 - (4-23)
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Prelaz sa sume na integral se izrazava na sledeci nacin:4

2 27f

3 (Nz + 1) y^ —> —-—^—4 / dip
^ 47T2 J

0 0

gde je akmax ~ akD = \/6Tr2 Debajev talasni vektor za dve dimenzije. Ovaj integral se resava
razvojem podintegralne funkcije u red i visestrukom parcijalnom integracijom, nakon cega se do-
bija konacan izraz za unutrasnju energiju posmatranog prostorno-ogranicenog kristalnog sistema:

f (4.24)

gde su

ED - E0 akmax i E0=htt; Nf = NxNy(Nz

; Zr(X) =^ ^j'r e^x , (4.25)
j=i

( ZT - su Dajsonove funkcije).
Za nalazenje izraza za toplotni kapacitet po jednoj elementarnoj celiji (ovde: po jednom

atomu) koji se moze i eksperimentalno odrediti, krecemo od standardnog izraza:

(426)
( }~ Nf dT ~ Nf 39 '

i, nakon jednostavnijih matematickih transformacija dobijamo:

+ 6 ^ ( ) - ̂ ( .) + 6 ( > ' Z3( ) - Z,(« ) . (4.27)

Iz izraza (4.26) i (4.27) vidi se da toplotni kapacitet film-strukture zavisi od debljine filma.

4.3 Gustina fonona

Da bi se nasao izraz za gustinu, prvo se mora odrediti izraz za kvadrat molekulskog pomeraja.
Polazi se od definicije:

(428)
n k

gde je < nr > srednji broj fonona u stanju odredjenim talasnim vektorom k. Prelaskom sa sume
na integral dobija se:

4Razlika u odnosu na ,,balkovski" prelaz ̂  -> / dk •= I d3k, gde se sa Dekartovih prelazi na sferne koordinate,

k

ovde, zbog ogranicenosti jedne prostorne koordinate, moramo preci na cilindricne.
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gde su:

Integral I se resava razvojem podintegralne funkcije u red i visestrukom parcijalnom integracijom.
Zamenom dobijenog resenja u jednacinu (4.29) dobija se izraz za kvadrat molekulskog pomeraja
u Debajevoj aproksimaciji:

c

< u2 > - < ul >= ̂

(4.30)
Na osnovu izraza za gustinu

M M 1

za a = a0 + u i izraza (4.30) dobija se priblizan izraz

(4.32)

gde je pQ gustina fonona balka.

4.4 Koeficijent toplotne provodnosti

Po definiciji, koeficijent toplotne provodnosti se izrazava na sledeci nacin:

Kf = DfC/pf . (4.33)

Zamenom izraza (4.21), (4.27) i (4.32) u prethodni izraz, dobija se:

(4.34)

Na osnovu dobijenih rezultata moze se zakljuciti da je koeficijent toplotne provodnosti tankih
filmova na vrlo niskim temperaturama znatno nizi od koeficijenta toplotne provodnosti masivnih
struktura jer on opada eksponencijalno dok u masivnoj strukturi opada sa T3. Ovaj rezultat je
graficki predstavljen na si. 4.1 (a - vrlo niske temperature, b - normalne temperature, x = #/A
- relativna temperatura) . Na visim temperaturama situacija je obrnuta: koeficijent toplotne
provodnosti tankih filmova je visi od koeficijenta toplotne provodnosti masivnih struktura.
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Slika 4.1: Koeficijent toplotne provodnosti balka i filma
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5 Z a k l j u c a k

U radu su istrazeni i analizirani energetski spektri (moguca energetska stanja) fonona u kristal-
nim idealnim beskonacnim, tj. neogranicenim i u ogranicenim stukturama (filmovima), sa primi-
tivnom kubnom resetkom. Na osnovu ovoga se doslo do sledecih vaznijih rezultata.

1. Ove analize su pokazale bitne razlike u zakonu disperzije fonona u pomenutim sistemima, kao
iskljucive posledice postojanja granica odgovarajuce strukture, u kojima energetski spektri
poseduju energetske gepove. Velicine gepova zavise od dimenzija uzoraka (debljine filma) i
veoma brzo - prakticno parabolicki, opadaju sa njihovim povecanjem.

2. Postojanje granicnih uslova ima za posledicu promenu energetske zone fonona. U odnosu na
zonu dozvoljenih energija idealnih struktura sa prakticno kontinualnim rasporedom, zona
fononskih dozvoljenih energija u filmu je izrazito diskretna. Ona se sastoji od dvodimen-
zionih podzona. U svakoj od podzona energija uzima kontinualne vrednosti. Povecanjem
broja slojeva filma povecava se broj diskretnih stanja unutar zone dozvoljenih energija.

3. Spektri fonona u film-strukturama poseduju donji (kao i jedan gornji) energetski gep. Posled-
ica postojanja donjeg energetskog gepa moze da se tumaci na sledeci nacin: on odgovara
energiji osnovnog stanja fononskog sistema i predstavlja najmanju energiju koju treba uloziti
da bi se u filmu pojavili akusticki fononi (optickog tipa). Sve do te energije (aktivacione
temperature) fononi se mogu nalaziti samo u nekim od vezanih stanja, npr. sa elektronima
u Kuperovim parovima. Do te temperature ceo sistem se ponasa kao zamrznut.

4. Koeficijent toplotne provodnosti tankih filmova na vrlo niskim temperaturama je znatno nizi
od koeficijenta toplotne provodnosti masivnih struktura jer on opada eksponencijalno dok
u masivnoj strukturi opada sa T3. Ovaj rezultat bi mogao da nadje neposrednu primenu.
Sendvic od nekoliko filmova trebalo bi da obezbedjuje znatno bolju izolaciju nego masivna
struktura iste debljine.

Ove analize su pokazale da se podesnim izborom granicnih uslova mogu postici vise aktiva-
cione temperature, a tada je i toplotna provodnost znatno manja.

Sto se tice elektricne provodnosti ona bi po Videman-Prancovom zakonu trebalo da bude
proporcionalna toplotnoj provodnosti. Na osnovu ovoga moze se zakljuciti da su tanki
filmovi slabiji elektricni provodnici nego masivne strukture od istog materijala. Ovo moze
da bude znacajno za efekat superprovodnosti jer je poznato da su slabiji provodnici bolji
superprovodnici.

5. Sve razlike izmedju posmatranih (neogranicenih i ogranicenih) kristalnih sistema su izraze-
nije, sto je film tanji i iscezavaju kada debljina filma teze beskonacnosti.
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