
Ljubofv/rH ToJorovjc 

miTou-Fom mmciJA 
iBozEmDEmciJA m/rm 

- Jijilomlii rdd-



U N I V E R Z I T E T U N O V O M S A D U 

P R I R O D N O - M A T E M A T I C K I F A K U L T E T 

GRUPA : P I Z I K A 

LJUBOMIR D, T O D O R O V I C 

E K S I T O N - P O N O N I N T E R A K C I J A 

I 

B O Z E K O N D E N Z A C I J A E K S I T O N A 

- DIPLOMSKI' RAD -

N O V I S A D 1 9 7 5 . 





PHYSICAL LAW SHOQLD HAVE MATHMATICAL BEAUTY 

P,A.M. DIHAC 



S A D R Z A J 

U V 0 D 

I GLAVA - Kulonovl ekaltonl 

r;i, Vrate eksltona i osnovne karakteristlke 

1.2, Hetod P 15 K u molekulamim kristalima 

I. 5. Spektar eksltona u harmonijskoj aproksimacljl 

II GLAVA - Eksiton - fonon interakcija 

II, 1, Pononi 

11.2, Standardni tretman eksiton - fonon interakcija 

11.3, Novi prllaz eksiton - fonon interakcije 

III GLAVA - Boze kondenzacija n sistemu Kulonovih eksltona 

111.1, OpSte o Boze kondenzaciji.Spektar He^ 

111.2, Boze kondenzacija kao rezultat eksiton - eksiton interakcije 

111.3, Prelihova transformaoija eksiton - fononskog polja 1 efektlvna 

eksiton - eksiton interakcija 

111.4, ^oga spontane emislje fonona u fenomenu Boze kondenzaolje 

111.5, Ohrazovanje " eksitonskih kaplji " 

ZAKLJU5 AK 

LITERATURA 



U V -0 D 

Cllj ovg dlplomekog rada je da Be procea superfluid-

noatl ekaltona oavetll sa jednog dragaSijeg stanovlsta nego 

Sto je do danas Sinjeno.Poznato je (Ref.l) procea Boze kon

denzaolje 1 superfluldnosti eksltonskog gasa razmatran sa 

taSke glediSta ekalton - eksiton interakcije,koja nastaje 

usled vlsoke koncentraolje eksltona ostvarene laserom. 

Ovde ce Ista mogudnost bltl razmatrana u granioama dru

gog fiziSkog mehanizma,a, to je efektlvna eksiton - eksiton 

Interakcija koja nastaje ualed razmene vlrtuelnlh fonona.Za 

ovaj procea nlgu potrebne vlsoke koncentraolje eksltona. 

Analiza de bltl izvrSena po ugledu na radove Prellha 

(Ref. No; 5 :) u teoriji superkonduktivnostl jer je po svojoj 

matematiSkoj atirukturl bamilienijan eksiton - fonon interak

cije aliSan hcuniltonijanu elektron - fonon interakcije. 

Prilikom deflnisanja hamlltonljana eksiton - fonon In

terakcije po molekulsklm pomaclma bide razvijanl 1 matriSni 

elementl dipol - dlpolne interakcije 1 eksitonski operatori 

Ovaj prllaz daje za eksiton - fonononsku interakciju za red 

velicine vedu vrednost od one koju daje stsuidardni prllaz. 

Kao Sto je poznato u standardnom prllazu razvijaju se 

aamo matricni elementl operatora 
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I EKSITON I-Vmr I 0»MOVNe »<AllAKTe|l\STIKe 

Eksiteai a* pojavljuju n tav. molekulslcia kristalima,antracem,na#-

tallm Idraglma 1 ta kao resultat dlpel-dipol interakolja za koju 

Poatoja dva tlpa ekaitanat 

1, Ekaltonl Vanlja-Mota 

2. Eksitoni Fronkela 

1, Ekaltonl Vanijo-Mota sa javljaju n poluprovodniolma.OvaJ tip 

okaltona predatavlja neutralnl komploks|oloktron u provodnoj zonl 1 

2/2 

"Supljlna" u valontnoj zoni.Povazanl su kulonovsklm sllama a /r tl-

pa.U saaom krlstalu aa evakav kompleka kolektivizujo ("valja** se 

kroa kristal),prl Semu oblast ekaoitaoija deatiSo stotinak i ,pa se 

evi ekaltonl naalvaju ekaltonima velikog radijua a.Ua-

led poviSano temporature ill nakog drugog aliSnog uzroka,dolazi do 

kidanja-dokaployanja komplokaa elektron - Supljina prl Semu nastaje 

struja tj elektron 1 Supljina so dalje kredu nozaviano. 

2, Eksiton Fronkela je takodje neutralan kompleka elektron -

Supljina all za razllku od ekaltona Vanljo - Mota oataje lokallzovan 

na samoro aelekalu.Naravno to no znaSi da efekat kolektlvizacije no 

postoji.Nalmo , ako ao par elektron - Supljina pojavi na jednom mo

lekulu monja ao Interakolja sa okolnim molekullma,usled Sega dolazi 

do okscltacije auaednog molekula,ltd,te ekacltaclja aahvati oblaat 

radljusa 5o - 5o i.Ovo su eksitoni kratkog radijusa, 

•1 
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n representaolji druge Icvantlzaolje ovaj hamiltonijan ima ob-

liki 

a^ 1 a^ su fermionski operatori kojl kreiraju odnosno anihiliraju 

elektron n u kvantnomehaniSkom atanju -A , 

^ je slmbol kojim je oznaSen skup kvantnih brojeva u molekulu(Lit« l) 

P-je ^ su Bvojstvene f-je hamlltonljana izolovanog molekula. 

E je energlja elektrona u atanju*^ • 
n 

X*- ja zapremina elementarne 6elije u kojoj se efektivno integrall. 

OgraniSicemo se na aluSaj kada elektron moSe da se nadje po

red osnovnog stanja,koje cemo obeleziti sa nula (o) u samo jednom 

pobudjenom stanju koje cemo obeleziti sa f. Ako elektrone pobudju-

je monohromatska svetlost 1 ako je nivo f dosta udaljen od osta-

lih nlvoa,ovakva predpostavka je plauzlbilna.Oslm toga predpostavl-

cemo da je elementarna delija kristala prosta.U torn slucaju svi in-

deksl -^jj-^l samo dve vrednostl i to 0 1 f , 

Eksiton naataje tako Sto kvant svetlosti u nekom datom molekulu pre-

baci elektron iz atanja nula u stanje f ,ali poSto su elektroni 

povezani po'jem interakcije ,ekscitacija se ne zadr2ava na je

dnom molekulu nego se prenoai 1 na ostale 1 taj talaa pobudjenja se 

naziva EKSITON. 



Znaci, za svaki 6vor reSetke imamo jedan JSetvorodimenzioni fermionski 

prostor 

Takodje je zgodno uvesi operatora 

T 

± 0 



cljl J« flzlSkl salsao oSigledan. 

Operator unlStava elektron u osnovnom stanju 1 krelra ga 

u pobudjenom stanju f . Znafil da krelra kvant elektronske eks

citacije od osnovnog do pobudjenog stanja,Operator P^ unlStava el

ektronske eksoitaoije 1 to od pobudjeno stanja f do osnovnog stanja 0 

, t 

Moze se pokaaati da su operatori P^ 1 P̂^ ravni null u pod-

prostoru ^ ^ ^ 

PMOfhkdJao.y^o 

OSlgledno je bez dokaza da u podprostoruYvaSi: 

Na oanovu ovoga i na osnovu komutacionih relacija za fermi operatora 

Za oneratore P i P moSemo izvesti komutacione relacije 
n n 

1 6vor 



u nip^soadpod n amo^ vntoad «j 

of ^ T5»^ tucoq-soadpod n anio:|. vmsj^ 
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(p =r 'f**^ '''^e^'^e "^^e ^ ^"e ''^e ^"'^ ^ 

-^O^ 4^ . /i^ ^(^^ -k/p _ 

^^e ̂^e ̂*^e ""^e- ̂'^e '*^e ̂^e ''*'p 

"»P *<'g /w^ au^^ ft^ ou^ 

-f -f- ^ /• 



Pa je 

Da bi SBO dokazali da je to jednako null potrebno je dovesti opera-

tore u istl poredak u jednom od Slanova, pa ako i tada budu razliSl-

ti znaci dokaz tu.Uzmimo 61an ^ ^ 

^hf ^nc ^fyf / «̂/» o 

Operator ^nij, ""^^ levo dolazi prvi po renosledu ako ga dva puta po-

merimo 1 znak ostaje plus (+),Isto tako i operator «d^^ce biti 

drugi u poretku ako dva puta po^ierimo levo pa znak opet ostaje plus, 

a posto je u drugom poredak sada istl a znak je minus Slanovi ae po-

tiru p. J. ^ ^ ^ ^ 

Sve sto smo izveli mozemo sa2eto napisati krace: 
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1,2. METOD PRIBLIZNE DRUGE KVAJTTIZACIJE ( P D K ) 

Metoi PDK se sastoji u tome stp se hamiltonijan jako inter-

aguju<51h Sestioa - elektrona (1.1.5.) > zamenl ekvivalentnim hamil-

tonijanom slab* interagujudih cestica koje imaju paulionska statis-

tiku.Ovaj prllaz,koji je predlozio Bogoljubov ( Ref. ),vrSi se 

tako Sto se sume u hamiltonijanu (l.l.5») razviju po sledecoj 

Semii 

I 0 0 0 0 

II f f 0 0 

III f 0 f 0 

IV f 0 0 f 

V 0 f f 0 

VI 0 f 0 f 

VII 0 0 f f 

VII] f f f f Sema i 
Ako kriatal ima oentar inverzije,sto smo mi 1 predpostavili i taj 

se centar poklapa sa centrom inverzije samog molekula onda su Sla

novi u hamiltonijanu proporcionalni sa W(fOOO) 1 W(fffO) jednaki null, 

Razlog je eledeci.Matricni elementl W(fj^f2fjf^) su proporci

onalni (er)^ (er)» (e?)- (e ?)- .Ovde su (e r) » 1=1,2,5,4. 

n ^2 ^5 4 i 
dipolni mementi prelaza 0 - f^ 



(rri) 1(00 oo)Mf^>j];f ̂ff 

f •/ z 'i) 
^ 2 o 
H +''H + H - H 

tns 8p9 

npTA 

ui^pepsxs n euepTUoq-xjiiieq op sbu xpoAop apirapXAZQj: oa^ibao 

•J W T 

mjupap Bs BAouBXg X T""®? » T BCL Txwi TUABJ (oJJJ)a T (OOOJ)M 

na o^BZ T {'o'Z'l) «s jpTostxpaaq-uosi n Ca'o'g'i) owxPTa o^g obj 



Kao Sto vidimo ovaj hamiltonijan je razliSit od nile samo u po4' 

proatoru •Va^no je napomenuti da zbog slabog prekrivanja talasnih 

fankcija,hamiltonijan ostaje zatvoren u podprostoru ^ ,kao i u pod

prostoru*^ ,1 aamo u ovlm sluSajevima moie se preSi na Paulione* 

NapomenatOstatl u nodprostoru znaSi da delujudi na funkciju iz d^-

iog -podnrostora^dobi.lamo funkciju iz tog istog podnrostora « 

Osnovno preimuSstvo ovog prilaza je u tome,da smo prelazeSi na 

Pauli operatore,debar deo interakcije Sestica-elektrona ubacili u 

kvadratnl deo hamlltonljana kvaziSestice (Paulioni),Sto drugim re-

Sima znaSi da smo slstem interagujudih Sestica zamenuji gasom kvazl-

Sestioa. 

Pauli operatori ae dalje mogu zamenutl Bozonlma po slededlm 

formulana ^ )m ^ 

U metodu PDK pauli operatori se zamenjuju bozonlma P-^ B 

P"* « B* , P^P - b'*^B 1 istovremeno se odbacuju svi Slanovi Setvrtog reda 

i dalje. 



1,3, SPEKTAR EKSITONA U HARMONIJSKOJ APROKSIMACIJI 

Spektar eksltona u harmonijskoj aproksimaclji ae moSe dobl-

tl dljagonallzaoijom hamlltonljana (1,2,5,) 

Prvo se izvrSi Furije transformaoija Boze pperatora (I,3»l«) 

posle Sega hamiltonijan (1,2,5.) postaje 

Sada se od operatora B̂^ predje na operatore bj^ sledecim transfonna-

gde je 
.it 

cijama 

IHxnkoije u i v su realne i parne 1 parne fje i ako zadovolj;ivaju 

uslov 

(r.3.4.) 

onda su bj^ takodje Boze operatori. 

Posle zamene (1,3,3,) u hamiltonijan (1,3.2,) postaje 



I\inkclje u i V odredidemo tako da izraz (I.5.5.) postane dljagonalan, 

a to zna5i da lzjedna5ujemo sa nulom koeflcijente ispred ^ + b b ) 

Ovo vodi na sistem jednaSina 

iz koga se odredjuj* u 1 v , 

ReSenja ovog slatema su data sa 

Nakon ovoga "hamiltonijan (l,5.5.) postaje: 
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Zakon disperzije 23 ^Kithi^* 

J^Ji « o^'t ~ o,of aV <^ W 

Poslednjl Slan Je doSao od onih delova koji ne odrzavaju broJ kvizi 

Sestica,tJ delova koji sadrze //^^ 

OSigledno ova popravka Je mala Jer Je ^ 



- 17 -

Ako se ovaj efekat zanemari mozemo uzetl prlblizno* 

2a prostu kubnu atrukturu postoji 6 najbli2ih suseda 

gde Je vrednost interakcije za najblize susede 

< - 2c<. fCe>£ k;,& ^ Cos kyS y Cm k^d) 

Za male talasne vektore kada Je *f 

^ Oct -.^Sl^k"^ 

7t^ 

ff^ - efektlvna masa eksltona 

I 



Na grafiku 1. prikaza je slucaj kad? eksiton ima pozitivnu efektivnu 

masuili kako se to kaze ,svetlost ima pozitivnu disperziju (za krace ta

lasne duzine energlja veda) 

Na grafiku 2. prikazan je slucaj kada svetlost ima negativnu disperzi

ju (za negativnu efektivnu masu),sto znaci sto znaSi da joj sa porae-

tom talasne duzlne 1 energija raste. 



II GLAVA , EKSITON - FONON INTERAKCIJA 

II. 1, F 0 N 0 N I 

Ako an u krlstalu domlnantne dvoSestlfine Interakcije izmedju nje-

govih sastavnih delova (molekula ill atoma),onda se ukupna potencijalna 

energlja kriatala moSe napiaati kao 

n 1 a su vektori Svorova reSetke na apaolutnoj nuli.Pri poviSenju tern-

perature atom! po^inju da osciluju i svaki od fivorova reSetke dobija 

neki priraStaj tj 

S obsirom na (11.1,2.) i Sinjenicu da su pomaci ^^mali,poten-

oljalm energiju kristala moSemo posle razvijanja funkcije u red napi

sati kao ^ , ^ 

U-{Z V[(f-^h(S: -"S'fS 

09 1̂ 

^ ft mat fOfi^'^A^ 



U.^ je projekoija vektora^na osu^/.PoSto funkcija j/^^'^fU ^ 

mora imatl ekatremume Izmedju cvorova to je 

za sve n , ffi i ^< 

Druge Izvode koji figuriSu u formuli (II.1,3,) oznacicemo sa» 

Ove funkcije,ocigledno,imaju sledeca svojstva simetrije 

Ako odbacimo prvi 6lan iz formula (lI,1.3»)tJe^ on pred*tavlja porenci-

jalnu energiju zamrznutog kriatala,onda nam,kao potencijalna energlja 

nastala usled poviSenja temperature oataje izrazt 

Sila na n-ti 5vor (tj njana -komponenta),data je kao negativni izvod-

potencijalna energije po projekciji tj. 

gdeWspaja najblize suaede za fiksirani atom. ' • ' * o€ 

PoSto so radi o istom rastojanju^^^^e zavlsl odV-^naSi za najbliSo 

susedet 

F/- - ^A,^ |r (K^- tL) (i. 11) 
Ako sa M oznaSimo masu atoma onda na osnovu II Hjutnovog zakona 

BoSemo plsatli ^ 



Ako predpoBtaviao da su komponente pomaka^-tperlodlSne fankolje pro-

stora i yrenena,tj 

onda zaaenoa (ll.l.lo.) u (ll.l,9«) dobljamo alededi homogenl aiatea 

jodnadina za odredjivanje komponent^i atomskih pomeraja, 

Sa bl ovaj siatem imao netrivijalna reSenja ,doterminanta slatema 

mora bitl jednaka null.Tj deteralnanta 

gde jo 

A An-g-' A 

A ax 

= 0 

Ova jodnaSina dajo trl dozvoljene frekvance fonona. 

U daljea ai dome ae ograniditi na prostu jednodimenzlonu reSetku.Tada jo 

f-ja 80 svodi na 

1 dobijaao 

M 



Za Blufiaj malih talasnih vektera formula (1^,1.14.) postaje 

Za jednodimenzlonu reSetku kinetiSka energlja ima obllk 

a potonoijalna,na osnovu formula (ll»l,6.),za najblize susede: 

tako da 

Ijaina^na osnovu formula ^ii»l,b.;,za najblize susede: 

je totalni hamiltonijan alstema 

esto reSenja tlpa (ll,] 

zadovolJava jednaSinu 

Umesto reSenja tlpa (ll.l.lo.) uzmimo lineamu kombinaciju ^ ^ 

koj* takodje zadovolJava jednaSinu 

Zamenom (II.1.19.) u (II.1,18.),hamiltonijan kuplovanih osollatora, 

(11,1,18,) u prostoru reSetke svodimo na hamiltonijan sume nezavianih 

oaoilatora u proatoru inverzne reSetke (impulsni prostor) 

PoSto ima- oblik 

Boze operatori^ 1 ̂Anihiliraju 1 kreiraju fonone sa talasnim vekto-

rom k. 

Na ovaj naSln smenom (11,1,22,) so slstem vezaalh osollatora opi-

san hamiltonijanom (11,1,18,),svodi na aumu hamlltonljana nezavisnih 

osollatora (11,1,21,),Zakon dlaperzlje za fonone,tj zavisnost frekven

ce od talaanog vektora k ,data je formulom (11,1,14,), 

Za male talasne vektore imamo lineami zakon disperzije dO^^Cfic 

gde je brzlna zvuka 

A 
M 
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Za aluSaj tri dlmenzlje dozvoljene frekvence su odredjene Izrazom 

(II.1.13.) /deteralnanta/.Ova JedncUSlna bl-kubna 1 daje tri pozitivna 

reSenJa za frekvenceC^ .U eluSaJu aloSene reSetke sa 3» molekula-atoma 

u elementarnoj delijl JednaSlna tlpa (II.1.13.) Mia bl slo2eniJa 1 

davala bl reSenJa za dozvoljene frekvence f6nona. 

U aluSaJu proste dellje sve trl frekvence dobljene ^z (II.1.13.) 

teSe null kada k-9> 0 1 takvl fononl nazlvaju seAkustldnl. 

Kod sloSene reSetke za tri frekvencije vaSi isto pravilo ̂'-^O^^^**'© 

a za preoatale3^'"3 frekvencije,frekvencije ne postaju ravne null 

kada k te21 null 1 takvl fononl se nazlvaju 0 P T I C K I fononl. 

Za aluSaJ proste proatorne reSetke avakoj od tri akustiSke frek

vencije odgoveira Jedan polarizaoioni vektor ^Y^, J-1,2,3 i ovi vek

tori zadovoljavaju uslov _ 

Ova tri vektora odgovaraju trima komponentama zvuka| JednoJ 

longitudinalnoJ 1 dvema.transverzalnima. 

Hamiltonijan sistema 1 operator pomaka imaju siedeci izgled 
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11,2. STABDARDNI THETMM EKSITON - FONON INTERAKCIJE 

Startova6emo od eksltonskog hamlltonljana u harmonljskoj 

aproksimaoijl 1 zanemarldemo efekte neodrSan.la ^ ^ 

Oyaj hamiltonijan Tail za eluSaj kada se stI molekali nalaze 

u svojia ravnotoSnlm poloJajima.Cim je kristal zagrejan,molekali po5i-

nju da osoilaju oko svojih ravnoteinlh polo2aja sto se da izrazitl na 

alededi naSln 

gde su H.̂ i /̂/y, pomeraji atoma iz ravnoteSnih poloSaja 1 predstavlja-

Jtt vektore kojl su fonkolje Svora roSetke 1 vremena i za niake tempe

rature Intenzitot im je manji od konstante reSetke, 







laraa (Il*2a5«) pradataYlJa standardni izraz za haailtonijan ekaiton-

fonon Intarakoije u llnearnoj aprokaimaoiji po mallm pomaclma molekula. 

II. 3, NOVI PRILAZ EKSITON - PONQN INTERAKCIJI 

Sok ano u atandardnom prllaau raavijali po mallm pomaoima aamo 

matriSne elemente S^^ 1 H^^,n novom prllazu razTlJacemo po mallm pomaclma 

1 oporatoro^^ ^SM. poSto BU 1 oni takodje funkcije polozaja u reSeci, 

To znaSl da imamo hamiltonijan (II.2.l) 

Potrebno Je IzvrSltl sledode transfomaolje <ra4v*;Je) u njerau 
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Sa analegnlm isTodjenjeB kao 1 ranlja ml dolazlmo do novog hamlltonljana 

Interakoije* . 

Troba napomenuti da su 1 operatori 1 matriSni elementl razvljenl 

do llnoamlh Slanova po pomaclma.Kao Sto ae vldl Iz rezultata (II,3*2«) 

novl prllaz daje daloko JaSu eksiton - fonon interakciju,Jer u nJemu fi-

^riSa energlja pobudjenja Izolovanih molekula ^ ,koJa Je daleko veSa 

od B 1 .Osim toga interakcija postoji samo sa longitudinalnom granom 

Sto 88 vldl Iz faktora 

Potrebno Jo napomenuti da u standardnom prllazu postoji 1 interakcija 

sa transverzalnlm granama mada Je ona siaba. 
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III GLAVA 

BOZE KOHLEMZACIJA U SISTEMU KULONOVIH EKSITONA 

III , X. OP§TE 0 BOZE KONDENZACIJI,SPEKTAH He^ 

Godlne 1939« Kapioa je eksperlnentalno ustanoYlo da ae prillkoa 

protioanja kroa kapilaro 2^®^ ̂ teSnoa atanja krede bea tronja,' 

Pro nego Sto prod j mo na ebjaSnjenje samog f enonena, ana-

llalradno USIOT krotanja boa tronja 

Ako uoSiJio kollSlm tefinosti aaso M koja se krede brzinom T^, 

onda je njena energlja ^ ^ 

n. alttfiaju da postoji trenje aa aidovima auda teSnost 6e imatl 

noka anorgija E koja mora bltl manja od E^ ( E < E^ ),jer so deo E^ 

protvara u toplotn aaled tronja na aidovima.6injenlo» da tronje poatoji 

predatavidemo sebl tako da se usled trenja u teSnoati pojavljuju elemen

tarne okaoltaoljo sa inpalsom ^1 onergljoa ^0 .Da uproatlmo posmatra-

nja naaiao aluSaj kada so pojavi samo Jedna elementarna ekacltaclJa.Po-

ito 80 a aiatema pojsvlo dodatnl lapuls^ ;akapni Impuls toSnostl jo 

a klnotlSka energlja jo . ^ |^ 

/^,V^ V t^rS,^^, . ^^^^^ 
peSto Je '0 to sledl da jo 



Ovaj uslov (nsIoY da so teSnosi krede sa trenjem) u ovom optlmalnom 

obllku u korlst trenja glasii 

^ -yOV <C 

Sto enaSl da su Impulsl olomnotamlh okaoltaelja suprotnog smera od 

kretanja teSnosti, , 

OSlgladno jo da ako je iapunjen suprotan zahtev tj 

onda so teSnost krece bez trenja.Ovaj ualov aoSe ao n^plsatl kao 

PoSto je^>^to znacl da je uslov za kretanje bez trenja (uslov da 

teSnost prl kratanju doblja,a no da gubl energiju) da fazna brzlna 

olmontamo okscltacije budo pozitivna 

Kako fazna brzlna zavlsl od Impulsa .,evako naplsan ualov mogao bl za 

noko impalse da budo Iapunjen a za neko ne.Da bl smo se obezbedlll 

da efekat Imamoza sve mogudo Impulaa ml poatavljamo stro£ljl usloT 

1 OTo Jo uslov za protlcanje tednoatl bez trenja. 

PolufenomonoleSku teorlju fenomena kojl je otkrlo Kapioa,dao je 

Landau.On je predpostavlo da se u oblaati malih Impulaa u teSnom hell

jumu pojavljuju zvuSnl taiaal (fononl) sa zakomom disperzije* 

gdo je o - briina zvuka ' 

U oblaati velikih Impulsa po njemu preovladjuju eksoitaoije ro-

^ taoionog tipa(retiranjo atoma He^) a eve imaju kvadratnl zakon diaper-

«ljo obllka ^ \
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Ove elwBBtarne eksoitaoije on je nazvao r o t o n i 

4-
Fononl fo/oni / 

V 

• 

t 
1 

! 

! 

Krlva koju je dobio^ Landau ima pozitivan minimum fazne brzine i zbog 

toga je iapunjen ualov auperfluidnosti. 

Strogo mikroskopsku teorlju dao je Bogoljubov,On je pre svega 

uo5io da pojavu superfluidnodti imamo kod He^ dok je kod He'nemamo, 

Jedlna razllka izmedju ova dva izotopa je ta ito je ukupan spin kod Ha^ 

ravan null,pa je on Boze SestioaydAk je spin Ee^ jednak l/2,pa je on 

Ferai 5eatioa.S druge dtzane u prirodi postoji teznja da se zauzima 

•inlmum energijo,a poSto se radl o kinetiSkoj energiji to znaSl da 6eati' 

ce teSe da so nadju u stanju p»o f Sto se ti5e atoma He Paulijev 

prinoip dozvoljava da ovo atanje zauzme samo jedan atom,dok u aluSaju 

He^ koji je Bote Sestica ovakva zabrana ne postoji take da se najyeSi 

deo atoma.nalazl u stanju aa impulsom p«o 1 obrazuje tzv kondenzat. 

Sana pojava talo2enja na impulsu p-o naziva se BOZE KONDENZACIJA. 

Na osnovu ovakvih fiziSkih predatava Begoljubov je izgradio 

mikro teorlju fenomena suporfluidnoati u teSnom He^.On je teSni He^ 

razmatrao kao slstem bozona sa dvoSestiSnim interakoijama. U repre-



imamo 

4 it Ml 

7 ^ 



je^^^ realna i parna f-Ja, gde 

PoSto ae oanovnl deo atoma helljuma nalazl u kondezatu io Ima 

smlala Izdvojltl ove delove hamlltonljana kojl odgovaraju impulsu nu*-

la 1 onaj deo kojl odgovara Impulslma p / e. 

Prema oanovnoj predpoatavol broj bozona u kondenzatu 

4 veoraa je bllzak ukupnom broju atoma N , 

Strogo govoredl 



Oolm ovoga operatori kondenzatnih bozoil^^ jedno 

8veJBtvo,a to je da medjuaobno praktiSno komutiraju u svim odnoaima 

pa ae oni mogu praktiSno zameniti brojevima. 

Sada demo izvrSitl razdvajanje u hamiltonijanu pri damn demo 

uzimati one delove gde je paran broj impulsa jednak null,jer oni daju 

popravke u prvoj aprokaimaoiji teorije perturbacija.DoprinoBl od 61a-

nova gde je neparan brij impulsa ravan null dobijaju se tek u drugom 

redu teorije perturbacija 1 nedemo ih uzimati u obzir. 

- • —• /v» 

Rastavljanje vrSimo po aleded#j Semi 

A 

o o 0 o / 

0 0 // 

0 0 m 

K 0 0 IV 
0 Kg o V 

0 0 YI 

0 w 
-*> "4 





ei^e/^f^QfjimtPif o^p i44fejf^A'y tidies ^me^e^tro^ ^.^^d 





OdredJivan0e i , tako da otpadnu nedi jagonalni delovi po o/perato-

rima i pa imamo 

predstavlja spektar elementarnlh ekacltaclja u tecnom helljumu, teo-

;avlja se da je \Jy rijl Bogoljubova predpostavl ja se da je slabo zavisnao od impllsa, 

pa ae zamenjuje konstanto 

U oblBsti malih impulsa dominantan je 51an proporcionalan 

U oblasti velikih impulsa dominantan ja clan proporcionalan 

sa K*,pa je /r- ) ^ ^ /I 

tj kvazl Sestice imaju kvadratnl zakon disperzije. 
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Ovl rezultatl odgovaraju fenonako • rotonskoj alloi Landaua«Treba napo-

menutl da krlva koju Je doblo Bogoljubov pokazuje samo kvalitativno sla-

ganje aa ekaperimentom (grafik\3)' 

.Spektar Bogo- Ovo moSe da bude posledica zamene konstantoi 

ljubova odraSava osnovni eksperimentalni fakt ,a to Je'superfluidnost ta-

5nog He^,jer zakon disperzije za elementarne ekscitacije u teSnom He^, 

pokazuje da Je minimum fazne brzine ovih ekBoitaciJa pozitivan 

it 

r 
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III , 2, BOZE KONDENZACIJA KAO REZULTAT EKSITON - EKSITON INTERAKCIJE 

Pre nego St^ predjiemo na "boze kondenzaclju koju Izazlva eksi

ton - ffonon lnterakclJa,ukratko demo se osvrnutl na boze kondenzaclju 

koja dolazi kao rezultat eksiton - eksiton interakcije.Ovaj problem Je 

dotalJno opisan u knjizi V. M, AgranoviSa (lii. 1. t glava) 1 mi cemo 

ovde navesti samo osnovne elemente teorije koja je tamo izlozena. 

Eksitonski hamiltonijan ima obiIk» 

gde Je 

Zbog toga,se prilikom uradunavanja anharmonijskih efekata 

uzima u obzir samo onaj anharmonijski deo koji je proporcionalan 

Poiio Je,prilikom prelaska na boze operatore 

P:P, ̂B:S. - j^x Ci. 2.2.) 
za efektlvnt eksitonski hamiltonijan se uzima 

2m 
gde je fe— 

2 
- efektlvna masa eksltona. 

Drugi dlan u formuli (III.2.%) predstavlja rasejanje eksltona 

na< tzv delta potencijaluj^^^ .Pokazano je (Ref. lo) la na ovakvlm po-

tencljalima dolazi do odbijanja eksltona pa Je na osnovu toga mogud pro-

oes raaejanja na delta potencijalu.Ovo opet dovodi do boze kondenzaolje 

1 superfluldnosti eksltonskog gasa.S 
r 

Spektar eksltona u uslovima kondenzacije dat je u (Ref 1.) 1 

ima oblik 

2 



"broj molekula u jedinlcl zapremlhe esjcsoltl-

ranih lasersklm araeima 1 <3 konatanta krlatalne resetke. /^O ^ ^7 

•Ako su Impulsl tj^ mall onda je* 

Tj, Imamo tav eksitonski zvuk sa brzinom o,U sluSaju velikih k 

eksitoni imaju kvadratnl zakon disperzije 

Spektar (ill.2.4.) lapunjava kriterijum superfluldnosti jer mu 

je minimum fazne brzine pozitivan.Ovo je posledica odbojnih sila na da-

tom potencijalu. 

III , 3 , FRELIHOVA TRANSPORMACIJA EKSITON - FONONSKOG POLJA I 

EFEKTIVNA EKSITON - EKSITON INTERAKCIJA 

Kompletan hamiltonijan sistema eksitoni plus polje mahaniSkih 

osoilaoija moSe se napisati u obliku 

nf&s^ Jena J ir?/nd zuoU^ 



- 42 -

Po svojoj stxnktArl ovaj hamiltonijan je sliSah hamlltonljana.sistema 

elektron plus polje mehanlSkih osoilacija.Kao Sto je poznato,unitamom 

' transformaoijom ovog hamlltonljana Frellh je pokazao da elektron - fonon 

interakolja dovodi do efektivno elektron - elektron interakoije koja je 

ft 

privlaSna.Kao reiultat ovog privlaSenja obrazuju ae Kuperovi parovl ko-

ji opet mogu da se kredu bez trenja kroz kristal,Ovo kretanje bez trenja 

faaelektriaanih Sestioa poznato je pod "imenom superprovodljivost, 

Koristedi ideje Preliha mi demo IzvrSltl unitarnu transforma-

ciju hamlltonljana (111,3,1.) tj od H predi cemo na H 

gde je 

Posle ove transformacije nepozirtatu f-ju ^ odredjujemo tako da iz for

mula (lli,3,2«0 nestanu Slanovi lineami po eksiton - fonon interakoljl. 

Ova ollminacija daje za f-ju ]*V slededu vrednost 

'^J W of('^)-^('^-t)'/3(f) a H^^ postaje 

3. S) 

Kao Sto se vidi iz poslednjeg izraza ekalton - fononska inter

akolja koriguje harmonijskl spektar eksltona za Sian 

a takodje dovodi do efektlvne eksiton - eksiton interakcije definisane 

izrazom 



Treba napomenuti da au reaultati / III.3.4 »III.3.5.,III.3.6, i 

111,3.7, / dobijeni uarednjavanjea po fononekom vakuumu pa BU prema 

toma Bve korekoije ekaitonakog spektra koje su ov^e dobijene rezultat * 

spontane emiaije fonona.Spontana emlsija fonona je rezultat rasejanja 

okaltona na mAIekulima reSetke.U ovlm procealma eksiton moSe da izgubl 

energiju 1 ovaj gnbltak se manlfeatuje kad atvaranje jednog kolektlvnog 

kvanta mehanlSkih osoilaoija tj. i'onona. 

III , 4 , ULOGA SPONTANE EMISIJE FONONA U PROCESU BOZE KONDENZACIJE 

EKSITONA . 

V 

Pre nego Sto predjemo na analiau spektra (lll,3,5,) u uslo

vima kondenzaolje,zadrSademo ae neSto detaljnije na prooesu spontane 

omislje fonona,Ona naataje kada u inlcijalnom stanju imamo aamo jedan 

ekalton sa impulsom,dok u finalnom stanju imamo jedan fonon sa imp-

ulaom^ 1 jedan eksiton sa impulsom-A ,Poznato je da je ovakav 

prelaa mogud samo ako je energlja inioijalnog stanja jednaka energiji 

flnalnog stanja,Sto so svodi na 

Ako uvedemo brzinu ekaltona 

I'' m 
onda so uslov (111,4,1,) za spontanu emisiju fonona avodi na 

Bosto je^^<9*° osnovu (111,4,2,) jaeno da su proceei 

Bpontane emlsija fonona mogudi samo ako je 



a to znaSl da ugao ^izmedju pravca kretanja ekaitona i pravca k»etanja 

fonona,mora da ae krede u intervalu 

arc cos ^ 
Sto opet znafii da au prooeal apontane emiaije mogudi aamo dok Je brzlna 

ekaitona*l^eda od brzine zvuka C , 

Ako hamiltonijan (III,5#5«) raatavimo na delove koji odgova-

raJu impalaima nula 1 impulsima razllSltim od nule^po Semi 

*V 

0 0 0 r 
If* 0 O S 
K 0 0 § 

0 o 
0 t» <? P 
0 0 
0 0 

m 

1 priaenimo Istu proceduru kao U paragrafu (111,3,1.) dolazlmo do slede-

deg spektra eksltona u uslovima boze kondenzacije 
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Kao Sto vidimo apektar (111,4,5.) ima singularitete u okolini 

impulaa 

Sto ziiaSi da se u okolini ovih impulsa eksitoni ne kondenzuju vec da do 

lazi do nekakvog drugog procesa,Eventualni konkurentni proces hice ispi 

tan u alededem paragrafu. 

Ill , 5 , OBRAZOVANJE "EKSITONSKIH KAPLJI" 

Kao Sto smo videll u predhodnom paragrafu u okolini impulaa 

(>y 1 dvostrukog impulsa p kondenzaoloni spektar ima singularitete 

pa prema tome u ovlm oblastima eksitoni se ne rasejavaju na efektivnom 

potencijalu do koga dovodi eksiton - fonon interakcija,vec se odigledno 



•r8l neki dxugi prdcea. 

Ideju o tome koji konkurentni prooes moSe da se dogodi 

daO'V.M, AgranoviS (Ref*.1,glava X),On je predpostavlo da se eksitoni 

sa Buprotnim impulslma tollko pribllSe jedan drugom da ostaju vezani 

u tsv " okaitonske kaplje " 

Da bl smo Ispitall spektar eksitonskih kaplji podi came 

od hamlltonljana (II1I4.5,) u neSto uproScenoj formi 

PofitOfkao Sto je roSenoyOkaitonake kaplje obrazuju eksitoni 

sa suprotno usmerenim impulslma iz hamlltonljana (lII.3.1.),izdvoji6emo 

onaj njegov deo koji odgovara interakoljl eksltona sa suprotnim impulsl

ma, tj. u daljem demo ispitati hfektivni hamiltonijan obllka 

Prelazedi od ̂ na na nova boze operatore ̂ kanonidnom transformacijom 

dobijamo slededi' 1 Izdvajajucl sve kvadratne dlanove po operatorima 

apektar za nova ekaoltaoije koje mozemo smatrati za "eksitonske kaplje" 

2 

gde se veli5in4»^[^odredjujo iz sledede singularne neintegralne jedna 

dine 
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Grata analiza jednaSine (III.5.5.) (/^"^A A A 

pokazuje da spektar (111.5.4.) ima slgurno konacne realne vrednostl u 

okolini Impulsa1 ittfC tJ upravo tamo gde . spektar eksltona u ua-

lovima kondenzaolje Ima aingularltete. 



ZAKLJUC AK 

Resultatl anallze boze kondenzaolje eksltonskog 

gasa koja se Javlja kao rezultat efektlvne ekalton-eksl-

ton lnterakclje,na8tala kao rezultat virtuelne razmene 

fotona,pokazall su da Je ova kondenzacija moguca 1 da 

eksitonski gaa blva ^perfluldan.Ispostavllo se takodje 

da Je ova pojava moguda aamo u odredjenom Intervalu eka-

itonaklh Impulsa.U okolini Impulsa mc 1 2mc,gde su 

m - efektlvna maaa eksltona 1 

o - brzlna zvuka , 

kondenzaoloni spektar Ima singularitete.To znaSl da u 

okolini ovlh Impulsa nlsu domlnantni procesl ekslton-

ekslton rasejanja koji dovode do pojave superfluldnosti 

ved prooesl obrazovanja multieksitonskih kompleksa,koJi 

BU ovde nazvani "EKSITONSKE KAPLJE".NadJen Je spektar 

ovih kaplji 1 ocenjeno Je da Je u oklini impulsa mo 1 

2BO on konadan 1 realan. 
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