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Nauka je u današnje vreme veoma zainteresovana za niskodimenzione sisteme,  

dimenzija reda nekoliko nanometara, koji u praktičnoj primeni pokazuju svoje izuzetne 

karakteristike na raznim poljima. Najdominantniji doprinosi mogu se prepoznati u 

sledećim disciplinama: nanoelektronika, optoelektronika, visoko temperaturna 

superprovodnost, nanomehanika, nanomedicina, energetika, telekomunikacija, 

računarske tehnike, magnetne tehnike, senzorska tehnika itd.  

Najodgovornije „čestice“ za mikroskopske i makroskopske osobine 

niskodimenzionih sistema su eksitoni. Eksiton je par elektron–šupljina,  povezan 

privlačnom Kulonovom interakcijom, slično kao proton–elektron u atomu vodonika. 
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1 Uvod 

            

Niskodimenzioni kvantni sistemi su sistemi sa slojevitom strukturom, reda 

veličine nekoliko atomskih slojeva, pa je zbog toga opravdano izučavanje upravo 

slojevitih struktura, tj. tankih filmova ili sličnih  struktura niskih dimenzija.  

Izučavanje slojevitih struktura nas usmerava ka razumevanju kinematičkih i 

dinamičkih zakonitosti po kojima se vladaju elektroni, šupljine, eksitoni, fononi, pa nam 

se nameće cilj konstrukcije matematičkog modela koji bi tretirao ponašanje navedenih 

čestica/kvazičestica. 

Broj nanopatenata iznosi nekoliko hiljada i fokusirani su na 5 sledećih 

fundamentalnih nanomaterijala: nanoslojevi (ultratanki filmovi), kvantne ţice, 

ugljenikove nanotačke, fulereni, dentrimeri. 

Predmet ovog diplomskog rada jeste da se prezentuje način na koji se ponašaju 

niskodimenzione strukture, ultratanki dielektrični filmovi, ako se naĎu u spoljašnjem 

elektromagnetnom polju. 

Istraţivanja u vezi sa navedenom problematikom bazirana su na molekulskim 

kristalima koji su elektroneprovodni (dielektrici ili izolatori), i vode nas ka pronalaţenju 

vrednosti dielektrične permitivnosti koja je u direktnoj korelaciji sa optičkim 

karakteristikama (indeksima prelamanja i apsorpcije). 

Za razliku od masivnih (balk) kristalnih struktura kod ultratankih filmova, 

sačinjenih od iste vrste materijala, očekuju se izrazito kvantni efekti. 

Ono što nas posebno zanima to je pitanje kako će ultratanke strukture reagovati 

na donju površ / supstrat (mesto na kom je posmatrani film nanesen nekom od metoda 

naparavanja), kao i pitanje ponašanja filma sa gornje površi. Navedena pitanja 

nagoveštavaju odgovore gde će  se primetiti korelacija izmeĎu veoma malih dimenzija i 

granica ovih sistema i kvantnih efekata koji se javljaju u njima na makroskopskom 

nivou. 

Direktna veza izmeĎu dimenzija materijala i uticaja graničnih uslova na njihove 

optičke veličine otvara nove ideje o iskoristivosti ovih materijala, bilo kao nanofilteri ili 

svojevrsni optički ultrafini senzori. 

Jedni od naglašenijih zadataka istraţivanaja jesu dielektrične i optičke osobine 

ultratankoslojnih molekulskih kristala u okviru modela eksitona Frenkelovog tipa.  

Eksitonski podsistem je interesantan zbog činjenice da su upravo eksitoni odgovorni za 
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dielektrična, optička (apsorpcija, disperzija svetlosti, luminescencija), fotoelektrična i 

druga svojstva kristala. 

Posebnost niskodimenzionih struktura je u tome što prisustvo graničnih površi i 

pojava specijalnih perturbacionih uslova na tim granicama dovode do izmenjenih 

osobina ovih materijala i specifičnih pojava u odnosu na iste karakteristike 

odgovarajućih masivnih uzoraka. 

U vezi sa svim navedenim, u ovom radu biće istraţeno i analizirano sledeće:  

 uticaj prisustva granica ultratanke kristalne film-strukture na optičke osobine 

ovih dielektričnih filmova, tako što će se odrediti dielektrična permitivnost, 

indeks prelamanja i apsorpcije; 

 dobijeni rezultati uporediće se sa rezultatima za  idealne, neograničene (balk) 

uzorke iste kristalne graĎe, pri čemu će se potraţiti najbitnije razlike ova dva 

sistema;      

 pokušaće da se protumače uzroci promena fundamentalnih fizičkih 

karakteristika ovih kvantnih struktura. 

Navedene analize biće vršene korišćenjem metode Grinovih funkcija1 koja se i 

danas često koristi u kvantnoj teoriji čvrstog stanja. Ovo naročito stoga što ova metoda 

svoje adekvatno ugraĎene statistike uspešno koristi za tumačenje mikroskopskih i 

makroskopskih svojstava kristala (ravnoteţnih, neravnoteţnih). 

Strukturu rada sačinjavaju sledeći postupci:  

(a) na početku rada je data teorija optičkih pobuĎenja u molekulskim kristalima i 

formiran efektivni bozonski hamiltonijan u harmonijskoj i aproksimaciji najbliţih 

suseda; 

(b) metodom Grinovih funkcija definisan je zakon disperzije;  

(c) linearnim odzivom na perturbaciju sistema spoljašnjim elektromagnetnim poljem 

naĎena je dinamička permitivnost; 

(d) pomoću Kramers-Kronigovih i Maksvelovih relacija odreĎene su dve osnovne 

optičke karakteristike – dinamički indeks prelamanja i dinamički indeks apsorpcije. 

 

 

 

                                                 
1
 Metoda Grinovih finkcija pogodna je zbog defin icije svojih polova:  

(a) realn i deo pola defin iše energiju elementarnih ekscitacija (pobuĎenja) ko je se javljaju u sistemu 

(odakle se dobija n jihov zakon disperzije);  

(b) imaginarn i deo je proporcionalan recipročnoj vrednosti vremena ţivota  tih ekscitacija.  
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1.1.  MOLEKULSKI KRISTALI 

 Nama interesanti molekulski kristali su sistemi molekula unutar kojih su                   

definisane kompletne interakcije atoma/molekula sa gledišta klasičnih hemijskih sila.  

 Interakcije delimo u tri vrste:  

(1) Prema Kesomu (V. H. Kessom) – moguće je da kod molekulskih kristala moţe 

doći do interakcije i električno neutralnih molekula, ako su im centri naelektrisanja 

razdvojeni. Oni tada poseduju permanentne dipole i sa klasičnog aspekta, ako se urede 

na odgovarajući način, sniziće ukupnu energiju sitema. To se postiţe: (a) zauzimanjem 

istog pravca usaglašeno orijentisanih dipola; (b) paralelnim rasporedom suprotno 

orijentisanih dipola.                                                                                                                                                                                                               

Energija te  interakcije iznosi: 
6

4 1

3

2

rkT

p
W 








  , 

p – srednji dipolni moment 

k – Bolcmanova const 

T – temperatura 

r – rastojanje izmeĎu centara dipola 

Ovaj pristup izuzetno nam je značajan jer molekuli uglavnom predstavljaju 

permanentne dipole.  

(2) Prema Debaju (P. I. W. Debye) potrebno je uzeti u obzir i slučajeve kada se 

javlja indukovana polarizacija. Konstituenti koji nisu dipoli pod uticajem dela koji je 

polarizovan transformišu se u dipole, što povratno pojačava polarizaciju inicijalnog dela  

tako da induktivni efekat moţe dostići značajne razmere.  

Energija te interakcije je: 
6

2

4
r

p
W   , 

α –  koeficijent polarizabilnosti 

(3) Prema Londonu (F. London) energetska interakcija se uspostavlja na osnovu 

usklaĎivanja elektronskih gustina u blizini dodira atoma. Nema preklapanja orbitala ali 

se pretpostavlja da se u prostoru interakcije vrši deformacija elektronskog oblaka tako 

da naizmenično jedan i drugi atom sinhrono smanjuju tj. povećavaju gustinu. 

Dinamička interakcija sa rezultujućim srednjim dipolnim momentom jednaka je nuli.  

Energija ove interakcije ima oblik: 
  6

21

2121

2

3

rΙΙ

ΙΙ
W





 , 

21, ΙΙ jonizacioni potencijali za dva posmatrana molekula 

 Jedinjenja koja mogu obrazovati molekulske kristale jesu sledeća: 
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(a) kristali inertnih gasova: Ne, Ar, Kr, Xe (sa FCC strukturom); 

(b) kristali H2, N2, O2; 

(c) kristali F2, C12, Br2, I2. 

Molekulske kristale karakterišu sledeće fizičke osobine: to su električni 

izolatori,  imaju nisku toplotnu provodnost, nisku tačku topljenja i ključanja, 

meki su, relativno lako stišljivi i transparentni za fotone energija do duboko u 

UV oblasti. Kristalna rešetka im se obrazuje po geometrijskom pakovanju. 

 

1.2.  EKSITONI  

 Apsorpcioni i refleksioni spektri pokazuju strukturu za fotonsku energiju ispod 

energetskog gepa, gde se inače očekuje da kristal bude transparentan. Ovakva struk tura 

je prouzrokovana apsorpcijom fotona i kreacijom para elektron–šupljina. 

 Elektron i šupljina su vezani privlačnom Kulonovom interakcijom, slično kao 

elektron i proton kod atoma vodonika. Ovaj par elektron–šupljina naziva se eksiton i on 

se tretira dvojako,tj. eksitonski modeli se predstavljaju na sledeća dva načina(slika1.1):                                                                                                                                                      

                             (a)                                                                           (b) 

 

 

 

         

    

        

           

         Slika 1.1: Dva tipa eksitona: (a)Vanije Motov eksiton (b)Frenkelov eksiton 

(a) Eksitoni Vanije–Mota su slabo vezani, a udaljenost elektron–šupljina je 

velika u poreĎenju sa konstantom rešetke.  

(b) Frenkelovi eksitoni su malog radijusa i čvrsto su vezani. Jedan idealan 

Frenkelov eksiton prolaziće kroz ceo kristal kao talas, ali elektron će uvek 

biti u nepostrednoj blizini šupljine.  

  

Eksiton se moţe kretati kroz kristal i prenositi energiju,  ali on ne prenosi 

naelektrisanje jer je električno neutralan. Moţe se formirati u svakom izolatoru i graditi 

komplekse – bieksitone (kreacija dva eksitona).  
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Kada je vezani gep indirektan, eksitoni u blizini direktnog gepa mogu biti 

nestabilni pa se raspadaju na slobodan elektron i slobodnu šupljinu. Svi eksitoni su 

nestabilni sa vremenom ţivota 10-8 s – singletni, 10-3 s – tripletni. Prag za proces prelaza 

u slobodni elektron i šupljinu je za energiju fotona ћω > 
gΕ  u direktnom procesu, a 

indirektnom za energiju fonona  ћΩ > 
gΕ .  

Energija veze, koja smanjuje prag, je reda 1 meV za Vanije–Motov, a 1 eV za 

Frenkelov eksiton.  

Prelazi u kojima se formiraju eksitoni ispod energetskog gepa prikazani su na 

slikama(1.2): (A) eksitonski nivoi u odnosu na granicu provodne zone i (B) energetski 

nivoi eksitona sa centrom masa u mirovanju.  

 

 

      

       (A) 

       

 

 

 

      (B) 

 

 

                      Slika 1.2: Energetski spektar eksitona 

(A): Eksiton moţe imati translacionu kinetičku energiju koja, ako je veća od 

energije veze, tada je eksiton metastabilan u odnosu na raspadanje na slobodne 

konstituente. Svi eksitoni su potencijalno nestabilni u odnosu na emisivnu 

rekombinaciju, kod koje elektron ,,upada’’ u stanje šupljine u valentnoj zoni, što je 

propraćeno emisijom fotona ili fonona.  

(B): Optički prelazi sa vrha valentne zone prikazani su strelicama, najduţa 

odgovara jonizaciji eksitona, pa prema tome i energetskom procepu. Postoji kontinualan 

skup nivoa pridruţenih svakom od prikazanih eksitonskih nivoa, pošto centar masa 

moţe posedovati translacionu kinetičku energiju (svaki eksitonski nivo obrazuje jednu 

eksitonsku zonu).  
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Energija veze eksitona moţe se meriti na tri načina: 

(1) u optičkom prelazu iz valentne zone – iz razlike izmeĎu energije potrebne za 

kreaciju eksitona i energije kreacije slobodnog elektrona i slobodne šupljine;  

(2) iz luminescencije pri rekombinaciji – uporeĎivanjem energije potrebne za 

rekombinaciju para elektron – šupljina i energije eksitacione rekombinacije; 

(3) fotojonizacijom elektrona kada nastaju slobodni nosioci.  

1.3.  FRENKELOVI EKSITONI  

        Stanja Frenkelovih eksitona imaju oblik progresivnog talasa, kao i sva ostala 

pobuĎenja u periodičnoj strukturi. Posmatrajmo kristal od N atoma u linijskom niz ili 

povezanih u prsten. Ako je uj osnovno stanje atoma j, onda je osnovno stanje kristala 

dato kao:  
NNk uuuu 121   ,ukoliko su interakcije izmeĎu atoma zanemarene.  

Ukoliko je jedan atom j u pobuĎenom stanju vj, sistem se opisuje kao: 

Njjjj uuvuuu  1121  .Ova funkcija ima istu energiju kao i funkcija l  koja opisuje 

bilo koji drugi pobuĎeni atom l. MeĎutim, funkcije   koje opisuju jedan pobuĎen atom 

i 1N  atoma u njegovom okruţenju, koji su u osnovnom stanju, nisu stacionarna 
kvantna stanja. Ako postoji bilo kakva interakcija izmeĎu pobuĎenog atoma i susednih 
atoma u osnovnom stanju, energija pobuĎenja će se prenositi od atoma do atoma,a 

svojstvena stanja će tada imati talasnu formu. Kada hamiltonijan sistema deluje na 
funkciju sa j-tim pobuĎenim atomom, dobija se: 

                                        11   jjjj ΧΗ   

gde je   − ekscitaciona energija slobodnog atoma, Χ  – interakcija koja meri udeo 

transfera pobuĎenja od j-tog atoma do njegovih najbliţih suseda j −1 i j +1. Rešenja 

prethodne jednačine su talasi Blohovog oblika: 

                                                       
j

ijk
jk e  ;  

ako pustimo da operator deluje na k : 

     k

j

ijka

j

ijka

k kaΧΧeΗeΗ jjjj    cos211  ; 

te su svojstvene vrednosti energetskih stanja: kaEk cos2 . 

Na

s
k

2
  dozvoljene vrednosti talasnog vektora k 

(dobijene primenom periodičnih uslova) 

 

 

 

 

.1
2

1
,...,1

2

1
,

2

1
 NNNs
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2.  EKSITONI U MOLEKULSKIM KRISTALIMA 

 

 

Posmatramo pobuĎenja idealnog beskonačnog kubnog molekulskog kristala, u 

kojem kvant svetlosti prebacuje elektrone iz osnovnog u pobuĎeno stanje. Prelaz 

elektrona rezultira raĎanje kvanta pobuĎenja, odnosno eksitona, te stoga postavljamo 

model standardnog eksitonskog hamiltonijana,  koji u konfiguracionom prostoru dobija 

sledeći oblik: 

            
mmnn

mn
mnmn

mn
mnnn

n
n

ΡΡΡΡΡΡΡΡΗΗ ˆˆˆˆˆˆˆˆ

,,

0
      (2.1) 

gde su: 

n
Ρ̂  i 

n
Ρ̂  operatori kreacije i anihilacije eksitona na čvoru n kristalne rešetke, 

                     
n

  energija eksitona lokalizovanog na čvoru n , 

       
mn

  i 
mn

 matrični elementi eksitonskog transfera sa čvora n  na čvor m . 

 

2.1. GRINOVE FUNKCIJE SISTEMA  

           Svojstva posmatranog eksitonskog sistema analiziramo pomoću komutatorske 

paulionske Grinove funkcije : 

                              0ˆ,ˆ0ˆˆ
mnmnmn

ΡtΡtΡtΡt ,     (2.2) 

koja zadovoljava jednačinu kretanja: 

                                    ΗtΡΡΡΗtΡtΡtΡtit
dt

d
i

nmmnmnmn

ˆ,ˆ0ˆ0ˆˆ,ˆ0ˆ,ˆ . (2.3) 

Korišćenjem komutatorskih relacija za Pauli operatore: 

     
mnnnmn

ΡΡΡΡ ˆˆ21ˆ,ˆ       ;         0ˆ,ˆˆ,ˆ  

mnmn
ΡΡΡΡ     ;      0ˆˆ 22  

nn
ΡΡ  , (2.4) 

jednačina kretanja dobija jednostavniji oblik : 

                   
nnnmnmn

FΡΡtit
dt

d
i   ˆˆ21 ,     (2.5) 

gde je : 

         nFΡΚtF
i

i
mnn 



 
3

0

0ˆ,ˆ      ;        nΗtΡ
i

i
nn 




3

0

ˆ,ˆ  .   (2.6) 

Pokazaćemo postupak izračunavanja gornjih veličina  za, naprimer, i=2 (ostale članove 

sume dobijamo analognim postupkom): 
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         
























lk l
lnnlnlknnnlkl

lk
knlklk

lk
lkn

ΡΡΡΡΡΡΡΡΡΡtΡn ˆˆˆ21ˆˆˆ21ˆˆ,ˆˆˆ,ˆ
2 

 te odatle računamo: 

              







 

l
mlnnmlln

l
mlnnln

ΡΡΡΡΡΡtΡΡΡΡtF ˆ,ˆˆˆ2ˆ,ˆ0ˆ,ˆˆˆ212   

         
l l

mlnnlnmlln
Τt 2  

gde je:        0ˆˆ)(ˆ)(ˆ)(
mlinmlnn

ΡtΡtΡtΡtΤ   Paulionska Grinova funkcija višeg reda.  

Zamenom izračunatih veličina u (2.5) konačno dobijamo jednačinu kretanja za 

paulionsku Grinovu funkciju: 

           

l
mllnmnnnnmnmn

ttΡΡtit
dt

d
i ˆˆ21       

                        
l

mnllln
l

mlnnln
tΤΤ 22  .                                                            (2.7) 

Osnovnu teškoću teorije eksitona predstavlja činjenica da Pauli operatori Ρ̂  i 

Ρ̂  nisu ni Boze ni Fermi operatori, nego odreĎeni hibrid jednih i drugih sa kinematikom 

(2.4), koja je za jedan čvor fermionska, a za različite čvorove bozonska. Za precizne 

analize eksitonskog sistema, koje obuhvataju efekte meĎueksitonske interakcije nije 

dovoljno samo zameniti Pauli operatore sa Boze operatorima. Zbog toga se u 

hamiltonijanu (2.1) Pauli operatori zamenjuju svojim egzaktnim bozonskim 

reprezentima:  

 
 

  ΒΒΒΡ ˆˆˆ
!1

2ˆ
2

1

0













 















         ;           

 
 

 
2

1

0

ˆˆ
!1

2ˆˆ












 















ΒΒΒΡ  

                                       
 
 

 





 






0

1 1ˆˆ
!1

2ˆˆ









ΒΒΡΡ                                               (2.8) 

   Paulionske Grinove funkcije iz jednačine (2.7) mogu se izraziti preko odgovarajućih 

bozonskih Grinovih funkcija na osnovu aproksimativnih izraza koji su posledica (2.8) 

ΒΒΒΒΡ ˆˆˆˆˆ   ;     ΒΒΒΒΡ ˆˆˆˆˆ       ;     ΒΒΒΒΒΒΡΡ ˆˆˆˆˆˆˆˆ                             (2.9) 

tako da dobijamo: 

                          0ˆ0ˆ0ˆˆ0ˆˆ0ˆˆ
mmmnmnmnmn

ΒΒΒtΒΒtΒΡtΡt  
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                       
 0ˆ0ˆ0ˆˆˆˆ0ˆˆˆˆ

mmmnnnmnnn
ΒΒΒtΒtΒtΒΒtΒtΒtΒ                          (2.10) 

Dekuplovanjem (2.7) viših Grinovih funkcija, i pomoću poznatih Boze-komutacionih 

relacija: 

     
lklk

ΒΒ ˆ,ˆ     ;         0ˆ,ˆˆ,ˆ  

lklk
ΒΒΒΒ ,                                                           (2.11) 

članovi u (2.10) sada postaju: 

 I član          tGΒtΒ
mnmn

    0ˆˆ                                                                    (2.12)         

 tG mn
 je retardovana Grinova funkcija 

 II član                  

mmmnmmmn
ΒΒΒΒtΒΒΒtΒ ˆˆˆ,ˆ0ˆ0ˆ0ˆˆ                          (2.13) 

    =        02ˆˆˆˆˆˆˆˆ  tGΒΒΒΒΒΒΒΒt
mnnmmmmmnmmn

   

gde je 0  koncentracija eksitona: 

          
  

 



k

k
eΒΒ

1

1
1ˆˆ 0

0
 

                                                               (2.14) 

 III član              020ˆˆˆˆ tGΒtΒtΒtΒ
mnmnnn

                                                 (2.15) 

 IV član    

                                tGtΒΒΒtΒtΒtΒ
mnmnmmmnnn

220ˆ0ˆ0ˆˆˆˆ    
    ,                        (2.16)  

gde je          0ˆˆ
mnmn

ΒtΒt   .                                                                              (2.17) 

Kada izraze (2.12), (2.13), (2.15) i (2.16) zamenim u izraz (2.10), dobijamo konačan 

izraz za paulionsku Grinovu fukciju izraţenu preko bozonskih Grinovih funkcija : 

                22241 0   tGttGt
mnmnmnmn

 .                                                 (2.18) 

       Za paulionske Grinove funkcije višeg reda  
cbaa

T , na levoj strani Grinove funkcije 

se prosto izvrši samo zamena Pauli operatora sa Boze operatorima, a na desnoj strani 

izvršimo aproksimaciju (2.9), i dobićemo: 

                            0ˆˆˆˆ0ˆˆˆˆ
cbaacbaacbaa
ΒtΒtΒtΒΡtΡtΡtΡT    

                      0ˆ0ˆ0ˆˆˆˆ
cccbaa
ΒΒΒtΒtΒtΒ     

                   2

020   tGtGttGtG
cacbcacaabcb

 .                                        (2.19) 

Izraze za 
mnllmlnnmn

ΤΤ ,,  koji su izraţeni preko bozonskih Grinovih funkcija, ubacimo u 

jednačinu kretanja za paulionsku Grinovu funkciju 2.7: 
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             

nnmnmnmnmn
ΡΡtitGttG

dt

d
i ˆˆ21241 2

0  

 

 

             
l

mnmlmnmnnlmlln
tGtGttGttG 22 0   

           
l

mlmnmlmllnmnln
tGtGttGtG 22 0     .                                    (2.20) 

Prethodnu jednačinu rešavamo u najniţoj aproksimaciji: 

00         ;   0
ba

           ;           ΒΡ ˆˆ         ;          ΒΡ ˆˆ      ;       ΒΒΡΡ ˆˆˆˆ          ; 

takoĎe je:       0ˆˆˆˆ
0   

nnnn
ΒΒΡΡ      , 

i proizvodi Grinovih funkcija:      0GG   ;   0G      , 

pa je dekuplovana jednačina tada : 

                   tGtGtitG
dt

d
i

ml
l

lnmnnmnmn      .                                     (2.21) 

2.2.  ZAKON DISPERZIJE  

       Ako se izvrše vremenski Furije-transformacije tipa: 

              ti

baba
efdtf  





         ;             




 tiedt 



2

1
   ,                              (2.22) 

dobijamo:    

                              



ml

l
lnmnnmnmn
GG

i
G 

2


     .                           (2.23) 

Korišćenjem aproksimacije najbliţih suseda   inl  ; zyx nnnn ,,11  ;  

zyx nnnn ,1,2    ;  1,,3  zyx nnnn   jednačina (2.23) tada će preći u : 

    



zyxzyxzyxzyxzyxzyxzyx mmmnnnnnnmmmnnnmmmnnn G

i
G ,,,

2


       

      
zyxzyxzyxzyxzyxzyxzyxzyx mmmnnnnnnnnnmmmnnnnnnnnn GG ;,1,1;;,1,1;

   

      
zyxzyxzyxzyxzyxzyxzyxzyx mmmnnnnnnnnnmmmnnnnnnnnn GG ;,1,1;;,1,1;      

    
zyxzyxzyxzyxzyxzyxzyxzyx mmmnnnnnnnnnmmmnnnnnnnnn GG ;11;;11;      .                      (2.24) 

Za neograničen kristal koristimo potpunu prostornu Furije-transformaciju:  

       
 

k

baki

kba
ef

N
f 

1
   ;       

 
 

k

baki

ba
e

N

1
       ,                                        (2.25) 

                  
l

mlmlmllnmnmnmnn
tGttGtGttG 2

0

2

0 241241 
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i uzimajući u obzir da je za idealnu kubnu strukturu energija eksitona na svakom čvoru 

ista, kao i transfer energije meĎu susedima: 
a

; 
iaa i


,

;  zyxi ,,        ; 

pa će jednačina (2.24) preći u : 

         
   

k

mnki

k
k

mnkimnki

k
k

eG
N

e
N

i
eG

N





11

2

1 
     

           









 



k

emnaemnaemnaekekeki

kx

zzzzyyyyxxxxzzyyxxeG
N

11
     

           














zzzzyyyyxxxxzzyyxx emnaemnaemnaekekeki

k
kx eG

N

11
         

           














zzzzyyyyxxxxzzyyxx emnaemnaemnaekekeki

k
ky eG

N

11
    

+            









 



k

emnaemnaemnaekekeki

ky

zzzzyyyyxxxxzzyyxxeG
N

11
      

           














zzzzyyyyxxxxzzyyxx emnaemnaemnaekekeki

k
kz eG

N

11
     

 
         














zzzzyyyy

xxxxzzyyxx emnaemnaemnaekekeki

k
kz eG

N

11
   .                      (2.26) 

SreĎivanjem (2.26) dobijamo: 

       



kzzzyyyxxxkk

GkakakaG
i

G coscoscos2
2




   ,          (2.27) 

moţemo sada izraziti Grinovu funkciju: 

 
 zzzyyyxxx

k kakaka

i
G

coscoscos2

1

2 








        ,                      (2.28) 

odakle nalazimo energiju eksitona izračunavanjem realnog dela pola: 

   zzzyyyxxxk
kakakaΕ coscoscos2                .                      (2.29) 

Jednačina (2.29) predstavlja poznati zakon disperzije eksitona u molekulskim kristalima.  

 

2.3. PERMITIVNOST I OPTIČKE OSOBINE                                                                                                                                                                                                              

  

A) DIELEKTRIČNA PERMITIVNOST 

Dielektrična permitivnost je data izrazom: 
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        iS
k

211    ,                                                            (2.30) 

gde je 




8

2

00S (strukturni faktor). 

U nultoj aproksimaciji paulionske Grinove funkcije prelaze u bozonske, pa imamo: 

        GGiS
k

211     .                                                                           (2.31) 

Ako u (2.28) stavimo aaaa zyx  , dobijamo : 

 
k

k Ε

i
G









 1

2
   ,                                                                                              (2.32) 

gde je:   zyxk
akakakΕ coscoscos2    .                                                   (2.33) 

Zamenom (2.32) sa (2.33) u (2.31) dobijamo dinamičku permitivnost molekulskog 

kristala: 

 
 

1

22
21




















k

k

k Ε

Ε
S





  .                                                                                 (2.34) 

Zavisnost permitivnosti od redukovane frekvencije spoljašnjeg elektromagnetnog polja  

   se moţe predstaviti grafički(slika 2.1) :  

 

 

 

 

                               

 

                      Slika 2.1:   Permitivnost molekulskog kristala 

     Vidljivo je postojanje jedne apsorpcione zone unutar odreĎenih graničnih 

frekvencija.Ova energetska zona je računata za dvodimenzioni centar Briluenove zone        

  ,0;0  zyx kkk . Za sve ostale energije kristal je transparentan.2 

 

B) OPTIČKE OSOBINE  

   Za optički izotropnu sredinu u statičkom,ili sporo promenljivom elektromagnetnom 

polju, vektor električne indukcije je oblika: ΡΕD  4 ,                                      (2.35) 

                                                 
2
 Za prostorno ograničene sisteme, npr. filmove, nastaje narušenje izotropije, te kristalni film pokazuje 

različite optičke osobine na različitim slojev ima.  
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uz pretpostavku o lokalnosti i sinhronosti izmeĎu  trD ,  i  trΕ , ;  

gde je: Ε vektor usrednjene jačine električnog polja u datoj sredini 

           Ρ vektor polarizacije 

            dielektrična propustljivost (permitivnost) date sredine. 

      U brzo promenljivom3 elektromagnetnom polju narušava se sinhronost, dok je 

pitanje šta je sa uslovom lokalnosti uzajamnog dejstva izmeĎu D  i Ε . 

       Pretpostavljamo da je veza izmeĎu D  i Ε  linearna, i da je frekvencija 

elektromagnetnog polja toliko velika da je vrednost  tD  odreĎena ne samo vrednošću 

 tΕ  u istom vremenskom trenutku, nego i vrednostima  'tΕ  u prethodnim 

trenucima(  <t’≤t) : 

              '''''' dttΕttftΕdttΕttftΕtD

t






  ,                                       (2.36) 

Pretpostavljajući da je   0'  ttf  za t’>t i prelaskom na Furije-reprezentaciju funkcija: 

           
















 








 deftfdeftdeDtD tititi

2

1
;

2

1
;

2

1

           (2.37)                                                                                                                                                                                                          

uz odgovarajuće inverzne Furije transforme: 

    dtetDD ti 




 ;     dtetEE ti 




  ;    




 dtetff ti  ;                                 (2.38)                                                                                                    

ako iskoristimo definiciju delta-funkcije:    




 dtetf ti




2

1
' , dobijamo (uz 

zamenu (2.38.) u (2.37.)): 

       




  01   deEfD ti   .                                                                    (2.39) 

Kako ovaj integral mora biti nula za svako t, onda je:       ED   ,                 (2.40)                                                                                     

gde je:      




 dtetff ti 11    .                                                                (2.41) 

Iz (2.41) se vidi da je veza D  i  E  identična  za slučaj stacionarnog i slučaj brzo 

promenljivog elektromagnetnog polja. 

                                                 
3
 Brzo promenljivo elekt romagnetno polje je polje čija je  frekvencija veća od frekvencije uspostavljanja 

polarizacije date sredine (ω›ωp).  
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            Pod frekventnom disperzijom dielektrične propustljivosti, odnosno permitivnosti 

(ε), podrazumeva se njena zavisnost od frekvencije (ω), tj. ε=ε(ω). S obzirom na 

činjenicu da je f(t) realna funkcija, iz (2.41) zaključujemo da je dielektrična 

propustljivost kompleksna veličina, pa je moţemo napisati: 

  '')(')( i  , gde je:   '   njen realni deo,a   ''  imaginarni deo.     (2.42) 

Pri promeni znaka ω:     , ε(ω) prelazi u: 

           
       



'''';''

*''''''



 ii
                                               (2.43)                     

primećujemo da je: ε’(ω) parna funkcija od ω, a ε’’(ω) neparna funkcija od ω. 

Zbog toga se izmeĎu ε’(ω) i ε’’(ω)  mogu postaviti relacije: 

 
   

 












0

22

''2''1
1' dx

x

x
dx

x 








     ;                                                                     

 
   

 














0

22

'21'1
'' dx

x
dx

x 












  ,                                                          (2.44) 

koje se nazivaju disperzione ili Kramers-Kronigove relacije,koje se mogu koristiti za 

obradu eksperimentalnih podataka, jer su ε’(ω) i ε’’(ω) neposredno povezane sa 

indeksom prelamanja i  indeksom apsorpcije (optičke karakteristike sredine).  

       Iz disperzionih relacija (2.45) moţemo odrediti ε’(ω) ako znamo zavisnost ε’’(ω) u 

svim frekventnim opsezima, i obratno. Oblik krive ε’(ω) u tački ω je odreĎena 

vrednostima ε’’(x) za vrednosti x koje su bliske ω, što dovodi do odreĎenih relacija 

meĎu krivama ε’(ω) i ε’’(ω) u blizini ω. 

         Velicki je pokazao da vaţi sledeća frekventna korespondencija, koja je potvrĎena 

eksperimentalno: 

       pik indeksa prelamanja ↔ apsorpcioni prag; 

       pad indeksa prelamanja ↔ apsorpcioni pik. 

Uvodeći kompleksni indeks prelamanja ikn  , i uz izraz (2.42) Maksvel daje vezu 

izmeĎu dielektrične konstante sredine i indeksa prelamanja: 

                            inkkni 2''' 222    .                                      (2.45) 

Primećujemo da je:     22' kn     ;       nk2''  .                                          (2.46)                       

Na osnovu toga moţemo naći izraze za indekse apsorpcije i prelamanja u sledećoj 

formi:             
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 
   

  





















 1

'

''
1

2

'
2




 ;  

   
  





















 1

'

''
1

2

'
2




nn    (2.47)                                                                 

Na slikama (2.2a ) i (2.2b) su grafički prikazane zavisnosti     i  nn  : 

 

 

 

(a) 

 

 

 

 

 

(b) 

 

 

   Slika 2.2: Grafički prikaz zavisnosti indeksa apsorpcije i prelamanja od frekvencije  

Posmatram prostiranje ravnog elektromagnetnog talasa duţ x-ose u sredini sa 

kompleksnom dielektričnom propustljivošću, a u tom slučaju i talasni vektor k  takoĎe 

mora biti kompleksan.Vektor jačine električnog polja talasa je odreĎen sa: 

                                        
)(

0
tkxieΕΕ  ,                                                                    (2.48)                               

koji mora da zadovolji talasnu jednačinu: 

                                          Ε
c

Ε
2

2 
  .                                                                    (2.49) 

Uzimajući u obzir kompleksnu permitivnost ε=ε(ω), dobijamo: 

 











in
cc

k
cc

k 
















 2

22

2    ,                                                     (2.50) 

uvrštavanjem talasnog vektora u (2.49), dobijamo: 

 tcx
c

ikx
c eeΕΕ

1
1

0







 ;      
n

c
c 1  brzina svetlosti u datoj sredini                               (2.51)                                                                           

Iz prethodne jednačine proizilazi da je realni deo kompleksnog indeksa prelamanja (n)  

obični indeks prelamanja, a imaginarni deo ( ), koji se naziva koeficijent ekstinkcije, 

opisuje apsorpciju elektromagnetnog polja u datoj sredini.  
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3. EKSITONI U TANKIM KRISTALNIM FILMOVIMA 

 

              U prethodnoj glavi su odreĎene, izračunate i grafički predstavljene energije 

eksitona (zakon disperzije), dielektrična permitivnost i osnovna optička svojstva 

(indeksi prelamanja i apsorpcije) u neograničenim krista lnim strukturama. Primenjujući 

isti pristup, ovde ćemo odrediti iste kararkterike ovih pobuĎenja, ali u kristalnim film-  

strukturama. 

              Za razliku od idealnih beskonačnih struktura, realni kristali ne poseduju 

osobinu translacione invarijantnosti. Postojanje izvesnih graničnih uslova, jedan je od 

uzroka narušenja simetrije. Sistemi koji imaju dve paralelne granične površine nazivaju 

se filmovima. Posmatra se idealni tanki film kubne kristalne strukture, načinjen na 

supstratu nekim tehnološkim postupkom (naparavanjem, raspršivanjem i sl.). Pojam 

idealni ovde se koristi u smislu nepostojanja narušenja unutrašnje kristalne strukture  

(bez prisustva defekata, primesa i sl.), a ne u smislu prostorne neograničenosti i 

nepostojanja narušenja translacione invarijantnosti relevantnih energetskih parametara 

sistema. Dimenzije filma su takve da je on u XY ravnima beskonačan, a u z-pravcu ima 

konačnu debljinu (L). Znači da ovaj film poseduje dve beskonačne granične površi 

paralelne XY-ravni, i to za z=0 i za z=L. 

  

3.1. MODEL MOLEKULSKOG FILMA 

        Film-struktura sa primitivnom kristalnom rešetkom (jedan molekul po 

elementarnoj ćeliji) i naznačenim graničnim parametrima data je na slici 3.1 : 

 

                              

       Slika 3.1: Presek modela molekulskog kristalnog filma u X(Y)Z ravni 
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          Za izračunavanje eksitonskih energija u ovom filmu polazimo od jednačine 

(2.24.) gde, zbog izmenjenih uslova na granicama posmatrane strukture,  uzimamo da su 

perturbacione energije eksitona u graničnim  Nnn zz  ;0  i njima susednim ravnima: 

 1;1  Nnn zz
: 

 
 
 NnNnznn

NnNnznn

NnNnn

zzz

zzz

zz

xxX

xx

dd

,1,0,

1,0,0,

,0,0

1

;1

;1




















                                                                           (3.1) 

 parametar d: definiše promenu energije izolovanog molekula na graničnim 

površima; 

 parametar x: definiše perturbaciju, odnosno promenu energije transfera eksitona 

iz prvih unutrašnjih ka graničnim površima, tj. u graničnim slojevima duţ z-

pravca; 

 pošto su granične površi filma uzete normalno na z-pravac, indeks sloja 

zn uzima vrednosti: Nnz ,...,2,1,0 , gde je  10,2N  kod ultratankih filmova; 

 indeksi xn  i  yn  koji odrećuju poloţaj molekula u svakom sloju, mogu imati 

proizvoljne celobrojne vrednosti (praktično od   do  ). 

   Zbog prostorne ograničenosti filma u z-pravcu, koristimo delimičnu prostornu Furije 

transformaciju: 

   





yx

zz

yyyyxxxx

kk

mn

mnaikmnaik

yx
mn

ee
NN


1

  ; 

        ,,
1

yxmn

kk

mnaikmnaik

yx
mn

kkfee
NN

f
zz

yx

yyyyxxxx


   .                                           (3.2) 

Prilikom delimične Furije transformacije u jednačini (2.24), zbog kraćeg pisanja, 

pogodno je uvesti oznake:   
zzzz mnyxmn GkkG ,, , pa tako dobijamo: 

       

     

       


















zz

yx

yyyyxxxx

zz

yx

yyyyxxxx

zz

yx

yyyyxxxx

zz

yx

zz

yyyyxxxx

zz

yx

yyyyxxxx

mn

kk

mnaikmnaik

yx

xmn

kk

mnaikmnaik

yx

x

mn

kk

mnaikmnaik

yx

NnNn

kk

mn

mnaikmnaik

yx

mn

kk

mnaikmnaik

yx

Gee
NN

Gee
NN

Gee
NN

dd

ee
NN

i
Gee

NN

,

1

,

1

,,0,0

11

1
1

1

2

1










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   

   

     

     
zz

yx

yyyyxxxx

zz

zz

yx

yyyyxxxx

zz

zz

yx

yyyyxxxx

zz

yx

yyyyxxxx

mn

kk

mnaikmnaik

yx

NnNnz

mn

kk

mnaikmnaik

yx

NnNnz

mn

kk

mnaikmnaik

yx

y

mn

kk

mnaikmnaik

yx

y

Gee
NN

xx

Gee
NN

xx

Gee
NN

Gee
NN

,1,1,0

,11,0,0

,

1

,

1

1
1

1
1

1

1



































                         (3.3) 

Daljim sreĎivanjem, imamo: 

 
 

   
zzzzzzzzzz

zzzz

mn

z

NnNnmnNnNnmn

NnNn

zz

yyyxxx

mn

i
xxGxxG

dd
kaka

G

,,1,0,11,0,0,1

,0,0

2
11

coscos2






































         (3.4) 

Ako stavimo da je  zyx  i aaaa zyx  , onda je: 

   

 
zzzzzz

zzzzzzzz

mnNnNnmn

NnNnmnNnNnmn

i
xxG

xxGddG

,,1,0,1

1,0,0,1,0,0

2
1

1































                           (3.5) 

sa uvedenom smenom: 

 
yx akak coscos2 







  .                                                                             (3.6) 

Jednačina (3.5) je sistem od N+1 nehomogenih algebarsko-diferencnih jednačina sa 

(početno-graničnim) uslovima: 0, 
zz mnG , za zn < 0 i zn > N+1 . 
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3.2. ZAKON DISPERZIJE 

              U cilju nalaţenja eksitonskih energija potrebni su nam polovi Grinovih 

funkcija, koje dobijamo kada iste teţe beskonačnosti, a to znači da je determinanta 

sistema: 

 

 

1

0

00

1

1000000

1100000

0110000

0000110

0000011

0000001




























N

NN

N

N

dx

x

x

xd

D















          (3.7) 

   

 jednaka nuli: 

 01 ND  .                                                                                                                    (3.8) 

         Uslov (3.8) se rešava za slučaj perturbovanog molekulskog filma sa pet kristalnih 

ravni duţ z-pravca (N=4). Granični parametri će biti menjani u sledećim intervalima: 

    2,0;2,0,0 Ndd  – promena energije ∆ na graničnim ravnima, do 20% na 

manje i na više, 

    0,1;5,0,0 Nxx  – promena energije transfera X u graničnim slojevima, do 

50% naniţe i do 100% naviše.  

Proračuni su, zbog nemogućnosti nalaţenja analitičkog rešenja, raĎeni uz pomoć 

programskog paketa MATHEMATICA 4.0  
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3.3. PERMITIVNOST I OPTIČKE OSOBINE  

           Pri odreĎivanju dinamičke permitivnosti molekulskog filma,koristimo formulu u 

istom obliku koja se koristila za proračun permitivnosti odgovarajućih neograničenih 

kristalnih struktura,ali stom razlikom što u ovom slučaju permitivnost zavisi od sloja 

filma 
zn : 
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gde su:   
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yyxx kaka
X

coscos2 








. 

Obeleţavanjem p



 i sreĎivanjem izraza za permitivnost, dobijamo: 

 
 

  

1

1

1 2

2

coscos2

coscos22
1

















































 

N

yyxx

yyxx

nn

kakap

kakap
g

X

S
zz













.                    (3.11) 

Na isti način kao i u slučaju balk struktura na osnovu Kramers-Kronigovih 

(disperzionih) relacija definišu se indeksi apsorpcije i prelamanja: 
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4
 Spektralne teţine Grinovih funkcija predstavljaju kvadrat modula talasne funkcije eksitona i omogućuju 

odreĎivanje prostorne distribucije,t j. verovatnoće nalaţenja eksitona sa odreĎenim energijama po 

slojevima kristalnog filma.To je zapravo prostorna distribucija verovatnoće pojavljivanja odreĎenih 

energetskih stanja eksitona. 
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jer je       ,,,

zzz nnn i  .  

Za ukupni film (u pravcu normalnom na granične površi, duţ z-ose) indeksi se mogu 

definisati kao: 

                  
z

z

n

nF        ;            
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                Na slikama 3.2.a i 3.2.b prikazane su zavisnosti relativne dinamičke 

permitivnosti, indeksa apsorpcije i indeksa prelamanja od redukovane energije 

spoljašnjeg elektromagnetnog zračenja za petoslojni film. Na svim slikama su date 

zavisnosti za spoljašnje/granične površi, prve unutrašnje i središnju kristalogravsku 

ravan, a na kraju i za ceo film.  
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  Slika 3.2.a: Grafički prikaz zavisnosti relativne dinamičke permitivnosti, indeksa 

apsorpcije i indeksa prelamanja od redukovane frekvencije spoljašnjeg 

elektromagnetnog polja za 5,0;5,0;1,0;1,0 00  NN xxdd  
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 Slika 3.2.b: Grafički prikaz zavisnosti relativne dinamičke permitivnost, indeksa 

apsorpcije i indeksa prelamanja od redukovane frekvencije spoljašnjeg 

elektromagnetnog polja za 1;1;1,0;1,0 00  NN xxdd   
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4.         ZAKLJUČAK 

 

        Iz prikaza tri grupe grafika za različite vrednosti perturbacionih parametara d i x, 

uočava  se pojava rezonantnih pikova,5 čiji broj i raspored veoma zavisi od graničnih 

perturbacionih parametara. 

        Posmatranjem molekulskog filma na slikama primetna je simetrija po slojevima i 

to tako da su permitivnost, indeks apsorpcije i indeks prelamanja jednaki za m=0,4 ; 

m=1,3 , dok su za središnji m=2 drugačiji.        

  U I koloni je data zavisnost permitivnosti, a u II i III koloni su date zavisnosti 

indeksa apsorpcije i indeksa prelamanja od redukovane frekvencije spoljašnjeg 

elektromagnetnog polja za četvoroslojni dielektrični film, kada se parametar ∆ menja 

perturbacijom 
0d  (ili 

Nd ).                                                                                                                                                                     

        Na slikama 3.2.a i 3.2.b moţe se videti  da broj rezonantnih pikova u slučaju kada  

(ε (ωr) → ± ∞) zavisi od broja, odnosno poloţaja atomske ravni nz za koji se računa 

permitivnost, ali i od vrednosti parametra d0/N. Povećanjem tog parametra dolazi do 

širenja zone apsorpcije, a dominantan rezonantni pik se uočava samo  na graničnoj 

površi filma (nz = 0 ili nz ≡ N = 4). To je i očekivan rezultat, jer se iz analize spektara i 

spektralnih teţina eksitonskih stanja vidi da je verovatnoća nalaţenja eksitona u 

lokalizovanom stanju, najveća baš na tom mestu.  

        Sa svih prikazanih grafika vidi se da se pitomo povećanje indeksa prelamanja ruši 

na mestima promene apsorpcionih svojstava (indeksa apsorpcije). Tamo gde indeks 

apsorpcije raste – indeks prelamanja opada, tamo gde se indeks apsorpcije menja naglije 

(raste,opada) nalaze se pikovi (singulariteti) indeksa prelamanja. Ovo je u skladu sa 

predviĎanjem Kramerove teorije, samo što se tamo ti efekti javljaju na početku i na 

kraju apsorpcione zone, a ovde su oni diskretni i ne opisuju širu kontinualnu zonu, već 

kvantnu i veoma selektivnu uskozonsku promenu.  

Rezultati ovih analiza su pokazali bitne razlike u dielektričnom odzivu 

(makroskopske, ali dimenziono-kvantne osobine) eksitona izmeĎu neograničenih 

struktura i simetričnih film-struktura kao isključivu posledicu ograničenosti filma duţ z-

                                                 
5
 Rezonantni pikovi u frekventnoj zavisnosti dinamičke permitivnosti su poloţaji rezonantne 

frekvencije,u ko jima permitivnost divergira   . To su i energije  (talasne duţine) onog 

elektromagnetnog zaračenja koje modelni kristal na datom mestu “proguta“, tj. te energije se na tom 

mestu apsorbuju. 
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pravca i postojanja perturbacija parametara na graničnim površima i graničnim 

slojevima strukture. 

 Dielektrični odziv filma pokazuje osobinu selektivnosti, tj. pojavu diskretnih 

rezonantnih apsorpcionih pikova na tačno odreĎenim energijama (što je posledica 

diskretnih vrednosti z-komponente talasnog vektora eksitona), čiji broj i raspored 

zavisi od broja slojeva u filmu i perturbacionih parametara.6 Ove osobine daju 

filmovima prednost u odnosu na neograničene strukture (čiji je dielektrični odziv 

kontinualan u odreĎenom opsegu energija), jer se u tom slučaju filmovi mogu 

koristiti kao svojevrsni filteri spoljašnjeg zračenja.  

 PoreĎenjem sa rezonantnim linijama permitivnosti, moţe se uočiti da je broj 

apsorpcionih pikova  manji, tj. postoje dominantne frekvencije koje će stvarno biti 

apsorbovane. 

 Tamo gde indeks apsorpcije raste – indeks prelamanja opada, na mestima promene 

indeksa apsorpcije nalaze se singulariteti indeksa prelamanja. 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                 
6
 Analize uticaja ovih parametara daju dragocene informacije o prisustvu i uticaju tzv. d imenzionog 

kvantovanja. 
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