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i.Uvod

Atmosferska kretanja su posledica nehomogenog prostornog zagrevanja atmosfere
Sunéevim zradenjem. Usled ove néjednake prostorne raspodele, u atmosferi se javljaju razlike u
pritiscima koje dovode do pojave sile gradijenta pritiska koja je glavni pokretag strujanja vazduha.

U prvom delu ovog rada, predstavijene su sile koje uti¢u na kretanje deli¢a vazduha u atmosferi.

U dinami¢koj meteorologiji se za prikazivanje kretanja u atmosferi koriste dva metoda:
Eulerov i Lagranzev.

Kod Eulerovog metoda se prostorne koordinate i vreme smatraju nezavisno promenljivim
dok su kod LagranZevog metoda prostorne koordinate i vreme zavisno promenljive. Zbog

Jjednostavnosti Eulerovog metoda, on se naj¢esce koristi u dinamici.

Kada posmatramo proces advekcije, potrebno je da reSimo advektivmu jednalinu. Za
konstantne brzine vetra, resenje ove Jedna&ine nam je poznato. Medutim, u prirodi su retke situacije
u kojima je brzina vetra konstantna, tj. uglavnom se srecemo sa promenljivim brzinama, zbog cega
advektivna jedna¢ina mora da se diskretizuje. Kada se uradi diskretizacija advektivne jednagine za
konstantne brzine u Eulerovom pristupu, dobija se jaka implicitna difuzija. Sa druge strane, primena
Lagranzevog pristupa je jako komplikovana zbog €injenice da nasa mreZa tataka mora da se menja
sa svakim vremenskim korakom. Tako je najidealnije reSenje prelazak na Lagranzevski pristup ali
sa mrezom taCaka koja se ne menja u vremenu. Ovaj pristup se naziva semi — Lagranzevski pristup.
Privlatnost ovog metoda leXi u tome &to obezbeduje veliku ratunsku efikasnost kao i
zadovoljavajudu tagnost, bar kod linearnih advektivnih problema.

Da bi se ovaj pristup primenjivao u praksi za kompleksnije modele atmosfere, potrebno je
testirati semi ~ LagranZevske Seme u najjednostavnijem sludaju, tj. pri reSavanju primitivnih

Jednatina atmosfere. Upravo to je bio cilj ovog diplomskog rada.

Veliki deo numeritkog vremena kod semi — Lagranzevske eme se trosi na interpolisanje
polja relevantnih veli¢ina. Upravo zbog ove Cinjenice, veci deo ovog diplomskog rada je posveéen
analiziranju zavisnosti uspesnosti semi — LagranZevske $eme od nacina interpolacije. Analize su

vrsene pomocu Cetiri serije testova koji su prikazani u drugom delu rada.




2. Primitivne jednadine atmosfere
2.1 Sile koje deluju na kretanje vazduha u atmosferi

Osnovni cilj dinamike atmosfere je razumevanje kretanja u atmosferi kao posledice dejstva
sila i osnovnih zakona kretanja. Na kretanje vazduha u atmosferi deluju neinercijalne ili stvarne sile
i inercijalne sile koje su posledica rotacije Zemlje oko svoje ose. Neinercijalne sile su: sila
gradijenta pritiska, gravitaciona sila i sila trenja dok su inercijalne sile: centrifugalna i Coriolisova

sila.

Sila gradijenta pritiska. Na svaki deli¢ vazduha u atmosferi deluje sila pritiska. Ako je taj
deli¢ ograni¢en povrsinom S, zapremine V, na element povr3ine dS deluje pritisak p koji je jednak u

svakoj tatki, pa na element povrsine deluje sila pritiska:

dP = —pdSn (L1

gde je n - spoljasnja normala na element povriine dS. U x — pravcu, ova sila je oblika:

dP. =—pdSn-i (12)

Rezultujuca sila gradijenta pritiska, koja od spolja deluje na povrsinu S u praveu x — ose je:
Rc:—fp;’n%’:—fpi-dS (1.3)
s s
Koriste¢i Gausov identitet, dobija se:

P, == [V(phdV =~ [i-Vpdv (14)
vV vV

jer je V-i=0. Ako je element vazduha mali, moZe se pretpostaviti da je ?-Vp nezavisno od

zapremine dV, tako da je

P=Vivp=-"vZ (1.5)



m
Posto je V' =—, sila gradijenta pritiska po jedinici mase je:
P

P, =—%Z—i (16)

Generalizacija ove sile na tri dimenzije daje izraz za silu gradijenta pritiska po jedinici mase u
vektorskom obliku:

Pn=-—Vp (1.7)

Gravitaciona sila. Atmosfera se nalazi u polju Zemljine gravitacije. MoZe se pokazati da je
gravitaciona sila kojom Zemlja deluje na element vazduha mase m usmerena od tog elementa prema
geometrijskom centru Zemlje, uz pretpostavku da Je Zemlja homogenog sastava i sfernog oblika.
Pretpostavka da je Zemlja sfernog oblika ne unosi veliku gresku, Jer je razlika izmedu najveceg i
najmanjeg polupre&nika Zemlje samo 21km.

Tako da izraz za silu kojom Zemlja privlagi element vazduha jedini¢ne mase glasi:
lr"Url
gde je r vektor usmeren od centra Zemlje prema centru mase elementa vazduha, ¥y =6,66-10"
m’kg’'s”® gravitaciona konstanta, M = 5,988.10% kg masa Zemlje.

Vidi se da G zavisi od rastojanja izmedu centara masa Zemlje i posmatranog elementa

vazduha. Zbog toga se moZze definisati potencijal polja gravitacije. Ako je r = 7|, on glasi:

qy:_yM[z_i] 19)

r rp

gde je 7, nuiti potencijalni nivo. Sada se G© moze izraziti preko potencijala @' kao:

G =~V (1.10)

Sila trenja. Atmosfera se uslovno moze shvatiti kao skup molekula, elemenata vazduha i

vazdusnih slojeva. Dakle, u atmosferi postoji kretanje molekula (koje je u opstem sludaju haoti¢no),



kretanje elemenata vazduha, i kretanje slojeva vazduha. Sila trenja ili viskozna sila je posledica svih
pomenutih vrsta kretanja.

Posmatramo element vazduha zapremine 5x5 ydz, koji se nalazi u polju horizontalnog

strujanja V = (x,¥), koje se menja samo sa visinom. Ovakvo strujanje je, u atmosferi, opravdano
posmatrati jer je promena brzine vetra sa visinom mnogo veca u vertikalnom nego u horizontalnom
pravcu.

Zbog gore pomenutog oblika kretanja, vr3iée se vertikalni transport koli¢ine kretanja. Tada
¢e na gornju povrsinu posmatranog elementa delovati sila trenja u Xx-pravcu. Ako pretpostavimo da
Je ta sila srazmerna promeni u - komponente brzine sa visinom, dobija se izraz za silu viskoznog

trenja po jedinici povrine

Ou
To = ~H— (1.11)

gde je u=p(z) koeficijent dinamicke viskoznosti. Na donju povrsinu delovace sila po jedinici

povrsine

~r, + %= 55 (1.12)
0z
razultujuéa sila u x-pravcu je
0 0
SF,, =1, —(r, - == 62) =22 57 (1.13)
Oz oz

Iznad jedini&ne povrsine horizontalne osnove i male debljine u datom elementu vazduha smestena

je masa pSz pa se moze definisati sila trenja po jedinici mase

10
F==0Y% (1.14)
Yop oz
. . 107,
sti€no se dobija za situ trenja u y-pravcu F, = ; az“ .

Na element vazduha pod navedenim pretpostavkama ée delovati sila Cije su komponente

Fz(__a,_f;,()) (1.15)



Za potpuno opisivanje sile trenja u polju strujanja I7=?(x, ¥,z) bilo bi potrebno devet

skalarnih veligina &iji skup se naziva tenzor napona.

Kretanje vazduha u atmosferi je najpogodnije posmatrati u odnosu na koordinatni sistem
koji miruje u odnosu na Zemlju. Medutim, uvodenje ovakvog koordinatnog sistema zahteva
uvodenje dodatnih sila. Naime, element vazduha koji je u stanju mirovanja u odnosu na koordinatni
sistem vezan za Zemlju nije ni u stanju mirovanja ni u stanju uniformnog kretanja u odnosu na
neinercijalni sistem. Newtonov zakon kretanja se moZze primeniti na kretanje u ovom
neinercijalnom sistemu kada se uzme u obzir ubrzanje tog sistema u odnosu na nepokretni sistem

zbog ega se uvode inercijalne sile: centrifugalna i Coriolisova sila.

Centrifugalna sila. Posmatramo tagku A koja rotira oko neke ose uniformnom ugaonom
brzinom Q. To moZe da bude bilo koja tatka fiksirana za Zemlju pa je u tom slutaju Q ugaona

brzina rotiranja Zemlje oko mehanitke ose. Periferna brzina date tatke je 4 =ﬁx1?, gde je R

polupre¢nik Zemlje. Radijalno ubrzanje u vektorskom obliku je

a, =-Qx(QxR) (1.16)
ili
- .
g, =-2L— _Rsingl (1.17)
rr r

gde je r rastojanje tacke od ose rotacije Zemlje, a & je geografska Sirina. Ovim izrazima je
definisano centrifugalno ubrzanje, tj. centrifugalna sila po jedinici mase ﬁTf . Vidi se da je f‘;

funkcija od rastojanja od ose rotacije. Ova sila se moze napisati i u obliku

R

F, =Q%Vr= V(%er2 + const) .

MotZe se uvesti potencijal

Q" = ——;—erz + const (1.18)

Ciji je gradijent centrifugalna sila



};—Z/’ — _V@ "

Coriolisova sila. Ponovo posmatramo tatku A iz prethodnog odeljka. Ako joj dozvolimo da

pored periferijske ima i reltivnu brziny 17, u odnosu na sistem koji rotira, apsolutna brzina je tada:

va=1z+QxR (1.19)

ovaj izraz se moZe napisati u oblikuy

ar) \a)
d

operator koji se koristi u ovoj jednagini je oblika: [5—) = (;) +Qx . Kada se ovaj operator
t), t),

primeni na jednaginu (1.19), dobija se

dv, dv, ===
2| = 1 4+2Qxy + Qx (Qx R 1.20
Clan -2Q x 17, zove se Coriolisova sila ili Coriolisovo ubrzanje za telo jedini¢ne mase,

Coriolisova sila je drugagije prirode od centrifugalne. Naime, centrifugalna sila se javlja uvek kada
neko telo rotira dok se Coriolisova sila javlja samo u sluajevima kada postoji relativna brzina

kojom se krece telo u odnosu na rotirajuéi sistem.

Cesto se pojavljuje potreba da se neke od pomenutih sila posmatraju zajedno, tj. da se
posmara njihova rezultanta. SloZena sila koja se najéesce upotrebl ljava je sila zemljine teze.

Od posmatranih sila, jedino sila gravitacije i centrifugalna sila zavise od polozaja
posmatranog elementa vazduha u odnosu na osu rotacije. Rezultujuéa sila ove dve sile se naziva sila

zemljine teZe ili efektivna gravitacija. MoZe se pisati:

G=G -0Ox QxR (1.21)

Dakle, ova sila se javlja u sistemu koji rotira sa Zemljom.

Imajuci u vidu potencijale sile gravitacije ®' i centrifugalne sile ®", dobija se da je



G =-Vo (1.22)
gde je @ = &'+ ®" potencijal zemljine teZe.

Ukoliko u jednagini (1.9) nulti nivo rp Uzima rastojanje od centra Zemlje do tacke koja leZi
na srednjem nivou mora na polu, kada Jje u jednagini (1.18) comst=0, onda se ® naziva

geopotancijal.

1z (1.22) se vidi da je sila Zemljine teZe usmerena prema centru Zemlje na polu (jer je r=0) i
na ckvatoru (jer su sila gravitacijc i centrifugalna sila suprotnog smera i G* » F.).

Na elemente vazduha koji se nalaze izmedu pola i ekvatora delovace sila zemljine teze koja

nije usmerena prema centru Zemlje. Sila G ¢e zaklapati neki ugao sa ekvatorijalnom ravni koji
definiSe geografsku Sirinu tela gde se ono nalazi.
2.2 Sistem osnovnih jednadina atmosfere

Za analizu efekata koji nastaju kao posledice dejstava sila opisanih u prethodnom odeljku,
potrebno je po¢i od drugog Newtonovog zakona kretanja u obliku:

dv. _
( C;;J =Y's (1.23)

gde Clan na levoj strani jednadine predstavlja apsolutno ubrzanje a ¢lan na desnoj strani sumu
realnih sila koje deluju na element vazduha jedinine mase, Zamenjujuci (1.7), (1.8), (1.20) i (1.15)
u (1.23), dobija se da je

—

—_ - — 1 -
flK+2§2><V+Q><(Q><R)=——Vp—G+F (1.24)
dt ol
Uzimajuci u obzir (1.21), dobija se
v 1

S = —Vp-G -20xV+F (1.25)
dt Joi

Jednatina (1.25) je osnovna jednacina kretanja. Ona se iz praktidnih razloga Cesto rastavlja u

tri skalarne jednacine. Dekartov koordinatni sistem je pogodan za posmatranje u, v i z komponenata



brzine. U ovom koordinatnom sistemu vektori koji se pojavljuju u jednatini (1.25) imaju

komponente:

aV  du dv dw

__=(__

i aaa

2QxV = (fo~ f'w, fi, ')

gdesu f=2Qsing i f'=2Qcosp Coriolisovi parametri.

Imajuéi u vidu sve prethodno napisano, jednadina (1.25) se mozZe rastaviti na sistem od tri

skalarne jednacine:

L Y
dat P Ox
ﬂ:—la—p—ﬁaHF

a pdy ’
—dﬁ——ia—p—g—f'unLF
dt p o

Medutim, ove tri skalarne jednadine sadrZe pet zavisno promenljivih (%, v, w, p, p) pa se
one u opstem slucaju ne mogu resiti bez dodavanja drugih jednatina sistemu.

Na raspolaganju su:

* Jjednalina prvog principa termodinamike koja opisuje zavisnost gustine i temperature od

dovodenja toplote

a “a Palp (1.26)



gde je dq - toplota dovedena po jedinici mase vazduha u vremenu df , €, - specifitna toplota

pri konstantnoj zapreminia I - temperatura.

* jednacina stanja koja povezuje velicine p, pi T

P = pRT (1.27)

gde je R - gasna konstanta koja zavisi od vlaZnosti vazduha.

¢ jednafina kontinuiteta koja matematidki opisuje zakon odrZanja mase, tj. &injenicu da ie
povecanje mase u nekoj fiksiranoj zapremini Jjednako istovremenom dotoku mase kroz stranice

te zapremine

dp =
o -poVV (1.28)

Da bi ovakav sistem bilo moguée resiti, potrebno Je da broj zavisno promenljivih bude
Jednak broju jednatina, tj. da je sistem zatvoren i potrebno je za posmatranu oblast prostora
definisati poGetne i graniéne uslove.

Kako ¢e zatvaranje sistema biti izvrieno zavisi od postavijenog cilja kao i od prakti¢nih
uslova za redavanje posmatranog sistema i od naseg znanja.

Jedna mogucnost za refavanje ovog sistema je da se velidine F'i :;5— definidu u funkciji
od do sada prisutnih zavisno i nezavisno promenljivih veli¢ina.

Medutim, sila trenja u atmosferi zbog turbulentne prirode kretanja vazduha ne moZe da se
opiSe na sasvim egzaktan nagin. Na svu srecu, u najveéem delu atmosfere, sile trenja su dovoljno
male tako da se u prvoj aproksimaciji mogu zanemariti (osim u planetarnom grani¢nom sloju).

Sto se tige dovodenja toplote, radi se o oblasti gde u velikoj meri postoje egzaktni fizicki
zakoni. TeSkoée su u tome §to ti zakoni predstavljaju obimnu oblast fizike, pa njihovo uzimanje u
obzir dovodi do daljeg povecavanja broja zavisno promenljivih i samim tim broja jednalina

sistema,

No, sistem gornjih jednatina je sistem nelinearnih parcijalnih diferencijalnih jednacina koji

prakti¢no nije moguce resiti analiticki, izuzev u sasvim specijalnim idealizovanim sludajevima.

10



Posebno pogodan sistem jednagina, tj. sistem koji je veoma jednostavan a ipak sadrZi u sebi

sposobnost reprodukovanja znatnog broja najvaznijih atmosferskih procesa je sistem jednacina za

plitku vodu.

Ove jednatine se dobijaju kada se na osnovne jednatine dinamike atmosfere primene

sledece pretpostavke:

gustina je konstantna u prostoru i vremenu. Odavde sledi

4 _ g

— (1.29)

ova aproksimacija s¢ jo§ naziva aproksimacija nestisljivosti ili homogenosti, Ovako definiSemo
da se radi o nestisljivom fluidu, tj. vodi ili vazduhu. Aproksimacija za nestisljivost vazduha je
opravdana u dinamigkoj meteorologiji zbog Cinjenice da su brzine vazduha koje se sre¢u u

atmosferi mnogo manje od brzine zvuka.

ucini se hidrostaticka aproksimacija. Naime, u atmosferi su vertikalne komponente brzine
relativno male, izuzev prilikom intenzivnih konvektivnih kretanja. NaroGito se za kretanja vecih
razmera moZe reci da su priblizno horizontalna. Clanovi trenja su iznad 1000m visine u

atmosferi uopste zanemarljivi tako da jednatina za vertikalnu komponentu brzine postaje:

0=-——F-g (1.30)

§to je u stvari jednacina hidrostatike. Sto znaci da Jje pritisak jednak teZini stuba vazduha i da
linearno opada sa visinom fluida. Jednagine kretanja u kojima se kao zavisno promenljive
Javljaju komponenta vektora brzine i u kojima je ucinjena hidrostati¢ka aproksimacija, nazivaju

se primitivne jednacine.
brzina osnovne struje vetra se ne menja sa visinom odakle sledi da horizontalne komponente

brzine vetra ne zavise od z koordinate. Ova pretpostavka Jje opravdana zbog toga $to je debljina

atmosfere znatno manja od polupre¢nika Zemlje pa je posmatramo kao plitak sloj.

11



Ovde je pogodno umesto pritiska uvesti visinu posmatranog fluida u jednaine kretanja.
Uzmimo da fluid ima ravno dno i obelezimo visinu od dna do slobodne gornje povriine sa /1.
Takode ¢emo smatrati da na slobodnoj povrsini fluida vlada konstantan pritisak p, . Pritisak na

nekoj visini z dobijamo kada integralimo jednaginu statike

Py A
Idp = —gp_[dz = Py~ p=-gph-z) (1.31)
r H

odavde se moZe zakljugiti da je

_1op_ o
o S (1.32)
ili
1
-—Vp=-gVh (1.33)
P

Kada jednaCinu (1.33) zamenimo u jednacinu kretanja dobija se jednacina kretanja za plitku

vodu u obliku

—_

dv - -

——=—gVh- fkxvy (1.34)
dt

gde je f — Koriolisov parametar. Zbog toga $to {emo posmatrati proces advekcije na malom

prostornom razmeru, zanemari¢emo Koriolisove &lanove. Tako da jednagina kretanja za plitku vodu

dobija oblik

—

i -gVh (1.35)

Da bi se ovaj sistem kompletirao, dovoljna je jednatina kontinuiteta posto se vertikalna
komponenta brzine u njoj moze eliminisati uvodenjem visine 4. Naime, kada jednadinu kontinuiteta
u obliku

Ou

. =0 (1.36)

ov  ow
+—+—

oy Oz
integralimo u granicama od 0 do A, dobija se

12



BV + w(h) — w(0) = 0 (1.37)

Zbog ravnog dna, w(0) = 0 a w(h) = %? Tako da jednagina kontinuiteta za plitku vodu glasi

dh -
— =—-hVy (1.38)

dt
¢ime je sistem jednatina zaista kompletan.
Jednacine za plitku vodu se &esto koriste u dinamitkoj meteorologiji jer i pored velike
Jednostavnosti, ovaj sistem ipak sadrzi osnovne mehanizme velikog broja znadajnih atmosferskih

procesa.
Sistem koji je koris¢en u ovom radu je oblika

o &y
AR\ L

o e y  So (1.39)
Oh ch  ©oh ou ov
—+U——+v—=—-hl—+ —

o ox oy ox oy

Posto je sistem (1.39) sistem nelinearnih parcijalnih  diferencijalnih jednacina,

najjednostavniji na¢in za njihovo resavanje je numerickim putem.
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3. Numericko resavanje primitivnih jednadina atmosfere
3.1 Diskretizacija jednadina dinamike atmosfere

Numeri¢ko reSavanje diferencijainih jednacina u dinami¢koj meteorologiji se vrii tako §to se
izabere skup tataka u prostory za koje se ra¢unaju vrednosti zavisno promenljivih. Ovaj skup tadaka
se naziva mreZa, a metod metod mreze tacaka. Zatim se posmatrana diferencijalna jednagina
zamenjuje pribliznom jednadinom u kojoj se pojavijuju samo vrednosti zavisno promenijivih u
taCkama mreZe. Vrednosti zavisno promenljivih u graniénim tatkama se defini%u prema graniénim
uslovima. Dobijen sistem jednagina je sistem algebarskih jednagina koji se uzastopno redava veliki
broj puta.

Standardni metodi diskretizaciie diferencijalnih jednadina se zasnivaju na aproksimiranju
diferencijalnih operatora koli¢nicima kona&nih razlika u vremenu i prostoru.

Radi jednostavnosti éemo posmatrati funkciju samo jedne zavisno promenljive

¥ = W(x)

koja zadovoljava ncku diferencijalnu jednacinu. Ovu Jjednatinu Zelimo da re$imo za odredenu
oblast duZine x podeljene na ceo broj intervala duZine Ax. Ovo rastojanje izmedu tataka mreZe se
naziva korak mreZe. Tada je x = iAx gde je i - broj koraka mreze.

Priblizne vrednosti funkcije ¥ u tatkama mreZe se obeleZavaju sa: ¥, = ‘F(iAx). Sada se
mogu definisati kona¢ne razlike pribliznih vrednosti P, u prostoru kao razlike vrednosti ¥, uzete
preko jednog ili viSe intervala Ax . U zavisnosti od poloZaja taCke za koju se one primenjuju, ove
razlike mogu da budu necentrirane ili centrirane. Necentrirana razlika je, na primer, razlika

unapred:

AIP:‘ E‘Pm _‘Pi

Kada se konstrui$e priblizna jednatina za datu diferencijalnu jednadinu, izvodi u njoj se
Jednostavno zamene odgovarajuéim koli¢nicima kona&nih razlika. Tako se dobi ija Sema u kona&nim
razlikama za diferencijalnu jednadinu.

Na primer, za prvi izvod se koristi zamena:

d‘F] v, -
—_— _)_____
(&)~ %
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Da bi se neki koli¢nik konagnih razlika koristio kao aproksimacija za izvod, potrebno je da
on bude konzistentan, tj. da teZi izvodu kada korak mreZe tezi nuli Sto je u gornjem primeru i sludaj.

Posmatrajmo sada linearnu advektivnu Jjednatinu koja opisuje advekciju velidine W
konstantnom brzinom u u pozitivnom pravcu x-ose

=0 3.
ar+"ax @1y

Njeno reSenje se lako mo¥e dobiti analititkim putem, tako da se numeritko i analiti¢ko
reSenje mogu uporedivati.

Da bi se ova jednadina resila analiticki, uvodi se smena § = x —ut kojom se prelazi na
promenljive &,¢. Odavde sledi
ov_ovor ova_  ov ov
ot o0& ot ot ot o0& ot
ov_qvor Wo_ow
ox 8 &x G x ol

Odakle se dobija da je —g;‘P(é’, 1) =0 $to znati da ¥ ne moZe da bude funkcija od ¢ ali
moZe da bude neka proizvoljna funkcija od &
¥ = f(x - w)
Ovo je opste resenje jednadine (3.1).

Kada konstruiSemo priblizno resenje, tj. $emu metodom mreZe, umesto u ravni x,1 reSenje
traZimo u tatkama mreZe. Vrednost pribliznog refenja u tadki iAx, nA¢ obeleZavamo sa Y.

Kada za izvod po vremenu uzmemo kojitnik unapred a za izvod u prostoru kojidnik unazad,

dobija se uzvodna ili upstream $ema:

Rk A o 08
+u =0
At Ax

W] se naziva numeritko relenje, a refenje tadne diferencijalne jednadine W(iAx,rAt), tadno
reSenje. Razlika izmedu ova dva reSenja se naziva greska resenja W;. Jo§ bolja procena tagnosti

Seme se dobija kada se tatno reSenje zameni u jednadinu $eme. Za slu¢aj uzvodne $eme se dobija:

e

AT $
EA I IR N




£ &

DAY - W(iAx,nAr) | W(idw,nAr) - ¥(( - Dax,nAr) .
At Ax B

Y{iAx,{n +

gde je £ greska odsecanja. Ona pokazuje koliko dobro taéno resenje zadovoljava jednadinu Seme.
Greska odsecanja moZe da se smanji smanjivanjem koraka Ax i A¢. Ako greska odsecanja

teZi nuli pri smanjivanju Ax i Af, numeriko reSenje kao i data Sema se nazivaju konvergentnim.

Medutim, ako pri smanjivanju Ax i Az njihov odnos ostaje isti, greska odsecanja e ostajati ista.
Dakle, dovoljan uslov za konvergenciju Seme je da se tatka sa koje dolazi tatno refenje

nalazi unutar intervala sa kojeg dolaze vrednosti iz kojih se izratunava numeri&ko resenje, tj. kada
je
uht < Ax it u <1

Ax

Parametar C =uAt/Ax se naziva Kurantov broj.

Ovaj kriterijum pokazuje da se stabilnost $eme ne mose postici jednostavnim smanjivanjem
koraka u vremenu i prostoru, ve¢ smanjivanjem njihovog odnosa. Uslov su pronasli Courant,
Friedrichs i Lewy (1928.) pa se on &esto naziva Courant — Friedrichs — Lewy ili CFL kriterijum
stabilnosti.

3.2 Semi — LagranZevska advektivna Sema

Da bi se predstavio semi - LagranZevski metod, posmatrademo linearnu advektivnu
Jednatinu koja opisuje advekeiju skalarne funkcije, koia glasi:

Y ve-o
ot

gde je ¥ = W(r,) skalarna funkcija koja zavisi od koordinata i vremena a ¥ = F(r,¢) je brzina
advekcije.

Ako je V= const., reSenje linearne advektivne jednadine u trenutku t zavisi od pocetnih

uslova i glasi:
P(r,0) = W(r - V1,0) = P(,0) (3.2)

gde je re - polazna tacka.
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Semi — Lagranfevski metod poliva na pretpostavci da je jednalina (3.2) jako dobra
aproksimacija i za sluiaj promenljive bryine.

Kada uradimo diskretizaciju advektivne jednaline u dvodimenzionalnom koordinatnom
sistemu, vaZi X =iAx,y = jAy . t=nAt i V = V(u,v), gde su koraci mreze Ax i Ay a
vremenski korak A7, sa x, =jAx, Y, =JjAy i I" =nAt su definisane tatke u prostoru i vremenu
respektivno, a indeksima I, j i # su obelezene tacke mrede u ¥ i Y pravcu i broj proteklih

vremenskih koraka od potetnog trenutka respektivno.

Tada jednatina (3.2) glasi :
Y(iAx, jAy,(n + DAL = Y(x., y., nAt) (3.3)
gde su
X, = iAx = uM
Ve = jAY — VAL

Funkcija ¥(x.,y..7) se aproksimira pomoéu Lagranfevog interpolacionog polinoma koristeéi

vrednosti funkcije ¥ u tatkama koje su ngjblize vrednostima x. i Y« Kao:

¥(x., y,,t) = ZZW ST (34

u jednadini je W, teZinska funkcija koja je oblika:

H H (. = (3.5)

p’%‘r vv: (ys

gde 4 i V daju informaciju o broju tataka koje sc koriste za interpolaciju u zavisnosti od toga da li
s¢ radi o bilinearnoj, bikvadratnoj, itd. interpolaciji.

U Tabeli 1. date su vrednosti parametara £ i V u zavisnosti od vrste interpolacije.
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Tabela I. Vrednosti parametara £ i V' u zavisnosti od vrste imterpolacije

ik
Bilinearna i-1,1 J-1.J
Bikvadrama i-Lii+}] J-1jj+1
Bikubna i-20-1,1i+1 J-24-1j3j+1
Bikvartna 2,i-1,5,i+1,i+2 | j-2j-1jj+1j+2

Najbliza tacka (i, j) za bilincarnu i bikubnu interpolaciju se bira tako da vaZi uslov

(i-DAx < x, S iAx
(J-DAy <y < jAy

a za bikvadratnu i bikvartnu

(i—%)Ax<x,,S(i+%)Ax

i i
i~ Ay < y, <(j +-)A
(J 2)y WS 2)y

i3



4. Opis numeritkog modela

Da bi se dijagnostikovala uspesnost semi — LagranZevske advektivne Seme u zavisnosti od
razli¢itih vrsta interpolacija napravlieni su programi u Fortranu77 koji numeritkim putem refavaiy
primitivne jednacine u jednoj i dve dimenzije. Programi su priloZeni uz rad na CD-u.

Jednaline koje se koriséene u programu su uproscene jednaline za plitku vodu, tj. napisane

u konacnim razlikama. Dati sistem je napisan za Jjednu dimenziju, no, prelazak na dve dimenzije je

trivijalan.
I
A 8T oA
n+l
W gy vy )
At T T oay

Parametri koji su kori$¢eni u programu za reSavanje primitivnih jednadina u jednoj
dimenziji, dati su u Tabeli 1

Tabela 11 . Parametri koji su kori$éeni u programu za reSavanje primitivnih jednaina u jednoj dimenziji

Broj tacaka imax 500
Korak u prostoru dx 20.000
Korak u vremenu dt 60
Brof koraka u vremenu mmax 3300
Ludolfov broj pi 3.141596
Gravitaciono ubrzanje g 9.81

Na ravnoj povrsini fluida, napravljena je perturbacija oblika

i

h(x)=nh, +ilO-sin(7r =

i=x; 2 1

)

gde je 2, =1500m, x,=226-dx, x, =275-dx.
Na grafiku 1. dat je izgled po&etnog polja.

19



0.02 1510

u - komp. brzine

h - visina
E 1508
= 00 —
:
& E
= 1506w
£ -
g o000 H
: :
= — 1504 S
é >
g om—
-g — 1502
=

J
-0.02 I I ' T 1500
D 100 200 300 400 500

Broj koraka u prostaru: i

Grafik 1. Pocetno polje visine i brzine. Na levoj z-osi data je horizontalna komponenta brzine, a na desnoj,

visina fluida. Na x-osi dat je broj koraka u prostoru

Posmatrano je kretanje perturbacije i njeno odbijanje od granica zadate oblasti.

Da bi se numericki modelirao sistem primitivnih jednagina semi — LagranZevskim
pristupom, talke prostorne mreZe x, na vremenskom nivou f,+gAr smatrane su dolaznim
tackama za delice koji na vremenskom nivou 7, napustaju svoje nepravilno rasporedene odlazne

talke x, —qa,,, kao §to je prikazano na slici 1.
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I, + gAt *i—

q
£+ -§Al R

: %
o T L

Y

x{n = (N i x’ﬂ x

Slika 1. Sematski prikaz semi — Lagranzevske advekcije. Puna linija AC predstavlja stvarni a isprekidana

A'BC procenjeni izgled trajektorija.

m je indeks poloZaja talke u prostoru, 7, =nAr, gde je Ar vremenski korak a » je redni broj
vremenskog koraka. Parametar ¢ moZe uzimati vrednosti 1 ili 2; u ovom radu, njegova vrednost je
2. ga,, predstavlja rastojanje koje deli¢ prede za vreme gAf. Punom linijom AC oznagena Jje tacna,
a isprekidanom linijom ABC procenjena trajektorija delica. Posto je advektivni proces
konzervativan, tj. vrednost advektirane veli¢ine ostaje nepromenjena duz trajektorije deli¢a, deli¢ se

vraca za jedan vremenski korak unazad do svoje polazne tatke po polju brzine. Ovde se javljaju dva

problema:
- prvi problem je na¢i poloZaje odlaznih tadaka na vremenskom nivou i3

- drugi problem je izratunavanje vrednosti advektirane velidine prostornom
interpolacijom u nepravilno rasporedenim odlaznim tatkama pomoéu poznatih vrednosti

u tatkama pravilne mreZe.
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Prvi problem je reSavan koriséenjem iterativnog postupka. Naime, u prvoj iteraciji se
pretpostavi da je brzina delica u odlaznoj tagki (talka A) jednaka brzini delida u prethodnom

vremenskom koraku 7, . Tako da se rastojanje «, u prvoj iteraciji izraGunava po formuli

a,” = Atu(x, —qa,.t,)

zatim se jednim od metoda interpolacije (0 Semu ¢e biti reéi kasnije) odreduje nova vrednost brzine
pomocu koje se raduna novo rastojanje o, ¢ime se dobija poloZaj tacke A' na slici 1. Posle svake

sledece iteracije. procenjena vrednost rastojanja «_ se priblizava tanoj vrednosti do trenutka kada
¢e se poklopiti.

Drugi problem je odabrati najpogodniji nagin za interpolaciju advektirane veli¢ine. U
jednodimenzionom modely, interpolacija je vr$ena pomodu Lagranzevih polinoma od prvog do
Sestog reda po formuli

ey ETRIETR)Gx) e m)E-x) - (5-x)
fx)=y 2
(%, — x,)(x, =% ) (% =%,) (2, —x,)(x, —%) (X, —x,)

(x—xl)(x_xz)”'(x_xn—l)
’ & —x)x,-x)(x, —x,)

gde n predstavija red polinoma, 7%/ interpolisanu vrednost a y, vrednosti funkeiie u datim tackama.

Graniéni uslovi su izabrani tako da izazovu odbijanje talasa od granica i glase:
(i} =h(3)
h(Imax) = h(Imax-2)

4. vrednosti u graniCnim taCkama su jednake vrednostima u tackama koje su udaljenc dva prostorna

koraka unapred. ti, unazad.

FS

Na slici 2. dat je prikaz kretanja perturbacije do granica, njeno odbijanje i vraéanje na

pocetni polozaj. U daliem tekstu, ovaj period ée se nazivati ciklus.

(S
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Slika 2. Prikaz kretanja perturbacije u toku jednog ciklusa. Grafik 1. predstavija izgled perturbacije
posle 100, grafik 2. posle 650, grafik 3. posle 700, grafik 4. posle 750, grafik 5. posle 1000 i grafik 6.
posie 1350 vremenskih koraka.
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Na grafiku 2. Prikazane su perturbacije posle jednog ciklusa pri korid¢enju LagranZevih

interpolacionih polinoma od prvog do Sestog reda.
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Broj koraka mreze

Grafik 2. Pocetna i perturbacije posle jednog ciklusa pri koriscenju Lagranzevih interpolacionih polinoma

od prvog do Sestog reda

Sa grafika se moZe zakljutiti da posle jednog ciklusa, Lagranzev polinom Sestog reda nudi

najpribliZnije slaganje sa podetnim poremecéajem. Odmah iza njega su polinomi petog i &etvrtog

reda gije se krive gotovo poklapaju. I na kraju, polinomi drugog i prvog redadije su krive takode

skoro potpuno identi¢ne.
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Parametri koji su kori3¢eni u programu za resavanje primitivnih jednalina u dve dimenzije,
dati su u Tabeli I11.

Tabela I11. Parametri koji su koriséeni u programu za reSavanje primitivnih jednacina u dve dimenzije

Naziv parametra Oznaka Brojna vrednost
Broj tacaka u x-pravcu imax 100
Broj tacaka u y-pravcu Jmax 100
Korak u prostoru u x-pravcu dx 30.000
Korak u prostoru u y-praveu dy 30.000
Korak u vremenu i ar_ | 300
Broj koraka u vremenu nmax 1500
Ludolfov broj pi 3.141596
Gravitaciono ubrzanje g 9.81

Pocetno perturbovano polje visine je dato u obliku

h(x,.,y}.):hu+i210~cos(7t1)
J=x3 i=x 30
imax » ,jmax 2

= —_— +{— —
r \/( 5 M 5 %)

gde je i, =150m, x, =31-dx, x,=70-dx, y,=3l-dy, y,=70-dy.
Na slici 3. dat je izgled pocetnog polja.

SIS - 2523
T S S T IR e S
e s et 25

TaEaraTaeoaerase

333333

Stika 3. Pocetno polje visine
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Takode je posmatrano kretanje perturbacije i njeno odbijanje od granica zadate oblasti.

Principi za numeri¢ko modeliranje semi — LagranZevskog metoda u dve dimenzije su isti
kao za jednodimenzioni model. Uz dodatak 108 dva natina interpolacije — bilinearne i bikvadratne.

Bilinearna interpolacija je radena tako $to se prvo izvrsila linearna interpolacija u x-pravcu a

zatim u y-praveu. Sematski prikaz bilinearne interpolacije je dat na slici 4.

: Q : A/ ;
yz...._-.?...’.z ........ .?..?..---....---.....,922
T T R - A
pit e et ¢On

2 X Xz

Slika 4. Sematski prikaz bilinearne interpolacije

Zelena tatka P predstavlja tatku koju Zelimo da interpoliSemo a crvene tacke
0,05:0,,.0,, predstavljaju tatke u kojima postoje podaci. U ovom radu, su crvene talke
izabrane kao:

Qi =G0y =0G+L )0, =0 j+ 1,0, =i +1j+1).
Rastojanja su x, —x, = dx, y, — y, = dy, a rastojanja x, — x =a,, y,—y=p,

Dakle, prvo su uradene dve linearne interpolacije u x-praveu koristeéi formulu
SR) =2, f(Q,) + (- a,) f(Q,)/ dx
f(R) = (@, /(@) + (- a,) f(Qy)) dx
A zatim je uradena interpolacija u y-pravcu

JP)y =B, f(R)+ - B (R)) dy

Bikvadratna interpolacija je radena pomocu devet tadaka koje su najbliZe taZki koju Zelimo

da interpoliSemo. Prvo su izradunate teZinske funkcije za svaku tacku na osnovu formule (3.4).

Definisano je Sest faktora tezinske funkcije
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Xy ==, Xy =a,. X5, =d+a,
Yo =V = Bos Yy = Bos Vi = dy + B,
Kombinacijom ovih faktora dobijane su tezinske funkcije r, za svaku od devet tataka.

Zatim je izralunata interpolisana vrednost funkcije po formuli

+ = '3_‘ -f(isj}
= L =77

=1 b
Zbog kupastog oblika posmatranog poremecaja i kvadratnog oblika posmatrane oblasti,
grani¢ni uslovi za model u dve dimenzije su definisani na sledeéi nadin: posle odredenog broja

koraka, ta¢nije, na svakih 100 koraka, u i v komponente brzine su definisane kao

u(x,y) = —u(x,y) v(x,y) = -v(x,y)

Sto izaziva odbijanje poremecaja od ,.kruznih™ granica. Ovo se naziva numericko nasilie, no,

matematicki je jako komplikovano napraviti kruzne grani¢ne uslove. Ovako definisani graniéni

uslovi ne unose veliku gresku u model tako da je opravdano koristiti ih.

Na siici 5. dat je prikaz kretanja perturbacije u toku Jednog ciklusa.

27



‘0'%0

\

.\'.‘R}‘ \\ \ ’
“\\\\

A
‘\ \\\\‘\-

\
...... b \s\‘
’ . o ; ; :, “\ :““\“
% XIRE t
.'0‘
4.5 ARRX ;‘

”""11 "a ': 4. 00:
#QQ
.04 t
00"’

;0")

L ‘ AL lz;.» \“ T S
2200 /" e 273 5 o- “}‘:3:
: gv.a 33

504 o 0,

‘: ‘\\‘ot‘

IHN
I‘»C 0
55 0:’,’00’0

)i‘; :’4 Q \‘ \‘ %

Stika 5. Prikaz kretanja perturbacije u toku jednog ciklusa. Mapa 1. predstavija izgled perturbacije
posle 35, mapa 2. posle 45, mapa 3. posle 75, mapa 4. posle 100, mapa 5. posle 125, mapa 6. posle 1535,
mapa 7. posle 165 i mapa 8. posle 200 vremenskih koraka.
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5. Analiza rezultata

Napravljene su Setiri scrije testova za numericki model u dve dimenzije da bi s¢ pokazala
zavisnost uspesnosti semi — LagranZevskog metoda od natina interpolacije.

Numericka reSenja su medusobno uporedivana samo ako su dobijena pod istim podetnim i

grani¢nim uslovima, za iste prostorne raspodele i za iste prostorno — vremenske rezolucije.

Testovi su napravljeni na osnovu &injenice da polje veliCine koja se advektira treba da

ostane konstantno u toku vremena. To praktino zna&i da poremecaj posle odbijanja treba da se

vrati u pofetni poloZaj nepromenien.

Period izmedu pocetnog poloZaja poremeéaja i njegovog vracanja na podetno stanje posle

odbijanja je nazvan ciklus.

Testirani su;

1) zakon odrzanja mase

2) zakon odrZanja energije
3) tacnost

4) efikasnost Seme

1}y Zakon odrianja mase je proveravan na osnovu formule za relativnu gresku izraZenu u

procentima

Th -k,
T

TS

i

Vrednosti & date su u Tabelama IV,V,VI1i VII,

Bruj ciklusa £ Broj ciklusa £
1 0.119 10% 1 0.140 10"
2 43510 1% 2 0.137 10*
3 0121107 3 6.530 107
4 0.325 107 4 3.900 107
5 0.545 10 5 0.157 107
6 0.769 100 6 0.280 10%
7 0.989 10°% 7 0402 1%

Tabela IV Relativna greska u procentima za
Lagranzev interpolacioni polinom prvog reda
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Tabela V Relativna greska u procentima za
Lagranzev interpolacioni polinom estog reda




Tabela VI Relativna greska u procentima za

2)

Broj ciklusa & Broj ciklusa £
i e
e s
5 3.760 10"’j 5 0.170 19"
i i

Tabela VI Relativna greska u procentitma za

bilinearnu interpolaciju bikvadratnu interpolaciju

Vidi se da je relativna greska u sva &etiri slutaja reda velitine 107 o je izuzetno malo.
MozZe se uotiti i mala nestabilnost kod rezultata za sve $eme $to je karakteristi¢no za semi —

Lagranzevski metod.

Zakon odrzanja energije. Posmatrane su kincticka Ej, i raspoloZiva potencijaina cnergija
Epex.

Njihove vrednosti su racunate po formulama:

Iw, 1. L
Ekin = ?Zlhyuy 1 Epot = giZ( )
r4 i,= _! 4

Formula za kineti¢ku energiju je dobijena kada se u izrazu za kinetitku energiju masa
zamenila formulom m = pSk uz uslov p = lkg/m®, S = 1m”.

Do formule za raspoloZivu potencijalnu energiju se doslo kori¥¢enjem iste formule za masu
uz pretpostavku da se centar mase nalazi na sredini stuba fluida zbog Cega se u izrazu
pojavijuje [/2.

Na slici 6. prikazani su grafici kineti¢ke, raspoloZive potencijaine i ukupne energije za 3est
nacina interpolacije. MoZe se zakljuiti da zakon odrzanja energije ne funkcionise najbolje
kod semi — Lagranzevskog metoda jer se na graficima uoCavaju velike promene ukupne
energije koja bi trebalo da bude konstantna. Medutim, ove promene postaju znalajne posic
velikog broja vremenskih koraka 5to moZe da bude problem kod dugih integracija kakve
zahtevaju simulacije klime, dok kod kraéih vremenskih perioda ove promene nisu toliko
znalajne.
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Slika 6. kinetitka, raspoloziva poren.

“ijalna i wkupna energija u zavisno.

571 od vremenskih koraka. Grafik 1.

predstavlja bilinearnu, 2. bikvadratnu interpolaciju, 3. Lagranzev interpolacioni polinom prvog reda, 4.
Lagranzev interpolacioni polinom treceg reda, 5. Lagransev interpolacioni polinom petog reda i b.
Lagranzev interpolacioni polinom Sestog reda
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3)

Tactnost Sema je proveravana pomotu standardnog odstupanja koje je rafunato po formufi

o= i (5 (b — & )
‘.é i max ymax Z ho
kraju cikiusa, u idealnom sludaju, ova greska bi irebala da bude jednaka nuli. Gdnosno,
imace minimalnu vrednost na kraju svakog cikiusa. Ove minimaine vrednosti su
predstavliene na grafiku 3
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Grafik 3. Minimumi siandardnog odstupanja u zavisnosii od } broja ciklusa za Bilinearnu, Bivadramu

4

interpolaciju i za Lagranzev interpolacioni polinom prvog i Sestog reda

Sa grafika se moZe zakijufiti da najvedu tatnost obezbeduje koridéenje bikvadratne
interpolacije a najmanju koriSenje linearne interpolacije.
Efikasnost 5eme merena je na osnovu potro¥nje CPU (Central Processing Unit) vremena

potrebnog za izvriavanje koda numeritkog modela. Ratunata je relativaa grefka £ kao
odnos vremena najbrZe feme i ostalih.
Rezultati su dati u Tabelama VIIL, IX. X i XI. Vreme naibrZe Seme Je 345st i u pitanju je

linearna interpolacija. U tabelama su date relativne greske u odnosu na ovu vrednost.

W
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Broj ciklusa £ Broj ciklusa £
1 1.00 1 0.587
2 1.00 2 0.587
3 0.994 3 0.587
4 (.994 4 0587
5 0.994 b) 0.585
6 0.994 6 0.587
7 0. 994 7 8387
Tabela VI Relativna greska za Lagransev Tabela IX Relativna greska za Lagranfev
interpolacioni polinom prvog reda interpolacioni polinom esiog reda
Broj cikiusa g Broj cikiusa £
1 0.696 1 0.461
2 0.692 2 0.476
3 0.694 3 0.448
4 0.694 4 0477
5 0.694 5 0478
6 0.696 6 0.478
7 0.694 7 2479
Tabela X Relativna greska za bilincarnu Tabela XI Relativna greska za bikvadratnu
interpolaciju interpolaciju

Iz Eetiri predhodne tabele se mozZe zakljuditi da je najbrza Sema ona u kojoi se koristi
linearna interpolacija a najsporija 3ema sa bikvadratnom interpolacijom. Odnosno, najbrza

Sema je istovremeno i ona koja daje najmanju ta¢nost.

Lad
Lad



6. Zakljudak

Semi — LagranZevski metod je posiednjih godina zadobio mnogo pristalica. Pre svega, zbog
toga Sto dozvoljava nekoliko puta duZe vremenske korake nego S$to to zahteva CFL kriterijum,
Dakle, ove $eme su apsolutno stabilne, a uz to zadrzavaju zadovoljavajuéu formalnu ta&nost.

Progres u razvoju ovog metoda je ostvarivan usavriavanjem metodologije i matemetitkog
aparata za raCunanje trajektorije deli¢a i parametara u odlaznim tatkama. Poveéanjem
kompleksnosti matematickih postupaka gube se prednosti u pogledu efikasnosti ostvarene
produZavanjem koraka u vremenu o je u gomjim testovima i dokazano. Medutim, ovo

smanjivanje efikasnosti je neznatno u odnosu na povecanje tacnosti koje pruza bikvadratna

interpolacija.

Jedan od ofiglednih problema semi — LagranZevskih $ema jeste da ne mogu da odrze
integralne osobine stvarne atmosfere kao $to su zakon odrZanja mase i zakon odrZanja energije.

No, ovi problemi mogu biti znacajni za duge integracije kakve zahteva simulacija klime. Za
krace prognoze, ovaj metod moZe da ponudi dosta dobar stepen odrZzania integrainih osobina
stvarne atmosfere kao i visoki stepen tadnosti kada se koriste kompleksnije interpolacije.
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