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II LJVODEMJE S L.JF:'EE Ft S I Ml E:T FC I J EE

1. POCECI

Supers! metri ja predstavlja jedan potpuno nov vicl

simetrije fizickog sistema. Po de-finiciji, to je simetrija

izmedu bozona i -fermiona. Do pojave supers! metri je, bozoni i

fermioni su smatrani za cestice koje imaju potpuno razl ic'itu

prirodu, bez ikakve veze medu njima. Medutim, ova nova teorija

je uspela da objedini ova dva naizgled potpuno razlicita

sveta.

Vratimo se na pocetak i pogledajmo kako su se uopste

javile prve ideje o supers! metri ji . Kada govorimo o simetriji ne

mi si. i mo samo na geometrijske vec i na ostale - unutrasnje -

si metri je.

Brupu simetrija hami 1 toni jana nekog fizickog sistema

cini skup svih unitarnih opreratora koji komutiraju sa

hami 1 toni janom sistema:

UHU*=H , (1.1)

Skup svih ovakvih operatora cini grupu simetrije hami 1 toni jana ,

a grupu simetrije svih -fizickih sistema predstavlja Poi ncare-ova

grupa (~| ( postulat o rel ati vi stickoj i nvari jantnost i ) .

Unitarne reprezentaci je Poincare - ove grupe su razlozive, pa se

nalaze odgovarajuce unitarne ireducibilne reprezentaci jeA'/Z), koje

su okarakteri sane sa dva indeksa (m,s). Incleks m odgovara masi i

naziva se jos i indeks ortaite, pri torn je m !> 0 , a drugi indeks

odgovara spinu. Kl asi -f i kaci jom unitarnih i reduci tai 1 ni h

reprezentaci ja dobili bismo kl asi fi kaci ju razlicitih

elementarnih -fizickih sistema tj. el ementarni h cestica i to samo

ako ne bi imali unutrasnju si metri ju. Medutim, na osnovu osobina
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poznatih cestica pretpostavljeno je postojanje unutrasnjih

simetrija. Dve teorije su dobile kasnije eksperimentalnu

potvrdu. Cilj kome tezi teorija supersimetrije je jedinstven

on i <̂  •fprminn^i i hrf7nnA.opis fermiona i bozona,

2. COLLEMAN - MANDULA -"NO GO" TEOREM

Uzmimo sada da je |~) podgrupa neke vece Lie - jeve grupe

i razmotrimo jedan od najjacih teorema u fisici elementarnih

cestica. Col leman-Mandul a teorem: Lie-jeva grupa simetrije -fizi-

ckog sistema je uvek direktni proizvod Poincare-ove grupe i neke

konacno dimensionalne kompaktne grupe. Ovaj teorem apriori

dosvoljava samo takve simetrijske trans-f ormaci je kojima je

odgovarala Lie - jeva grupa sa realnim parametrima. Bilo je

potpuno nemoguce drugacije netri vi jal no sjediniti simetrijui

prostor - vremena sa unutrasnjom simetrijom, a iz toga

proizilazi, da svaki i reduci bi 1 ni multiplet grupe simetrije ne

moze sadrzati cestice sa razlicitom masom ili spinom.

Da bi smo se uveriii u to razmatri cemo Lie-jevu algebra

grupe simetrije, koja je dozvoijena.

Generatore po C - M teoremu cine cetiri momenta P.,

(generarori transl aci ja) , sest Lorentz - ovih generatora M^v i

izvestan broj nermitskih generatora unutrasnje simetrije B^-.

Algebra Poincare - ove grupe je:

CP,^ J=0 , (2. 1)

Za grupu unutrasnje simetrije va;?i :

(2.2)

Za ukupnu Lie-jevu grupu, posto je ova po C--M teoremu proizvodfli

grupe unutrasnje simetrije imamo:
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CBr-jP. J = CBr- ,Mj.,vn=0 . (2.3)

Kaziiriir - ovi operator! Poincare - ove grupe (cije rasl i cite

svojstvene vrednosti prebrojavaju raslicite i reducibi Ine

reprezentaci je Poincare-ove grupe) su:

P2=FFT , (2.4)

gde j

vektor Paul i - Lubanskog. W2 je general isani spinski operator,

a Pa operator mase. Za cesticu mase raz 1:1 cite od 0 je u

eel am sopstvenom refer entnom sistemu:

Pju=<m, 0,0,0) , (2.6)

pa je

W*=-mx(_x i P^m'-^ (2.7)

gde je

L= ( L i =Ms-w , La=M3: i , La==M i = ) (2.8)

an g u 1 ar n i momen t .

lz (2.3) je:

i:Br-,P=!]=0 , (2.9)

CBr. ,W=!3=0 .

Kada je m=0 i mama

W - X P (2.10)
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gde je A ceo ill poluceo broj i

tak o da je

(2.11)

1=0 (2.12)

Odavde se vidi da u svakom multipletu cestice moraju

imati isto m i s.

Prema tome, grupa simetrije ciji ce ireducibiIni

multipleti sadrzavati cestice koje imaju razlicitu masu ill spin

ne maze biti direktni proizvod fl i unutrasnje grupe. Svi

pokusaji da se takva grupa nacfe mecfu Lie - jevim grupama su

propali, a C - M teoremom je konacno pokazano da je to i

nemoguce.

Ovde je demonstriran C-M teorem (taez dokaza), kao i

odgovarajuce posledice.

70 - tih godina javlja se ideja o supersimetriji od

strane Gol'fand - a i Likhtman - a C 2 U , kasnije Vol. kov - a i

Akulov - a C 3 D, a 1973. J. Wess i B. Zumino C 4 3 daju model

interakcije dve cestice sa razlicitim s <Si=l/2 i ŝ O), koje su

pri torn bile sadrfane LI istom multipletu, cime je prvi put.

uspostavl jena veza jedinstven opis fermiona i bozona..

Za ovakav korak bilo je potrebno napustiti pretpostavku

o Lie - jevim grupama kao grupama simetrije i uvesti

supersi metri ju.
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IIX GENERATORI

3. GENERATOR SIMETRIJE

Generatorom simetrije nazivamo onaj operator LI Hilbert -

ovom prostoru koji komutira sa S - matri com, tj. ostavlja -fiziku

nepromenjenom, a zamenjuje ulazno ill izlazno karakteristicno

stanje drugim.

Ovakav operator se u opitem slucaju predstavlja kao:

G^Z/d3pd*qa^ (p)Ki., (p,q)aj (q) , (3.1)

i 1 :i. kori seen.jem simbola * kao:

G=a-*-*K*a (3.2)

gde SLI a"" i a kreacioni i anihilacioni operator!, a K integralno

jezgro.

Posto ovaj operator komutira sa S - matricom mozemo

pi sati:

CS,Gn=0 <=> SB!in>=GS!in> . (3.3)

G se moze prikazati kao zbir dva clana, od kojih prvi - B -

karakterise bozon ~ bozon i -fermion - -fermion interakciju i

naziva se boze - generator (parni ) , a drugi - F - interakciju

bozon - -fermion i fermion - bozon i naziva -fermi - generator

(neparni). Odavde je:

G=B+F , (3.4)

pri cemu je:

*K***-f (3.5)
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gde SLI b i i boze odnosno -fermi operator!, koji zado/ol avaju

odgovarajuce komutacione odnosno antikomutacione reJacije

(prav.il a kanonske kvantizaci je) :

Cbt (p) ,b*j (q) 3 -Ĵ 'J" (p-q) , (3.6)

Cb,bD=Cb*,b*D=0

•C-f t (p) ,-f j ( q )> = ̂ -/(p-iq) ,

•Cf ,f > = -Cf -*-,f*3-=0 ,

Cb,- f 3 = Cb , - f *D = i:b-f-,f ] = Cb*,f*-D=0 . (3.8)

Ako uvedemo "gradirani komutator" C . . . > gde za -fermione imamo

•C . . . y , a za sluicaj bar jednog bozona C . . . 3 mozemo napisati

pravilo kanonske kvanti zaci je:

r.a,a*3- = l , (3.9)

Ca , aJ^Ca*, a^y-0.

4. ALGEBRA GENERATORA SIMETRIJE

Fs'azmotrimo sada algetaru g.?ner.*ti. ra simetrije. NeKa su

B1 i ii3 boze - generator!, tada je:

B3: ( 4 . 1 )

tak 3f5e taoze generator. Ako i skor i st i mo pravilo (3.9) l.ao i

i dfc-nti tet :
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dobi jamo

(4.3)

Za slucaj boze i -fermi generatora imamo:

F' , (4.4)

gde je

K*b=K*b*Kbb-K^*Kib , (4.5)

'••• 1> -f = K t, -r * K -r -f ~ K t, t> * K t, -r

Akp imamo dva -fermi - generatora, onda boze - generator mozemo

dobiti kao:

•CF^F^D^B3 , (4.6)

gde na osnovu (3.9) i identitetas

•Cab,c>=a-Cb,c>-Ca,c3b=aCb,c3 + -Ca,c>b , (4.7)

i mamo

Ktofc,=Kto-*-*Kit,+Kto^*KTfc, (4.8)

Komutator dva neparna -fermi - generatora ne razmatramo, jer on

nije bilinearan po cesticnim operator i ma , pa samim tim n:i. je

element algebre tj. generator simetrije.

Na osnovu prethodno navedenog mozemo prikazati strukturu

algebre kao:

CP,P]=P , (4.9)
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CP,N]=N ,

{IM,IM>=P , i

gde SLI P i N oznake za parni odnosno neparni generator

Poslednji izraz se moze napisati u obliku:

(4.10)

gde je G generator simetri je.

5. BENERATOR SUPERSIMETRIJE

Da bi odredili generator supers! metri je vratimo se na

teorem Coleman - Mandula iz kojeg mozemo zakljuciti da

generator! supersimetri je moraju bit! fermi tipa.

Razlicite vrednosti spina u istom ireducibi Inom

multipletu su moguce samo ukol i ko imamo takve simetri jske

operacije, ciji generator! zadovol javaju anti komutaci one

relacije. Videli smo da Lie - jeve grupe nisu mogle dati

ireducibilne multiplete unutar kojih ce s bit! razlicito , pa je

uveden pojam supergrupe, odnosno stvorene je teorija

supersimetri je. Pokazalo se i da se veza izmedu simetri je prostor

- vremena i unutrasnje simetri je moze uspostaviti preko

fermionskih operatora. Ovakav operator, oznace sa Q , -fermionsko

stanje prevodi u bozonsko i obrnuto, tako da imamo sledece

supers! metri jske transfer mac! je:

Q!-f>=!b> , (5. 1)

Q!b>=!-f> .

Operator Q nece bit! invar! jantan na rotaciju, jer se

bozoni i fermioni razlicito ponasaju pri rotaciji. Neka nam

unitarni operator U iz Hilbert - ovog prostora predstavlja

rotaciju kon-f iguraci onog prostora oko neke ose za "2JI . Tada za

stanje fermiona odnosno bozona vazi :
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=- , (5.2)

U!b>=!b> .

Koristeci (5.1) mofemo napisati:

UQ!b>==UQU-lU!b>==LJ!f > , (5.3)

UQIf>=UQU- lU:f>=U!b> .

Na osnavu (5.2) rnora biti;

UQU-l=-Q . (5.4)

Videli smo da Q menja znak i da nije invarijantan na
f\,

rotaciju koordinate za "2Jl. Qvakvo ponaianje vazi ne sarno kod

rotacije, vec i kod ma kakve Lorentz - trans-f ormaci je, sto znaci

da Q ne komutira sa Lorentz - transformacijama.

Medutim, Q je invari jantan na translaci jut, i ako uzmemo

operators energije - E i momenta - P koji generisu prostorno -

vremensku translaciju imamo:

CQ,E]=CQ,P]=O , <s.5>

sto znaci da je potpuno svejedno da li koordinate transliramo

pre ili posle- supersimetricne transf ormaci je.

lako komponente operatora Q - spinskog operatora nisu

hermitski operatori, antikomutator:

•CQ,Q*>=QQ*+Q*Q (5.6)

je pozitivni operator (hermitski operator sa nenegativnim

svojstvenim vrednostima) . Naime za svaki vektor ':•;> vazi :

<x ! QQ* ! x >+<x ! Q*Q I x >= ! Q* ! x > ! 3S+ ! Q ! x > ! a >0 , (5.7)

pri cemu je jednakost zadovoljena samo za !x>=0. Koristeci

operatore E i P detaljnom grupno teorijskom analizom se pokazuje
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da se -CO,Q*> maze izraziti kao linearna kombinacija ovih

operatora:

, (5.8)

gde su ot ift koef i ci jenti proporcionalnosti . Vidimo da sa deisne

strane stoje generator! prostorno - vremenske translacije, a sa

druge anti komutator generatora supersi metri jske trans-f ormaci je.

Ova veza medu njima, tj. ova relacija, zauzima centralno mesta u

teoriji supersimetri je. Ako izraz (5.8) prosumiramo po svim

generatorima supersimetri je dobijamo da je:

(5.9)

Q je spinski operator . Spin u cetvoro -

dimenzionom prostoru ima cetiri komponente znaci da totalni broj

Q-ova mora biti 4N. Tako se u teoriji uvodi pojam:

teorije N=l-supersi metri ja sa komponentama Q^,^™! , . . . ,4

teorije N-prosirena supersimetri ja sa komponentama

Q,</ ,i = l, . . . ,N .

Na osnovu relacija (5.8) i (5.9) sada imamo

" (5.10)

L-CO//' ,(D̂ /)>~E za svako i.

Definisimo sada operatore Q* i Q~ za koje vazi :

p i n n •-..̂,1 n _•) n _i_i •> n —rt i • n =O 1 (511)

gde GU prevodi bozon u fermion, a Q- obrnuto. Q* i Q- se

mogu predstaviti kao:
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GU=qb-f* , (5.12)

Q-=qb~f- ,

gde je q proisvoljna konstanta. Oba operatora zadovol javaju

uslov ni Ipotentnosti :

GU*=Q_==0 . (5.13)

Ako de-finisemo sledece operators:

Qi=Q*+Q~ , (5.14)

Imamo da je:

(5.15)

Ako je H hami 1 ton i j an sistema, uslov supersimetricnosti je

jednakost:

CH,0]=0 . (5. 16)

Mozemo naj jednostavni je ovakav hamiltonijan napisati kao:

H=Q1==Qs:==-{:Q^,Q-3- . (5.17)

Iz prethodnih relacija sledi:

•CQt ,QR]-=2^ihH , i,k=l,2 . (5.18)

CDi,H3=0 .

Na pocetku smo videli da grupu simetrija hami 1 toni jana nekog

sistema cini skup un.itarnih operatora, koji komutiraju sa njim.

U ovom si ucaju radi se o operatoru - D.
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Tako smo dobili novi vid diriamicke simetrije - supersimetri je.

Ma kraju sakljucujemo:

-pod supers!metrijom podrazumevamo:

1. takve transformacije koje prevode -fermione u bozone

obrnuto, pri cemu je H invarijantno;

2. algebra generatora supersimetrije je opisana i

antikomutacionim relacijama.

* *

Koriscenjem Lie - jeve algetare dalje ce biti prikazana

algebra supersimetrije.
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6. LIE - JEVA ALGEBRA

F're nego pocnemo govoriti o algebri u supersimetri ji

recimo nesto o Lie - jevoj algebri.

de-finicija 1:
Lie - jeva algebra je algebra u kojoj se mnozenje

(proizvod) elemenata x i y oznacava kao Cx,y3 i naziva komutator

i ima sledece osobine:

1. antisimetricnost:

Vx,yeL Cx,y3=-Cy,x3 , (6.1)

2. zadovoljava Jacobi - jev identitet:

i^x,y,z6L Cx , Cy ,z 3 3 + Cy, Cz ,x 33 + Cz , Cx ,y3 3=0 . (6.2)

de-finicija 2:
Neka je V vektorski prostor nad poljem F'i L algebra nacl

potpoljem F. Reprezentacija algebre L u vektorskom prostoru V je

homomorfizam D algetare L u skup 9f(V)-D(L) je ireducibilna ako u V

nema zajednickih invarijantnih podprostora za D(L), u suprotnom

je reducibilna.

Vratimo se sada na boze - odnosno fermi - operatore,

cije su oznake B i F i prikazimo ukratko osnovne osobine Lie -

jeve algebre. Imamo sledece komutacione relacije:

CBt,Bj3=iCij^Bn , (6.3)

/4p
y>'
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a da su c i y- strukturne konstante za ko.ie vaze us.I. ov:i. < = i m e t r i je:

C± J^- (6.4)

i uslovi koji slede is Jacob! - jevog identiteta:

(6,5)

Za razlicite komtainacije B i F operatora Jacibi — jev identitet

postaje:

J , Bj J=0 , (6.6)

pri cemu imamo:

Odgovarajuce reprezentaci je su date matri cama:

(6.7)

r(Bt)= (6.8)

r < F., > =
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gde su matricni element! dati kao:

(6.9)

Matrica ct reprezentuje Lie - jevu podalgebru B - operatora, a

matrica s* takocfe reprezentuje Lie - jevu podalgebru B

operatora (to je reprezentacija Lie - jeve podalgebre koja ne

mora biti ireducibi Ina) . ft' su numericki tenzori.

7. ALGEBRA U SUPERSIMETRIJI

U prethodna dva poglavlja smo se upoznali sa

sufpersi metricnim generator!ma Q i osnovama Lie - jeve algebre.

Jacotai - jevi identiteti, koje smo videli, povezuju osobine

fermionskog del a algebre sa bozonskim, dok teorem C - M daje

stroga ogranicenja za -fermionske generatore C 5 3.

Videli smo u poglavlju 5. da komponente operatora Q nisu

hermitski operator! ali je -CQ,Q*> hermitski operator sa

nenegativnim svojstvenim vrednostima gde vazi <x ! •CQ,Q""} ! x > >0 i

jednako nuli za ix>=0. Ako ne postoji element bozonskog podskupa

generatora tada sahtevamo da -£Q,Q*> ima odgovarajuce osobine,

tj. da je 0=0 C 5 3.

Q opste govoreci mora nositi reprezentaciju grupe bozons

ke simetrije. Ako reprezentacija Lorentz - ove grupe <j,j')

odgovara Q, tada ce -CQjQ"*"]- sadrzati reprezentaci ju (j + j ' , j + j ' ) .

Jedini bozonski generator koji je u ovakvoj reprezentaciji je ^

i njemu odgovara <j»j>» sto znaci da Q mora biti u jednoj od dve

2-di menz ionalne, tzv. -f undamentalne reprezentaci je (jj-,O) ili

(0,j) algetare Lorentz — ove grupe.

Sada cemo razmotriti odgovarajuce komutacione relacije
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izmedu bozonskih generatora i Q, kao i odgovarajuce

antikomutacione relacije izmedu Q-ova.

Uzimajuci u obzir (2.1), (2.2), (2.3) i (4.9) imamo:

•v, -,',:> x'3,-,i"̂  J = r( ̂v'^ Q̂ i. , (7.1)

gde je koriscenjem spinske notacije *?=i,2 , a i=l,...,N . Znaci

ako je Q generator simetrije, tada to mora biti i Q* , odavde

(Qrfi)"1" mora biti u kompleksno konjugovanoj reprezentaci ji i na

taj nacin je:

(7.2)

2 &*u ij&*v~ su. hermitske matrice 2x2 koje generisu dve

neekvi val entne reprezentaci je ( ~~ i®* * ((-'» 5~ * univerzalno pre-

krivajuce grupe Lorentz— grupe. Njihova eksplicitna forme je:

(7.4)

Za dato Fy imamo relacije:

CQ^i ,Fy3 = CQ^,F>3=0 . (7.5)

Znamo da je B - hermitski operator unutrasnje simetrije, Q u

opstem slucaju takode nosi neku reprezentaci ju unutrasnjih

simetricnih generatora:

,Br-3=(br.)1JQ^J , (7.6)

..su F'auli-jeve mat rice.



strana 18

CO* ,Br-3=--GH (br-) j* -

Unutrasnja grupa simetrije je kompaktna i uvek mozemo

izabrati takvu linearnu kombinaciju Q - ova koja ce dati

hermitsku reprezentaci ju matrica br-sbr-"*".

Najmanja moguca grupa unutrasnje simetrije koja deluje

netrivijalno na Q je unitarna grupa U(N), gde je N dimenzija

prostora.

Dvostruki indeks kod Q odrazava direktan proizvod

struktore grupe bozonske simetrije tako da t/ i <^ pripada

Poincare - ovoj grupi a i je unutrasnji simetricni indeks.

Posto smo razmotrili komutacione relacije, precfimo sada

na odgovarajuce anti komutacione relacije.

Najopstije rnofemo pisati:

j (7.7)

gde su 2*j i 21J linearne kombinacije generatora unutrasnje

simetrije, sa dobro definisanim osobinama i otud komutiraju sa

Pp. Poznate su kao "centralni naboj" i postoje samo za N>1,

za N^O imamo da je izraz (7.7) jednak nul i .

z±J mozemo prikazati kao:

(7.8)

Odavde za P., i M^j, imamo da je:

tzu, bilo koji']=0 . (7.9)

Na osnovu (7.6) i (7.7) sledi:

CZi j ,Br.3=(br-)1'-;zltJH-(br.) jkzik , (7.10)

a odavde na osnovut (7.8):

(br.) jhzi (7.11)
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sto znaci da Zu obuhvata neku invar ijantnu podalgebru

unutrasnje simetricne algebre. lQ,z±Jl mozemo napisati kao sumu

tQ,P3 gde je:

(br-) (7.12)

a odatle

J=0

2u se naziva centralni naboj. Kako se •CQ,Q> ne menja pri

promeni *Y i/V •, antisimetri ja £«v> podrazumeva:

tj. (7.13)

gde su iskljuceni centralni naboji za N=l. Znaci za svaki

postojeci centralni naboj moraju postojati razlicite

antisimetricne NxN matrice a1", koje su invari jantne na

unutrasnju simetricnu grupu:

(7.14)

Najmanja grupa koja nosi centralni naboj je USp (N) - kompaktna

simplekticka podgrupa LI Sp(N).

Razmotrimo jos anti komutator -CQ,Q>. Znajuci da ( 5- , 5- )

odgovara -CQ,Q*>, zakljucujemo da -CQjQ"1"} mora biti proporcionalno

sa .̂:

•t Q w i , Q< > =2 (7.15)

IMumericka konstanta sa desne strane mora biti tenzor

Lorentz-ove grupe. <*> su matrice 2x2 ili njihovi multipleti:

(7.16)

Normirali smo Q-ove tako da apsolutna vrednost faktora u

(7.15) iznosi 2 ( 6*je data), mada je mozda vise korisceno i
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prirodnije normirati na jedinicu. Znak sa desne strane je

odreden zahtevom da bi E=P0 bio strogo pozitivan operator. Za

ma koju vrednost indeksa i imamo:

O^E !Q*t !B=tr4HPH=2P0 . (7.17)*~i i

Znaci da je energija zaista strogo pozitivna za ma koji

izbor znaka.

•* * *

Upoznali smo se sa generatorima supersimetri je kao i sa

algebrom. Podsetimo se jos jednom, za dato R,, M̂ yi B̂ » imali smo

sledece komutacione relacije:

=

Q *

CQj

OdgovarajLice anti komutacione reiacije su:
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z±J=at

bi lo

Na kraju mofemo zakljuciti da u supers! metri ji postoji

na izvestan nacin "veca sloboda".

Ogranicenja koja postavlja C - M teorem sada su znatna

popustila. Za spinski naboj Q sada imamo:

CQ,Pa3=0 .

Znaci :

svaki supermul tiplet sadrzi cestice sa razlicitim

spinom all istom masom, tj. uvek moramo imati degeneraciju po

masi .

# * *

Spektri elementarnih cestica, koje danas znamo, nisu

potvrdili ovu teoriju (nije potvrdeno postojanje superpartnera)

all je ova teorija, kao matematicka teorija, nasla svoju primenu

u teoriji supergravitacije i superstringova.
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REF-REZEIMTftC I

8. REPREZENTACIJE U SUPERSIMETRIJI, PRAVILO "FERMION=BOZON"

Teorija supers!metrije radi sa skupovima polja ill

prostorom koji nosi reprezentaciju jedne od opisanih

supersimetricnih algebri (gradiranih Lie - jevih algebri).

(Reprezentacija se sastoji od linearnih operatora u nekom

vektorskom prostoru koji ima iste strukturns osobine kao i

objekti koje reprezentuje).

Razmotricemo neka opsta svojstva reprezentacija.

Kako svaka supersimetricna transformacija prevodi bozone

u termione i obrnuto, prostor reprezentacije se moze predstsviti

kao zbir bozonskog i fermionskog podprostora:

Parni elementi super algebre tj. boze generatori P.,, lvl>,vi

Br preslikavaju podprostore u same sebe, dok supersimetricni

generatori vrse presl i kavan je bozonskog potprostora u -fermionski i

obrnuto:

©.
Za date supersimetricne generatore Q i Q smo videli da je

•CQ,S>=2<5> PP, ito snaci da imamo presl i kavan je jednog tipa
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potprostora u drugi i zatim ponovo preslikavanje u prostor koji je

ekvivalentan prvom:

Q x̂ T\

Znaci da dejstvom reprezentaci je r (Fy) transl aci cmog

generatora preslikavamo odgovarajuci prostor reprezentacije u

samoga sebe.

Za multicesticna stanja:

r(Pr)=(E,p) , (8.1)

gde su E i p ukupna energija i moment za dato stanje. Za kvantna

polja 0 (x) , Pp je generator transl aci je (£> (;<)-*- 0 (x+y) i

predstavljen je kao:

U oba slucaja dejstvom P., "stepeni slobode" se ne gutae sto

znaci da bozonski i fermionski- prostor reprezentacije algebre

supersi metri je, u kojoj je **jp.l=o, imaju iste dimenzije.

Naime, iz linearne algebre je poznato da nijedna oblast

likova ne moze biti vece dimenzije od svog originala. Takode, pri

dvostrukom preslikavanju QQ+QQ ni jedna dimenzija se ne gubi.

Ovo pravilo je poznato kao "fermion-bozon pravilo".

Slucajevi kada je ova pravilo naruseno su slucaj

pridruzene reprezentaci je superalgebre, tj. ka\rJa je r(F-',,)=0 i

slucaj "nelinearne reprezentacije" kada uopste nemamo

reprezentacioni vektorski prostor i ne mozemo govoriti o

dimenzi ji.
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SLJF-EFCS I MEITF* I LJ K V^MlJ-|sJO^J MEM AN X C I

9. UVODNI POJMOVI

Do sada smo se upoznali sa osnovnim idejama supersimetri je

pa pogledajmo kako se na osnovu ove teorije mogu posmatrati neki

problem! u kvantnoj mehanici (primer LHO) . Pri torn cemo koristiti

rezultate poglavlja 5.

Govoreci o generatorima supersimetri je Q+ , Q_ (koji su

medusobno adjungovani) QI , Qa (hermitski operatori ) videli smo da

(9.1)

predstavlja uslov supersimetricnost i hami 1 toni jana, odnosno novi

vid dinarnicke simetrije, pri cernu je anti komutator

gde je i,k=l,2 (9.2)

Iz kvantne mehanike snamo da se stacionarno stanje nekog

si sterna maze opisati talasnom funkcijom ̂  , koja je svojstvena H

funkcija hami 1 toni jana. Zbog (9.1) mo:?e se <1 odabrati tako da bude

i svojstvena funkcija za QI (i H i Qt su hermitski operatori):

(9.3)

Posto je na osnovu (5.17) H=Qi3B=Qa=!, sledi

E=qa .

Medutim, posto Q2 • i

•funkcija sa Q2. Stoga

ne komutiraju, nije svojstvena
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- a . (9.5)

Tada je zbog (9.2), ispunjeno:

Qt^QiQa^-QaQ^ =-qQ1^=-q^. (9.6)

Znajuci da je CH,Qa3=0 sledi

H%=HQa^ =QS!H^=q=Q=^ = q="£ . (9.7)

Znaci ako je q/0 i E=q5B>0, na osnovu H^=q:=T, i HV^q2^

sledi dvostruka degeneraci ja energetskih nivoa E. Ovakva stanja

opisana sa "W i ?£ , koja prelaze jedno u drugo pod dejstvom Q

nazivaju se superpartneri.

Rasmotrimo sada neka svojstva parametara transf ormaci je. U

opstem slucaju varijaciju nekog operatora A mofemo predstaviti

kao:

JA~C£.B,A^ , . - <9.8)

gde je £ parametar prelaza, a B generator .prelaza. U slucaju

rotacije za neki ugao ^° , imamo operator L kao generator, pa je:

i]~ra ' (9.9)

Analogno mozemo pisati i za slucaj supersimetri je:

(9.10)

Medutim, problem se javlja kod c)i , naime sada imamo:

(9. 11)

Na koji nacin komutator Cf*,-f~] zameniti

ant i komutatorom -Cf*,-f~> pa da jednakost . bude ispunjena?

Upravo stoga parametar prelaza mora imati dva neobicna

svojstva:
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1. b£-6b=0 - komutira s bozonskim operatorima,

2. -f£ + £f=0 - anti komutira s -fermionskim operatorima.

Ako je ovo ispunjeno sledi:

£CQ,b3~ff , (9.12)

J"f ~C £ Q , f 3 = CQf -f £ Q= €Qf + g f Q= £{Q , f >~£ b ,

Pri torn £. ima sledeca svojstva*:

z
€=0 Hi C£,f> =0 . (9. 13)

10. HAMILTQNIJAN I ENERGETSKI SPEKTAR SUPERSIMETRICMOS

HARMONIJSKOG OSCILATORA

Potrazimo odgovarajuci izraz za hamiItoniJan. Polazeci od

(5.17) mofemo pisati:

H={Q*Q_> = s!(b*b-+-f*--f-)= (10. 1)

Znaci hamiltonijan mozemo predstaviti u obliku zbira

hami Itoni jana bozonskog i -fermionskog oscilatora HB i Hi-:

H = =(b-*-b-•+•-) E = ^(n +-) n =<") 1 (H"> ^)

* Algebra Grasman - a

Transfornacija feraiona je oblika: ?"=f+^f=f+£b ,gde je ?2=0. Oda tie sledi: 0=fz=(H«b)(f+fb)=f2+«,£bH,f 2b2.

Kako su prva dva clana 0 , aora i £2bz=0, a odavde e2=0 tj. {t,£}=0. Sledi, za svako i,j {£i,?j}=0.
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Interakciju izmedu taozonskih i fermionskih osci'iatara ne

uz'imamo u obzir, no i^q12, tako da su f rekvenci je ovih oscilatora

jednake, sto obesbeduje supers! metri cnost hami 1 toni jana.

U slucaju dva oscilatora u kvantnoj mehanici imamo:

(10.3)

gde za Wi=w= imamo da je Hse» invarijantno na rotaciju tj

(10.4)

gde je operator momenta:

(10.5)

Ako uvedemo:

(10.6)

tada rotacijom za ugao imamo:

(10.7)

Kazemo da L generise rotaciju u prostoru bozonskih stepeni

slobode, pri cemu je parametar prelaza ugao v .

Analogno ovome u supersimetri ji se uvodi operator Q

(supernaelektri san je) , za koji smo imali (5.12). Izrazimo L kao:

L=-i (blb^-bibl) (10.8)

odakle je:

C H B b v b a = 0 (10.9)
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pa su integral! kretanja:

(10.10)

Sada mozemo zakljuciti da operator Q generise "rotaciju" u

prostoru "bozon-f ermion" , cemu odgovara parametar prelaza £ , kao

sto L generise rotaciju u bozonskom prostoru sa dva stepena

slobode qt i qz.

Razmotri mo spektar supers! metr i cnog oscilatora. Polazeci

od (1O.2) imamo da je:

(10.11)

Znaci , da su energetski nivoi okarakterisani sa dva kvantna broja

nB i nr, tako da ga mozemo prikazati kao:

Q-

Q

E=0

si. 1 Energetski spektar supersimetricnog oscilatora
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Energija osnovnog stanja je ravna null, tj. teorija

supers!metrije nam pruza jedno sasvim nova objasnjenje nulte

energije osnovnog stanja (energije vakuuma). Energija nultih

bozonskih oscilacija je kompenzovana energijom nultih -fermionskih

oscilacija. Pored ovoga, veoma vazna karakteristika spektra je

dvostruka degeneracija svih energetskih nivoa osim osnovnog.

Interpretaci ja f errnionskog vakuuma i f ermionskih stanja

(pojam stanja ima dvostruka znacenje-kao jednocesticnostanje i kao

stanje sistema) je potpuno analogna interpretaciji bozonskih.

LJ Dirac - ovoj teoriji elektrona (fermiona) resavanjem

odgovarajuce jednacine dobijamo kao pozitivne tako i negativne

vrednosti energije. Fiksirajmo vrednosti impulsa i projekcije

spina. Neka pri torn u (x,y), x oznacava broj popunjenosti

jednocesticnih stanja sa pozitivnom energijom, a y sa negativnom.

Imamo sledeca stanja:

E>0 , E<0

(0,1) - vakuum ,

<1,1) - jednoelektronsko stanje ,

(0,0) - jednopozitronsko stanje ,

(1,0) - e--e*-par .

Medutim, ovakvo predstavljanje stanja povlaci nesimetriju

relativnog naelektrisanja pri prelazu (translaciji) elektrona u

pozitron i obrnuto. Qbicno se na osnovu iskustva uvodi

naelektrisanje, takvo da vakuumu odgovara nulto naelektrisanje.

Dirac - ova teorija se ne moze primeniti na boze - cestice

(protone, neutrons), a pored -fermiona sada su prisutni i bozoni.

Videli smo da je:

EB~nE.+j- n»=0, 1 ,. . . ,-=0 , (10.12)

E p - n r — r i p r = 0 , l ,
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gde stt:

(10.13)

Ako uzmemo w*=l , hami 1 toni jane rnozemo predstavi ti u ob l iku :

(10.14)

cime se direktno odrazavaju razlicite statistike fermiona i

bozona.

Posmatrajmo sada ponovo stanja al i ne okarakterisana

znakom energije (ill npr. naelektrisan jem) , vec sada za svako

(x,y) x i y oznacavaju broj popunjenosti elektronskih t. j.

bozonskih stanja:

(0,0) - vakuum ,

(1.0) - jednoelektronska stanja ,

(0,1) - jednopoz i tronska stanja ,

(1.1) - e--e*-par .

Energi ja vakuma za - fermionska stanja je nega t ivna , dok je

za bozone pozit ivna. IMj ihov im ukl jutci van jem u jedinstvenu teorijti

automat ski sledi nul ta energija vakuuma.
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11. SUPERSIMETRICNA KVANTNA MEHANIKA

U prethodnom poglavlju prilikom, razmatran ja

supersimetricnog oscilatora nismo uzeli u obzir uzajamno dejstva.

Sada cerno pokusati da ga uvedemo, a da pri torn supers! metricna

struktuira ostane ocuvana. Kako je hamiltonijan oblikas

H=GUQ_+Q_GU , (11.1)

gde operator! Cu poseduju svojstvo ni Ipotentnosti GU^O, sledi:

(11.2)

Q+H=0+Q+Q_Q* .

Qdavde je:

[H,GU.3=0 (11.3)

i analogno

CH,Q-]=0 .

Neka je B* proisvoljna -funkcija bosonskih operatora,

operators Gu mosemo israziti kao:

Q*=B-(b-,b'+-)f* , (11.4)

Na ovaj nacin hamiltonijan ostaje super si metri can , a pri

torn se pruza mogucnost ukljucivanja uzajamnog dejstva . mectu

bozonima i -fermionima. Ukl juci van jem uzajamnog dejstva medu

bozonima i fermionima, hamiltonijan prestaje biti dijagonalan u

reprezentaci ji bozonskih stanja (bozonskog broja popun jenosti ) , te

svojstvena stanja hami 1 toni jana ne karakterisu broj bozona.

Zapravo, pravilnije je reci da se transf ormaci jama u

supers! metri j i prevode bozonska stanja u fermionska i obrnuto.
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U supersimetricnoj kvantnoj mehanici ovakva podela stanja na

bozonska i -fermionska se shvata uslovno. Beneratori

super si metr i jske trans-f ormaci je menjaju spin na + y zavisno da li

se radi o prelazima bozonskih stanja LI -fermionskci ili obrnuto.

Funkciju stanja, znajuci da je np-=0,l mozemo predstaviti

kao dvokomponentnu:

7? = (11.5)

gde '* odgovara nR=l , a ^ nr=0.

Fermionske operatore kreacije i anihilacije predstavljamo

kao Pauli - jeve matrices

(11.6)

Uvedimo hermitske operatore B* i B"

(11.7)

def inisimo:

(11.8)

Qi i Qa anti komutiraju i Qis:=Q3

komutacionih relacija B» i Bss-

potpuno nezavisno oc:l
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H mozemo prikazati kao:

(11.9)

H je kvadratno po impulsima - p, B ima vid:

B*=4c+ip+W(x> J , (11.10)

gde je W ( x ) p ro i zvo l jna - f u n k c i j a koordinate x . Za supers! metr ic ni

oscilator W ( x ) = x i B*=b*.
**~~ t

Ako ovo zamenimo u (11.9) dobijamo hamiltonijan u

supers! metricnoj kvantnoj mehanici - Witten - a C 6 3:

H=^IIp:2+W^(x) + <23W' (x) 3 , (11.11)

gde clan W=(x) karakterise dejsvo "bozon - bozon", a <^3W'(x)

"bozon - -fermion". Ovu funkciju W(x) nazivamo superpotenci jal :i.

obic.no se izrazava kao W(x)=V'(x), gde je izbor V(x) uslovljen

formal izmom. Za slucaj harmonijskog oscilatora imamo da je:

W(x)=x , ' (11.12)

odavde je W(x)a=x=: , a

W ' (x ) =const .

sto znaci da je dejstvo (interakci ja) izmedu bozona i fermiona

i ski j uc en a.

Dobijeni hamiltonijan u supers! metricnoj kvantnoj

mehanici karakterise kako interakciju medu bozonima, tako i medu

bozonima i fermionima. Zahvaljujuci supersimetri ji ham! 1 ton! jan

mozemo predstaviti kao skup dva jednodimenziona hami 1 ton! jana:

^ (x)±W (x) 3 , (11.13)

koji za proizvoljnu -funkciju W(x) imaju jednak spektar.

Vec smo videli da je spektar dvostruka degenerisan za sve

nivoe cija je energija veca od 0, dak za osnovno stanje
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degeneracija ne postoji.

U poglavlju 10. smo videli da je energija osnovnog stanja

harmonijskog oscilatora jednaka null. MecJutim, postavlja se

pitanje da 1i to i dalje vazi kada se ukljuci uzajamno dejstvo

izmedu bozona i fermiona.

Da bi smo razmotrili ovaj problem vratimo se na (11.9) i

prikaz'imo H u matricnom obliku:

, ,,1.14)

gde je hU=B~B* i H-^B^B" i dejstvuju u prostoru jednokomponentnih

funkcija. Qdredivanje stanja sa energijom E=0 svodi se na

resavanje jednacina:

H*"V=0 ili H-V-0 , (11.15)

sto je ekvivalentno sa:

B-+-T=0 i 1 i B-?=0 , (11.16)

jer je i iz H*T=0 i H-'V'=0

0=<yiB*B-!V>>=iB-!Y>!S8 . (11.17)

Zamen JLijuci (11.10) u (11.16) imamao:

( 7- tW)y.*=0 . (11. 18)
a* ~

Resavanjem dobijamo:

_ w < « - > = » » • . (11.19)

Kvantno-mehanicka stanja su opisana normiranim (kavatratno

integrabiInim) funkcijama. Potreban (ne i dovoljan) uslov da
"V • /̂funkcija T (x) bude normirana je da i za x—v + *<* i za x—•--«-=>)»(:•;)

tezi nuli. Razmotrimo ponasanje *̂ - i Y~ za x—«-±~=> . Posto ew —̂ - 0

samo za x—*•- •«» dobi jamo dve mogucnosti :
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ako

ako

onda

onda

r.

r.

, r_—o , (ii.20)

* — o .

Prema tome najvise jedna od funkcija 'X'-,. moze biti

normirana. Kafemo da sapravo ni jedna ne mo£e biti normirana, jer

su gornje dve mogucnosti inkompatibiIne.

Zavisno od znaka W(x), tialovi (11.20) dobijaju prostiji

oblik. Ako je na primer W(x)=x (supersimetricni oscilator), tj.

W(x) menja snak kad x -•• + *« i pri torn W(x) rie tesi null , jedan od

dva navedena uslova ce biti ispunjen. Potpuno nesavisno od oblika

W(x), energija osnovnog stanja bi bila £0=0. Za ovakav slucaj

supersimetrija je ocuvana i superpotencijal se maze graficki

pri kazati kao:
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si .

Ako je oblik W(x) takav da ne menja znak, reel mo W(x)-x = ,

kad x -» j^»°tada ni jedan od oba navedena usl ova (11.20) ne maze

biti i spun jen. Za ovaj sluicaj energija osnovnog stanja je E0>0, a

superpotencijal mofemo graficki prikazati kao:

si. 3
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Za ovakav oblik superpotenci jal a W(x) imamo spontano

" n ar usa van je super si met ri je.

Na kraju mofemo zakl juciti da uslovi (11.20) predstavl jaju

globalne uslove na supersimetri ju, jer njena narusenost ne zavisi

ad malih deformacija superpotenci jal a vec iskljucivo od ponasanja

u ± °° . To matematicki znaci da postoji homotopska invari jantnost

de-formaciju superpotenci jal a W(x) .

Pogledajmo sada sledeci primer.

PRIMER:

Nek a je:

W<a,x)=athx ,

gde je a>0 .

Znaci W(a,x) menja znak kad x— -t~» . Izraze za H.+. mozemo

predstaviti kao:

a. (a -

Uvedimo smenu at=a-l, tada je:

a ? f ?
H*(a)=H-(ai) + — - —- .

Razmotrirno sada "osnovno stanje". Ako je ai>0 za H-(ax)

imamo stanje nulte energije, dok za H*(a) dobijamo:

E - -
1

Na ovaj nacin dobili smo dva stanja hami 1 toni jana E;0~0

i Ei. Ako bi uveli smenu an=ar,-i-l=a-n , pri cemu je ari>0, dobijaxmo

ceo spektar pri cemu je energija n-tog stanja:

~



a potencijal
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n=l,2,

U (a, x ) =-

koji se razlikuje od potencijala u H_(a) za aditivnu konstantu
<rz— — , energija n-tog stanja je oblika:

Na ovaj nacin smo videli kako se cak i us pomoc

elementarnog racuna za dati super potencijal rnofe odrediti

energetski spektar. Ova je bio jedan od najjednostsvnijih

slucaja odredivanja spektra (iz Schrodinger - ovih jednacina)

primenom supersimetrije.

13. SPONTANO NARUSENJE SUPERSIMETRIJE

Na kraju recimo nesto o spontanom narusenju

supersi metri je. Vec smo rekli kako ponasanje W < x ) Lit ice na

narusenje supersimetrije.

Za ma koji tip simetrije, kojoj odgovara generator

transformacije R, iz CH,R]=0 sledi invarijantnost hami1tonijana.

LJkoliko je si metri ja ocuvana, osnovno stanje ostaje invarijantno

R!0>=0. Za supersimetriju smo imali:

(13.1)

H!0>=QSi!!0>=0

Hedutim ukoliko je

ill Q*!0>/0 (13.2)
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2a ma koje Q imamo narusenje supers!metrije.

Znaci supersimetrija je spontano narusena ukoliko

energija vakuuma nije tacno nula.



v i: i :z .PS y< ii „.::]!" y n S±T ip» IK:

U Dvom radu predstavijene su :i. deje na kojima pocii va

supers:), met. r :i. ja , kako :i. zasto je uopste ova teori ja Lived en a,,

Uva t. eorija prva razitiatra vezu :i. zmedu bozona :i. fermiona

o v d e s u p r e d s t a v I j e n e o p s t e k a r a k t e r i s t i k e a I g e b r e i

reprez entac :i. j e u super si mstri j i „ U VI glavi smo videii jednu od

p r" :i m e n a s u p e r s i m e t. r :i j e u k v a n t n o j m e h a n :i. c :i. ,, Ana 1 a q n o d r u. q i m

v :i. ci a v o m a s .1. rn e t r :i. j e :i. o v d e j e u s i a v s u p e r s i m e t r :i. c n o s t. i

h a HI i 1 i; o n i j a n a d a t :i. z r a z o m

Takode pod odredenim usiovima dolazi do spantanog narusavanja

supersimetr ij e„

S a: r i a t e o r • i j a s u p e r s i m e t r i j e j e inn o g o k a m p 1 e k s n i j a :i. ova j

r a;::! j e t e k p r v i k o i'" a k u u p D z n a v a n j u s a n j o m „

B e z o b z :i. r a n a s v e s p e k u 1 a c i j e o k o o v e t e o r :i. . j e ,, o n a . j e

prva p r u z i I a novi put shvat.ari.ia :;. povezivanja kvantn:i. h objekata

superqravi tac i je. Eimatra se da bi ova teori ja mogl a ukazati na

m o q u c;: n o s t. :i. o b. j e d i n. j e n j a s v a c e t. i r i 1.1 p a :i. n t e r a k c i j e (. 1 a k e ,

si a be,, e 1 ektromagrietrie i qravi tac:::i. one) „

F'ojava supers:!, metr :i. je p i'" o s:!. r i I a je nase p red stave o

si metr i .1 :i. f:i. z:i. ckih si s tern a,, Ide.ie i met. odi ove teorije pronikli

su u stat :i. st :i. cku i nuk.1. earnu -f:!. z i ku , kvantnu mehaniku i dovel i

d o p o. j a v e n o v :i. h m ate m a t :i. c k :i. h t e o r i j a,,
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L_ I T IE Ft *=» "T LJ Ft *=>
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