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Irx LISV EI LT E SSLIEE RS T FME TR I .JE

1. POCECI

Supersimetrija predstavlia jedan potpuno nov vicl
simetrije fizridkog sistema. Po definiciji, to je simetrija
izmedu bozona i fermiona. Do pojave supersimetrije, bozoni i
fermioni su smatrami za cdestice koje imaju  potpuno razliditu
prirodu, bez ikakve vere medu njima. Medutim, ova nova teoriija
je uspela da objedini ova dva naizgled potpuno razlifita
asveta.

Vratimo se na pocdetak i pogledajmo kako su se uppéte
javile prve ideje o supersimetriiji. Kada govorimo o simetriji ne
mislimo samo na geometrijske ved i na ostale - unutrasnje -
simetrije.

Grupu simetrija hamiltonijana nekog fizickog sistema
€ini  skup svih unitarnih opreratora koji komutiraju SA

hamiltonijanom sistema:
UHU*=H (1.1)
CU,HI=O

Skup svih ovakvih operatora &ini grupu simetrije hamiltonijana,
a grupu simetrije svih fizidkih sistema predstavl] ja Foincare—ova
rupa 17 ( postul at w] relativistickoj invarijantnosti ) .
Unitarne reprezentacije Foincare - ove grupe su razlofive, pa se
nalaze odgovarajude unitarne ireducibilne reprezentacijeﬁmﬂ koje
s okarakterisane sa dva indeksa (mys). Indeks m odgovara masi i
rnaziva se jos i indeks orbite, pri tom je m 3 O , a drugi indeks
odgovara SOLNW. Flasifikaci jom unitarnih ireducibilnih
reprezentaci ja dobili bismo klasifikaciju razlicitih
elementarnih fizicdkih sistema tj. elementarnih cdestica i to samo

ako ne bi imali unutragnju simetri ju. Medutim, na osnovu osobina
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poznatih  destica pretpostavljeno je postojanje unutragniin
gimetrija. Ove teorije su dobile kasni je eksperimental nu
potvrdu. Cilj kome tefi teorija supersimetrije Jje jedinstven

opis fermiona i bozona.

2. COLLEMAN - MANDULA -“NO GO" TEOREM

Uzmimo sada da je [ podgrupa neke vece Lie — jeve grupe
i razmotrimo jedan od najjacdih teorema u Fizici elementarnih
Cestica. Colleman-Mandula teorem:Lie-jeva grupa simetrije fizi-
ckog sistema je uvek direktni proizvod Poincare—-ove grupe i neke
konaéno dimenzionalne kompaktne grupe. Ovaj teorem apriori
dozvol java samo .takve simetrijske transformacije kojima je
odgovarala Lie - jeva grupa sa realnim parametrima. BRilo je
potpuno  nemogude drugadije netrivijalno sjediniti simetriju
prostor -  vremena sa unutrasnjom simetrijom, a iz toga
proizilazi, da svaki ireducibilni multiplet grupe simetrije ne
moie sadrfati Cestice sa razliditom masom ili spinom.
Da b1 smo se uverili u to razmotridemo Lie-jevu algebru
grupe simetrije, kojla je dozvoljena.
Generatore po C - M teoremu cine cetiri momenta PF
{generatori translacija), sest Lorentz - ovih generatora Muw 1
izvestan broj hermitskih generatora unutragnje simetrije B,..

Algebra FPoincare — ove grupe je:
EPﬁ,H,J=O ’ 2.1)
EPP,wﬁ&Jzi(»¢%,~&¢@ )
T I p,ﬂg&Jml(%@ﬂ,;~zmﬂkg~zqmbﬁ+2“Mp;] .
Za grupu unutradgénje simetrije vadis
LB, ,Ewl=iCrutBe . (2.2

Za ukupnu Lie-jevu grupu, posto je ova po C-M teoremu proizvodlli

grupe unutrasnjie simetrije imamo:
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EBr,Pr3=EBP,va]=O . (2.73%)
kazimir - ovi operatori Foincare - ove grupe (ije razlidite
svojstvene viradnosti prebrojavaju razlidite ireducibilne
reprezentaci je Foincare-ove grupe) su:

P2=PHPP y (2.4)
szHNH .
gde je

w,.;=,!_€"”’f"":7; M (R..Ei?

vektor Fauli - Lubanskog. W2 je generalisani spinski operator,

a F# operator mase. Za Cesticu mase razlicdite od O je u

celom sopstvenom referentnom sistemus:

PV=(m’D’O’O) , (Z2.6)
pa Jje

WE=—m=| = i p#=m= (2.7
gde je

Lf(L1=ME@,Ln:M31,L3=M13) (2.8

angularni moment.

Iz (2.73) je:
LB ,FP=}=0 , (2.9

[E. ,W=1=0 .

Fada je m=0 imamo

W, =P (2.10)
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gde je A ceo ili polucen broj i

FRap==(0 (2.11)

tako da je

1=0 (2.12)

[BP,PV]=EBP,WP

Odavde se vidi da u  svakom multipletu destice moraju
imati isto m i s.

Frema tome, grupa simetrije &iji e ireducibilni
multipleti sadrfavati destice koje imaju razliditu masu ili spin
ne mofe biti direktni proizvod M i unutradnie grupe. Svi
pokusaji da se takva grupa nade medu Lie -  jevim grupama su
propali, a C - M teoremom je konacdno pokazano da je to i
nemoqude.

Ovde je demonstriran C—M teorem (bexz dokaza), kao i

- s .
odgovarajude posledice.

70 - tih godina javlja se ideja o supersimetriji od
strane Gol ‘fand - a i Likhtman - a L 27, kasnije Volkov - a i
Akulov - a [ T 1, a 1973, J. Wess i B. Zumino [ 4 1 daju model

interakcije dve cdestice sa razlicitim s (51=1/2 i s==0), koje su
pri tom bile sadrfane u istom multipletu, d&ime je prvi put
uspostavl jena veza jedinstven opis fermiona i bozona.

Za ovakav korak bilo je potrebno napustiti pretpostaviu
o Lie - jevim ‘grupama kao grupama simetri je 1 uvesti

supersimetri ju.
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3. GENERATOR SIMETRIJE

Generatorom simetrije nazivamo onaj operator w Hilbert -
ovom prostoru koji komutira sa § - matricom, tj. ostavlia fiziku
nepromenjenom, a zamenjuje ulazno ili izlazno  karakteristicéno
stanje drugim.

Ovakav operator se u opstem slufaju pradstavl ja kao:
G——«/Z d*pd®ga (F)Ky . (5, M ay(§ ‘ 3.1

ili korigdenjem simbola * kaos

G=a~>#l*xa (3.2

gde su a* i a kreacioni i anihilacioni operatori, a K integralno
Jjezgro.

Fosto ovai operator komutira sa S 2 - matricom moZemo

plisati:

[S,61=0 S SGIinH=G81in> . (3.3
G se mofe prikazati kao zbir dva ¢lana, od kojih prvi - B -
karakteride bozon - bozon i fermion - fermion interakci ju i
naziva sme boze -~ generator (parni), a drugi - F - interakciiu

bozon - fermion i fermion - bozon i naziva fermi - generator

(neparni). Odavde je:
G=R+F (%, 4)

pri demu je:

B %ty ¥D+f %k o %, 3.5
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F=F**H,b*b+b**wb,*4 ’
gde su b i f bore odnosno fermi operatori, koji rado-ol avaju
. I4 .
odgovarajuce KkKomutacione odnosno antikomutacionsa rel aci je
(pravila kanonske kvantizaci je):

, . s
Eb;(ﬁ),ﬁ:(Q)]héyar(p*q) , (5. &)

[b,bl=[b*, b+]1=0

3
(5)}=4§wf<5~a) . (5. 7)

[b,fI=Lb,f*I=[b*,f1=[b*,f+1=0 . 3.8)
Ako uvedemo "gradirani komutator" [...> gde =za fermione imamo
{eeud 4, & za sludaj bar jednog bozona [...1 mofemo napisati
pravilo kanonske kvantizacije:

[a,a*}= I.9)

La,al=La*,a*)=0,

4. ALGEBRA GENERATORA SIMETRIJE

Hazmotrimo sada algebru goenerit.ra simetriie. Neza su

B i ¥ bore ~ generatori, tada je:
LB B=]=R= Gt 1)

takade boze generator. Ako iskoristimo pravilo - (3.9 Fao i

identitet:

[ab,c]xatb,c]+[a,c]b:a(b,r)~{a,c}b y G, )



strana 8

dobi jamo
LY 2 2 Lt
Fob=Kon #nn =K *Ko e ’ (4.7)
Ir) o 2 L2 K
}:"""f:l':'.f -f'*l{:-f-f—l':-.ff*}:c.f *

Za slucaj boze i fermi generatora imamo:

[F* B=]l=F= , (4.4)
gde je
Kot o=Fap *Kon =t s ¥ hn (4.5)
Ko e =KL e ¥KF KOk y .
Ako imamo dva fermi - generatora, onda boze - generator mofemo

dobiti kao:
{F1 F=}=R= (4.6)

k]

gde na osnovu (3.9) i identiteta:

{ab,cr=alb,cl~[a,clb=alb,cl+{a,cib , (4.7)
imamo
Ko =k ¥ p i ¥ e (4.8)

3 ! -2 2 -1
Feemt pp¥bp e+l e n® e .

Fomutator dva neparna fermi — generatora ne razmatramo, Jjer on
nije bilinearan po festidnim operatorima, pa samim tim nije
element algebre tj. generator simetrije.

Na osnovu prethodno navedenog moZemo prikazati strukturu

algebre kao:

LF,FI1=F , (4.9)
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[F,NI=N .,

gde su F 1 N oznake =za parni odnosno neparni generator.

Foslednji izraz se mofe napisati u obliku:
[G*,G=3=6= , (4.10)

gde je 6 generator simetrije.

S. GENERATOR SUPERSIMETRIJE

Da bi odredili generator supersimetrije vratimo se na
teorem Coleman - Mandula iz kojeg mofemo rakl juciti da
generatori supersimetrije moraju biti fermi tipa.

Razlicite vrednosti spina u istom ireducibilnom
multipletu su moguée samo ukoliko imamo takve simetrijske
operacije, ¢iji generatori zadovol javaju antikomutacione
relaci je. Videli smo da Lie — jeve grupe nisu mogle dati
ireducibilne multiplete unutar kojih de s biti razlidito , pa je
uveden pojam supergrupe, - adnosno stvorene Jje teorija
supersimetri je.FPokazalo se i da se vera izmedu simetrije prostor
-  vremena i unutragnije simetrije mofe uspostaviti preko
fermionskih operatora. Ovakav operator, oznacde sa @ , fermionsko
stanje prevodi u bozonsko i  obrnuto, takeo da imamo sledede

supersimetrijske transformacije:

Operator @ nede biti invarijantan na rotaciiju, Jjer se
bozoni i fermioni razlicdito ponasaju pri rotaciji. Neka nam
unitarni operator U iz Hilbert -~ ovog prostora predstavlja
rotaciju konfiguracionog prostora oko neke ose za 22*. Tada =za

stanje fermiona odnosno bozona vafi:
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Foristedi (5.1) mofemo napisati:
URibx=URU—*U b=l f > y (5.73)
UG f ==URQU=*J! f>=U'b> .

Na osnovu (S.2) mora biti:
ugu—*=- (5.4

Videli smo da @ menja znak i da nije invarijantan na

.o . (A - . v
rotaciju koordinate za 2/. Ovakvo ponasanje vazi ne samo kod
rotacije, ved i kod ma kakve Lorentz - transformaci je, s$to znacdi
da @ ne komutira sa Lorentz - transformaci jama.

Medutim, B je invarijantan na translaciju, i ako uzmemo
operatore energije -~ E i momenta — P koji generigéu prostorno -

vremensku translaciju imamo:

[e,El=C[Q,FI1=0 |, (5.5
to znadi da je potpuno svejedno da 1i koordinate transliramo
pre ili posle supersimetricdne transformacije.

Iako komponente operatora @ - spinskog operatora nisu
hermitski operatori, antikomutator:

LG, G+ 3 =00%+0+0Q (5.6)

je pozitivni operator (hermitski operator sa nenegativnim

svojstvenim vrednostima). Naime za svalki vektor iur vaZi:

ﬁx:QQ*!x}+{x:Q*QIH}=5Q*:N}5=+iQ§x}:2}O ’ (5.7)

w . . . . - s g
pri cemu je jednakost zadovolijena samo za Py =0, Foristeci

operatore E i F detal jnom grupno teorijskom analizom se pokazuje
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da se {0,0%) mose izraziti kao linearna kombinacija ovih

operatoras
{Q;Q*}=xEﬁeP , (5.8)
gde su i3 koeficijenti Proporcionalnosti. Vidimo da sa desne
-strane stoje generatori prostorno - vremenske translaci je, a sa
druge antikomutator generatora supersimetrijske transformaci je.
Ova vera medu njima, tj. ova relacija, zauzima centralno mesto u
teoriji supersimetrije. Ako izraz (5.8) prosumiramo po  svim
generatorima supersimetrije dobi jamo da je:

LiQ,B+3~E (5.9)

@

Q je spinski operator . Spin u cetvoro -
dimenzionom prostoru ima cdetiri komponente znadi da totalni broj
(-ova mora biti 4N. Tako se u teoriji uvodi pojam:

teorije N=l-gupersimetrija sa komponentama @,,’=1,...,4
teorije N-prosirena supersimetrija sa komponentama
Qgi,i=1,...,N .

Na osnovu relacija (5.8) i (5.9) sada imamo
(04 00 =01 4 (LE+BP) (5.10)
4
£~c@,¢, L@ ) ~E za svako i.

Definisimo sada operatore Q. i Q. za kdje vazis
Cetinemyner~ing=1,np+ls, Np=0,1,... $ Ne=0,1 (5.11)
Qelinm,ne>~ing+l ,ne—15,

gde C. prevodi bozon u fermion, a Q- obrnuto. G+ i - se

mogu predstaviti kao:
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Be=gb=f* (5.12)
Q-=gb*f~

gde je q proizvoljina konstanta. Oba operatora zadovol javaju
uslov nilpotentnostis

QuZ=Q_==0 , (5.173)
Ako definidemo sledede operatore:

Q1 =Qw+B (5.14)

Qe=-i (Q.-0-) .

Imamo da je:

Ako je H hamiltonijan sistema, uslov supersimetricnosti je

jednakost:
[(H,@1=0 ., (5.16)
MoZemo najjednostavnije ovakav hamiltonijan napisati kao:
H=al==a=?={@*,a*} . (3.17)
Iz prethodnih relacija sledi:
{04, Bn?=251 wH , i k=1,2 : (5.18)
LGy ,HI=0O .
Na pocetku smo videli da grupu  simetrija hamiltonijana nekog

sigtema ¢ini skup unitarnih operatora, koji komutiraju sa njim.

U ovom slucaju radi se o operatoru — Q.
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Tako smo dobili movi vid dinamicdke simetrije - supersimetrije.
Na kraju zakl juéujemo:
~pod supersimetrijom podrazumevamos

1. takve transformacije koje prevode fermione u bozone
obrnuto, pri cemu je H invarijantno;

2. algebra generatora supersimetrije je opisana i
antikomutacionim relaci jama.,

Foriddenjem Lie - jeve algebre dal je de biti prikazana
algebra supersimetrije.
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IV ALGEERS

6. LIE - JEVA ALGEBRA

Fre nego poénemo govoriti o algebri  u supersimetri ji
recimo nedto o Lie - jevoj algebri.

‘definicija 1:
Lie - jeva algebra je algebra u kojoj se mnoZen je
(proizvod) elemenata x i y oznacava kao Lyyl i naziva komutator

1 ima sledede osobine:

1. antigsimetricdnosts:

¥, vel Exyyl==Ly,x1 , (6.1)
2. zadovol java Jacobi - Jev identitet:
Vx,y,zel LxyLy,233+Ly,Lz,x11+0z,[x,y]l=0 . (6.2)

definicija 2: A

Neka je V vektorski prostor nad poljem F’i L algebra nad
potpol jem F. Reprezentaci ja algebre L u vektorskom prostoru V je
homomorfizam D algebre L w skupt;ﬂVﬁD(L) je ireducibilna ako u V
nema zajednickih invarijantnih podprostora za D(L), u suprotnom
je reducibilna. '

Vratimo se sada na boze - odnosno  fermi - operatore,
Cije su oznake B i F i prikaZimo ukratko osnovne osobine Lie -

jeve algebre. Imamo sledede komutacione relacije:
[B‘ ’B_’]:iC*JkBk v . (Lo 3

[.'F,‘ ,E‘i ]:5.41/5% y
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{F +Fn )~=7‘:</_‘,1E11 '

ade su ¢ o1 y strukturne k r3r‘151£arﬂ:&x ra kote vaie uslovi simetri je:
Cigh=—c & ’ (6.4)
)%4¢=224i

i uslovi koji slede iz Jacobi - Jjevog identiteta:

CLG*,623,653+LL6%,6%),623+[[6G,51},6%1=0 . (6.5

Za razlicdite kombinacije B i F operatora Jacibi ~ jev identitet

postaje:
[EB;,B,J,Bk]+EEB,,Bk],B,J+[EBM,B,J,BJJ=O ’ (6. 6)
LCF« 4Bil,ByI+00By B41,F, 1+LLB,,F, 1,8, 1=0 ,

E{E(,53},31]+C{E%,Bi},ﬁlJ+E{Bi,E<},€3J=O ’

CLFe 3Fa 33 Fp I+0LE, ,Fy 3 ,F 140LF, ,F 3,E, 1=0 ,
pri cdemu imamo:
Jy /) ’ .
(521 Vgt + (s )/f g —)’,/f(ci)w:u ) (6.7)

Y o L S
Yop Spi ¥ Yoy sui + N S50 =0 .

- Odgovarajude reprezentacije su date matricama:

(I. e : ey
By )= (6.8
sl )
o Z
F, »=
r(F, r o ,
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gde su matricni elementi dati kao:

(c;),"-=ic_,;,'*- ’ (&H.9)

(e = psa’

N P
fbtb =Bua ,

4
(Z-()o‘ =G,.

Matrica c¢i: reprezentuje Lie - jevu  podalgebru B - operatora, a
matrica s, takode reprezentuje Lie - jevu podalgebru B -
operatora (to je reprezentacija Lie - jeve podalgebre koja ne

C . L s v .
mora biti ireducibilna). )&4 su numericki tenzori.

7. ALBEBRA U SUPERSIMETRIJI

U prethodna dva poglavl ja SMo bse upoznali Sa
supersimetridcnim generatorima € i osnovama Lie - jeve algebre.
Jacobi - jevi identiteti, koje smo videli, povezuju osabine
termionskog dela algebre sa bozonskim, dok teorem C - M daje
stroga ogranidenja za fermionske generatore [ 5 1.

Videli smo u poglavlju 5. da komponente operatora £ nisu
hermitski operatori ali 'je 10,0 hermitski operator: sa
nenegativnim svojstvenim vrednostima gde vazi <xi{@,Q*3ix: O i
jednako nuli za !x»=0. Ako ne postoji element bozonskog podskupa
generatora tada zahtevamo da {Q,0*) ima odgovarajude osobine,
ti. da je Q=0 [ 5 1,

@ opste govoredi mora nositi reprezentaci ju grupe bozons
ke simetrije. Ako reprezentaci ja Lorentz - ove grupe (3,3°)
odgovara @, tada de 1@,0%3 sadriati reprezentaciju (i+3° ", 0+3°) .
Jedini bozonski generator koji je u ovakvo] reprezentaciji je E,
i njemu odgovara (f,f), €to znadi da @ mora biti u jednoj od dve
2-dimenzionalne, tzv. fundamentalne reprerentaci je (j—ﬂ)) 111
(O,f) algebre Lorentz - ove grupe.

Sada demo razmotriti odgovarajude komutacione relacije
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izmedu bozonskih generatora i i, kao i odgovarajude
antikomutacione relacije izmedu G-ova.

Uzimajuéi u obzir (2.0, (2.2, (2.3) i (4.9) imamos

. / 3

LQ.(:. ,M/(b.]:;(&//p)’( & 1 9 (7. 1)

=7 1=t

- A
EQJ ,M/,,:l-'-";@/', (&/rw)x' ¥

gde je korigdenjem spinske notaci je «=1,2 , a i=1l,...,N . Znaci
ako je @ generator simetrije, tada to mora biti i €%, gdavde
(Llea)™* mora biti u kompleksno konjugovanoj reprezentaciji i na
taj nacdin je:

—_ i
(Qg;)*=aj . : (7.2)
/ — ] . . .
;*%ﬁvljé%v* sSUW hermitske matrice 2% 2 koje generisu dve
. . . -4 . .
neekvivalentne reprezentaci je ( 2 1M 1 (0, 3 ) univerzalno pre-

krivajude grupe Lorentz-—-grupe. Njihova eksplicitna forme je:
02 3
= & (7.7%)
!S_.

é !
L gz_

’ (7.4)

Za dato PP,imamD relacije:
EQJI ,F'H]-‘—-E(—j} -,F:'r.:]";(:) . (7.5)

inamo da je B - hermitski operator unutrasgnje simetrije, 0 u
opstem sludaju takode nosi neku  reprezentaciju  unutrasnjih

simetricdnih generatora:

L@xs yBeI=(br)y 40wy, (7.8)

*’é,,,su Fauli-jeve matrice.
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Unutrasnja grupa simetrije je kompaktna i uvek mofemo
izabrati takvu linearnu kombinaciju 6 -~ ogva koja de dati
hermitsku reprezentaci ju matrica b=, ",

Naimanja moguda grupa unutrasnje simetrije koja delujie
netrivijalno na @ je unitarna grupa UN), gde je N dimenzija
prostora.

Dvostruki indeks kod @ odrafava direktan prolzvod
struktore grupe bozonske simetrije tako da » i o pripada
Foincare - ovoj grupi a i je unutrasnji simetridni indeks.

FosSto smo razmotrili komutacione relaci je, predimo sada
na odgovarajude antikomutacione relacije.

Najopstije mofemo pisati:

L0 ey .,C-;!/“}=2 E.ysZa._i M (7.7
{-},ﬁg3=—2 ATE

gde su z,y i z*4 lipnearne kombinaci je generatora unutrasnje
simetrije, sa dobro definisanim osobinama i otud komutiraju sa
PH. Foznate su kao “centralni naboj" 1 postoje samo za N*1,
za N=0 imamo da je izraz (7.7) Jednak nuli.

T1y moZemo prikazati kao:

Zia=ay 4" B~ . (7.8
Odavde za PP I Muy imamo da je:

Lzsy, bilo kojil=0 . : (7.9
Na osnovu (7.6) i (7.7) sledi:

[24 3, BrI= (b, b2 g 4+ (br) s%24 0 (7.10)

a odavde na osnovu (7.8):

[Zi_j y S "J:Elp;]_r-(b,—) 1k2p;4+é\|..;1r'(br-)_-jkzi X 3 (7.11)
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- W
sto znadi da =z,5; obuhvata neku invari jantnu podalgebru
unutrasnje simetridne algebre. [0,z,.,] mofemo napisati kao sumu

EQ,PrJ gde je:

a1 37 (D) =0 , (7.12)
a odatle

LO,z4 3]=02, 4422 1=0 .

213 S naziva centralni naboj. Kako se (8,07 ne menja pri

promeni ¢ iﬁy', antisimetrija &4 podrazumeva:
T4 3= 44 ti. Ay 4" =—-a 44" 3 (7.13%)

gde su iskljudeni centralni naboji za N=1. Znadi za svaki
postojedi centralni naboj motraju postojati razlicite
antisimetricéne NxN matrice a, koje su  invarijantne na

unutrasnju simetridnu grupu:
(b")*”ah_,"'+(b‘)_,“a,,k"=0 . (7.14)

Naimanja grupa koja nosi centralni naboj je USp(N) - kompaktna
simplekticka podgrupa u Sp(N).
~ . .4 c 4
Razmotrimo jog antikomutator {Q,0}. Znajudi da (é—,;)

odgovara {G,0%}, zakljucdujemo da {0,0*%} mora biti proporcionalno

sa PV:
(B ,003=2d72"  F (7.15)
w1 g lig ST /i g T
Numericka konstanta sa desne strane mor a biti tenzor

Lorentz-ove grupe. & su matrice 2x2 ili njihovi multipletis:
/’ —p
& =(1,8) . (7.16)

Normirali smo G-ove tako da apsolutna vrednost faktora u

. ., . . v LW ) . w4 .
(7.15) iznosi 2 (4“je data), mada je mofda vise korisdeno i
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prirodnije normirati na jedinicu. Znak sa desne strane Jje
odreden zahtevom da bi E=Fs bio strogo pozitivan operator. Za

ma koju vrednost indeksa 1 imamo:

o
O¢L 1By | B=trarPL=2F, . (7.17)

LAl

Znaci da je energi ja zaista strogo pozitivna za ma koji

izbor znaka.

Upoznali smo se sa generatorima supersimetrije kao i sa

algebrom. Fodsetimo se jos jednom, za dato a, P%ﬁ Ba imali smo

sledede komutacione relacije:
LPu, Py 1=0
LFL,Mepl=i (7, Fo = Zuefe )
LMo s Mesd=i (70e My, = JveMue =Zus Mup + JusMug )
[Br ,Bul=iCruwtBe | |
[BP,PV]=EBF,M/MJ=O ’
Eaxi,PP]=Eé},PP]=0 y
IZG!u,M/n,J=2"(é/,v)fQ/u ;

~ s A
[O}',M/a:):]:"'_z ;'b (é/v),j 3

[Q,{; ,B,—]':'(b.—-) ;JQJJ L[]
tﬁ;,a,1=~@3(b,)‘4 .

Odgovarajuée antikomutacione relacije su:



strana 21

. - - s .
{Bla B3 3=z 572

al/é P,J ]
(B, Bpa3=2 Eopz 4 a=a, "B
R oA B TTFS Cua Ty g, S i 4TAg -y
S Clde Sz £ oo d d - = (o 3
LDJ "C!/_;" ._6-(/3.'. 9 .;1"'*(‘:.1_1)*

L2ay, bilokojil=0 .

Na kraju mofemo zakljucfiti da u supersimetriji postoji
na izvestan nadin "veda sloboda".

Ogranicenja koja postavlija C - M teorem sada su znatno
popustila. Za spinski naboj @ sada imamo:

[O,W=1#0

?
[Q,FP2]1=0 .

Znaci:
svaki supermultiplet sadrZi cestice sa razlicitim

spinom ali istom masom, tj. uvek moramo imati degeneraciju po
masi .

Spektri elementarnih cdestica, koje danas zZnamo, nisu
potvrdili ovu teoriju (nije potvrdeno postojanje superpartnera)
ali je ova teorija, kao matematicka teorija, nadla svoju P i menu

u teoriji supergravitacije i superstringova.
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8. REPREZENTACIJE U SUPERSIMETRIJI, PRAVILO “FERMION=EQOZON"

Teorija supersimetrije radi sa skupovima polja ili

prostorom koji nosi reprezentaci ju Jedne od opisanih
supersimetricnihn algebri (gradiranih Lie - jevih algebri).
(Reprezentacija se sastoji od linearnih operatora u nekom

vektorskom prostoru koji ima iste strukturne osobine kao i
objekti koje reprezentuje).

Razmotriéemo neka opgta svojstva reprezentacija.

Fako svaka supersimetridna transformaci ja prevodi borxone
u termione i obrnuto, prostor reprezentaci je se mofe predstsviti

kao zbir bozonskog i fermionskog podprostora:

prostor

reprecent. = +

Farni elementi super algebre tj. boze generatori PF’ Myl

B preslikavaju podprostore u same sebe, dok supersimetricni

generatori vrée preslikavanje bozonskog potprostora u fermionski i

obrnuto:

e 08

Za date supersimetriéne generatore @ i @ smo videli da
{Q,03=22% rF

o gto znadi da imamo preslikavanje Jjednog tipa
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potprostora u drugi i zatim ponovo preslikavanje u prostor koji je

ekvivalentan prvom:

O-O-@

Znaci da dejstvom reprezentaci je r(PH) translacionog
generatora preslikavamo odgovarajudi prostor reprezentaci je u
samoga sebe.

Za multicdesticdna stanja:

F PR =(E,B) , (8.1

gde su E i p ukupna enargija i moment za dato stanje. Za kvantna
pol ja (5(x), PF Je generator translaci je Qﬁ(x)ﬁ— {(3+y) i

bredstavljen Je kao:
r‘(}-",.)=19,_, .

U oba sludaja dejstvom F'lM "stepeni slobode" se ne gube $to
znadi da bozonski i fermionski. prostor reprezentacije algebre
supersimetrije, u kojoj je ébfPﬁ=0, imaju iste dimenzije.

Naime, iz linearne algebre je poznato da nijedna oblast
likova ne mofe biti vede dimenzije od svog originala. Takode, pri
dvostrukom preslikavanju 00+00 ni jedna dimenzija se ne gubi.

Ovo pravilo je poznato kao "fermion—~bozon pravilo".

Slucajevi kada Jje ovo pravilo naruseno su slucaj
pridrufene reprezentacije superalgebre, tj. kada je r(Pr):Q i
slucaj "nelinearnea reprezentaci je" kada uopste nemamo
reprezentacioni vektorski prostor i ne moz emo govoriti (]

dimenziji.
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VI O SUFERSIMETRIJAS U EVARNTNOIT MEHOSN LY

9. UVODNI POJMOVI

Do sada smo se upoznali sa osnovhnim idejama supersimetrije
pa pogledajmo kako se na osnovu ove teorije mogu posmatrati neki

problemi w kvantnoj mehanici (primer LHO). Pri tom demo koristiti
rezultate poglavlja 5.

Govoredi o generatorima supersimetrije Qw, 0O~ (koji  su
medusobno adjungovani) By, B= (hermitski operatori) videli smo da

(O ,HI=0 . (9.1)

predstavl ja uslov supersimetridnosti hamiltonijana, odnosno novi

vid dinamicke simetrije, pri demu je antikomutator
{04 ,0.3=20,uH , gde je i,k=1,2 (9.2)
Iz kvantne mehanike znamo da se stacionarno stanje nekag
sistema moie opisati talasnom funkcijom % , koja Jje svojstvena H
tunkcija hamiltonijana. Zbog (9.1) mofe se ¥ odabrati tako da bude
i svojstvena funkcija za B (i Hi @y su hermitski operatori):
H¥%=E%, (9.7)

C‘;%=q 7;1

Fosto je na osnovu (5.17) H=0,%=0a%, sledi:

H'V;=q2'y,, (9.4
E=q#® |,
Medutim, posto Gz - i G: ne komutiraju, 3@ nije svojstvena

funkcija za (Q=z. Stoga
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%::G!z'y; .

(5. 5)

Tada je zbog (9.2), ispunjencos:

Q1% =0:0=¥ =-020,% =-q0, ¥ =-q %. (9.6)
cInajudi da je [H,0x1=0 sledi
HY =HE=Y =0zH ¥ =q=0=% =q=Y . (9.7)

Znaci ako je qf0 i E=q=:0, na osnovu HY, =g=% i HY%=q=%
sledi dvostruka degeneracija energetskih nivoa E. 0Ovakva stanja
opisana sa % i %% , koja prelare jedno uw drugo pod dejstvom @
nazivaju se superpartneri.

Razmotrimo sada neka svojstva parametara transformacije. U
opstem sludaju varijaciju nekog operatora A mofemo predstaviti

kao:
OA~LEB,AT . . (9. 8)

gde Jje € parametar prelaza, a B generator prelaza. U sludaju

rotacije za neki ugao ¥ , imamo operator L kao genarator, pa je:
JDqi~[YL,q,1~rqz , . (9.9)
J q=~L¥L,q=Il~Yq: .
Analogno mofemo pisati i za sludaj supersimetrije:
O b* [EQa ,b* I=[Eb—F* ,b* 1= EF+[b™ b 1=FF+ . (9. 10)
Medutim, problem se javlja kod J?, naime sada imamo:
Jfﬁ~tea+,+~J=t55*+*,+~J=eb~t+*;+—1¢ab . (9.11)
Na koii nadéin komutator R ' Sl | zameniti
antikomutatorom {f+,f~} pa da jednakost . bude ispunjena?

Upravo stoga parametar prelaza mora imati dva neobidna

svojstvasr
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l. bé-€Eb=0 - komutira s bozonskim operatorima,

2o fE+EF=0 - antikomutira s termionskim operatorima.

Ako Jje ovo ispunjeno sledi:
Jb~[£Q,bJ=EQb—b£Q=£Qb~Ebu=£[u,b]~ff ’ (7.12)

JF~L€0, 1= €0F—F£O=EQF+E40= €40, £3~£ b

]

Fri tom & ima slededa svojistva*:

=()

2
€=0 ili <(€,€

[

. (9.17%)

10. HAMILTONIJAN I ENERGETSKI SPEKTAR SUFERSIMETRICNOG
'HARMONIJSKOG OSCILATORA

Fotrafimo odgovarajudi izraz za hamiltonijan. Folazedi od
(5.17) mofemo pisati:

H={Q+«, 0= (b*b~+f* ¥ )= (10, 1)
-y R e ! = - — _’. oo
=q (b b+;)+q f "¢ "‘2)'—-H5+HF -

Znaci hamiltonijan mofemo predstaviti o obliku zbira
hamiltonijana bozonskog i fermionskog oscilatora He i He:
/

4
He=q=(b¥b™+;) ,En=q= (Np+;) yNe=0,1,...,

5 . (10.2)

He=g= (£ *£~=5) JEr=q=(np—3) ,np=0,1 .

.

* Algebra Grasman - a )
Transfornacija feraiona je oblika: f=f+Sf=f+cb \gde je F2=0. Oda tle sledi: 0=FZ=(F+eb) (f+eb)=f24(, eb}+ & 202

Kako su prva dva Clana 0 , mora i €20?=0, a odavde ¢€2=0 tj. {E,E)=b. Sledl, za svako 1,j {¢,€,3=0,
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Interakciju izmedu bozonskih i fermionskih oscilatora ne
ufimamo uw obzir, no w=Q=, tako da su frekvencije ovih oscilatora
jednake, Sto obezbeduje supersimetricdnost hamiltonijana.

U slucaju dva oscilatora u kvantnoj mehamnici imamo:

! ] ’ - - —a =n = - e

H'»_,E.=5(p 1EHpa®hwn T oy FHwnF =), (10,3
gde za wi=wwn imamo da je Hzw invarijantno na rotaciju tj.

LHze,L1=0 , (10.4)

gde Jje operator momenta:

L=gip=—Q=p1 . (10,5

Ako uvedemo:

Og=qs+ige , (10. &)

tada rotacijom za ugao imamo:
q—-et*q . (10.7)
KaZemo da L generidge rotaciju u prostoru bozonskih stepeni
slobode, pri cdemu je parametar prelaza ugao ¥.
Analogno ovome u  supersimetriji se uvodi operator @
(supernaelektrisanje), za koji smo imali (5.12). Izrazimo L kao:
=-i (bibZ-bkbi) , (10.8)
odakle je:

[Hzs,bibzi=0 , (10.9)

EHza, b;;-b';. J=0 N
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pa su integrali kretanja:
L+=b1+b;_-* y (10.10)
L.—:bz*bl“' a

Sada mofiemo zakljuditi da operator B generise “rotaciju" u
prostoru "bozon-fermion", demu odgovara parametar prelaza é , kao
gto L generide rotaciju uw bozonskom prostoru  sa dva stepena
slobode qi: i q=. - )

Razmotrimo spektar supersimetricnog oscilatora. Folaredi

od (10.2) imamo da je:
E"‘c e EWnptne) , (10.11)
n;:--—-'-(:),]. y ng_-.-”—‘U.,l,..., .

Znaci, da su energetski nivoi okarakterisani sa dva kvantna broja
'Ns i Nne, tako da ga mofemo prikazati kao:

- CI-..
MNe=3 ' nuz‘?
G-
Ng=2 ( Nne=1
Ng=] Nm=0
nB:C) __________________ \E=O
Ne=0 MNe=1
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Energija osnovnog stanja je ravna nuliy, ti. teorija
supersimetrije nam prufa jedno sasvim novo objasnjenje nulte
energlije osnovnog stanja (energije vakuuma). Energijia nultih
bozonskih oscilacija je kompenzovana enarglijom nultih AFfermionskih
oscilacija. Pored ovoga, veoma vaina karakteristika spektra je
dvostruka degeneracija svih energetskih nivoa osim osnovnog.

Interpretaci ja fermionskog vakuuma i fermionskih stanja
(pojam stanja ima dvostruka znacenje—~kao jednodesticdnostanie i kao
stanje sistema) je potpuno analogna interpretaciji bozonskih.

U Dirac - ovoj teoriji elektrona (fermiona) resavan jem
odgovarajuée jednacdine dobijamo kao pozitivne tako 1 negativne
vrednosti energije. Fiksirajmo vrednosti impulsa 1 projekcije
spina. Neka pri tom u (x,y), x oznafava broj popunjenosti
jednocesticnih stanja sa pozitivnom energijom, a y sa negativnom.

Imamo slededa stanja:

ExQ , E«<0O
(O, 1) - vakuum ,
(1,1) - jédnoelektronsko stanje ,
(0,0) - Jednopozitronsko stanje ,
(1,0) - e —a*—par .

Medutim, ovakvo predstavl janje stanja poviadi nesimetriju
relativnog naelektrisanja pri prelazu (translaciji) elektrona u
pozitron 1 obrnuto. Obidno se na osnovu iskustva uvodi
naelektrisanje, takvo da vakuumu odgovara nulto naelektrisanje.
Dirac — ova teorija se ne mofe primeniti na boze -~ destice
(protone, neutrone), a pored fermiona sada su prisutni i bozoni.

Videli smo da je:

7/

Em~npt 5 Ne=04,1,...,00, (10. 15

’ .
EF-'"I"IF“‘ :2‘ nr'“—"'(.), 1 ¥
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gde sus

4
Hs~b*b‘+5 ) (10.173)

He~frf—e L
" 2

Ako uzmemo w=1, hamiltonijane mofemo predstaviti u obliku:

H5='({b+, -3, (10.14)

cime se direktno odraZavaju razlidite statistike fermiona i
bozona.

Fosmatrajmo sada ponovo stanja ali ne okarakterisana
Znakom energije (ili npr. naelektrisanjem), ved sada =za svako
(yy) x4y oznacavaju  broj popunjenosti elektronskih ti.

bozonskih stanja:

(3,0) - vakuum

(1,0) - jednoelektronska stanja '
) (O, 1) - Jednopozitronska stanja '

(1,1 - e —aY-par .

Energija vakuma za fermionska stanja je negativrna, dok je
Za bozone pozitivna. Njihovim ukljucdivanjem u jedinstvenu teoriju

automatski sledi nulta energl ja vakuuma.
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11. SUPERSIMETRICNA KVANTNA MEHANIKA

u prethodnom poglavl ju prilikom, Frazmatranja
supersimetricnog oscilatora nismo uzeli u obzir uzajamno dejstvo.

" 4 o . . . .ow
Sada cemo pokusati da ga uvedaemo, a da pri  tom supersimetridna

struktura ostane ofuvana. Eako je hamiltonijan oblikas
H=Q Qe+ OB, (11.1)
gde operatori €. poseduju svojstvo nilpotentnosti 0.%=0, sledi:
HE v =0 QB+, (11.H

Q+H=(:)+Q+G!—G!+ -

Udavde je:

LH, G 1=0 (11.735)
i analogno

EH, G 1=0

Neka je B proizvmfjna funkcija boronskih operatora,
operatore O. mozemo izraziti kao:

Qe=B~ (b~ yb*)f™+ , (11.4)

G_=E*(b~,b*) £~ .

Na ovaj nacdin hamiltonijan ostaje supersimetridan, a pri
tom se prufa mogudénost ukljudivanja uzajamnog dejstva medu
bozonima 1 fermionima. Ukllyéivanjem uzajamnog delistva medu
bozonima i fermionima, hamiltonijan prestaje biti dijagonalan
reprezentaci ji bozonskih stanja (bozonskog broja popunjenosti), te
svojstvena stanja hamiltonijana ne karakterisu broj bozona.
Zapravo, pravilnije Jje redci da s transtormaci jama (N

supersimetriji prevode bozonska stanja uw  fermionska 1 obrruto.
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U supersimetricnoj kvantnog mehanici ovakva podela stanja na
bozonska i fermionska se shvata uslovino. Generatori
supersimetrijske transformacije menjaju spin na i;? ravisno da 1li
se radi o prelazima bozonskih stanja u fermionska ili obrrnuto.
Funkci ju stanja, zrnajudi da je Ne=0,1 moZemo predstaviti

kao dvokomponentnu:

f;z___/yff/ | (11.5)

gde 36 odgovara ne=1, a % MNpe=0,

Fermionske operatore kreacije i anihilacije predstavl jamo

kao Fauli - jeve matrice:
+ o .
tr=¢ =/, ] (11.4)
- oo .
f"=3=(.ra .
Uvedimo hermitske operatore B* i B™:
"+=E‘1+iBz , (11.7)
B'—':Bl"iBz -
definidimo:
Gy =CetB=B,8, +Ba 2, (11.8)
Q=i (Qa—Gl.) =B, 8, ~Ba 3, .
B3 i Bz antikomutiraju i (G*=Rx% , potpuno nezavisno od

komutacionih relacija By i Bao.



strana 234

H mofemo prikazati kao:

H=7 (B~ ,B~3+ [B-,B"1¢, . (11.9)
H Je kvadratno po impulsima -~ p, B ima vid:
Btﬁé'$ip+W(x)] , (11.10)

gde je W(x) proizvoljna funkcija koordinate %. Za supersimetridni
oscilator W)=y i Bo=ph=*,
Ako ovo zamenimo W (11.%) dobi jamo hamiltoni jan u

supersimetrid¢noi kvantnoj mehanici - Witten - al & J:

{ . - . :
H=ZLp2+W= GO+ 40 GO 1, (11.113
gde clan W® (%) karakterise dejsvo "bozon -~ bozon", a S WG
"bozon - fermion". Ovu funkciju W(x) nazivamo superpotenci jal i
obic¢no se izrafava kao W)=V’ (), gde Je izbor V() uslovljen

tormalizmom. Za slucaj harmonijskog oscilatora imamo da je:

W) =5 BN ERE-S

w'(x)=con5t.

gto znadi da je dejstvo (interakcija) izmedu bozona i fermiona
iskljucena. '

Dobi jeni hamiltoni jan u supersimetridnoj kEvantno j
mehanici karakterige kako interakciju medu bozonima, tako 1 medu
bozonima i fermionima. Zahval jujudi supersimetriji hamiltonijan

moZemo predstaviti kao skup dva jednodimenziona hamiltonijana:
He=3Dp=+W= G W’ )1, ' (11.17%)
koji za proizvolinu funkciju W) imaju jednak spektar.

Veé smo videli da je spektar dvostruka degenerisan za sve

nivoe cija je energija veda od O, dok za osnovho stanje



strana 34

degeneraci ja ne postoji.

U poglavlju 10. smo videli da Je energija osnovnog stanmja
harmonijskog oscilatora jednaka nuli. Medutim, poétavlja ==
pitanje da li to i dalje vafi kada se ukljudi urzajamno dejstvo
izmedu bozona i fermiona.

Da bi smo razmotrili ovaj problem vratimo se na (11.9) i

prikagimo H u matridnom obliku:

+
- Hz(g Q) , (11.14)

gde je He=RB"B* i H_=R*B~ i deijstvuiu u prostoru Jjednokomponentnih
tunkcija. Odredivanje stania sa enerqgi jom E=0 svodi se MNé
resavanje jednacina:

HoT=0  i1i H-Y=0 , (11.1%)
sto je ekvivalentno sa:

E*¥=0 i1i EBF=0 , . (11.16)
jer je i iz HoY¥=0 i H ¥=0

O=YiB+E~ VY=g~ Y512 ., (11.17)

Zamenjujudi (11.10) u (11.16) imamao:

( 5f?w)7+=o . (11.18)
ﬂ/-\' —
Resavanjem dobijamo:
Y
yr_:c:et!wtn‘)dn' - (11.19)
Evantno-mehanicka stanja su opilsana normirarnim (kavatratno
integrabilnim) funkcijama. Fotreban (ne 1 dovoljan) uslov da

funkci ja rY(x bude normirana je da i za x—+ 22 | za x_~—-o<;Yh(
tefi nuli. Razmotrimo ponasanje %% i 7 za xewseo . Fodto e —— O

. . ra .
BAMO za H—=—-edobi jamo dve mogudénosti:
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X

ako gw(x‘)dx‘———+-+a«= onda 1V+——»a¢, V=0 y (11.20m
° X w3 ¥ axa
x

ako jw(x‘)dx’———>-oe onda Vﬂ_——>x% V-0 .

Frema tome najviée Jjedna od funkcija ’V: moze biti
normirana. KaZemo da zapravo ni jedna ne mofe biti naormirana, jer
su gornje dve mogudénosti inkompatibilne.

Zavisno od znaka W(x), uslovi (11.20) dobijaju prostiji
oblik. Ako je na primer W(x)=u (supersimetricdni oscilator), tj.
W) menja znak kad o ~+e=i pri tom W) ne tefi nuli , jedan od
dva navedena uslova ce biti ispunjen. Fotpuno neravisno od oblika
W, energija osnovnog stanja bi bila Eo=0. Za ovakav slucaj
supersimetri ja je oduvana i superpotenci jal se mofe grafidki

prikazati kao:

Wi
I
Wix)
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takav da ne menja znak, recimo W(x)=

Ako je oblik W(x
(11.20) ne mofe

kad » - +etada ni jedan od oba navedena uslova
biti ispunjen. Za ovaj slufaj energija osnovinog stanja je EgxQ, &
superpotenci jal mofemo grafidki prikazati kao:

W)’

Wwir)
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Za ovakav oblik superpotencijala WG imamo  spontano
‘narusavanje supersimetrije.

Na kraju mofemo zakljuditi da uslovi (11.70) predstavl jaju
globalne uslove na supersimetriju, jer njena narusenost ne ravisi
od malih deformacija superpotencijala ved iskliudivo od ponasan ja
u oo |, To matematidki znadi da postolii homotopska invarijantnost
deformaci ju superpotenci jala Wx) .

Fogledaimo sada slededi primer.
PRIMER:
Neka je:
Wla,)=athx ,
gde je ax0 .

Znacdi W(a,x) menja znak kad #—wteo lzraze za H, mozZemo
predstaviti kao:
. Voo . B B -
He(a) =5 Lp=+W= () —W () d=7Lp? ——~~“~~Jk~3~,

L aca-+45 . a2
H+(d)—2Lp —_—ZZE——J+Z .

Uvedimo smenu a,=a-1l, tada je:

.4? ’2
H...(a)=H-.(a1)+;—z~' .

Razmotrimo sada "osnovno stanje". Ako je a1 »0 za He(ay)

imamo stanje nulte energije, dok za H.(a) dobijamo:

t2a,?
Ey= L.
Z
Na ovaj nacin dobili smo dva stanja bamiltonijana £ =)

i Ei. Ako Dbi uveli smenu amTam-i1—l=a-n, pri. cemu je a.r 0, dobijamo

ceo spektar pri cdemu je energija n-tog stanja:

- - .. I n - - T
tn=jL(aﬂ—a1*J+(a1*~az*)+...+(am_1*~an*)J



Enz_""— p) n=1,2,..-

a potencijal

ARy )
U(a,:-:)=-—74~,k— .

koji se razlikuje od potencijala u H_(a) =za aditivnu Ekonstantu

2
—-j? y Energija n—-tog stanja je oblika:
E oo la -1 %
™ ’, 'z =

Na ovaj nadin smo videli kako se dak i uz  pomod
elementarnog racuna ra dati super potencijal mofe odrediti
energetski  spektar. Ovo je bio jedan od "najijednostavni jih
slucdaja odredivanja spektra (iz Schrddinger -  ovih jednadina)

primenom supersimetrije.

13. SPONTAND NARUSENJE SUPERSIMETRIJE

Na kraju recimo nesto (] spontanom narusenju
supersimetrije. Ved smo rekli kako ponasanje W) utice na
narusenje supersimetrije.

Za ma koji tip simetrije, kojoj odgovara generator
transtormaci je R, iz [H,RI=0 sledi invarijantnost hamiltoni jana.
Ukoliko. je simetrija ofuvana, osnovno stanje ostaje invarijantno

RiOHX=0. Za supersimetriju smo imali:
[H,R1=0 (13.1)
HIOX=Q2]0r=0 .,

Medutim ukolikg je

GO0 ili B 0 #0 (13.7)
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Ta ma koje @ imamo narugenje supersimetri je.
Znaci supersimetrija je spontano narusena ukoliko
energija vakuuma nije tadno nula.
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