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Predgovor

Pored mehanickih, elektriénih i magnetnih svojstava, supstancije se odlikuju i poseb-
nim optickim osobinama. Nauka o materijalima definige specifiéna elementarna pobudje-
nja u kondenzovanom stanju — eksitone, kao nosioce dielektri¢nih, optickih (apsorpcija,
disperzija svetlosti, luminescencija), fotoelektri¢nih i drugih karakteristika (uglavnom)
molekulskih kristala.

Savremena nauka istrazuje moguénost npojacavanja” odredjenih (potrebnmih) i ,prigu-
Sivanje” drugih (nepotrebnih) fizickih osobina. U tu svrhu su posebno ispitivani niskodi-
menzioni kristalni sistemi (ultratanki filmovi, superresetke,te kvantne Zice i tacke).

Danasnji razvoj tehnike i tehnologije omoguéava pravljenje ovakvih kvantnih sistema,
ekperimentalni rezultati su prisutni i merna oprema mo#e da ih prati, ali se u domenu
teorijskih razmatranja (modelovanja i analitickog resavanja) veoma se malo uradilo.

Najveca poteskoéa je upravo u slabo i neadekvatno primenljivom matemati¢kom apa-
ratu. U ovom radu se pokazuje da se metode diferencnog raéuna uz odgovarajuéu podrsku
numerickih proracuna mogu uspes$no primeniti na iznalazenje zakona disperzije Frenkelo-
vih eksitona u molekulskim filmovima sa slozenom kristalnom resetkom.

Ovaj diplomski rad je uradjen pod mentorstvom prof. dr Jovana Setrajéica.

Novi Sad, 20.04.2005.
Jasmina Rodié
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1 Uvod

Interes za izu¢avanjem eksitonskog podsistema javio se zbog ¢injenice da su upravo ek-
sitoni odgovorni za dielektricna, optitka (apsorpcija, disperzija svetlosti, luminescencija),
fotoelektri¢na i druga svojstva kristala. Prou¢avanje ponasanja eksitona u kristalnim
sistemima kulminiralo je otkriéem lasera.

Poslednjih godina veoma su intenzivna teorijska istrazivanja kvazidvodimenzionih ek-
sitonskih sistema (nanostrukture), naroéito tankih filmova', ne samo zbog fundamentalne
informacije o dielektri¢nim osobinama materijala, ve¢ i zbog njihove siroke praktiéne
primene (nanoelektronika, i optoelektronika). Posebnost ovih struktura ogleda se u tome
Sto prisustvo grani¢nih povrsina i pojava specijalnih perturbacionih uslova na tim grani-
cama dovode do izmenjenih osobina ovih materijala i specificnih pojava u odnosu na
odgovarajuée masivne uzorke.

U ovom radu analiziran je uticaj prisustva granica film-strukture slozene kristalne
gradje na energetski spektar eksitona (eksitonski zakon disperzije). Posebna paznja
posveéena je pojavi lokalizovanih eksitonskih stanja. Dobijeni rezultati poredjeni su sa
odgovarajuéim rezultatima za idealne beskonaéne kristale, da bi se na osnovu toga uocile
najbitnije razlike ova dva sistema.

Pomenuta analiza vréena je korid¢enjem metoda dvovremenskih temperaturski zavisnih
Grinovih funkcija?, koji se danas veoma cesto koristi u kvantnoj teoriji ¢vrstog stanja.
Zahvaljujuéi ugradjenoj statistici, taj metod se uspesno primenjuje kod izraCunavanja
kako mikroskopskih, tako i makroskopskih, ravnoteznih i neravnoteznih svojstava kristala.
Primenjeni metod je odabran zbog pogodnosti koje nam nudi definicija polova Grinovih
funkcija3.

Ovde je najpre vriena analiza idealnih beskonaénih kristalnih struktura sa slozenom
reSetkom (sastavljena je od dve podreSetke), a zatim isti metod primenjen na film-struk-
ture sa odgovarajuéom resetkom.

1Rilmovi predstavljaju beskonaéne strukture u svim kristalnim ravnima, paralelnim dvema graniénim
povrsima, koje su normalne na jedan prioritetan pravac, duz koga je posmatrani sistem ogranicéen.

2Postoje i drugi metodi pomoéu kojih se ovaj problem moze tretirati: metod Hajzenbergovih jednaéina
kretanja, metod malih perturbacija, metod talasnih funkcija, i sl.

3Realni delovi polova Grinovih funkcija definisu energije elementarnih ekscitacija (pobudjenja) koje
se javljaju u sistemu (odakle se dobija njihov zakon disperzije), dok su imaginarni delovi pro
reciproénim vrednostima vremena Zivota tih ekscitacija. %o’,\

7

3

,{,‘\\PHP
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2 Eksitoni u kristalu sa podresetkom

U razmatranju svojstava eksitonskog podsistema u bimolekulskim kristalima, polazi se
od modela idealnog beskonaénog kubnog molekulskog kristala sa standardnim eksitonskim
hamiltonijanom koji u konfiguracionom prostoru ima oblik:

H=H0+2AﬁP,;rPﬁ*-ZXﬁmP;Pm-i'ZYﬁmPrirPﬁP%Prﬁ, (2.1)

i, 7,7
gde su P7 i P; - kreacioni i anihilacioni operatori eksitona na &voru 7 kristalne resetke.
Veli¢ina Ay - predstavlja energiju eksitona lokalizovanog na é&voru i, a veli¢ine KXam 1
Y s - su matriéni elementi eksitonskog transfera sa ¢vora 7 na ¢vor m.

2.1 Grinove funkcije sistema

Svojstva posmatranog eksitonskog sistema analizira¢emo pomocu komutatorske pauli-

onske Grinove funkcije: o
Fan(t) = ((Pa(t) | PE(O)) = ©() ([Pa(t) , PE(D))), (2:2)
koja zadovoljava jednacinu kretanja:
ih % Tanlt) = h50) ([Palt), P3(O)]) + (23)

+ O@)([Pa(t), H] P£(0) - PL(0)[Pa(t), H]) .
Koriséenjem komutatorskih relacija za Pauli-operatore:
[Pa, PE] = (1- 2P Ps) Sam;  [Pa, Pa] = |Pf PE]=0; P2= (P,:j)2 =0, (24)
dobijamo:
i % Tan(t) = ih(t)5am (1 — 2P P)) + Fy (2.5)

gde su:

Fa=O[Kn PAO]) = SR Ka=(Pit) H] = oK) . (26)

i=0 i=0
Pokaza¢emo postupak izraunavanja gornjih veli¢ina za, naprimer, ¢ = 2 (ostali &lanovi
sume dobijaju se analognim racunanjem).

Ky(R) = [P,-,(t),}:XEl-PngJ =Y X [Pﬁ, Pg] Pr=
i AT

ZX,;,L(l — 2Pﬁ+Pﬁ) 8- Pr= ZXm~(1 - ngpﬁ) Pr.
i [

Na osnovu toga ra¢unamo:
) =3 Xa0() ([P PE])-

Fii) = e [Z Xz (1~ 2P} Py) Py B3 (0)
r I
= A[PIPPLPR]) = 3 X Tin(t) - 230 X T,

; ;

Do Al
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gde je Tom(t) = ((PF (t)Pa(t)P{t) | P%(0)))~ paulionska Grinova funkcija viseg reda.
Zamenom izra¢unatih veli¢ina u (2.5) konaéno dobijamo Jednatinu kretanja za paulionsku
Grinovu funkciju:

d
ih = Tan(t) = ih8(t)dma (1 - 2(P{ Px)) + Ag Tam(t) + (2.7)
+ ) X Tin(®) =23 Xor Toia (t) + 2) Yy Ta(t) -
U r r

Osnovnu teskoéu teorije eksitona predstavlja ¢injenica da Pauli-operatori P+ i P nisy
ni Boze ni Fermi operatori, nego nekakav hibrid jednih i drugih sa kinematikom (2.4),
koja je za jedan &vor fermionska, a za razlicite évorove bozonska. Za precizne analize ek-
sitonskih sistema, koje obuhvataju efekte medjueksitonske interakcije nije dovoljno samo
zameniti Pauli-operatore sa Boze-operatorima. Zbog toga se u hamiltonijanu (2.1), Pauli-
operatori zamenjuju svojim egzaktnim bozonskim reprezentima:

1

= (=2) +Vu% + o (72" ]
P= Uz_;(iTI)/)!(B)BJB; P=B+UZ=%(§TI)/)!(B)B ;

P+P — i %(B+)V+IBV+1 ) (2.8)

v=0
Paulionske Grinove funkcije iz jednacine (2.7) mogu se izraziti preko odgovarajuéih
bozonskih Grinovih funkcija na osnovu aproksimativnih izraza koji slede iz (2.8):

P~B-B*BB; P*x~B*_pB*B*RB ;, P*P~B*B- B*B*BB. (2.9)
Na taj nacin dobijamo:

Fan(t) = ((Pa(t) | PE(0)) =
((Ba(t) | BZ(0))) — ({Ba(t) | B£(0)B(0)Ba(0))) — (2.10)
((BZ (8)Ba(t) Ba(t) | BE(0)) + (B3 (t)Ba(t) Ba(t) | B%(0)B3(0)Ba(0)))

Dekuplovanjem visih Grinovih funkcija pomoéu poznatih Boze-komutacionih relacija:
Be Bt = 6: (B, B = [Bf,B}] =0, (2.11)
clanovi u izrazu (2.10) postaju:
- prvi ¢lan
((Ba(t) | Bz(0))) = Gam(t) (2.12)
gde je Gium(t) retardovana Grinova funkcija,
~ drugi ¢lan
((Ba(t) | BZ(0)B;(0)Bx(0)) = ©(t){[Bs, BBLBa)) = (2.13)
= O(t) (((5ﬁm + B;;Bﬁ) B}Bg) — (B$B$Bm3ﬁ)) = 2Gm(t)No
gde N predstavlja koncetraciju eksitona:

MNo = (B*B) = %Z ( Mo B)/0 _ 1)“1 , (2.14)

-
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- tredi ¢lan
(B3 (t)Bx(t) Ba(t) | B5(0))) = 2Gaa(t)NG , (2.15)
- Cetvrti ¢lan
(B3 () Bx(t)Ba(t) | B (0)B%(0)B(0))) = 2Ran(2) Gaa(t), (2.16)
gde je R;(t) avansovana Grinova funkcija:

Ran(t) = ((BE () | Ba(0)) . (2.17)

Kada izraze (2.12), (2.13), (2.15) i (2.16) zamenimo u izraz (2.10) dobijamo konagan izraz
za paulionsku Grinovu funkciju izrazenu preko bozonskih Grinovih funkcija:

Tam(t) = (1 — 4 No) Giua(t) + 2R (£)G2,5(t) + O(N?) . (2.18)

Za paulionske Grinove funkcije viseg reda (7;45) na levoj strani Grinove funkcije prosto
zamenimo Pauli operatore sa, Boze-operatorima, a na desnoj strani se izvrsi aproksimacija
(2.9). Na taj nagin sledi:

Tare = (PF@)Ps(t)Py(t) | PF(0))) = (B (t)Ba(t) Bg(t) | BF (0))) —
— ((BF (t)Ba(t)B;(t) | BF (0)B(0)B£(0))) = (2.19)
= NoGi(t) + N3zGas(t) — 2Rax(t) Goy(t) Gas(t) + OND) .

Izraze za Uam, T, o, T kOJi su izrazeni preko bozonskih Grinovih funkcija, ubacimo

u jednacinu kretanja za paulionsku Grinovu funkeiju (2.7):

ind [(1 — 4 No) Gam(t) + 2 ~ﬁ,(t)G,%Wﬁ(t)] = ihd(t)0am (1 —2APF pﬁ)) +

dt
+ Az [(1— 4NG) G (t) + 2R (£) G2 (¢ ]+
+ XX [(1 — NG5 (8) + 2Rl”m(t)ngm(t)] - (2.20)
r

= 23 X [NoGra(t) + NjzGrn(t) — 2R (t) G ()G (2)] +
I

+ 23 Y [NoGrn () + NG (t) — 2R ()G ()G (1))
r

Gornju jednacinu éemo reSavati u najnizoj aproksimaciji:
M=~0; Nz~0; Px~B; P'x~Bt; P*P~ B*B,

takodje je:

1 proizvodi Grinovih funkcija:
G-G=0; G-R=0.

»Dekuplovana” jednacina je tada:

m%am(t) = ih8(t)0m + AaGrn(t) + Y XyGrn(t) (2.21)
r
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2.2 Zakon disperzije bimolekulskog kristala

Pod pojmom bimolekulski kristal podrazumeva se molekulski kristal sa podresetkom,
odnosno sa slozenom kristalnom resetkom — sastavljenom od dve podreSetke. Ona se
dobija naizmeniénim ,redjanjem” molekula a i b (videti sliku 3.1 u sledeéoj glavi) koji su
u opstem slucaju razliciti.

Radi nalaZenja zakona, disperzije u kristalima ovakvog tipa, polazi se od jednacine
kretanja (2.21), vodeéi racuna da li je n parno ili neparno.

Ukoliko je n parno, tj. n = 25, J=0,1,2, ... N, tada su Gam = G2, Garim = Gfﬂx,
Az =A,1i Xor=Xsax =Xi; i€ {z,9,2}. U tom slucaju jednagina kretanja je:
. a : a
ih 7 G3(t) =ik 6z 6(t) + DG + Z:Xin”X : (2.22)
X
Kada je n neparno, tj. n = 2j +1, 7=0,1,2, ... N, tada su Gam = GB, Gaism =
G§+X’ Az = Ay i Xﬁ,f: Xﬁ,ﬁ+X = Xi; i € {z,y,2}. U tom sluéaju jednagina kretanja je:
4 d .
ih — G5(t) = ik Gum 6(t) + DG + ZXinm : (2.23)
' X

Jednagina kretanja za Grinove funkcije (2.21) se, prema tome, deli na dve jednacine
kretanja za dve Grinove funkcije, koje posle (vremenskih i prostornih) Furije-transforma-
cija: ~

1 P Vi
5(t) = o= / dw et f () = / dwfg(w) e ™ (2.24)
1 ik(@—b 1 ik(@—b
b= 2 5 falw) = 53 filw) HED (2.25)
k k
dobijaju oblik:
)
hwG(w) = %; + A,GHw) + 2G3(w) (X, cos azk, + X, cosayk, + X, cosak,) , (2.26)
if

hwG(w) = 7=+ AGE(w) + 2G}(w)(Xz cosazk, + Xy cosayk, + X, cosak,) . (2.27)

Posto se radi o translaciono invarijantnoj kristalnoj strukturi za nalaZenja zakona disper-
zije mozZe se uzeti da su Grinove funkcije Gr=G,i G% = Gp. Na taj natin se nalazenje
zakona disperzije svodi na re§avanje sistema jednadina sa dve nepoznate Grinove funkcije

Ga i Gb, ¢iji polovi (u (w, E) prostoru) definidu energije elementarnih ekscitacija u pos-
a/b

matranom sistemu. Kako se reSenja gornjeg sistema jednacina mogu napisati kao l‘)" ,

gde su D‘C’;/ 5 determinanta promenljive, a D determinanta sistema, uslov za nalazenje
polova Grinovih funkcija se svodi na izratunavanje nula determinante posmatranog sis-
tema jednacina:

—2(X, cosazk,+
hw — A, +Xy cosayk, + X, cosa,k,)
D_ =0 (2.28)
—2(X, cosazk,+ _
+X, cosayk, + X, cosa,k,) o=
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Razvijeni oblik determinante (uz smenu F = Fw) je kvadratna jednaéina oblika:

2
E? — E(A, + Ap) + ANy — 4 ( Z X; cos aik,-) =0, (2.29)
i=x,y,2
Cija su resenja:
DAa+dy 1 ’
Ey2(k) = “—2_9 + 3 (A — Ap)2 + 16 (i;;szi cos aiki) . (2.30)

o A
Uvodjenjem novog parametra, X = A_b’ zakon disperzije postaje:

2
- A, 1
E1,2(k) = (]_ + X)T + 5 (1 — X)zA‘Z1 + 16 ( Z Xi Ccos a,-ki) . (231)

1=T,Y,2

Ovaj zakon disperzije prikazuje se u bezdimenzionoj formi: 61*,2(13) = M u

. 1X]
zavisnosti od bezdimenzione funkcije Fay = 2 (cosak, + cosak,). Radi pojednostavljenja
ovde ¢emo uzeti aproksimaciju: a, = Oy =0a;=a, Xo =Xy, =X, = -|X|iA,/|X| = 50.

Iz izraza (2.31) se vidi da dozvoljene energetske zone (njihova Sirina i polozaj) zavise od
odnosa energija izolovanih molekula a i b, tj. od parametra x. Za y = 1 ovaj zakon je
prikazan na slici 2.1.

Slika 2.1: Zakon'disperzije eksitona u bimolekulskom kristalu

Uotljivo je postojanje dve odvojene zone dozvoljenih (kontinualnih) energetskih nivoa. ¢

4Numeri¢ki proraéuni i njihovo graficko prikazivanje su pokazali da se ove dve zone suZavaju bilo
povecanjem ili smanjenjem paremetra X u odnosu na x = 1. Ovo je i oekivano, jer su molekuli
proizvoljnim redosledom obelezavani sa a i b. Pored toga, povetanjem ovog parametra celi spektar
se pomera ka viSim, a smanjenjem — ka niZim vrednostima energija. Najmanja razlika izmedju zona i
najveca Sirina obeju zona je upravo za x = 1. Ovi rezultati bi¢e graficki prikazani kod analiza spektara
odgovarajuccih kristalnih film-stuktura.



Jasmina Rodié: Eksitoni u bimolekulskim filmovima, diplomski rad 10

3 Eksitoni u bimolekulskim filmovima

U prethodnoj glavi izracunate su energije eksitona, odnosno njihov zakon disperzije
u neogranicenim kristalnim strukturama. Analogno primenjujuéi izlozeni pristup, ovde
¢emo odrediti iste karakteristike ovih pobudjenja, ali u ultratankim (,hano”) kristalnim
film-strukturama.

3.1 Model bimolekulskog filma

Za razliku od idealnih beskonaZnih (prostorno-neograniéenih) struktura, realni kristali
ne poseduju osobinu translacione invarijantnosti do ¢&ijeg narusenja dolazi zbog postojanja
izvesnih grani¢nih uslova. Sistemi koji imaju dve paralelne granicne povrsi nazivaju se
filmovima. Posmatra se ultratanki film slozene kubne kristalne strukture, nacinjen na
substratu nekim tehnologkim postupkom (naparavanjem, spaterovanjem i sl.). Pojam
kristalni film, koristi se u smislu narusenja kristalne strukture prostornom ogranicenosti,
ali bez prisustva defekata, primesa i sl. unutar posmatranog uzorka. Dimenzije filma su
takve da je on u XY ravnima beskonagan, a u z pravcima ima konaénu debljinu (L).
Znati da ovaj film poseduje dve beskona¢ne granicne povrsi paralelne XY ravnima i to
za: =01z =L (slika 3.1).

Z A
L. A (1+67) A (1+€5) - N
X(1+xy,) H(14x} n=N-1
X N A x n,=N,~2
X A A x z_ :
x A A x e
A, Ap n=
X A A, X n=
X A A, X - on=
X(1+5) X
0 ASIHED)  AL1+€3) XY

Slika 3.1: Model bieksitonskog filma

Na ovoj slici je Sematski prikazan model kristalne film-strukture sa podresetkom.
Veli¢ina A, predstavlja energiju eksitona, lokalizovanog na évoru vrste a — beli krugovi,
dok je A, energija eksitona na évoru vrste b — crni krugovi. Perturbacija filma uvodi
se preko sledeéih parametara: egfgz, koji opisuju relativnu promenu energije eksitona
(Aqyb) lokalizovanih na évoru 7 (n, = 0, N,) i parametara xgﬁ’\,z, koji opisuju perturbaciju
eksitonskog transfera X izmedju susednih évorova koji se nalaze u graniénim slojevima.
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3.2 Zakon disperzije eksitona

Za izratunavanje eksitonskih energija u filmu polazimo od jednagina (2.22) i (2.23)
gde zbog izmenjenih uslova na granicama filma uzimamo da su perturbacione energije
eksitona u évorovima granicnih ravni n, = 0in, = N,:

A;’b = Aa,b (1 + 68’b5"1»0 + 6?\}25”2’1\/2) (31)

(veli¢ine € su perturbacioni parametri eksitonske energije u ¢vorovima granicnih povrsi),
a perturbacija energije transfera eksitona u slojevima izmedju grani¢nih i njima susednih
ravni duz z-pravca:
ab — a,b b,a .
an,nz+1 =X, (14 xg On.0 + :erénz;Nz_l) ) (3 2)
a,b — a,b ba .
an,nz—l = XZ 1 + Zy 6712,1 + xNzé-nz»Nz) .

Posto su grani¢ne povrsi filma uzete normalno na z-pravac, indeks sloja n, u (3.1) i (3.2)
uzima vrednosti n, = 0,1,2, ... , N,, gde je N, € [2, 20] kod ultratankih filmova. Indeksi
Nz 11y, koji odredjuju polozaj molekula u svakom slo ju mogu imati proizvoljne celobro jne
vrednosti (prakti¢no, od —oco, do +00).

Zbog prostorne ograni¢enosti filma u z-pravcu koristi se delimi¢na prostorna Furije-
transformacija (vremenska Furije-transformacija je veé izvréena i odgovarajuéi izrazi su
napisani u aproksimaciji najblizih suseda):

1 ) )
S = ezk,a,(nz—mz)ezkyay(ny—my)dnzmz , (3,3)
"= NN, g«ku
1 . .
ffiﬁz(w) = NN Z elkzﬂz(ﬂ:—mz)e‘l.kyay(nu_my)fnzmz (k:z) ky’w) . (34)
=Ny gk,

Prilikom delimi¢ne Furije-transformacije jednatine (2.22) i (2.23), radi kradeg pisanja,
oznagimo Gg%. (ks, ky,w) = G2% . Na taj nacin se dobijaju dva sistema jednagina za
2(N, + 1) Grinovih funkcija:

ih e
h‘*’Gz’,b;m, = %an;mz + Aa,b(l + 6g’b‘SO,nz + fb’z(snz,Nz)Gg{,b;m, +

XL+ 2581, + 25200, 0, )G, +

+ X.(1+ xg’b‘so,nz + x?\';:(sNz—l,ﬂz)G%:+l;mz + (3.5)

+ 2(X;cosazk, + X, cos ayky)GLe, .
Prvi set Grinovih funkcija: (G8, G%, Gg, .., G%._1, G%.) odgovara nizu molekula
(duz z-pravca) kada on potinje sa molekulom vrste a u prvom XY-sloju (n, = 0), dok u
drugom setu: (G}, G, G%, ..., Gb__;, G%.) prvi sloj poinje molekulom vrste b, Pored

toga vazi i G&/*=0zan, > N, in, < 0.
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Prvi set jednacina ima sledeéi oblik:

-zan, =0
ih-
hng;mz = %50;"& + Aa(]‘ + Eg)GS;mz + Xz(l + xg)Gll);mz +
+ 2(X;cosagk, + X, cos ayky)Gh
-zan, =1

h
hG,, = ;—7;51;,,,, + MG, + X (14 28)GS,, + X.GE, +
+ 2(X;cosazk, + Xy cos ayk,)G$

Lmy o
-zan, = 2j:
hwGojim, = %521;% + BaGhjim, + Xo(Goj_1ym, + iy, +

+ 2(X;cosazk, + X, cos ayky)G’gj;mz , (3.6)

-zan, =27+ 1: ,
oGSy, = %ézm;m, + D4Ghi1m, + X (G, + Gliram,) +

+ 2(X;cosazk, + X, cos ayky)GS; 1m.

-zan,=N, —1:

ih
hwGHy —lm, %51\/2—1;"12 + AaG?V,—l;mz + Xsz 2—2m, + Xz(l + xII)Vz)G?Vz;mz +

+ 2(X;cosagk, + X, cos ayky) Gy, —1m. »
-zan, =N,
b ih b \b b \rva
WGy, m, = %6Nz;mz + Ap(1+ €0, )G, im, + Xo(1+25,) Ny-1;m, T
+ 2(X;cosazk, + X, cos ayky)GN,.m,
odnosno predstavljen u opstern obliku:

ih a
hwGa %62.71"1: + Aa(]- + 60601"'2) gjvml + Xngj_l;mz +

2j;m,
Xz(]' + xg(soynz + x?\/z 6Nz_11nz)ng+1;mz +
2(X; cos azk, + X, cos ayky)Gosom.

+ +

(3.7)
ih
hwcgj-{—l;m, = '2?62]'4-1;771: + Ab(l + El}vzé?v,,n,)ngH;m, +
Xo(L+2501,m, + 23, 0N,n.)Gjim. + XoCG%yam, +
2(X; cos azk, + X, cos ayky)Goji1m, 5
0,12 .., N,/2.

.
m+ +
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Prvi i drugi set jednagina su medjusobno ekvivalentni ukoliko se uvede smena a < b.
Na taj nacin opéti oblik drugog seta je:

th

ﬁngJ‘;mz = %52j;m, + Ap(1 + 6850»"1)ng;mz +
+ Xngj—l;mz + Xz(]- + IIIg(So,nz + x(IIVzéNz—lynz)ng+1;mz -+
+ 2Gg],mz (Xz COS axkx + Xy COS ayky) y
(3.8)
th
MngH;mz = 5,;52j+1;mz + Aa(l + 67V25Nz,nz)ng+l;mz +
+ Xz(l + zgdllnz + ‘Z“;Vz(sNz,nz)ng;mz + XZng+2;mz +
+ Zng-H;mz (X:L‘ COS azk; + Xy Ccos ayky) .
Zbog konciznijeg zapisa uvode se sledeée oznake:
0= fw A, ; R = 9XzC0sazks + X, cosayk, ; (3.9)
X, X X,
a/b — _Zﬁ'_ 5nz;mz . _ _A_b
Nz;Mmy 271' Xz ’ X Aa )

tako da sada prvi set jednacina dobija sledeéu formu (uopsteni oblik):

A
~GY 1, + (g _ __aegéo,nz) Glim, —

X
a b b b _ xa
- (1 + 2500,n, + xNz(sNz_l,nz) G2j+1;m, - Rsz;m, = ’Czj;m, )

a Aa
- (1 + 2010, + x?vzdzv,,nz) 2j;m, T [Q + X, (1 mXT XE?V'(SN""‘)] ng“"”‘ - (310
~Gojsam, — R Goitrm, = ’ng+1;"h !

a drugi set je:

~Gi1m, [9 + %—: (1-x- xe'ééo,n,)} Gojoms
- (1 + 2000, + :L‘?VZ(SNZ_L,,Z) Gojtim, — RGYjim, = }ng;mz ’

= (14 i + 8 0m) Gy, + (0= FoHBn,) G, — (311
~Goram. — BGYiiim, = Kiji1m, -

U cilju resavanja osnovnog zadatka ovog rada — odredjivanje energija eksitona, potre-
bno je nadi polove Grinovih funkcija, ¢iji realni delovi predstavljaju energije elementarnih
ekscitacija sistema. NalaZenje eksitonskih energija se svodi na uslov D = 0. Determinanta
(D) sistema jednatina (3.10) i (3.11) moze se izraziti u konciznoj formi:
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A A 3.12)
R D2 (
Nz+1 Nz+1 2(Nz+1)
pri cemu je: Ry, 41 = —R-1 N.+1, dok Iy, 1 predstavlja jediniénu matricu, a:
A
o— X—“eg —(1+2g) 0 0 0 0
z
A
—(1+2§) e+ F(l-x) -1
X
0 21 0 0 0 0
D1N2+1 = N
Ao
==(1- -
e+ X,( X) 1 0
0 -1 0 —(1+2% )
0 0 0 0 —(1+2h ) e+ =2(1-x-xe )
N; Xz Nz Nz+1
Ag b b
Q+-X—(1—x—xeo) —(1+=z§) 0 0 0 0
z s
—(1+zf) 0 -1 0
A,
0 -1 21— 0
o+ Xz( X)
DZN,+1 =
0 0 0 -1 O
A,
0 -1 Q+Y(1—X) —(1+l‘1avz)
z
Ag
0 0 0 0 —(1+z% ) 0— —e%
N; Xz Nz Nz+1

Karakteristicni grafici za ,jako” perturbovan film uradjeni su programskim paketom
Mathematica 4.0 i prikazani na slikama 3.2. Kao u balkovskom slu¢aju i ovde éemo, da
bi bilo jednostavnije, uzeti aproksimaciju: a, = @ =0,=a X, =X, =X, =-|X| i
Aq/|X| = 50. Na osnovu toga, dobijali smo zavisnost relativnih (redukovanih) energija
(na ordinatama) £ = alh;(l- =o0; v=123 ... N,+1; u zavisnosti od
bezdimenzione funkcije Fzy = 2(cosak, + cosak,) (na apscisama grafika).

Isprekidanim linijama oznaéene su balkovske granice, a punim — moguéi energetski
nivoi eksitona u perturbovanom filmu! Uogljivo je da se moze javiti jedno ili dva lokali-
zovana stanja u svakoj energetskoj zoni. To su stanja koja ,izlaze” iz balkovskih granica.
Gornji grafici na svakoj slici odgovaraju idealnom filmu: tamo su perturbacioni parametri
jednaki nuli.
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Slika 3.2: Zakon disperzije eksitona u perturbovanom filmu
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Na slici 3.2 prikazane su redukovane energije eksitona sestoslo jnog bimolekulskog filma
(punim linijama) u zavisnosti od dvodimenzione funkcije pri ¢emu se menja energetska per-
turbacija z energije transfera eksitona (medjumolekulska interakcija) izmedju grani¢nih i
njima susednih ravni (n, =0in, =1, tj. n, = Nyin,=N,-1) Xy n, = (1+zon,)X.
Posto je promena ovih spektara izmenom parametra zo ista kao i izmenom zy, ovde
je data samo zavisnost od zg. Ostali granicni perturbacioni parametri su bili stalno
nepromenljivi (nulte vrednosti!) da bi se utvrdio uticaj samo posmatranog parametra.
Analizom ovih grafika moze se zakljuciti da se poveéanjem parametra z, spektar moguéih
eksitonskih energija simetri¢no &iri i to jednakim pomeranjem ka viS§im i niZim energi-
jama. Ovo Sirenje se desava tako da se istovremeno po dva energetska nivoa ,izbacuju”
van svake balkovske zone (oznacene isprekidanim linijama). Ovi nivoi — lokalizovana
stanja su udaljenija od balkovske zone &to je perturbacija ve¢a, odnosno, §to je param-
etar z veéi. I ovde se vidi je da se ova stanja javljaju i da su ona dislocirana iz zone
dozvoljenih energija eksitona u neograni¢enim strukturama, ali se ne moze tvrditi kolika
Je verovatnoca njihovog nalazenja niti gde se ona, mogu pojaviti. Smanjenjem parametra
= dolazi do neznatnog suzavanja unutrasnjih energetskih nivoa, dok Sirina celog spektra,
tj. zona, ostaje prakti¢no nepromenjena i u ovom slucaju nema lokalizovanih stanja.

Izdvojena vanbalkovska stanja su poznata pod nazivom lokalizovana stanja. Ono §to
se ovde vidi je da se ova stanja javljaju i da su ona dislocirana iz zone dozvoljenih ener-
gija eksitona u neograni¢enim strukturama, ali se ne moze tvrditi kolika, je verovatnoda
njihovog nalaZenja niti gde se ona mogu pojaviti.

Iz svih prikazanih grafika je uoéljiva diskretnost energetskih stanja eksitona u fil-
movima. Za razliku od kontinualnih balkovskih zona, ovde se moze Javiti onoliko ener-
getskih nivoa koliko ima dvodimenzionih stanja, a mi smo razmatrali slucaj Sestoslojnog
filma, dakle sa Sest moguéih energetskih nivoa.

3.3 Prostorna raspodela eksitonskih stanja

U cilju analize prostorne raspodele eksitona, tj. verovatnoéa nalazenja eksitona sa
odredjenim energijama na pojedinim slojevima bimolekulskog kristalnog filma izracuna-
¢emo spektralne tezine pojedinih Grinovih funkcija. Grinove funkcije su multipolne i u
imeniocu se nalazi polinom Dy N+1), dakle, reda 2(IV + 1). Stoga se moze izvrsiti njegova
faktorizacija na proste polove:

. N+1 ,a,b
L Gnins(00) (3.13)
z Mz 27r|X| = 0— 0,

Spektralne tezine® g3°, (0,) = ¢2*(v) se sada mogu izraziti preko:

Db (g,
#2) = D) (3.14)

%Dz(NH) (0)

0=0v

gde su D;“l’zb(g,,) odgovarajuéi kofaktori determinante sistema, t;. odgovarajuéi elementi
inverzne matrice pomnozeni determinantom sistema.

$Verovatnoée nalazenja eksitona sa odredjenim energijama po slojevima kristalnog filma su Zapravo
prostorna distribucija verovatnoée pojavljivanja odredjenih energetskih stanja eksitona.
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U slede¢im tabelama su predstavljene vrednosti redukovanih energija i njima odgo-
varajucih spektralnih funkcija (prostorna raspodela, verovatnoca) troslojni film (N = 2),
tj. sa Sest podslojeva. U sluéaju perturbovanog filma, spektralne tezine za date eksitonske
energije se mogu naéi samo numeri¢kim metodama. Rezultati dobijeni za razne vrednosti
perturbovanih parametara ¢ filma dati su u tabelama 3.1 i 3.2 (pri ¢emu je k, = ky, = 0).

ngl‘;t;‘:;a X =1.0; €06 =0.0; ey =0.0; 79 = 0.0; x5 = 0.0
ENERGIJA 1. sloj-a | 2. sloja | 3. sloja | 1. slojb T 2. slojb | 3. sloj-b
—5.41421 0.12507 0.25014 0.12507 0.12507 0.25014 0.12507
—4.00000 0.25000 0.00000 0.25000 0.25000 0.00000 0.25000
—2.58759 0.12478 0.24957 0.12478 0.12478 0.24957 0.12478
2.58759 0.12478 0.24957 0.12478 0.12478 0.24957 0.12478
4.00000 0.25000 0.00000 0.25000 0.25000 0.00000 0.25000
5.41421 0.12507 | 0.25014 0.12507 0.12507 0.25014 0.12507

Tabela 3.1: Verovatnode nalazenja eksitona u idealnom Sestoslo jnom filmu

Tabela 3.1 daje prostornu distribuciju verovatnoéa javljanja eksitonskih energija u
idealnom bimolekulskom filmu, jer su svi energetski perturbacioni parametri jednaki nuli.

Iz ove tabele se uo¢ava da se na svakom évoru kristalnog sloja nalazi ta¢no jedan eksi-
ton, koji moze biti u 2(N+1) = 6 razli¢itih energetskih stanja, sa razliéitim verovatnéama
nalazenja. Za jednu odredjenu energiju i sve podslojeve filma ukupna verovatnoéa je
jednaka jedinici. Isto tako je zbir svih parcijalnih verovatnoda za jedan sloj po svim
energijama jednak jedinici. Ovo se moze zapisati u slede¢em obliku:

N ) N+1 '
2 .Zbgil,('/)= EEDS Zbgiz(V)= L. (3.15)
nz=0j=a, v=1 j=a,

U tabelama 3.2 prikazane su prostorne verovatnode nalazenja eksitona u troslojnom
bimolekulskom filmu (sa Sest podslojeva), ali sada za slucaj kada se menjaju samo param-
etari Zo ili zy, dok su ostali perturbacioni parametri jednaki nuli. Energije &ije vred-
nosti se nalaze izvan balkovske zone (tj. lokalizovana eksitonska stanja), kao i najveée
vrednosti verovatnoéa (po podslojevima filma) za te energije, takodje su prikazani pode-
bljanim brojevima. Pri vrednostima parametra zo ili zx veéim od 50 % javljaju se po
dva lokalizovana eksitonska stanja sa najveéim verovatnoéama nalaZenja eksitona koje su
»Priblizno” ravnomerno rasporedjene izmedju grani¢nih podslojeva, (prvog ili posljednjeg)
i njima susjednih podslojeva (drugog ili predzadnjeg).

Povecanjem parametra z raste verovatnoéa nalaZenja eksitona na graniénim i prvim
unutrasnjim podslojevima tankog bimolekulskog filma, tako da je pri dovoljno velikim
vrednostima parametra zo (odnosno zy) gotovo sigurno da ée se eksiton naéi na prvim
ili drugim (odnosno na predzadnjim ili zadnjim) podslojevima.

Za negativne vrednosti lokalizovana stanja se ne pojavljuju i verovatnoée ovih stanja
nisu prikazane.
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ngl;lt(ﬁ:;?;a X=1 € =00; ey =0.0; 29 = 1.0; zny = 0.0
ENERGIJA 1. sloj-a 2. sloj-a 3. sloj-a 1. sloj-b 2. sloj-b 3. sloj-b
—6.23607 0.20003 0.24997 0.05003 0.20003 0.24997 0.05003
—4.00000 0.10000 0.00000 0.40000 0.10000 0.00000 0.40000
-1.76393 0.19978 0.25019 0.04979 0.19978 0.25019 0.04979
1.76393 0.19978 0.25019 0.04979 0.19978 0.25019 0.04979
4.00000 0.10000 0.00000 0.40000 0.10000 0.00000 0.40000
6.23607 0.20003 0.24997 0.05003 0.20003 0.24997 0.05003
R:Sl‘;fic:;?;a X=1 € =0.0; ey =0.0; z¢ = 2.0; zxy =00
ENERGIJA 1. sloj-a 2. sloj-a 3. sloj-a 1. sloj-b 2. sloj-b 3. sloj-b
~7.16228 0.22499 0.25001 0.02502 0.22499 0.25001 0.02502
—4.00000 0.05000 0.00000 0.45000 0.05000 0.00000 0.45000
—0.83772 0.22516 |  0.24984 0.02467 0.22516 0.24984 0.02467
0.83772 0.22516 0.24984 0.02467 0.22516 0.24984 0.02467
4.00000 0.05000 0.00000 0.45000 0.05000 0.00000 0.45000
7.16228 0.22499 0.25001 0.02502 0.22499 0.25001 0.02502

Tabela 3.2: Verovatnoée nalazZenja eksitona u perturbovanom bimolekulskom filmu

Iz svih tabela se moze uoéiti da se na svakom &voru kristalnog podsloja nalazi taéno
jedan eksiton, koji moze biti u 2(N + 1) = 6 razlicitih energetskih stanja, sa razlicitim
verovatnocama nalazenja. Za proizvoljan broj podslojeva filma 2(N + 1) vazi sledeéa
relacija, koja ukazuje na to da je zbir svih verovatnoéa nalazenja eksitona jednak broju
mogucih stanja:

N+1 N

> 2 g =2N+1). (3.16)

v=1 n;=0 j=qa,b
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4

Zakljucak

U radu su istraZeni i analizirani energetski spektri (moguéa energetska stanja) eksi-
tona u dielektriénim, kristalnim, idealnim beskonaénim i film-strukturama, sa slozenom
kubnom resetkom, na osnovu ¢ega se doslo do sledeéih vaznijih rezultata.

1.

Ove analize su pokazale bitne razlike u zakonu disperzije eksitona u pomenuta dva
sistema, kao iskljucive posledice postojanja granica film-struktura i promenjenih
vrednosti relevantnih karakteristika kristala na, odnosno u grani¢nim slojevima.

Postojanje grani¢nih uslova ima za posledicu promenu Sirina energetskih zona eksi-
tona. U odnosu na zone dozvoljenih energija idealnih struktura sa prakti¢no kontinu-
alnim rasporedom, zone eksitonskih dozvoljenih energija u filmu su izrazito diskretne
sa kona€nim brojem moguéih energetskih nivoa koji je proporcionalan broju atom-
skih ravni duZ z-pravca.

Povecanjem vrednosti energije transfera eksitona izmedju grani¢nih i njima sused-
nih slojeva filma (poveéanjem parametra ) spektar $iri simetriéno u odnosu na
balkovske granice.

Za neke vrednosti pomenutih parametara energetske zone eksitona u filmovima izlaze
van odgovarajuéih zona eksitonskih energija neogranicenog kristala. U tom sluéaju
pojavljuju se lokalizovana eksitonska, stanja. Uotljiva je i izraZena zavisnost veli¢ine
energije lokalizovanih stanja eksitona od vrednosti granicnih energetskih parame-
tara.

Ukoliko se pojave lokalizovana eksitonska stanja, onda su ona rasporedjena duz
grani¢nih kristalografskih ravni (,povrsinska” stanja). Verovatnoéa za pojavu ,za-
preminskih” stanja, u tom slu¢aju, je zanemarivo mala.
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5 Dodatak: Eksitoni u molekulskim kristalima

5.1 Eksitoni u kristalima

Apsorpcioni i refleksioni spektri éesto pokazuju strukturu za fotonsku energiju ispod
energetskog gepa, gde bi inace ocekivali da kristal bude transparentan. Ovakva struk-
tura prouzrokovana je apsorpcijom fotona i kreacijom para elektron—3upljina. Elektron i
Supljina su vezani privla¢nom Kulonovom interakcijom sli¢no kao §to je elektron vezan sa
protonom u formu neutralnog atoma vodonika. Ovakav par elektron—3supljina se naziva
eksiton. Na slici 5.1a prikazan je eksiton Vanije-Mota koji je slabo vezan, sa srednjom
udaljenoséu elektron—supljina velikom u poredjenju sa konstantom resetke. Na slici 5.1b
je Sematski predstavljen jako vezan ili Frenkelov eksiton. Jedan idealan Frenkelov eksi-
ton ¢e prolaziti kroz ceo kristal kao talas, ali elektron ée uvek biti u neposrednoj blizini
Supljine.

Slika 5.1: a) Eksiton Vanije-Mota b) Frenkelov eksiton

Eksiton se moze kretati kroz krista] i prenositi energiju, ali eksiton ne prenosi naelek-
trisanje jer je elektricno neutralan. On je slican pozitronijumu koji je sastavljen od
elektrona i pozitrona. Eksiton moze biti formiran u svakom izolatoru. Svi eksitoni su
nestabilni i imaju relativno malo vreme Zivota (singletni 1078s, a tripletni i do 1073s).
Eksitoni mogu formirati i komplekse, kao 5to su bieksitoni - kreirani od dva eksitona.

Videli smo da se slobodni elektron i slobodna Supljina kreiraju kad god je energija
fotona veéa od energije gepa. Prag za ovaj proces je iw > E4 u direktnom procesu.
Medjutim, sama energija veze eksitona jos smanjuje taj prag. Energije veze eksitona se
krecu od reda veli¢ine 1 meV (Vanije-Motov) do 1 eV (Frenkelov).

Prelazi kojima se formiraju eksitoni ispod energetskog gepa su prikazani na slikama
9.2a 1 5.2b. Slika 5.2a prikazuje eksitonske nivoe u odnosu na granicu provodne zone.
Eksiton moZe imati translacionu kineti¢ku energiju, ali ako je ova kineti¢ka energija veéa
od energije veze eksitona, tada je eksiton metastabilan u odnosu na, njegovo raspadanje
na slobodnu supljinu i slobodni elektron. Svi eksitoni su potencijalno nestabilni u odnosu
na emisivnu rekombinaciju, kod koje elektron ,upada” u stanje Supljine u valentnoj zoni,
Sto je popradeno emisijom fotona ili fonona.

Slika 5.2b prikazuje energetske nivoe eksitona Ciji je centar masa u mirovanju. Opticki
prelazi sa vrha valentne zone su prikazani strelicama, najduza odgovara jonizaciji eksitona
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pa prema tome i energetskom procepu izmedju granica provodne i valentne zone. Posto ji
kontinualan skup nivoa, pridruzenih svakom od prikazanih eksitonskih nivoa, posto cen-
tar masa eksitona moze posedovati translacionu kineticku energiju (svaki eksitonski nivo
obrazuje jednu eksitonsku zonu). Kod direktnih optickih prelaza ukupna translaciona
energija se ne menja osetnije, §to znagi da mogu postojati otre eksitonske linije. Nula na
skali energije je uzeta od vrha valentne zone.

Provodna
zona
Eksitonski E;
nivoi
Valentna
zona \‘
a k—

Ee___ ———-
E' -Ea A Eksitonski nivoi vE:::vei:itom
"""""""" Byt
procep
o _____
b

Slika 5.2: Energetski nivoi eksitona

Energija veze eksitona moze se meriti na tri naéina.

¢ U optickom prelazu iz valentne zone: iz razlike izmedju energije potrebne za kreaciju
eksitona i energije kreacije slobodnog elektrona, i slobodne Supljine (slika 5.2).

e Iz luminescencije prilikom rekombinacije, uporedjivanjem energije potrebne za re-
kombinaciju para elektron—8upljina i energije eksitacione rekombinacije.

e Fotojonizacijom eksitona kada nastaju slobodni nosioci. Ovaj eksperiment zahteva
visoku koncetraciju eksitona.

Ovde postoje dve grani¢ne aproksimacije, jedna po Frenkelu, gde su eksitoni malog
radijusa i €vrsto vezani, a druga po Vanije-Motu, gde su eksitoni slabo vezani i gde je
udaljenost izmedju elektrona i Supljine velika u poredjenju sa konstantom resetke. U
realnosti se javljaju mesana eksitonska stanja, ali da li ée sistem biti Frenkelov (kristal
molekulskog tipa) ili Vanije-Motov (kristal poluprovodnickog tipa), pre svega odluéuje
veli¢ina koncentracije odgovarajuéeg stznja.
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5.2 Frenkelovi eksitoni

U évrsto vezanom eksitonu (slika 5.1b) pobudjenje je lokalizovano u blizini atoma.
Supljina je obi¢no na istom atomu gde je i elektron iako par moze biti u kristalu. Frenkelov
eksiton je u biti pobudjeno stanje atoma, ali pobudjenje moZe da se prenosi od jednog
atoma do drugog.

Kristali inertnih gasova imaju eksitone ko ji u osnovnom stanju donekle korespondiraju
Frenkelovom modelu. Tako atomski kripton ima svoj najnizi atomski prelaz na 9.99 eV, a
i u kristalnom stanju odgovarajuéi prelaz je priblizno jednak i iznosi 10.17 eV. Energetski
gep u kristalu iznosi 11.7 eV, tako da je energija osnovnog stanja eksitona 11.7 eV — 10.17
eV = 1.5 eV i ona se raspodeljuje na slobodan elektron i slobodny Supljinu odvojeno, kao
i na ostatak kristala.

Stanja Frenkelovih eksitona imaju oblik progresivnog talasa, kao i sva ostala pobu-
djenja u periodi¢noj strukturi. Posmatrajmo kristal od N atoma u linijskom nizu ili
povezanih u prsten. Ako je u; osnovno stanje atoma j, onda je osnovno stanje kristala
dato kao:

Vg =uUruz + - - UN_jUN , (5.1)

ukoliko su interakcije izmedju atoma zanemarene. Ukoliko je jedan atom j u pobudjenom
stanju v;, sistem se opisuje kao:

¢j = U1Ug * - - Uj1VUjq1 - © ¢ UN . (52)

Ova funkcija ima istu energiju kao i funkcija ¢, koja opisuje bilo koji drugi pobudjeni atom
l. Medjutim, funkcije ¢ koje opisuju jedan pobudjen atom i N — 1 atoma u njegovom
okruzenju, koji su osnovnom stanju, nisu stacionarna kvantna stanja. Ako postoji bilo
kakva interakcija izmedju pobudjenog atoma i susednih atoma u osnovnom stanju, energija
pobudjenja ée se prenositi od atoma do atoma. Kao §to ée biti pokazano, svojstvena stanja
¢e tada imati talasnu formu.

Kada hamiltonijan sistema deluje na funkciju sa J-tim pobudjenim atomom, dobija
se:

Héj = edj + | X|($j—1 + bj11) , (5.3)

gde je € — ekscitaciona energija slobodnog atoma, | X | - interakcija koja meri udeo transfers,
pobudjenja od j-tog atoma do njegovih najblizih suseda J—11ij+41. ReSenja prethodne
jednaéine su talasi Blohovog oblika:

Ve =Y ekg; . (5.4)

J
Pustimo da operator H deluje na 1:

Hyp =3 e Hp; =3 &9 [e; + | X|(¢j-1 + dju1)] - (5.5)
i i

Sredjivanjem desne strane sledi:

Hipp =37 9% [+ |X| (e*+ e*)] ¢, = (c + 2/ X[ coska) . , (5.6)
J
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tako da se dobijaju svojstvena energetska stanja kao:
Ey = e+ 2|X|coska . (5.7)

Primenom periodi¢nih graniénih uslova odredjuju se dozvoljene vrednosti talasnog vektora
k:
=2N_7r;; s=———é—N,—%N+1,...,%N—1. (5.8)
U molekulskim kristalima kovalentna veza unutar molekula, je mnogo jaca od Van der
Walsovih veza izmedju molekula, tako da se javljaju Frenkelovi eksitoni. Elektronska
pobudjenja na individualnom molekulu se pojavljuju u kristalu kao eksitoni, ¢esto sa
malim pomerajem u frekvenciji. Na niskim temperaturama linije u kristalu su relativno
ostre, iako moze biti viSelinijska struktura u kristalu nego u molekulu, zbog Davidovljevog
cepanja. Davidov je pokazao da ako postoji ¢ molekula sa nedegenerisanim nivoima u
elementarnoj Celiji, svaka zona se cepa na ¢ zona. Drugo cepanje je Beteovo — ako je
nivo na koji se molekul pobudjuje g puta degenerisan, onda se umesto jedne dobija ¢
eksitonskih zona.
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