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1. UVOD

Analiza struktura sa naru$enom simetrijom, odnosno struktura sa
neravnomernom raspodelom masa je skop¢ana sa nizom teskoca. Kao $to je poznato,
takve strukture ne poseduju translatornu invarijantnost, pa je nemoguce izvrsiti
njihovu teorijsku analizu poznatim metodama koje se koriste u teoriji kristala.

Pravi predstavnici ovakvih struktura su polimerni materijali. Veéina polimernih
struktura nije sastavljena od identi¢nih strukturnih jedinica, pa do narusenja
translatorne invarijantnosti veoma &esto dolazi zbog neravnomerne raspodele masa tih
strukturnih jedinica. Neravnomerna raspodela masa dovodi do nejednakih rastojanja
izmedju njihovih centara masa.

Znacajnija analiza struktura sa nejednakim rastojanjima izmedju centara masa
izvrSena je statistickim metodom datim u [1], koja je dala dobre rezultate za niz
fizickih karakteristika polimera. Takodje treba istadi statisticki metod dinamicke
raspodele masa izloZen u radu [2], koji primenom na sloZenu polimernu strukturu gde
su strukturne jedinice bile razli¢itih masa, a rastojanja izmdju njih ista, omoguéio
odredjivanje fizickih karakteristika koje zavise od mase, kao i njihovu zavisnost od
temperature. Postoji i niz drugih teorijskih metoda analize, pored gore navedenih, koji
su dali rezultate ¢ije je slaganje sa eksperimentom vidno. To su metodi na bazi
Fejmanovih dijagrama i funkcionalnih integrala, metod renormalizacionih grupa,
metod skejlinga i razni metodi numeri¢ke analize. Kada su u pitanju teorijske metode
analize, treba naglasiti da su dobijenc vrednosti fizi¢kih karakteristika uglavnom
priblizne.

Za razliku od teorijskih metoda analize, cksperimentalni metodi su znatno
uspesniji. Ovo je razumljivo jer su polimerni materijali nasli Siroku i neposrednu
primenu i predstavljaju predmet veoma intenzivnih eksperimentalnih istraZivanja.

Teorijske analize polimernih materija nalaze na niz teskoca Ciji uzrok lezi u
obilju najraznovrsnijih konfiguracija polimera u polimernom materijalu. Polimeri su
sastavljeni od dugolanCanih makromolekula. VaZno je istaéi da je upravo
makromolekul onaj specifi¢ni nivo strukture materije Koji polimere ¢ini posebnom
klasom materije. Makromolekul je gigantski molekul sa atomima tako organizovanim

da taj molekul predstavlja tvorevinu izgradjenu ponavljanjem karakteristi¢nih



strukturnih jedinica koje se zovu meri. U makromolekulu mozZe biti razli¢it broj mera.
Broj tipova mera u jednom makromolekulu je mali. NajéeSce se radi o samo jednoj
vrsti mera.

Kako polimerni materijal moZe biti kombinacija polimer - polimer, polimer -
metal, polimer - keramika i sl., analiza ovakvih komplikovanih struktura je o€igledna.
Da bi se dobili makar i pribliZni rezultati karakteristika ovakvih struktura, problem
mora biti sveden na analizu strukture u jednoj dimenziji. Tako pomenuta
jednodimenzionalna struktura moZe biti svedena na strukturu sa jednakim razmacima
izmedju molekula, ali sa neravnomernom raspodelom masa, ili suprotno. Na osnovu
dobijenih rezultata u idealnoj jednodimenzionalnoj strukturi, moguce je izvesti
zakljuCke kako ée se pojedine fizike karakteristike ponaSati u realnoj strukturi,
odnosno strukturi koja ne poseduje translatornu invarijantnost. Treba napomenuti da
se na idealnu strukturu mogu primeniti poznati metodi analize iz teorije kristala.

Molekulska masa je jedna od najvaZnijih karakteristika polimernih struktura.
Ona je jednoznalna karakteristika pojedinog makromolekula. Medjutim, polimer je
najéesée polidisperzni sistem sastavljen od makromolekula razliitog stepena
polimerizacije. Zbog toga je potrebno ovakav sistem definisati pomocu srednje
vrednosti mase. Srednja vrednost molekulske mase i stepen polidisperznosti, odnosno
raspodela molekulske mase polimera ima veliki uticaj na fizi¢ka svojstva polimernih
struktura.

Za analizu efekata neravnomerne raspodele masa, u ovom radu bice koriséen
formalizam translatornih operatora i metod Grinovih funkcija. Radi demonstracije
mogucnosti ovog formalizma, on ¢éc najpre biti primenjen na idealnu
jednodimenzionalnu reSetku sa ravnomernom raspodelom masa. Potom ¢e se na isti
nacin traziti termodinamicke karakteristike polimernih struktura sa neravnomernom
raspodelom masa. Cilj ovoga rada je da se pokaZe da primena navedenog formalizma
moze da dovede do reSenja za unutradnju energiju i entropiju i pokaZe da
neravnomerna raspodela masa uslovljava kvaziperiodi¢no ponaSanje unutradnje

energije i entropije od temperature.



2. STRUKTURE SA RAVNOMERNOM RASPODELOM MASA

Analize koje se u ovom delu vrSe odnose se na jednodimenzionalne strukture sa
ravnomernom raspodelom masa. Primenom postupka koji je dat u radu [1], kako je
ve¢ receno, problem je moguce svesti na analizu ekvivalentnog lanca sa jednakim
razmacima izmedju molekula, ali sa nejednakim masama. Ovde se jo§ uzima i da su
mase strukture jednake.

Za analizu fiziCkih karakteristika jednodimenzionalne reSetke sa ravnomernom
raspodelom masa bic¢e koriS¢en formalizam translatornih operatora. Ovaj metod se
moze primeniti prilikom analize Grinovih funkcija sistema sa ravnomernom
raspodelom masa. Strukture sa ravnomernom raspodelom masa mogude je analizirati i
nizom drugih teorijskih metoda. Medjutim, ovaj metod éemo primeniti na strukture sa
ravnomernom raspodelom masa samo da bi izvi§ili njegovo testiranje i pokazali
opravdanost primene na strukture sa neravnomernom raspodelom masa. Iz tog razloga
¢e u sledecem delu biti izneti detalji celokupnog metoda, a to ée nam omoguéiti laksu

analizu struktura sa neravnomernom raspodelom masa, $to je i krajnji cilj ovog rada.

2.1. METOD GRINOVIH FUNKCIJA I FORMALIZAM TRANSLATORNIH
OPERATORA

Statisticki metod koji koristimo za odredjivanje fizickih karakteristika sistema
sa ravnomernom raspodelom masa sastoji se u primeni metoda dvovremenskih
temperaturskih Grinovih funkcija i metoda translacionih operatora.

Metod translatornih operatora primenjuje se na idealne jednodimenzionalne

strukture koje su opisane hamiltonijanom:

|— p2 (j Q—I
H= azM +=(u,-u,) J 1)
koji predstavlja Hamiltonijan mehani€kih oscilacija. Ovde su:

u, - molekulski pomeraji, p,- impulsi

M - molekulske mase, C'- Hukova konstanta elasti¢nosti na istezanje



Za ispitivanje dinamickih, odnosno termodinamickih karakteristika sistema
koristicemo metod dvovremenskih temperaturskih Grinovih funkcija [3,4,5]. Najpre je

neophodno formulisati jednaéine kretanja, koje su za ovaj sistem oblika:

s = P
thy = )
pn = C(un+1 + un—I - 2un) (3)

Startujemo od Grinove funkcije:

£, (1) = 80)[u,(0),,(0)]) = ({1, (0)[u,(0))) @)

Ako ovu Grinovu funkciju diferenciramo po vremenu i iskoristimo jednadinu

kretanja (2) dolazimo do sledeéeg izraza:
d 1
) = 3,G, () ©)
gde je:
G, (1) = 80){[p,(0,,00)]) = ({5, (0] u,(0))) (6)

Ako sada izraz (6) diferenciramo po vremenu i iskoristimo jednacinu kretanja

(3), dobijamo sledeéu relaciju:

d
— G, ==ind(0s, +C[F,, ()+F_, (1)- 2F, (1) (7)
Neophodno je u jednadinama (5) i (7) izvrsiti Furije transformacije tipa:
F (1) = dewe_iwtli () (8)
G, (1) = | doe™G_(o) ©)

Posto u raCunu figuriSe i § funkcija neophodno je napisati njenu integralnu

reprezentaciju:

5(¢) = i Tdme"'“” (10)

Ove transformacije su bile neophodne da bi se doslo do izraza za funkcije

Fn (o) i Gnm(m). Diferencna jednadina za funkciju F“n (@) se dobija u obliku:

M , )~ _ih
n‘l'm(co) +(C o -2F ()= e 5 (11)

Jednacinu (11) reSavamo primenom translatornog operatora T, koji ima

n+im

sledede osobine:



ﬁ/aﬁ_l A=t
Ako uvedemo operator
Fe2i-i (12)
jednacina (11) dobija sledeéi oblik
2 :
M %_j}’jm(m) =55, (13)

Ovde je neophodno istaéi da operator na levoj strani jednacine (13) moze biti

napisan u dve ekvivalentne forme:

2 2
o . Mo C -
M—T-= (1 - T j 14
C - C Mo*" (14
2 ( 20
[V -~ ~ MCO Al
N AN - 5
M= T ,,711 el ) (15)
Iz ovoga slede 1 dve forme za inverzni operator:
(o L) w( C ) C
M—T| = T - 16
k C - J ; Mo’ ) Mo’ (16)

) e o

Kori$éenjem inverznih operatora (16) i (17) dobijamo dva razliita reSenja

jednacine (13):

h & C L) C
F'(e) = - [ T) 5 18
nm (('0) onC ; M(DZ n M(DZ nm ( )
(2) ih < (M‘DZ *-1\v Al
= - T 19
F;lm (0)) ch v=0L C n J n 6nm ( )

Izmedju ova dva reSenja postoji samo prividna razlika. Kronekerov simbol

moZemo predstaviti u obliku:

1 A (n—m)
= — 20
Bun = Ty 2 (20)
gde je:
N - broj molekula u strukturi,

A - konstanta idealne resetke.

Lako se konstatuje da je:



,j Caal= (4 sin E}] e (21)

Na osnovu izraza (21), uz predpostavku da je:
kA

4C sin® —

C sin 5

Mo’

moze se zakljuciti da na desnoj strani izraza (18) imamo konvergentnu geometrijsku

</

progresiju, pa se ova jednacina svodi na:

F(I)((D) l h ] 1 eik?\.(n—m)
nm ZTC M N k Cl) —(D

Y
(1)— M.SI’IZ

Resenje jednacine (19) dobiéemo ako operator nf predstavimo u obliku:
i
v_zz_(n I n 1)

2 cos k), sledi da je:

(22)

gde je:

t\)l\.

v . ~ ~ ikni iknh
POStOJC( T+ 'c_l)e”' =e"

1 n
]A‘"I ikn. eﬂmx
n e = 5 kx (23)

4 sin 5
Ako se (23) uvrsti u (19) i predpostavi da je:
Mo’
4ﬂn2§&'<1
2
tada progresija konvergira i dobija se jednagina (19) u obliku:

(z) i h 1 1 Al )
( ) = 2 2 7 €
nMN PR NEON

(24)

Kao $to se vidi obe inverzne forme, (16) i (17), daju identi¢ne rezultate (22) i
(24), pa ¢e u daljim analizama biti kori§éena ona forma sa kojom je proracun kraéi. Da
bi pronasli korelacionu funkciju koristicemo teoremu o spektralnoj intenzivnoti [6] za
Grinovu funkciju F.

Dobijeni izraz za korelacionu funkciju je:

T e Flo+i8) - Flo -8
<um(0)un(t) = _rdme (o lz,_m o 1):
e® —1 (25)
] ikA(n—m)—ie, t h h(l)
= oy P, R0,
N % Mo 20

k



gde je © = k3T (kp- Bolcmanova konstanta).

Dalji proracun ukljucuje pronalazenje Grinove funkcije:

D, (1) = 8,0, £,(0)]) = ({5, (0| () (26)

Ako se (26) diferencira po vremenu i iskoristi izraz za jednadinu kretanja (3)

dolazi do relacije:

%Dnm(’) = (R, (0 + R, (0~ 2R, (0] 27)
gde je:
R, = 8{[u(0), p,(0)]) = ({0, () 28)

Relaciju (28) takodje moramo diferencirati po vremenu uz koriSéenje (2) $to

daje:

d , 1
7 Bonlt) = i03(1)8, + 27 Do

Ako se izvrSi Furije transformacija, jednacina za Furije likove funkcija D i R i

(1) (29)

posle njihove kombinacije dolazi se do jednadine:

Cay 7‘"\5() L 7 30
LC _nJ nmm _27'5 n” “nm (‘ )
Ako se primeni ranije opisani postupak prorauna dolazi se do rezultata:

=~ i1 kM n—-m) hMCDi
D =—— > 31
""’(m) 2n N ;e o —mz 1)

Iz relacije (31) sledi izraz za korelacionu funkciju:
1 k2 n—m)—iw,t Mh(l)k h(Dk

=— Y —cth—+ 32
(p,(0)p,(1)) ~ ge S cth— (32)

Na analogan nalin kako su dobijene korelacione funkcije (25) i (32) lako se
©0) i (u_(0u0),

koje su potrebne za proracun fizickih karakteristika posmatrane strukture.

mogu dobiti izrazi i za korelacione funkcije tipa <un+ (0)u

n

2.2.  FIZICKE KARAKTERISTIKE

Pomoc¢u korelacionih funkcija (25) i (32) i korelacionih funkcija za

<un+1(0)u (0)> i <un_1(0)un(0)> izraz za unutra$nju energiju sistema na osnovu

n

zadatog Hamiltonijana (1) traZi se u obliku:



n

U=(HA)-= Z{i%o)l + (.,{<un(0)>2 - —21—<un+,(0)un(0)> - §<un,(0)un(0)>}} (33)

Zamenom dobijenih korelacionih funkcija iz paragrafa 2.1. u (33) dobija se:

/ | Mho, ho 1 h . . h ko
U=—=>— th—* + 2C (™ 4™ th —~
NG M 2 e Tom ;{ 2Mo, - (e e ) Mo, | 0

h
{ P 2Mmk (1 - cos k?»)} =
1 hwk 2nC S, Ak| | ho,
"2?{ 2 e, " 2} L
. [C . .M Mo,
1z izraza 0, =2 v sin 5 sledi: sin > =90
pa je dalje:
1 ho 2rC Mo hiw
] - = k t k
¢ 2;{2 Mw 4(}}226
odnosno:
1 hcok
U =3 ;hwkcth = (34)

Izvrsicemo prelaz sa sume na integral po formuli:

Z1—> fdk

C
i uzimajuci da je Ao, ~ Avk , gdeje v = A|— - brzina zvuka.
) ] x gde J M

Izraz za unutra$nju energiju je posle toga sledeceg oblika:

1 hvk
L fdk Wk cth— (35)
22n 1y 20
L 40’
Ako uvedemo smenu: x = —  sledi da je: Avkdk = — xdx.
26 hv
v .. .. . . ..
Granice integracije su: x = + 267 o pase dobija slededi izraz za unutra$nju energiju:
v
NA 4
=—— r dxcthx (36)
4n hv i
230

10



Da bi dobili izraz za unutra$nju energiju na sobnim temperaturama, uvodimo

. .. hvk 1 1
aproksimacije: B) << 1 odnosno x ~ 0 ,cthx ~ > + Ex

Tada izraz (36) postaje:

hvn
NA 72 (1 I )
J v~ — —+—
{ nhve jix x+3x

20

Resavanjem ovog integrala dobija se konacni izraz za unutra$nju energiju za

E
oblast visokih temperatura (—é << 1] :

1 hZ 2 2 1
U= N{6+3—6 ;2“ 5} G7)

Za oblast niskih temperatura, granice integrala su priblizno beskonacne, pa se
tada dobija unutrasnja energija u obliku:

A
12hv 0 (38)

Ako se u formuli (37) zadrZi samo prvi ¢lan na desnoj strani, pa dobijeni izraz

U=N

diferencira po temperaturi, dobija se izraz:

oU
C, = 57 = Nk, (39)

§to predstavlja Dilon - Ptiov zakon za jednu dimenziju, odnosno specifi¢nu toplotu pri
stalnoj zapremini.

Rezultate do kojih smo dosli, mozemo iskoristiti za izracunavanje i drugih
fizi¢kih karakteristika jednodimenzionalne polimerne strukture.

Primer za to je koeficijent difuzije fononskog gasa u jednodimenzionalnoj

strukturi, koji se uzima kao moduo srednje vrednosti

p,(0)
<“A7‘”n“’)>

__r
C2M

Kao §to se vidi koeficijent difuzije fononskog gasa idealne strukture ne zavisi

Lako se dobija:

D (40)

od temperature, ali opada sa povecanjem mase [7].

Bitne fizi¢ke karakteristike svakog sistema su entropija i slobodna energija.

11



Entropija se moze dobiti koriste¢i izraz:

_\#)-F _ o
I - I ¢
Ovde je F slobodna energija koja se dobija u obliku:

F = eZ lnt] - e‘ﬂ (41)

/(’ Ak
Ek = ho —Zh HsmT

Trazedi izvod slobodne energije po temperaturi dobija se izraz za entropiju:

|E ET

S = Z[ —an—e SJ (42)

Za ove fiziCke veliCine takodje je mogude izracunati vrednosti na visokim i
niskim temperaturama, ako se one prevedu u kontinuum. I slobodna energija i
entropija [8] pokazuju istu zavisnost od temperature kao i unutra$nja energija (34)..

Koristedi poznati izraz:

U=F-65
lako je zakljuciti da se izvedeni zakljucci o ponaSanju unutrasnje energije odnose i na
slobodnu energiju i entropiju.

Poznavanje ovih fizickih karakteristika daje moguénost opisivanja
jednodimenzionalne strukture sa ravnomernom raspodelom masa. Dobijeni rezultati
su ocekivani, §to opravdava primenu ovog metoda na strukture sa ravnomernom
raspodelom masa 1 opravdava takodje primenu na strukture sa neravnomernom

raspodelom masa.

12



3. STRUKTURE SA NERAVNOMERNOM RASPODELOM MASA

Za analizu efekata neravnomerne raspodele masa iskoristicemo formalizam
translatornih operatora koji je demonstriran na idealnoj jednodimenzionalnoj resetki
sa ravnomernom raspodelom masa. Pokazano je u prethodnom poglavlju da se metod
translatornih operatora moZe uspes$no primeniti prilikom analize Grinovih funkcija
struktura sa ravnomernom raspodelom masa. Do istih rezultata bi se doglo primenom i
drugih metoda teorijske analize na ove strukture. Na§ cilj je bio da demonstriramo
mogucnost ba§ ovog formalizma, na analizu jednodimenzionalne reSetke sa
ravnomernom raspodelom masa, radi njegove primene na strukture sa
neravnomernom raspodelom masa.

U sluCaju neravnomerne raspodele masa primena metoda translatornih
operatora je neophodna jer samo ona daje algoritam po kome se Grinove funkcije

mogu racunati sa velikom ta¢no$éu.

3.1 METOD ANALIZE

U strukturama sa neravnomernom raspodelom masa uzima se da M —» M, .

Kako mase zavise od indeksa &vora, Hamiltonijan koji opisuje ovu strukjturu je oblika:

Hzg{ /|

A - 43)
oM, " 2\ T e J ‘

Ovde je predpostavijeno da su konstante elasti¢nosti jednake za sve susedne
atome.

Kao i u prethodnoj glavi ispitivaéemo najpre Grinove funkcije tipa pomeraj -
pomeraj, I'ifunkcije tipa impuls - impuls, L .

S obzirom na rezultate iz prethodne glave, koji su dati u jednacinama (13), (30)
1(23), mogu se odmabh pisati jednacine koje se odnose na strukture sa neravnomernom

raspodelom masa:

13



.~ o \ ih
.o = s, @
R

2

LCM TJn(co)—Z—hMTé (45)

nm

Kao $to se vidi u ovim formulama, masa zavisi od indeksa ¢vora, pa se mora

A

tretirati kao multiplikativni operator, ]\;In . Takodje je o€igledno da operatori T

Mn ne komutiraju, pa je o ovome neophodno voditi raduna u daljoj proceduri

proracuna.

2
O o~ A . . . .
Operator LF M-T J kao i u sluaju ravnomerne raspodele masa ima svoj

inverzni operator koji je dat u dve razlidite forme. Za potrebe naSeg proracuna
koristi¢emo samo jednu od njih i to onu koja je analogna formi (16). U prethodnoj
glavi je pokazano da obe forme i (16) i (17) daju isti rezultat pa je to razlog §to ovde
koristimo samo jednu od moguéih formi.

Za nas slucaj se dobija:

(o o V' _ce
k M-T J == Z ( 1) v (46)
( O v=0 "
Zbog nekomutativnosti operatora nf" i Mn vaZzi sledeca relacija:
(a2 Y = 8 a1 a0 F 7)
v - puta

Na osnovu (41) i (43) moze se pisati:

h CY/n) myv o~
L, (o) = —’——2— ( 2)(1\4 ') ar's (48)
m 2 —0 0) n n n nm
Na osnovu (44) i (46) dobija se:
i hC e (C)V Al A V A
== \ 9
L) = 5= 2\ (7' 7)1 (49)

Beskonacni redovi koji figuriSu u jednadinama (48) i (49) ne mogu se
prosumirati kao kod struktura sa ravnomernom raspodelom masa, pa je zbog toga
jedino moguée funkcije T i L raCunati aproksimativno. Za na§ dalji proracun
dovoljno je uzeti razvoj do treceg ¢lana. U toj aproksimaciji jednacine (48) i (49)

dobijaju sledede oblike:

14



iR cl 2 i i )

nm(w) ~ EE Mn(DZ { nm + C02 Lﬁanm - Mn+1 6rH»I,m - Mn_l 6n—I mJ +
+§W4+1+1\ (1+1\

(’04 LL Mj MnM +1 MnM +1an LMnMrHI M:+1 Jém—I,m

( [ 1 \ 5n+2m 6n—2"m }
-~ +— Jﬁn_ o+ 2 J

{MnMn—l Mn—1 ! Mn+1Mn+2 Mn IMn 2

i
i hC
an(w) ~ —2; 2 {26nm 6n+1,m - 6rl—I m
C
+ 0)2M -(66nm 46n+1,m - 46n—1,m + 6n+2,m + 6n—2,m) +
(e 4 4+ ) (8 ¢ 1)
7 HM Y P T e P
@ M n+l n—1 n+l n-1
(8 6 /) (2 4)
+ + —Im st n+2,m

‘-LMn Mn—] Mn+1 F" ! LMn Mn+1P ?

(_2__ + 4 \ _ 6n+3,m _ 6n—.?,m _Il
+LMn Mn—] P"—Z-m Mn+l Mn—l JJ

Takodje se mora uzeti u obzir i &injenica da je kristal beskonaéan.

32 UNUTRASNJA ENERGIJA STRUKTURE

(50)

(51)

S obzirom na izraz za Hamiltonijan (43), unutra$nja energija strukture sa

neravnomernom raspodelom masa je oblika:

U=(H)= —2{;;41—‘<pn(0)p,,(0)> + é[z 2C(u,(0)u,(0)) -

{1, (0),0) + a, (0,0

n

(52)

Formule (50) i (51) bice iskori§éene za odredjivanje srednjih vrednosti u formuli

za unutrasnju energiju. Da bi se naSle srednje vrednosti na istom &voru, u (50) i (51)

treba uzeti da je n =m. Tada iz (50) sledi:
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F()——hJ1+2(+C2(4+1+1\l—
” ©= 27 Mu)z L ® M 0 M,, an Mn+1 Mn~1JJ B
2 (53)
_L.n ®
n M - 200" — Bj
gde je:
C , 1 1)
“=u ¢ Peylw v
n n+l — ]
Na isti nacin iz formule (51) sledi:
2
(0) = = 2nC = (55)
Lo 2n 0’ - 200" - B )
gde je:
L _3C Bg_czfz L2 3
2 2Mn , 20 Mn L1\/[n+l Mn-l MnJ
i
2 + 2 > 0 56
Mn+1 Mn—I Mn - (~ )

Koristeéi teoremu o spektralnoj intenzivnosti iz formula (53) i (55) se dobijaju

korelacione funkcije:

(.0 (0)) = { "D hq)} (57)
T 4M/ 20

gde je:
®1n:\/,/af+ﬁf+al ;D = ,/af+;3f—a, (58)
i
nC D, h®,
0)p (0)) = ——— 5
pi0pi0) = o e, ) )
gde je:

D = \/,/ocj +B, +o, ; @, = \/,/aj +B —a, (60)

Za izratunavanje srednje vrednosti izraza <un+ 1(0)”n(0)> , koji takodje figurise u

formuli za unutra$nju energiju, da bi se postigao isti stepen tatnosti kao i u
prethodnim formulama, u (48) se mora uzeti i etvrti &lan na desnoj strani. Tada

dobijamo:
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— 61
n,n+1((»0) 27t Man_l (04 _ 2(1,3(02 _ Bz ( )
gde je:
( 1 ) ( 3 1 Ji )
a,=q-—+——| ; Bi=C - - J
’ VLMn n+1J ? LMnMnH MnMn—I Mn+1 n+2
3 Ji 1
> - (62)
MnMn+1 MnMn—I Mn+an+2
Na osnovu ovoga sledi:
nC 1 1 hA 1 hA
u (0)u(0))=- {— cth—% — ctg 2"} (63)
< ! ! > 4\/“? + Bj MnMrH—I Aln 29 AZn 29
gde je:

%=$M+ﬁ+%f %:$M+@~% (64)

Srednja vrednost izraza <un_ 1(0)"n(0)> dobija se na sli¢an nacin kao i formula

(63) 1 iznosi:

rC 1 1 hA I hA
u (0u(0)) =~ {—cth s —c1g 2"}
< A > 4Jaj_FBj_ngA4;J A~ 20 A 20

25

gde je:

A, = ol B0, ; 4, =alp -a, (65)

Zamenom (57), (59), (64) i (65) u (52) dobija se unutraSnja energija

jednodimenzionalnog lanca sa neravnomernom raspodelom masa:

[y B { D hd
U = D cth—L + @ ct ”}+

Ch o, ho,
t {q)lncth 291 + ®2nctg 292 } +
! !
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odnosno:

2
(XI +B1
¢ ! {1 thhA’" Lo 2"}+
- C —_‘_Cg
2\/@? + Bj Mn+1 AIn 26 AZ 26

Ovde je o€igledno da unutraSnja energija sadrzi periodi¢ne funkcije sa
razliitim periodima oscilovanja. Ovo navodi na zaklju¢ak da neravnomerna raspodela
masa, uslovljava kvaziperiodiéno ponasanje unutra$nje energije, ako se unutrasnja
energija posmatra kao funkcija temperature.

Kvaziperiodi¢no ponasanje unutrasnje energije je posledica disipativnih procesa
u strukturi, jer su neki polovi Grinovih funkcija Cisto imaginarni. ZapaZa se da sc u
izrazu za unutra$nju energiju pojavljuju singulariteti za one vrednosti 6 gde su
argumenti trigonometrijskih kotangensnih hiperbolnih funkcija jednaki celobrojnom
umnosku 7 .

Kako je izraz za unutragnju energiju struktura sa neravnomernom raspodelom
masa izraunat aproksimativno, nije ofigledno da se singulariteti mogu anulirati.
Medjutim, moguée je predpostaviti takvu raspodelu masa kojom bi se singulariteti
anulirali u aproksimativhom izrazu. Takva raspodela masa predstavljala bi uslov
termodinamicke stabilnosti sistema u upotrebljenoj aproksimaciji.

Isti zakljucci bi se mogli izvesti i za entropiju ovakve strukture, koristedi izraze
iz prethodnog poglavlja. Znaéi, moguce je govoriti i o kvaziperiodi¢nom ponasanju

entropije kao funkcije temperature.
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ZAKLjUCAK

U ovom radu su analizirani disipativni efekti u strukturama sa neravnomernom
raspodelom masa. Analiza je izvr§ena primenom metoda Grinovih dvovremenskih
temperaturskih funkcija i metodom translacionih operatora. Iako je tokom proracuna
kori§¢en niz aproksimacija, dobijene vrednosti za unutraSnju energiju koje
predstavljaju samo pribliZzne vrednosti, pokazale su opravdanost upotrebe metoda
translatornih operatora. Ovaj metod je bio najpre testiran na jednodimenzionalnim
strukturama sa ravnomernom raspodelom masa.

Pokazano je da neravnomerna raspodela masa moZe dovesti do disipacije
oscilatorne energije, usled Cega unutra$nja energija, pa samim tim i entropija ovih
struktura predstavljaju kvaziperiodi¢ne funkcije temperature.

Kao $to je poznato disipativnost i kvaziperiodi¢nost entropije su tipine osobine
biomaterije [9,10] pa bi izloZeni prilaz i rezultati koji iz njega slede mogli da nadju

primenu u biofizickim analizama.
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