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UvOoD

Simetrija je postala jedan od vodeéih principa u fizici tokom dvadesetog veka.
Postepeno se napredovalo od spolja$nje ka unutra$njoj, od globalne ka lokalnoj, od konatne ka
beskonanoj, od obitne ka supersimetriji , da bi se konatno doSlo do pojma Hopf-ove algebre
ili kvantnih grupa.

Opite govoredi, fizitki sistem se sastoji od konagnog ili beskonafnog broja stepeni
slobode koji mogu, ali ne moraju interagovati. Dinamika je odredena skupom jednacina
evolucije, koje proizilaze iz variranja dejstva po razlititim stepenima slobode. Simetrija tada
odgovara grupi transformacija prostorno-vremenskih koordinata i/ili stepeni slobode koji slede
iz dejstva i stoga je invarijanta jednaCina evolucije. Spoljasnje simetrije su povezane sa
invarijantno$¢éu u odnosu na transformacije prostorno-vremenskih koordinata (npr. Lorentz-ova
invarijantnost). Simetrije koje nisu povezane sa transformacijama prostorno-vremenskih
koordinata nazivamo unutragnjim. Takode pravimo razliku i izmedu tzv. globalnih i lokalnih
simetrija. Globalne simetrijske transformacije su iste u svim tatkama prostor-vremena i obi¢no
vode ka ofuvanju odredenih velitina. Pretvaranje globalne simetrije u lokalnu, odnosno
dozvoljavanje da se simetrijska transformacija menja kontinualno od tatke do tatke u prostoru,
zahteva uvodenje dodatnih gauge stepeni slobode. Ovo je tzv. gauge princip koji nas konacno
vodi do standardnog modela jakih i elektro-slabih interakcija izmedu elementarnih Cestica
baziranog na lokalnoj gauge grupi SU(3)xSU(2)xU(1).

Primena simetrijskih razmatranja je znaajno proirena nakon uoavanja da simetrija
dejstva ne mora obavezno biti i simetrija osnovnog stanja fizitkog sistema. Ako je dejstvo
invarijantno u odnosu na neku simetrijsku grupu G, a osnovno stanje samo u odnosu na
podgrupu H od G, kaZemo da je simetrijska grupa G spontano naruiena do H . Simetrija
nije potpuno izgubljena, poSto naruSeni generatori G transformiSu jedno osnovno stanje u
drugo.

Fizika naruiene globalne simetrije je bitno drugaCija od naruSene lokalne (gauge)
simetrije. Dokaz naruSenc kontinualne globalne simetrijske grupe G u fiziCkom sistemu je
pojava bezmasenih skalarnih stepeni slobode, tzv. Goldstone-ovih bozona. Svaki naruSeni
generator grupe G uzrokuje pojavn bezmasenog Goldstone-ovog bozonskog polja. Poznata
realizacija Goldstone-ovih bozona su spinski talasi velikih duZina u feromagnetu, u kom je
rotaciona simetrija naruSena ispod Curie-eve temperature usled pojave spontane magnetizacije.
Primena u fizici Cestica je niskoenergetska fizika jakih interakcija, gde spontano naruSavanje
aproksimativne kiralne simetrije dovodi do pojave bezmasenih pseudoskalarnih Cestica kakve su
pioni.

U sludaju naruSene lokalne (gauge) simetrije, bezmaseni Goldstone-ovi bozoni zajedno
sa bezmasenim gauge poljima formiraju masena vektorska polja. Ovaj fenomen nazivamo
Higgs-ovim mehanizmom. KanoniCki primer u fizici kondenzovane materije je obican
superprovodnik. U faznom prelazu od normalne ka superprovodnoj fazi, U(1) gauge simetrija je

spontano narufena do konatne ciklicne grupe Z,, kondenzatom Cooper-ovih parova. To
dovodi do mase M , fotonskog polja u superprovodnoj sredini, §to je potvrdeno Meissner-ovim
efektom: magnetno polje je izbaleno iz superprovodne oblasti i ima karakteristicnu dubinu
prodiranja koja je u odgovaraju¢im jedinicama inverzna masi fotona M ,. Stavise, Coulomb-
ove interakcije medu spoljainjim naelektrisanjima u superprovodniku su konatnog dometa

o« —— . Higgs-ov mehanizam igra kljunu ulogu u ujedinjenoj teoriji slabih i elektromagnetnih
4

interakcija, odnosno u Glashow-Weinberg-Salam modelu u kom je proizvod gauge grupa

SU2)xU(1) narufen do U(1) podgrupe elektromagnetizma. U tom kontekstu, masivne




vektorske Cestice koje odgovaraju Wi Z bozonima posreduju u kratkodometnim slabim
interakcijama. Znatno spekulativnija primena Higss-ovog mehanizma je ona u kojoj je
standardni model jake, slabe i elektromagnetne interakcije ugraden u model velikog ujedinjenja

sa velikom prostom gauge grupom. Najambiciozniji pokuSaji se odnose na uvodenje
supersimetrije.



1 - KLASICNE SIMETRIJE

Koncept simetrije igra gotovo kljuénu ulogu u svim aspektima naSih razmatranja
fundamentalnih interakcija. Simetrije su u neposrednoj vezi sa npr. Pauli-evim predvidanjem
postojanja neutrina, sa pitanjima koja se ti¢u raspada Cestica; simetrije odreduju svojstvo sila u
gauge teorijama, da li npr. pobudeni atom moZe da prede u niZe energetsko stanje vz emisiju
svetlosnog kvanta, itd...

Ono 3to simetrije posebno vezuje za fiziku je njihova dinamicka uloga koja uvek
pomaZe u sagledavanju globalne strukture proucavane pojave. Op3ti karakter je sadrZan i u
mogucnosti povezivanja fenomenoloske analize sa tzv. simetrijskim grupama.

Postoji neposredna veza izmedju simetrijskih transformacija i zakona konzervacije.
Neprekidne simetrijske transformacije, pri kojima gustina LagranZijana, koja opisuje dinamiku
sistema, ostaje invarijantna, generiSu zakone odrZanja u kojima prepoznajemo razliCite konstante
kretanja. Ove transformacije nas vode do egzaktnih zakona odrZanja.

1.1 NOETHER-INA TEOREMA - KLASICNA

Sa klasi¢nog stanoviSta, simetrija dejstva koje je integral lokalne gustine LagranZijana
je povezana sa ofuvanim strujama. Razmotrimo skup polja 9 (x), gde je j=12,.,N i
dejstvo:

NIE Id4xa(¢(x),6y¢(x)) (1.1.1)

pri ¢emu je « , lokalna gustina LagranZijana. Indeks, j, je indeks ukusa. RazliCite vrednosti j
odgovaraju razli¢itoj vrsti, odnosno razli¢itom ukusu polja ¢, koje u odsustvu indeksa, treba
shvatiti kao vektor kolonu u prostoru ukusa.
Pretpostavimo, radi jednostavnosti, da LagranZijan zavisi samo od polja ¢ i njegovog prvog
izvoda 0 #¢ . Tada jednacina kretanja glasi (dodatak 3):

ox oo

5 = (112)
“5(0,0) o6

i predstavlja vektorsku jednaCinu u prostoru ukusa, &ija je svaka strana vektor vrsta, Koji nosi
indeks ukusa, j.

Simetrija dejstva se ogleda pri nekoj infinitezimalnoj promeni polja, 8¢ , kao npr.:
S[g + 6] = S[¢] (1.13)
il
alp+59.0,9+,0)=al$,0,6)+0,V"($,0,6.50) (1.14)
gde je V* mneka vektorska funkcija koja zavisi od infinitezimalne promene op .

Pretpostavljamo da moZemo odbaciti povrSinske &lanove u d*x integralu, tako da ¥'* ne daju
doprinos dejstvu. Ali

alp+56,0,0+80,4)-alp.0,0)= LA PO 8,50 (1.15)

o
sp " 50,4



posto je 0,0¢ =050 ,¢ . Vazno je uoiti da je (1.1.5) jedna jednacina, bez indeksa j . Clanovi

na desnoj strani ukljuduju matriéno mnoZenje u prostoru ukusa, vektora vrste s leve i vektora
kolone sa desne strane. Iz (1.1.2), (1.1.4) i (1.1.5) sledi:

o,N*“=0 (1.1.6)
gde je
N* = oo op—-V* (1.1.7)
o\0,¢

Nas najedce interesuju simetrije, koje su i simetrije LagranZijana, a ne samo dejstva i

u tom sludaju je ¥# =0 . Narogitu paZnju posvecujemo linearnim, unitarnim transformacijama
polja, za koje vaZi:

op=ig,T°¢ (1.1.8)

gde je T°za a=12,..m skup NxN ermitskih matrica, koje deluju u prostoru ukusa, a &,

je skup infinitezimalnih parametara. MoZemo, a Cesto to i Cinimo, (1.1.8) napisati u
eksponencijalnom obliku, da bismo dobili kona¢nu transformaciju:

p>¢ =" ¢ (1.19)
koja, za malo &, prelazi u (1.1.8). Tada se za T  kaZe da su generatori transformacije (1.1.9).

Poito ¢emo 7T °koristiti veoma &esto, vazno je razmotriti njihova svojstva. Osnovno
svojstvo generatora je njihova komutaciona relacija:

Ire,7*|=if,,. T° (1.1.10)

abe

gde su f, ~strukturne konstante Lie-ve algebre, definisane u ma kojoj netrivijalnoj

reprezentaciji ( trivijalna reprezentacije je ona u kojoj je T° =0, za koje je (1.1.10) trivijalno
zadovoljena). Generatori mogu biti klasifikovani u skupove, koje nazivamo prostim
podalgebrama, koji medusobno antikomutiraju, dok sa svim ostalim komutiraju. Na primer,

uzmimo tri generatora 7°, za a=1,2,3 sa komutacionim relacijama SU(2) grupe,
lre,1°|=is,,.T¢ (1.111)

i koji komutiraju sa svim ostalim generatorima. Onda je to primer SU(2) faktora algebre.
Algebra se uvek moZe raSClaniti na faktore poput ovog, nazvane prostim podalgebrama, i na
skupove generatora koji komutiraju sa svim, nazavane U(1) generatorima.

Normalizacija U(1) generatora mora biti odredena nekom proizvoljnom konvencijom.
Medutim, normalizacija generatora ma koje proste podgrupe je povezana sa normalizacijom
strukturnih konstanti. VaZno je normalizovati ih, tako da u svakoj prostoj podalgebri vaZi:

Zfacdfbcd = k5ab (1.1.12)
c,d
Tada, za svaku reprezentaciju vaZi:
(7T ) 6, (1.1.13)

Matemati¢ka konvencija se sastoji u dodeljivanju specijalnog statusa strukturnim konstantama i
izboru k=1 u (1.1.12). Medutim, fizi¢ari su fleksibilniji (ili manje sistemati¢ni). Za SU(n),
npr. k se obi¢no bira tako da je:

1

ir{reT?)= % (1.1.14)

za n-dimenzionalne reprezentacije. Tada je k=n.



Simetrija oblika (1.1.8) ili (1.19) koja deluje samo u prostoru ukusa, a ne i u
prostorno - vremenskoj zavisnosti polja se naziva unutra$njom simetrijom. Poznata Poincare -
simetrija relativistickih dejstava nije unutraSnja simetrija.

Razlikujemo dve vrste unutra$njih simetrija. Ako parametri £, ne zavise od prostorno
- vremenskih koordinata, simetrija se naziva globalnom simetrijom. Globalne simetrije ukljuuju
rotaciju ¢ u prostoru ukusa koja se vrSi na isti nafin u svim tatkama prostora i vremena. Ovo
nije naroCito fiziCki privla¢na ideja, budu¢i da je teSko zamisliti njeno ostvarivanje, ali se
pokazalo da je koncept globalne simetrije izuzetno znacajan u organizovanju naSeg znanja o
teoriji polja i fizici uopste.

Kada &, zavisi od x simetrija se naziva Jokalnom ili gauge simetrijom. Lokalna

simetrija nije samo princip organizovanja, nego je i usko povezana sa dinamikom.

Razmotrimo sada (1.1.7) u slucaju globalne, unutra$nje simetrije LagranZijana. PoSto je
simetrija i simetrija & , drugi &lan, V* =0.
Stoga o¢uvanu struju moZemo napisati kao

N =% e T (1.1.15)
50,4

Buduéi da su infinitezimalni parametri proizvoljni, (1.1.15) zapravo definiSe m oCuvanih struja.

ox
JI=—i T =12,...,m 1.1.16
R OT (o

1.2 PRIMERI

PRIMER 1

Uzmimo da je @, j=12,...N, skup realnih, skalarnih, bozonskih polja. Najop3tiji

mogudi, realni, kvadratni ¢lan koji zavisi od @ u LagranZijanu je :
1 &7
oy (d>)=§a#<1> So*® (12.1)

gde je S realna, simetri¢na matrica ( u matri¢noj notaciji @; su uredeni u N -komponentni

vektor kolonu). Ako je S pozitivna, moZemo definisati novi skup polja pomocu linearne
transformacije:

Lp=D (122)
koja zadovoljava uslov:
LI'SL=1 (12.3)
Tada LagranZijan postaje:
o (¢)= %6#¢’8"¢ (124)

§to je kanonitka forma LagranZijana za skup od N bezmasenih, slobodnih skalarnih polja. U
odnosu na infinitezimalnu, linearnu transformaciju

56 =Gg (12.5)

gde je G N x N matrica, promena u &, je:



50!KE(¢)=—;-5,,¢T(G+GT)5“¢ (12.6)

Ako je G antisimetri¢na matrica, LagranZijan se ne menja. Takode, moramo izabrati G tako

da bude realna da bismo oluvali realnost polja. Prema tome, LagranZijan je invarijantan u
odnosu na SO(N) grupu transformacija

op=ic, T¢ (12.7)
N(N-1) N(N-1)
S

Ove matrice su reprezentacija SO(N) algebre. Prikazana u eksponencijainom obliku (1.2.7),
proizvodi ortogonalnu transformaciju, reprezentaciju grupe SO(N)

¢—>¢ =09 (128)

a . . e .
gde su T°, za a=1 do nezavisne, antisimetri¢ne, imaginarne matrice.

gde je
o' =0" (129)
Ovo je rotacija u realnom N-dimenzionalnom prostoru.

VaZno je uoditi da mi nismo niSta ucinili da bismo uveli SO(N) simetriju, sem §to smo
napisali LagranZijan u kanonitkoj formi. Ona je bila direktna posledica pocetne fiziCke
pretpostavke o postojanju N  slobodnih, bezmasenih, skalarnih polja. Kanoni¢ka forma
izvodnog &lana kineti¢ke energije , automatski ima SO(N) simetriju.

Odgovarajuée Noether struje su:

J4 ==i3, 47 )¢ (12.10)

Simetrija (1.2.8), je najveca unutraSnja rotaciona simetrija koju skup N realnih,
bezspinskih bozona moZe imati, poto ¢lan kinetitke energije (1.2.4), uvek mora biti prisutan.
Medutim, simetrija moZe biti naruSena u nekim podgrupama grupe SO(N). Ovo se moZe desiti
jednostavno zbog masenih Clanova, ako skalari nisu svi degenerisani. Maseni ¢lan, uopsteno,
ima oblik:

1
X s (8) = —5¢TM2¢ (12.11)

gde je M ? realna, simetri¢na matrica, nazvana masenom matricom. Njene svojstvene vrednosti
( ako su sve pozitivne) su kvadrati masa skalarnih estica. Maseni €lan je invarijantan u
odnosu na ortogonalnu transformaciju O, ako vaZi

O"M*0=M? odnosno |0,M?]=0 (12.12)

Ako je M ? proporcionalna sa jedini¢nom matricom, cela SO(N) simetrija nije naruSena.
Uopsteno, transformacije koje zadovoljavaju (1.2.12) formiraju reprezentaciju neke podgrupe
SO(N). Podgrupa je generisana podskupom generatora T*, koji komutiraju sa M 2,

Matrica mase se moZe dijagonalizovati ortogonalnom transformacijom, koja ostavlja
izvodni ¢lan (1.2.4) nepromenjenim.
Tada je preostala simetrija SO(l), za svaku 1 degenerisanu svojstvenu vrednost. Na primer, ako

K polja ima masu m,, a ostalih N —K masu m,, dijagonalna matrica mase moZe imati oblik



m,
0
2 m!
M* = ! ) (1.2.13)
m,
0
m;
Simetrija je SO(K)x SO(N-K) i rotira degenerisane podskupove u obliku:

o-[% ° 12.14
0 O, (1219

gde O, i O, deluju na polja mase m, i m,, respektivno. Elementi konacne grupe (1.2.14) su

K(K -1) : (N-KXN-K-1)
2

2
S 0 0 O
(12.15)
0 O 0 S,
gde su S, i S, antisimetrine imaginarne matrice.
Ako matrica mase nije degenerisana, §to znali da ne postoji par jednakih svojstvenih
vrednosti, SO(N) simetrija je potpuno naruSena i ne preostaje nikakva kontinualna simetrija,

iako je LagranZijan jo§ uvek invarijantan u odnosu na diskretnu simetriju pri kojoj ma koja
komponenta ¢ menja znak.

generisani izraZavanjem u eksponencijalnom obliku

generatora

Simetrija moZe biti narusena i interakcijom &lanova u LagranZijanu. Sa ¢lanovima koji
zavise od tredeg i Cetvrtog stepena ¢, simetrija moZe biti naruSena na znatno interesantniji

na&in. Razmotrimo, npr. LagranZijan sa N =8 skalara, od kojih K =4 imaju masu m, (¢,

za j=1 do 4), a ostatak masu m, (¢, za j=5 do 8). Kineticka energija i maseni ¢lan
imaju SO(4)x SO(4) simetriju. Uredimo osam realnih polja u dva kompleksna dubleta polja na
sledeéi nacin:
¢ +id ¢s + i
| V2 | V2 12.16
g = : ;6= : (12.16)
¢, +i9, ¢, +idy
V2 V2
Razmotrimo sada interakcioni ¢lan oblika:
Qi = 4G 6,676 (12.17)

Ovaj interakcioni ¢lan nije invarijantan u odnosu na SO(4)xSO(4), ali je invarijantan u odnosu
na SU(2)x U(1) simetriju za koju vaZi:

& -Us j=12 (12.18)



gde je 2x2 matrica, U unitarna. U matrica moZe biti pisana kao vremenska faza (U(1) deo)
specijalne, unitarne matrice ¥ (detV =1), tako da je ona reprezentacija od SU(2)xU(1). Ona
je podgrupa SO(4)xSO(4) koja ostaje invarijantna u odnosu na interakcioni term, (1.2.17).
Simetrijska struktura teorije polja ogleda se u hijerarhiji sniZavanja simetrije, polazeci
od kinetiCke energije preko interakcionih &lanova. Clan koji odgovara kineti¢koj energiji ima
najvecu mogucu simetriju. Ona je narulena do odredenih podgrupa, masenim i interakcionim
Clanovima. Ovaj naCin traZenja simetrijske strukture je naroCito koristan, kada su neki
interakcioni termovi slabi, tako da njihovi efekti mogu biti tretirani teorijom perturbacije.

PRIMER 2

. . 1
Uzmimo da su y;, j=12,.N, slobodna, bezmasena, spm—E , Cetvorokomponentna

Dirac-ova fermionska polja, sa LagranZijanom oblika:

alg)=igy“o,w (12.19)
Dirac-ova fermionska polja su kompleksna, pa prema tome (1.2.19) ima ociglednu SUN)x U(1)
simetriju pri kojoj su infinitezimalne promene:
op=is, Ty (1220)
gde su T° N? ermitske N x N matrice, koje generiu definisanu (ili N') reprezentaciju od
SUMN)x U(1). IzraZavanjem u eksponencijalnom obliku dobijamo:
w— Uy (1221)
gde je U, unitarna N x N matrica
U=e“" (1222)
SU(N) deo U je generisan pomocu N’ —1 ermitskih matrica, bez traga, dok je generator

U(1) dela, koji komutira sa svim, proporcionalan jediniénoj matrici. U(1) je samo broj
fermiona.

U (1.2.19)
oa =iy (12.23)
o\0 v
pa je stoga Noether struja:
JE =gy Ty (1.2.24)

Uz T° =1, otuvana Noether struja pridruzena U(1) je struja broja fermiona.
Transformacija (1.2.21) je najveca unutrainja simetrija LagranZijana (1.2.19). Da bismo
razmotrili ostatak simetrije, koristiéémo dvokomponentna, Weyl-ova fermionska polja, koja su

povezana sa obinim spm—E Cetvorokomponentnim fermionskim poljima, ¥, projekcijom

pomocu projekcionog operatora.
1+
})i = }/ 5
2
DefiniSimo levoruka, sa levim helicitetom (L) i desnoruka, sa desnim helicitetom (R) polja
kao:

(12.25)

v, =Py wep =Py (1.2.26)

odnosno



177L =yP. 177R = (77P+ (1227)
Medutim, zbog

Py* =y"P (1.2.28)
moZemo pisati
aly) =iy o,y =7,y 0, +iFy 0 W, (1229)
Ocigledno, moZemo odvojiti SUN)x U(1) transformaciju za L i R fermione:
Sy, =ieiTy, , Ow,=ielT y, (12.30)
ili
y, >Uy, J Wr > Uy (1.2.31)

Fizi¢ka interpretacija L i R stanja je da su ona svojstvena stanja heliciteta fermiona.
Razmotrimo ravan talas koji se kre¢e u 3 pravcu. Fermioni su bezmaseni, pa je stoga

p’=p’,dokje p' = p2 = 0. Dirac-ova jednalina u prostoru impulsa je
prrw=0 i p°(y° -yl =0,
odnosno
v =9y (1232)
pri &emu je y° =y*
Spinski angularni moment u 3. pravcu je:

12 .12
p=L 7 (1233)
2 2
Tada je
i
Sy, =-2-7172% ——2-7°7°r‘72% =
57071727"% —57’07'7273% = (1234)
1 1
= _EySWL = —EV/L

Stoga , opisuje Cestice sa helicitetom _E , koje nazivamo levorukim Cesticama, dok W/,

o . e
opisuje Cestice sa helicitetom 5 , koje nazivamo desnorukim Cesticama.

Simetrija (1.2.30), pod kojom se L i R polja transformifu razli¢ito, naziva se
kiralnom simetrijom. Generatori kiralne simetrije komutiraju sa brojem fermiona.

Kiralna simetrija jo§ uvek nije najveéa unutra$nja simetrija LagranZijana (1.2.19). Da
bismo utvrdili najveéu simetriju, moramo uvesti ideju polja konjugovanog naboja. Defini§imo

w.=Cy’ (12.35)
i
Vo =Pwc Ve =Py (12.36)
gde je C matrica konjugacije naboja, koja deluje na Dirac-ove indekse 1 zadovoljava sledece:
c*=1 C'=C Cy"C=-p" (1237)

Oblik C zavisi od reprezentacije ¥ matrica. Na primer, u tzv. Majorana reprezentaciji u kojoj



su sve y matrice imaginarne, C=1, dok je u standardnoj Bjorken-Drell reprezentaciji
C=iy’.
Naziv konjugacija naboja potie od efekta transformacije (1.2.35) na Dirac-ovu

jednadinu za <esticu u elektromagnetnom polju. Cestice mase m i naelektrisanja ¢
zadovoljava jednaCinu:

iy"o,w —ed"y 'y —my =0 (1238)

gde je A* ermitsko, elektromagnetno polje. VrSeci kompleksnu konjugaciju, mnoZeéi sa C i
koristeci (1.2.35) dobijamo:

iyo W +ed"y 'y —my. =0 (1.2.39)

C operacija menja naelektrisanje estice £ u naelektrisanje njene antiCestice, iste mase, ali
naelektrisanja - & .

Interesantno u vezi sa konjugacijom naboja je to §to ona menja L u R

. - -7 .
cyy =Py =c[—2“ }// -
(1.2.40)

1-y: .
ZC(‘T}/S’)CC‘// =Pyc=¥q

gde smo uzeli u obzir Cy;C =~y,. Ovo nam je potrebno da bismo pronasli vecu simetriju
(1.2.19). Pri tome je vaZno da u &isto unutra$njim simetrijama ne moZemo meSati i/, sa Y,.
Transformacija oblika
oy, =ie, Ty, (1241
nema nikakvog smisla, $to se moZe jednostavno videti delovanjem P_ na obe strane.
Ali ako mi prvo promenimo ¥, u ¥ , konjugacijom naboja, onda ga moZemo
meSati sa i, . Takva transformacija nece komutirati sa U(1) brojem fermiona, posto ¥ i ¥,

imaju suprotne fermionske brojeve, ali to, u ovom momentu, zanemarujemo.
MoZemo iskoristiti (1.2.40) da pokaZemo da:

a(z//) =iy, oW, +iWay 0 Wa + tot.izvod (1242)
Zanemarujemo totalni izvod, koji ne utiCe na dejstvo i kombinujemo L polja u 2N -
komponentni vektor kolonu:
¥, =[WLJ (12.43)
Ve
Uzimajuéi ¢lanove koji zavise od WV, LagranZijan postaje:
a(¥)=i¥y"o,¥ (1244)

Jasno, LagranZijan (1.244) je invarijantan pod SUR2N)xU(1) transformacijama, generisanim
ermitskim 2N x 2N matricama, koje deluju u proSirenom prostoru ukusa (1.2.43). Pri tome,
fermionski broj nije ofuvan, ak ne postoji nijedan razlog da treba da bude jednak broj L
polja. Na primer, ako fermioni imaju naelektrisanje, kao §to je to u QED, simetrija je narusena
do kiralne simetrije (1.2.30), zbog Cinjenice da naelektrisanje menja znak pri konjugaciji
naboja, narusavajudi tako vecu simetriju.
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MASE FERMIONA

Najopétiji fermionski maseni €lan koji otuvava fermionski broj, ima oblik:
amass = _(VLMV/R + t/7RM+(//L (1245)
gde je

V. =(‘//L)+70 Vi =(‘/’R)+70 (1.2.46)
i matrica mase M je proizvoljna kompleksna matrica. VaZno je primetiti da su dva Clana u
(12.45) medusobne ermitske konjugacije. Podto su , i ¥, kuplovani, LagranZijan nije

invarijantan u odnosu na kiralnu simetriju, (1.2.30). Kiralna transformacija menja M
M ->U MU, (1247)

Medutim, to znadi da moZemo koristiti kiralnu simetriju da bismo matricu mase M predstavili
u kanonitkoj formi. Takode moZemo je dijagonalizovati i uciniti svaku svojstvenu vrednost
realnom i pozitivhom.

Simetrija masenog ¢lana koji komutira sa fermionskim brojem je odredena
degeneracijom dijagonalne masene matrice. Ako su sve mase razliite, onda je jedina simetrija
koja ostaje U(1)" simetrija, koja razdvaja oCuvanje svakog ukusa fermiona. Ako [ ukusa ima
istu masu, tada postoji ne-Abelova SU(/) simetrija. Na primer, ako je svih N fermiona
degenerisano, matrica mase je proporcionalna sa

O s =WY (1248)
Ovo naruava kiralnu simetriju, (1.2.30), ali je jo§ uvek invarijantno pod SU(N)xU(I)
simetrijom (1.2.20), u kojoj se L i R polja rotiraju zajedno.
Ako fermionski broj nije ofuvan, tada su fermioni najbolje opisani sa N levorukih
Weyl-ovih polja, ¥, , najopstiji maseni Clan je oblika:
Y., MY, (1.2.49)

gde je M kompleksna, simetritna matrica. Kineti¢ka energija je invarijantna pod SUN)xU(1)
simetrijom:

Y, > UY¥, (1.2.50)
Pod (1.2.50), matrica mase M se menja u
MoM =U"MU (12.51)

Ovo moZe biti iskorii¢eno, da bismo M u&inili dijagonalnom i pozitivnom.
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2 - GAUGE SIMETRIJE

Na nivou dinamike, fundamentalne interakcije, odnosno bar onaj njihov deo koji
razumemo, su povezane sa tzv. gauge simetrijama.

Simetriju klasi¢nog LagranZijana moZemo uvek proSiriti u simetriju LagranZijana u kom
figuriSu izvori, zahtevajuéi da se izvori transformiSu na odgovarajuci naCin. Pokazuje se da
kada je moguée pronaci renormalizacionu Semu koja Cuva simetriju, moguce je formulisati
kvantnu teoriju, koja izraZava datu simetriju.

2.1 TEOREMA NOETHER - TEORIJA POLJA

Razmotrimo, kvantnu teoriju polja sa N skalarnih polja, ¢, realnim izvorima § i sa
K fermionskih polja, i, i izvorima 77, i LagranZijan':
oy (8,0" 8, 0"p )+ TP+ Ty + T @.1.D)
Pretpostavimo da je ¢, invarijantno u odnosu na globalnu unutraSnju grupu simetrije, G, pa
sledi:

¢ > D, (g B )¢
v, »D,(g" W, 2.12)
-1

we = Dele™ Wi
gde je g element od G, a D-ovi su reprezentacije grupe simetrije. Pri tome, poSto su polja
¢ realna, reprezentacija D, mora biti realna reprezentacija. Zato su matrice D¢, realne. Ova
simetrija moZe biti proSirena, tako da ukljuluje izvore, pa vaZi:

s—> D, (g‘l

ne = D,(g7 e (2.13)
n, — Dy (g—l )’h

VaZno je primetiti zamenu L <> R za fermionske izvore, posto &lanovi fermionskih izvora,
kao i maseni C&lanovi kupluju polja suprotnog heliciteta. Sada, ako su uredivanje i

renormalizacija u skladu sa simetrijom, vakuumska amplituda, Z (s,n,?]’) je takode invarijantna
u odnosu na (2.1.3).

GENERATORI - T*

UobiCajeno je da se koristi infinitezimalni oblik (2.1.2) i (2.1.3), u ¢lanovima sa
generatorima, T,

' oznaku &, koristimo za LagranZijan bez izvora

12



op=ie, T,
oy, =ig, Ty,
Sy =ie, Ty,
) 2.14)
& =ig,Ij's
ony =ie, I n,
577L = iga TI: 771,
T} 7a j=¢,R,L su generatori reprezentacija Lie-ve algebre od G, koji odgovaraju
reprezentacijama:
-1 [gaTJf'
D, (g )= e (2.1.5)
Podrazumeva se sumiranje po ponovljenom indeksu a.

GAUGE SIMETRIJA

Da bismo razmotrili ofuvane Noether struje povezane sa simetrijom u kvantnoj teoriji
polja, korisno je prevesti globalnu simetriju (2.1.4) u gauge simetriju, koja je simetrija u kojoj
parametri mogu zavisiti od prostor-vremena

g, > &,(x) (2.16)

Da bismo ovo sproveli, moramo uvesti skup gauge polja, koja ¢e u ovom slucaju biti klasi¢na

polja, kao ostali izvori. Oznacimo ova polja sa: A’ . Pod simetrijom (2.1.4) ona se transformi$u
na slede¢i nacin:

oht =—f, eht +0"¢, 217

Sada moZemo modifikovati LagranZijan, (2.1.1), zamenjujuci izvode kovarijantnim
izvodima:

D* =0" —ih/'T* (2.1.8)
gde su T* generatori reprezentacije polja na koje izvod deluje.
Stoga,

- g ua
D*¢=(0" —in'TS p
D*y = (0 = iP,h!T7 —iPh' TS Yy
Rezultujuéi LagranZijan je sada invarijantan u odnosu na (2.14) i (2.1.7), za prostorno-
vremenski zavisne parametre, £, .

219

Klasi¢na gauge polja /4’ su zapravo klasiéne Noether struje koje odgovaraju globalnoj
simetriji (2.1.2). Da bismo to pokazali, uo¢imo da
oD" ¢
oh,

Pretpostavimo da LagranZijan zavisi samo od ¢ . Koriste¢i (2.1.10), pravilo za funkcionalno

= —i5fT¢”¢ (2.1.10)

diferenciranje i Cinjenicu da ¢ ne zavisi od A, moZemo pisati:
ba b OD"P _ o
ohY  oD'¢ Ohl oD*¢

T, ¢ (2.1.11)
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Sto je klasi¢na Noether struja.
Ovo je primenjivo i u opStem slucaju, posto za bilo koje polje &, vaZi:

oD* & ) “
7 el i (2.1.12)
gde su T, generatori simetrije, koji deluju na polje & . Stoga
O oa D" o
2 -y ‘fz_iz L 2.1.13)
Shy T OD"S ohy r oOD"&

S§to je opsti oblik klasi¢ne Noether struje.
Posto polja A2 imaju dimenziju 1, kao izvodi, postoji samo jedan tip ¢lana dimenzije

4 koji moZemo pisati, a koji je u skladu sa svim simetrijama, a zavisi samo od A. . To je:

K
_j_b_ Ry 2.1.14)
gde je h)¥ jatina gauge polja,
hY =0"h] —0"h) + f,.hih) (2.1.15)

Pri pogodnoj normalizaciji (1.1.12), dobija se da je parametar K, :
K = 0K, (2.1.16)

gde k, ne zavisi od a, u svakoj prostoj podalgebri.

KORISNA NOTACIJA

UobicCajeno je da se odbace indeksi gauge polja i da se skup zameni matri¢nim poljem:

h* =T°hY (2.1.17)
Kovarijantni izvod je:
D* = 0" —in* (2.1.18)
Jalina polja je
W =TR™ =0"h" -0 h* — ik, b | 2.1.19)
Jatina polja se moZe dobiti i preko komutatora kovarijantnih izvoda:
|p*, D" |=-in* (2.120)
U ovoj notaciji, gauge transformacija (2.1.7) postaje:
h* =ile,n* |+ 0% ¢ @.121)

gde je £=¢,T,. U ovom obliku, gauge transformacija se moZe integraliti da bi se dobio
kona&ni oblik:
- QR Q™ +iQ0*Q™ (2.122)
gde je
Q=¢" (2.1.23)
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2.2 GAUGE TEORIJE

Sada ¢emo razmotriti §ta se deSava kada pustimo da klasiéno gauge polje, A* i
postane kvantno polje

h* — G*
= G" (22.1)
=o"G" —9'G* —i|6*, 6" ]

x €lan iz (2.1.14) postaje ¢lan kinetiCke energije za gauge polja

1 v
-y e G,.G (222)

o : - 1
Normalizacija, koju smo ovde oznalili sa —, je jednaka za dato a u svakoj prostoj

a

komponenti gauge grupe. Konstanta g, je konstanta gauge kuplovanja. Polja moZemo izabrati
tako da dobijemo kanoniki koeficijent kineticke energije, koji je Z Tada zakon gauge

transformacije zavisi od g_,. Obi¢no, oblik gauge transformacije fiksiramo, tako da se

konstanta gauge kuplovanja javija kao normalizacija Clana kineticke energije. Ovo je naroCito
pogodno kod izulavanja simetrijske strukture teorije.

2.3 GLOBALNA SIMETRIJA GAUGE TEORIJA

Pogledajmo opet gustinu LagranZijana opste gauge teorije:

a=a, (¢,D"¢,z//,D”¢//)—Z 41 -G, G (23.1)

a a

i prou¢imo njenu globalnu simetriju. Naravno, gauge simetrija sama po sebi definiSe globalnu
simetriju, ali teorija moZe imati i dodatnu simetriju. Simetrijama ukusa oznaCavacemo samo
one unutraSnje simetrije koje nisu gauge. Prva vaZna napomena je da svaka takva simetrija
mora biti izgradena od gauge polja. Buduci da su gauge polja povezana sa generatorima gauge
simetrije, ona je normalna podgrupa svake potpune grupe simetrije. Generatori kontinualne
simetrije ukusa moraju komutirati sa svim gauge generatorima. Ovo, s druge strane, uzrokuje
da su generatori ukusa konstante u svakoj ireducibilnoj reprezentaciji gauge grupe i da dva
polja medusobno rotirana jedno u drugo simetrijom ukusa moraju pripadati istoj ireducibilnoj
reprezentaciji gauge grupe. Ako izaberemo kanoni¢ku formu gauge generatora u svakoj
ireducibilnoj reprezentaciji gauge simetrije, moZemo odbaciti ¢ i w polja i uvesti dva skupa

indeksa: gauge indekse, na koje deluje gauge simetrija i indekse ukusa na koje deluju simetrije
ukusa.

Razmotrimo prvo ¢lan kinetitke energije fermiona. U bazisu u kom su svi fermioni
levoruki, ovaj ¢lan ima opsti oblik:

iy v, Dy, (232)

gde se sumiranje vr3i po razli¢itim ireducibilnim reprezentacijama gauge grupe i gde je za
svako #, fermionsko polje vektor u prostoru ukusa sa dimenzijom d,. Svaki od ovih vektora




ukusa moZe biti rotiran bez promene (2.3.2). Prema tome (2.3.2) ima odvojenu SU( d, yxu()
simetriju ukusa za svaku ireducibilnu reprezentaciju koja se javlja u sumi (za d, razliGito od

nule).
Ako izvr§imo konjugaciju naboja nekih levorukih fermionskih polja da bismo ih napisali kao
desnoruka, moramo voditi racuna da se takva polja mogu drugacije transformisati pri gauge
transformacijama. Ako je
oy, =ie, Ty, (23.3)
onda je
O c» =i£a(— T )//CR 234)
U realnoj reprezentaciji, moZemo uzeti da su generatori imaginarne, antisimetri¢ne matrice, tako
daje =T =T" i tada se desnoruka polja transformiSu na isti nain. Medutim, ako je
reprezentacija kompleksna, onda je —T « drugadija reprezentacija. Konac¢no, reprezentacija
moZe biti pseudorealna i u tom slu€aju reprezentacija generisana sa —T “ je ista kao i ona
generisana sa T
-T* =ST°S™ (23.5)
ali je matrica S antisimetri¢na, tako da generatori ne mogu biti potpuno realni. U ovom
slutaju, moZemo ukljuiti matricu S u definiciju konjugacije naboja da bismo dobili da se
desnoruka polja transformiSu na isti nalin kao levoruka. Najpoznatiji primer pseudorealne
reprezentacije su Pauli-eve matrice, koje generisu spin %2 reprezentaciju SU(2) grupe.
Situacija sa skalarnim poljima je uslovno reCeno finija, posto globalna simetrija
povezana sa datom reprezentacijom gauge grupe zavisi od toga da li je ona realna, kompleksna
ili pseudorealna.

Za skup od d skalara u realnoj ireducibilnoj reprezentaciji gauge grupe, r, simetrija
ukusa je SO(d). Clan kineti¢ke energije ima oblik:

D*®"D,® (2.3.6)
gde je @ vektor u prostoru ukusa (koji je i prostor reprezentacije gauge grupe).

Ako je reprezentacija skalarnih polja kompleksna, 7, posto su elementarna skalarna
polja realna, i 7. i njoj konjugovana 7. reprezentacija se javljaju u teoriji. Pretpostavimo da
postoji d kopija 7. reprezentacije, koje moZemo urediti u vektor u prostoru ukusa. MoZemo
¢lan kineti¢ke energije napisati kao:

D*¢*D ¢ (237)
Medutim, (2.3.7) opisuje 7. reprezentaciju, poSto smo mogli upotrebiti polje ¢* , koje se
transformide u 7. reprezentaciji. Ako je reprezentacija 7 (i ¥o) n dimenziona, onda zapravo
postoji 2nd realnih polja opisanih pomocu (2.3.7), posto je svaka komponenta ¢ kompleksna.

Simetrija ukusa (2.3.7) je SU(d ) simetrija koja deluje na indekse ukusa od ¢.

Najparadoksalnija situacija se javlja u pseudorealnoj reprezentaciji. Pokazuje se da je
ona izgradena na SU(2) strukturi. MoZe se uzeti da generatori 2n dimenzione ireducibilne
reprezentacije imaju sledeci oblik:

T, =4,+7-S, (2.3.8)

-

gde su 7 Pauli-eve matrice, a #xn matricaA je antisimetricna, dok su nxn S matrice
simetri¢ne. Tada je:
r,Tt, =T, (239

a
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Struktura ukusa teorije uklju¢uje 7 matrice na netrivijalan na¢in. Ako postoji d identi¢nih
reprezentacija, moZemo ih opisati pomocu 2nx2d matriCnog polja, slededeg oblika:

Z, - . . Zy
(23.10)
an End
gde su X, matrice 2x2 u Pauli prostoru, specijalnog oblika:
Zl.j =O',.j+if-7_fij (23.11)

za realno o; i 7, . Gauge generatori deluju na 2 s leva. Sada Clan kineti¢ke energije ima
oblik:

#(D*z*D,3) (23.12)
Ovo je invarijantno u odnosu na SU(2d) simetriju ukusa, generisanu delovanjem na X s
desna matricama oblika

T =A +7-8§, (23.13)
gde su A i S dxd matrice, antisimetri¢na i simetri¢na, respektivno. Kao gauge
transformacija, (2.3.13) ofuvava specijalan oblik X .

Zato je najveca moguca simetrija ukusa za skup od d pseudorealnih reprezentacija

skalara SU(2d). Ova Cinjenica je od izuzetnog znacaja za razmatranje standardnog modela sa
fundamentalnim Higgs-ovin bozonom.

24 LOKALNA SIMETRIJA GAUGE TEORIJA

Primer lokalne gauge invarijantne teorije je i QED sa svojom elektron-pozitron-
fotonskom interakcijom. Minimalno sprezanje fermionskog polja spina 1/2 sa fotonskim poljem
spina 1 se dobija progirivanjem klasi¢nog korespondencionog principa elektromagnetne sprege,
na jednaline slobodnog fermionskog polja,

k k, —eA 2401
g H H
U sludaju kvantne teorije polja, ovo postaje
8, —>0, —ied, (k,—>-id,) (242)
Odatle, za totalnu lagranZijansku gustinu imamo:
a = amin.sprege +a —

slobodno elektromagnetno

= J(Wﬂ (au _ieAp)_m» —%F#VFW -

1 243)
= 1//(1‘}/#8‘, — m),z/ +eyy WA, - ZF”VF’“’ =
= aslabodno + ainterakcije + aelektromagnetno
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Ovo sprezanje je zaista minimalno (nisu potrebni nikakvi dodaci u «;), jer slaganje svog naSeg
eksperimentalnog znanja o elektron-pozitron-fotonskoj interakciji (kada se jo§ uzme u obzir i
svojstvo renormalizabilnosti ;) sa teorijskim znanjem samo sa ovim ¢ je izuzetno.

Ako pretpostavimo da je « invarijantno bez obzira koju smo vrednost parametra
izabrali u dvema tatkama prostor-vremena, tj. ako je :

6 = 6(x) (244)
dobiéemo lokalnu abelovsku teoriju zasnovanu na lokalnim gauge transformacijama ili gauge
transformacijama druge vrste, koje su odredene sa

w'(x) = ey (x) (24.5)

Sy(x)=i 6(x y(x) (2.4.6)

U ovom slucaju, polja i izvodi polja se ne transformiSu isto, nego:

v () = ylx)+i6(xJy(x)

ili u infinitezimalnom obliku

' . : 24.7)
0,1 (x)= 0,(x)+ 6(:)0,px) + 8,6() -y ()
respektivno; pojavljuje se, dakle, ekstra Clan:
i0,0(x)-y(x) (24.38)

u drugom izrazu.
Elektromagnetno polje je gauge invarijantno, tj. jednaCine polja se ne menjaju pri
transformaciji fotonskog polja

1
A,=A4,+0,4=4,+ Za“'g(x) (249)

a posebno da je F', =F, . Otuda se ni &, ne menja. Medutim, u & su sada, pored
fotonskog i fermionska polja. Interakcioni deo se ne menja, pri transformaciji (samo)
fermionskih polja, buduéi da sadrzi C&lanove oblika i, tako da u transformisanoj

lagranZijanskoj gustini &', postoji samo doprinos transformacije fotonskog polja:

ba, = ' —a; = ed' Wy W'-eA,wy, W =0,B-wr Y (24.10)
Za a, ratun daje da je doprinos zbog transformacije fermionskih polja:
oo, =a'—o, = t//'(i)/#@” —m);/'—t//(i}/ﬂaﬂ —m),u =
=y'ly,0,y'-yiy, 0,y =-0,0-yy.y
Otuda je ukupna promena: _
S = 5t +da, =(0,8-0,0Wy v 24.12)

Ako u gauge transformacijama fermionskih polja i transformaciji fotonskog polja figuriSe isti
infinitezimalni parametar H(x) (taénije 9(x)= ,B(x)+ const , ali se konstantni fazni faktor

(24.11)

uvek moZe eliminisati, zbog postojanja &lanova oblika Wiy ) doprinosi neinvarijantnosti gustini
lagranZijana se potiru.
Rezultat je postojanje simetrije za «, tj. lokalne gauge invarijantnosti u odnosu na
gauge transformacije:
. 1
Sy =i6(x )y M, = zayﬁ(x) (24.13)
Primetimo da bi prisustvo ¢lana mase za foton

WAA, (24.14)
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naruSilo gauge invarijantnost.

Vidimo, dakle, da elektromagnetno polje osigurava gauge invarijantnost elektronskog
polja. U odredenom smislu se to moglo i olekivati: polje traZenog tipa (jer samo uvodenjem
novog polja se postize zadovoljenje teorijskog principa) treba da se prostire do beskonacnosti,
da bi, u principu, obuhvatili invarijantnost u &itavom prostoru. Zbog beskonalnog dometa,
polje ima masu mirovanja nula. Ovo ve¢ ocito 1i¢i na elektromagnetno polje (potreban uslov je
jos da bude vektorsko polje).

Veza izmedu elektromagnetnog i elektronskog polja se ostvaruje preko njihove
medusobne interakcije. Na elektron deluje sila em. polja koja se ostvaruje putem razmene
fotona, jer su fotoni nosioci informacije o ovoj sili. Apsorpcija ili emisija fotona se manifestuje
promenom faze elektromagnetnog polja na potpuno odredeni nacin. Drugim re€ima, kada se
jednom fiksiraju e.m. potencijali, faza elektronskog talasa je jednoznaéno odredena. Samim
potencijalima se mogu dati proizvoljne vrednosti u izabranoj taCki prostor-vremena, a time je,
najSire posmatrano i faza elektronskog polja proizvoljna, no konzistentno odredena svakim
pojedina¢nim izborom potencijala.

Gauge invarijantno e.m. polje spregnuto sa elektronskim omogucava, dakle, proSirenje
gauge principa: faza elektronskog polja moZe da bude proizvoljna funkcija prostor-vremena kao
koordinate, jer sve opaZajne veli€ine zadrZavaju invarijantno znaCenje kada se ona menja od
mesta do mesta u toku vremena.

Kvantna elektrodinamika (QED) je kvantna teorija polja elektrona i fotona. PruZa izuzetno
pouzdan opis svojstava elektrona preko €lana u kom figuridu samo dva parametra, masa
elektrona, m,, i konstanta fine strukture. Uspeh QED proizilazi iz dve specijalne osobine

elektrona:
1. on je najlaka naelektrisana Cestica
2. ne nosi boju, po stoga ne ucestvuje direktno u jakim interakcijama
Ova druga osobina definiSe karakteristiku klase spin 1, &estica, nazvanih leptonima koju Cine:

elektron e~ i njegov neutrino V,; mion 4~ i njegov neutrino vV, 1taon 7 1 1njegov neutrino

v, kao i odgovarajuce antiCestice. Na dana$njem nivou znanja smatramo da su 4~ 1 T teZe

kopije elektrona, koje se od njega razlikuju samo po tome §to im je veda masa. Slaba i
elektromagnetna interakcija deluju na njih na isti nalin kao i na elektron. Posto su teZi,
raspadaju se slabom interakcijom. Elektron, kao najlakia naelektrisana Cestica, mora biti
apsolutno stabilan, inafe bi elektromagnetna gauge invarijantnost i globalno oCuvanje
naelektrisanja bili narueni.

2.5 SU@)xU()

U najprostijem i originalnom obliku, SU(2)xU(1) model opisuje slabe interakcije leptona.
Potrebno je devet polja da bismo opisali e,z i 7 kao 1 njihove neutrine.

V. e, €p (2.5.1)
ve M Ha (2.5.2)
1 T, Tp (2.5.3)

Ne postoji zadovoljavajuéi dokaz da postoje desnoruki neutrini, odnosno levoruki antineutrini,
pa nam zbog toga nije potrebno polje V.

Za neutrine znamo da su jako laki. Mogude je da su bezmaseni, ali postoje (jo§ uvek
zbunjujuce) indicije da je moguce da imaju male mase. Ako su neutrini bezmaseni, slabe
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interakcije ocuvavaju broj elektrona, miona i taona odvojeno. Formalno, to znaci da teorija ima
globalne simetrije:

i6, - 9, - - 6, -

vV, —>e ‘v, e —>e ‘e e, >e ‘e,
ig, - o, - - i, -

Vi —>€e " "V, H, e’y Hp —>e "l (254)
i6, - i, _- - i, _-

v, >erv, T, >e’T, Tp € Ty

U sluCaju da je masa neutrina razliCita od nule javljaju se efekti koji naruSavanju oluvanje
leptonskog broja. Za sada ¢emo ignorisati masu neutrina. Tada simetrije (2.2.4) pojednostavljuju
izgradnju modela, posto se razliite familije ne mes$aju medusobno.

Takode, interakcije miona i taona su tane kopije interakcija elektrona, tako da
moZemo razmatrati samo polja u familiji elektrona (2.5.1)

Gauge grupa je SU(2)xU(1), Sto znaci da postoje Cetiri vektorska polja, od kojih su tri
povezana sa SU(2) grupom koja oznalavamo sa W/, a=12,3 i jedno polje X, koje je u
vezi sa U(1) grupom.

Struktura gauge teorije je odredena oblikom kovarijantnog izvoda:

D* =" +igW'T, +ig X*§ (25.5)
gde su T, i S matrice koje deluju na polja, nazvane generatorima SU(2) i U(1), respektivno.
Vazno je uoditi da su konstante kuplovanja podeljene u dve grupe: g za SU(2) kuplovanje i

razlicita g' za U(1) kuplovanje. SU(2) konstante kuplovanja moraju biti iste (ako su T,
normalizovani na isti natin x tr(TaTb)= 0, ) posto se one medusobno meSaju pri globalnim

SU(2) rotacijama. Medutim U(1) konstanta kuplovanja g' moZe biti razliita, poSto se
generator S nikad ne javlja u komutatoru sa SU(2) generatorima. Cak i ako bismo krenuli od
toga dasu g i g' jednaki, ne bismo bili u stanju da tu jednakost odrZimo u kvantnoj teoriji

polja, ni na jedan prirodan nalin. Dve konstante kuplovanja su renormalizovane na razliCite
naline, pa zato zahtevaju drugalije ireducibilne reprezentacije u svakom redu teorije
perturbacije. Posto su nam potrebni razli€iti ¢lanovi, nema smisla povezivati kuplovanja.

Da bismo potpuno odredili strukturu, moramo definisati dejstvo T, i S na fermionska

W, = (Vef) 256)
€

Tada moZemo uvesti sledeéu definiciju za T :

polja. Defini§imo dublet

T -
Ty, = 7“‘/& Te,=0 25.7)
gde su 7, Pauli-eve matrice. Oba ova niza parametara T zadovoljavaju SU(2) komutacione
relacije:

[Ta,T,,]: ig

mada je za e polja, koja nazivamo SU(2) singletima, (2.5.8) zadovoljeno na trivijalan nacin.

T. (2.538)

abe

Da bismo QED ugradili u teoriju koju formiramo, moramo uzeti u obzir da je neka
linearna kombinacija generatora matrica naelektrisanja Q. Matrica T, je povezana sa

naelektrisanjem, posto je razlika u vrednostima 7 svakog multipleta ( dubleta y/, i trivijalno,

singleta e, ) ista kao i razlika naelektrisanja. Stoga definiSemo:
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Q=T,+S 2.59)

¢ime definifemo S . Ovo smo u&inili tako da S bude proporcionalno sa jediniénom matricom
u svakom multipletu.

- _ 1 i - -
Qv, =0 Qe, =—e, Sy, = _El//L Qe = Se, = —e, (25.10)
S smo definisali tako da zadovoljava SU(2)xU(1) komutacionu relaciju:
[7,.8]=0 2.5.11)

(2.5.5)-(2.5.11) u potpunosti definiSu gauge kuplovanja za leptone. Da bismo proucili ta
gauge kuplovanja, razmotriemo prvo interakcije koje menjanu identitet Cestica, kuplovanje

W i W} . Ako kuplovanje W/ i W} za fermione napi§emo zamenjujuéi standardni oblik
Pauli-evih matrica u (2.5.5)-(2.5.7) dobiéemo interakcioni ¢lan:

g - : . :
“‘2‘{VeL(Wl —lWZ)eL te, (Wl +lW2)VeL} (2.5.12)
plus analogni ¢lan za mione. Naelektrisana polja, definisana sa:
W, +iW.
wi=—"1—= (2.5.13)

V2

kreiraju i anihiliraju naelektrisane intermedijarne bozone. W/ anihilira (kreira) Wi(W:F)
estice. (2.5.10) uslovljava y raspad, kako je do prikazano na slici 2.1

L e

W

Ve
slika 2.1
Na slici 2.1 javljaju se dve greSke u vezi sa predstavom slabe interakcije. i e su
bezmaseni, a ni W* nemaju masu. SU(2) xU(1) gauge simetrija ne dozvoljava leptonski
maseni Clan ge; ili W* maseni &lan. Leptoni oligledno na neki nalin moraju dobiti masu

kako bi teorija imala smisla. W* takode moraju biti veoma teki kako bi se teorija slagala sa

podacima. Bezmaseni W* uslovljavaju da slaba interakcija bude dugodometna. Medutim, ova
sila deluje na veoma kratkim rastojanjima.
I pored ovih nedostataka nastaviéemo, razmatrajuéi neutralni sektor. Ako je u teoriju

ugradena QED, jedna lincarna kombinacija W;* i X* polja, mora biti fotonsko polje A"
Stoga piSemo:

A" =sinOW} +cos@X* (2.5.14)
Ortogonalna linearna kombinacija je drugo polje, koje ¢emo oznaliti sa zZ":
Z* =cosOW} —sinGX* (25.15)

Dva nezavisna polja su ortogonalne linearne kombinacije od W, i X , poSto smo uzeli da je

&lan kineti¢ke energije gauge polja oblika

_ -}Wa’”Wm _ _‘11. XX, (25.16)
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gde su
W =0*W’ -0"W}) —ge
X" =0"X"-0"X"
Stoga, samo ortogonalne kombinacije W, i X imaju nezavisne Clanove kinetiCke energije.

Na ovom mestu, siné je proizvoljan parametar. Ali ako zamenimo (2.5.14-2.5.15) u
kovarijantni izvod, dobijamo fotonsko kuplovanje u QED. Ovo odreduje konstante kuplovanja

g i g u Clanovima koji sadrze sin@ i €.

BTV
abc Wb Wc

2517

Sematski, kuplovanja neutralnih gauge Cestica su:

gW.T, +g XS (2.5.18)
Zamenjujuéi (2.5.14)-(2.5.15) dobijamo kuplovanja
A(g sinél, +g cos6¥S’)+ Z(g cosdT, — g sin 6!5') (25.19)
Poito se A mora kuplovati sa eQ = e(T, + S ) iz (2.5.9), mora vaziti:
e . e
&= sin @ £= cos@ 2520
Tada su Z kuplovanja:
Z(ectg6’T3 — etg&S’) =7 — ¢ (T3 —sin? HQ) (2521)
sinfcosf

Zanimljiva stvar sa (2.521) je da Z za razliku od fotona, ima kuplovanje sa
neutrinima. Razmena Z proizvodi tzv. neutralne struje slabih interakcija kakva je v, e, Cije

je elasti¢no rasejanje prikazano na slici 2.2

u [
ZO

€

slika 2.2
SU(2)xU(1) gauge strukturu je prvi postavio Glashow, 1960. godine. Priroda slabih
interakcija u to vreme nije bila oigledna. To §to je on dobio pravi oblik teorije, bio je veliki
uspeh, koji je Eekao dvanaest godina na eksperimentalnu potvrdu. Naravno, on nije znao kako
W* i Z, koji moraju biti veoma teski, dobijaju masu bez eksplicitnog naru$avanja gauge
simetrije. Ovo je bilo poznato odmah, budu¢i da bi bezmaseni Z uslovio jedinstvenu
dugodometnu silu koja naru$ava parnost.

Postavlja se pitanje zasto ne damo W* i Z masu iako to naruSava gauge simetriju?
Problem nije u nedostatku simetrije. Stvaran problem je Sto teoriju sa masenim ¢lanovima ne
moZemo renormalizovati, $to znati da ne znamo kako da joj damo smisao. Pre nego Sto
razmotrimo masivne vektorske bozone, osvmimo se na istorijski razvoj i proucimo Cetvoro-
fermionsku teoriju.

Pre SU(2)xU(1), postojala je fenomenoloka teorija naelektrisanih struja  slabe
interakcije bazirana na Cetvoro-fermionskoj interakciji. Za interakciju g raspada, oblik je bio
sledeci:

&J“J‘ (2.522)

\/E v ea
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gde su:
Jo=v ' (+y)u (25.23)

Je=vy (+75)e (2.524)
(2.3.1) predstavlja interakciju struja, kao Sto je oCigledno.

Konstanta G, (F je od Fermi) je odredena iz brzine x raspada. Ima jedinicu —-

mf,GF ~107°, gde je m, masa protona.

(2.5.2) daje potpuno adekvatan opis 4 raspada u tri aproksimacije. Tekoca je Sto je
to 6-dimenzioni operator, gde je dimenzija fermionskog polja odredena zahtevom da Clan
kineti¢ke energije {0y ima dimenziju 4. Teorija se ne moZe renormalizovati, posto kvantne

korekcije proizvode beskonalne delove interakcija sa sve vecim i vecim dimenzijama, a koji
imaju konstantne koeficijente.
Ako se odlu¢imo za teoriju koju je mogude renormalizovati, Eetvoro fermionska teorija

nije dobra. Bolja mogucnost je ako dodamo e,y i W* i Z ¢&anove u gauge teoriju iz

odeljka (2.5.1) Tada ne postoje 6-dimenzioni operatori u Hamiltonijanu interakcije. Ali se
teorija jo¥ uvek ne moZe renormalizovati. Da bismo ovo pokazali, pogledajmo Z kuplovanja

(isto moZemo i sa W*).
Clan kineti¢ke energije je tada
1 v
—Z(aﬂz ¥.2,-8,2,) (255.25)

koji ne ukljucuje longitudinalnu komponentu Z # polja, komponentu koja je proporcionalna
gradijentu skalarnog polja. Ozna¢imo ovu longitudinalnu komponentu sa Z,, a transverzalnu sa
Z,. .

Z'=Z1+210,Z; =0  0Z]-0"Z] =0 ' (2.5.26)
Teorija u kojoj dajemo masu Z ¢lanu, ukljuiuje Z;, u masenom ¢lanu. Posto se Z,
pojavljuje samo u masenom €lanu, a ne i u ¢lanu kineti¢ke energije, ono deluje kao pomocno
polje. Z, propagator ne opada sa momentom. M,Z, tada deluje kao dvodimenziono polje za
svrhe ratunanja energije. Tada su Z; kuplovanja sa ostalim, npr. WZ,y petodimenziona i ne
mogu se renormalizovati.

- e v . .o . + .
Ako na neki nalin ofuvamo gauge invarijantnu strukturu i damo mase w i Z,
moZemo biti u stanju da odrzimo moguénost renormalizacije. To je ono Sto su ucinili Weinberg
i Salam, koristeéi spontano naru$avanje simetrije.
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3 SPONTANO NARUSAVANJE SIMETRIJE - OSNOVE

Egzaktne simetrije su, sa eksperimentalnog stanovista, samo idealizacija, tj. nikada nisu,
u tom smislu, realno ispunjene. Proglasavamo ih, u teorijskom smislu, egzaktnim zato Sto
neslaganja moZemo smatrati eksperimentalnom greSkom usled ograniCene preciznosti naSih
mernih uredaja, a pogotovo ako su posledice ovakve pretpostavke dalekoseZzne u jednom
opitijem teorijskom smislu (npr. masa fotona i gauge princip).

Sto se ti¢e unutra$njih simetrija, tu imamo npr. izospinsku simetriju, SU(3)
invarijantnost, itd. Mnoge od ovih simetrija su, realno, znatno naruSene, a odstupanja se ne
mogu svrstati pod ‘eksperimentalnu gre§ku’, jer preciznost merenja odgovarajucih parametara to
iskljucuje.

Postoje razli¢iti uticaji (smetnje) zbog kojih dolazi do naruSavanja ovih simetrija. Ovo
narufavanje moZe biti manje ili vife izraZeno. U slu€aju izospinske simetrije, naruSenost potice
od elektromagnetne interakcije (koja se ne moZe iskljuciti), pa & pored simetricnog dela
sadrZi i dodatni:

a=a simetriéno+ 5&

Ako je o malo, moZe se pribeci perturbativnom tretiranju problema. Otuda, ako je
«  samo priblizno simetri¢no, dobi¢emo samo aproksimativnu simetriju, koja prelazi u
egzaktnu kada se iskljute one interakcije koje doprinose stvaranju o« .

Druga moguénost koja postoji i koja ima izuzetno vaznu ulogu, je da imamo egzaktnu
simetriju & -a, ali postoji stanje koje tu simetriju ne ispoljava -konkretno, stanje fizickog
vakuuma. Tada dobijamo egzaktne zakone odrZanja, ali je simetrija teorije naruSena.

Refenja mnogih fizickih problema su izrazito jednostavna kada se uole razlicita
svojstva simetrije. Problem koji se pri tome zanemaruje je sledeci: u realnom slu€aju uvek
postoji barem malo odstupanja od totalne simetrije, a za ovo odstupanje ofekujemo da ne utice
na simetriju u reenju (koja potie od pretpostavljene simetrije u samom problemu).

Da li ée simetrija u problemu dati istu simetriju i u reSenjima zavisi, npr. i od
pretpostavki koje su utinjene u vezi sa stabilnoScu reenja: da li je pretpostavljeno reSenje
stabilno ili nestabilno. Ovo je u direkinoj vezi sa nekim parametrom, koji moZe imati kriti¢nu
vrednost, koja odreduje da li ¢e i kada doc¢i do tzv. spontanog narulavanja simetrije. U slucaju
spontanog naruSavanja simetrije, pri prolasku kroz kriti¢nu vrednost tog parametra, stabilno
reSenje postaje nestabilno. Konkretan problem, koji nastaje usled ovoga, vezan je za Cinjenicu
da ne moZemo ralunati, u sludaju kvantne teorije polja, kvantne fluktuacije oko nestabilnog
reSenja, koristeéi perturbacionu teoriju. Ako to radimo, dobijamo besmislena reSenja. Ali
kvantne fluktuacije moZemo ratunati oko stabilnog reSenja i zato je potrebno da transliramo
polazno polje u stabilno reSenje, a onda primenimo perturbacionu teoriju i izvr§imo fizicku
analizu. Kada bismo znali tana reSenja jednaina polja, ovo ne bismo morali da radimo. Na
7alost, mi znamo samo aproksimativna refenja, a dobijamo ih kori§¢enjem perturbacione teorije
i moZemo ih popravljati izratunavajuéi popravke do kojeg god reda (konatno) Zelimo. Neke
konkretne situacije e razjasniti sutinu ovog Sto je reCeno.

Kao jednostavan primer spontanog naruSavanja simetrije, razmotri¢emo teoriju sa
jednim ermitskim skalarnim poljem i LagranZijanom:

1 P m’ 2 A
== - —— 3.1.1
o(p)=-0"90,0—=¢" -4 G1.D
Sa samo jednim poljem, ne moZe biti kontinualne unutraSnje simetrije, ali je a(¢) invarijantno
u odnosu na refleksiju:

¢ —>—¢ (3.12)
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To nam dozvoljava da izostavimo ¢3 (i ¢) interakcione &lanove, tako da teorija ima samo dva
parametra, m i A. Ako je A malo, moZemo &lan A@* tretirati kao perturbaciju.

Pretpostavimo da je znak masenog Clana promenjen, tako da a(¢) postaje
(zanemaruju¢i konstantu)

1
alp)=-0"40,4-V ()
2 (3.13)
A m’
Vig)==|¢> ——
@)=+ [¢ 7 ]
U ovom slu¢aju, ne moZemo perturbovati oko ¢ =0 vakuuma, posto slobodna teorija sadrZi

tahion, Sesticu sa imaginarnom masom. Medutim, to nije ono §to Zelimo, posto potencijal ima
oblik prikazan na slici 3.1. Jasno je da je ¢ =0 vakuum nestabilan i da teoriji viSe odgovara

2
. . . m N .
jedan od dva degenerisana minimuma, = iJ—ﬂ— , nevazno koji.

SN 0 mefA
slika 3.1

Ako , perturbovanje vr§imo oko minimuma, teorija dobija smisao. Posto su ova dva minimuma

2 2
m m .
fizicki ekvivalentna, biramo ¢ = 1{7 . Za polje ¢, 1/—1—— je vakuumska ogekivana vrednost

(VOV). Lako je videti §ta se deSava ako izrazimo teoriju preko Clanova sa yov =0.
2
m
= —,f—— (3.14)
b =0-17
. 1 \ . .
aly)=52"40,6 -V p)

vp)=2 o +2ﬁ;¢‘

=%¢'4+ ,ﬂm2¢'3+m2¢'2

Rezultat je

(3.1.5)
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Treba istaéi sledece. Simetrija je skrivena. Ona je spontano narusena izborom vakuuma. Ovo
proizvoljno biranje jednog osnovnog stanja za 0snovno stanje sistema je zapravo smisao tzv.
spontanog narufavanja simetrije.

Salam je dao lep primer za shvatanje suStine spontanog naruSavanja simetrije.
Posmatrajmo, odozgo, okrugli sto za rufavanje, na kojem su poredane salvete i tanjiri. Svaka
osoba za stolom ima salvetu sa svoje leve i desne strane. (Svako ima obezbedenu samo jednu
salvetu i mo¥e da uzme ili levu ili desnu). Onog trenutka kada jedna osoba odlu¢i da uzme,
recimo svoju desnu salvetu, dolazi do spontanog naruSavanja prethodno postojece simetrije.
Vise nema izbora levo ili desno. Sve osobe moraju uzimati svoju desnu salvetu, da bi bila
uspostavljena jednoznacna korespodencija. Na taj nalin je odreden privilegovan smer uzimanja
salvete u prostoru koji definie ovaj sto. Da je ona osoba izabrala levu salvetu, smer bi bio
promenjen.

Medutim, teorija je i dalje opisana pomocu dva parametra, a relacija izmedu ¢'4,¢'3 i

2 x sz M . : s < <

¢* Clanova biée oluvana efektima kvantne renormalizacije. Ovo povecava mogucnost
renormalizacije, a Cinjenica da su nam potrebna samo dva nezavisna suprotna Clana je
zaveStanje spontanog naruSavanje simetrije. ¢ polje opisuje masivno skalarno polje mase

NJ2m, sa originalnom imaginarnom masom koja definiSe skalu, ali nije na trivijalan naclin
povezano sa masama fiziCkih Cestica.

2 2
Postojanje drugog mogudeg vakuuma, ¢ =— e ili ¢ =-2 o se ne javlja u

teoriji perturbacije. Ono je beskonatno daleko, poSto se polje mora menjati svuda u prostor-
vremenu da bi doflo tamo. Spontano naruSavanje simetrije se javlja samo u beskonacnom

2
. . . m
prostor-vremenu. U konaCnom prostoru, osnovno stanje bi bilo linearna kombinacija ¢ = 1’-—/1—

vakuuma, invarijantno u odnosu na diskretnu simetriju, ali su u njemu takva stanja zabranjena
superselekcionim pravilima. Postojanje drugih vakuuma dovodi do porasta raznovrsnosti
interesovanja i ponekad i do neperturbativnih efekata u teorijama koje obuhvataju beskonaénu
zapreminu, ali ¢emo ih za sada ignoristi.

3.2 GOLDSTONE-OVA TEOREMA

Razmotrimo gotovo opStu situaciju opisanu LagranZijanom:
1
a(¢)=55,,¢5”¢—V(¢) (32.1)

gde je ¢ multiplet bezspinskih polja i V(¢), pa je zbog toga i a(¢) invarijantan u odnosu
na simetrijsku grupu:

op=ie,T°¢ 322
gde su T imaginarne antisimetri¢ne matrice (posto je ¢ ermitsko).
Perturbovanje vr§imo oko minimuma potencijala V(¢) Otekujemo da ¢ polje ima VOV,

<¢> = A, ime se ¥V minimizira. Da bismo uprostili analizu definiSemo:

V,...8)= 5¢—-?-’-l—6¢—~V(¢) (323)
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Sada moZemo napisati uslov da je A ekstremna vrednost V(¢) kao:

v.(1)=0 (324)
Posto je A minimum, ¥ mora zadovoljavati:
V,.(4)z0 (32.5)

Drugi izvod matrice V, (l) je matrica kvadrata mase mezona. Ovo moZemo videti

razvijajuci V(¢) u Taylor-ov red u promenjenom polju ¢ =¢— A4 i uotavajuéi da je maseni

% 1V ﬂ, gt . . R . v
¢lan E jk( )¢j¢k. Stoga (3.2.5) pokazuje da nema tahiona u slobodnoj teoriji u kojoj vrs§imo

perturbovanje.

Sada dolazi zanimljivi deo, ponafanje VOV A pri transformacijama (32.2).
Razlikujemo dva siucaja. Ako je

T.A=0 (326)
za svako a, simetrija nije narufena. Ovo se sigurno deSava ako je A=0. Ali (32.6) je
mnogo opitije tvidenje da vakuum ne nosi naboj 7, tako da naboj ne moZe nestati u
vakuumu. Ali, moguce je i

T.A=0 za neko a (327

Tada naboj 7, moZe nestati u vakuumu, Cak i ako je odgovarajuéa struja ofuvana. Ovo je

spontano naruSena simetrija.
Cesto su neki generatori originalne simetrije spontano naruseni, dok drugi nisu. Skup

generatora koji zadovoljavaju (3.2.6) je zatvoren pod komutacijama (posto je T,A=0 i

I, A=0=> [T a,Tb]= 0) i oni generiSu nenaruienu podgrupu originalne simetrijske grupe.
Vratimo se sada na matricu mase. Poito je V invarijantno pod (3.2.2) moZemo pisati:
V(+60)-V(9)= 1V, (0)e. (T Jugy =0 (328)

Ako diferenciramo po ¢j, dobijamo (posto je &, proizvoljno)

Ve @XT? Jut, +V, (O)T*), =0 (329)
Stavljajuéi ¢ =4 u (3.2.9), dobijamo da drugi ¢lan otpada zbog (3.24), pa vaii
ij (AXT‘I )kl 11 =0 (3 2.10)

Alj, ij (/1) je matrica kvadrata mase M fk za bezspinska polja, tako da (3.2.10) moZemo
napisati u obliku:

M’T*A=0 (32.11)
Za T° u nenaruSenoj podgrupi (3.2.11) je trivijalno zadovoljeno. Ali ako je T, A#0,(32.11)

zahteva da je T,A svojstveni vektor od M ? sa svojstvenom vredno$u jednakoj nuli. To

odgovara bezmasenom bozonskom polju, datom sa

¢'TA (32.12)
Ono je nazvano Goldstone-ovim bozonom, posto je J. Goldstone prvi uspostavio vezu izmedu
spontano naruSene kontinualne simetrije i bezmasenih Cestica.

Postojanje bezmasenih Cestica, moZemo razumeti na sledeéi nalin. Ako je simetrija
spontano naruena, znamo da je na$ vakuum deo kontinualnog niza degenerisanih vakuuma koji
mogu biti rotirani jedan u drugi simetrijom. Fizitki, ne moZemo stvarno od jednog vakuum
dobiti drugi, posto bi to zahtevalo transformaciju nasih lokalnih polja svuda u prostor-vremenu.
Ako u teoriji postoje stanja ¢ija je energija proizvoljno bliska energiji vakuumskog stanja, onda
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u teoriji mora biti bezmasenih Cestica. One se nazivaju Goldstone-ovim bozonima. Njihova
bezmasenost je translacija u teoriju lokalnih polja globalne degeneracije vakuuma.

Kao primer spontanog naruSavanja globalne simetrije moZemo uzeti & -model Gell-
man-a i Levy-a, model nuklearnih sila i posebno model 7 -nukleon kuplovanja.

Uzmimo da je y izospinski dublet koje reprezentuje nukleone P i N:

—P 32.13
1//—N (3.2.13)

Teorija mora biti invarijantna u odnosu na globalne rotacije, sa 7, = —*

oy =ie'Ty (32.14)
Medutim, kao $to smo videli, &lan kinetike energije za bezmasene fermione je automatski
invarijantan pod vecom simetrijskom grupom, SU(2)x SU(2):
oy, =ie Ly,
Oy =igx T Yy
Ovo su kiralne simetrije. (3.2.15) moZemo napisti i preko &lanova koji sadrZe infinitezimalne
parametre:

(3.2.15)

Ep &
ga = R 2 L
. (32.16)
Ep—¢€
8; - R L
2
u sledeem obliku
Sy =ile® —yse Iy (32.17)
Ako je £2 =0, ovo je Cista izospinska rotacija. Ako je £ =0, onda je (3.2.17) Cista kiralna

rotacija.
Postavlja se pitanje smisla gore navedenog, poSto nukleonski maseni &lan vy

narugava kiralnu simetriju i ostavlja samo izospin. Ali Gell-Man i Levy su nasli da oni mogu
graditi LagranZijan sa kiralnom simetrijom i masom nukleona, ako je kiralna simetrija spontano
narufena. U tom postupku, pion je interpretiran kao Goldstone-ov bozon.

LagranZijan ukljuuje 2x2 matricu bezspinskih polja 2 koja se pod kiralnom
simetrijom transformifu na slede¢i nalin:

SE=ig;T,L—-ixe,T, (32.18)
Tada LagranZijan ima sledeci oblik
a=igoy - gy, Sy, - gwZ v, + BE) (32.19)

Invarijantnost Yukawa kuplovanja moZe biti primetna u &lanovima konaénih transformacija.
Infinitezimalne transformacije (3.2.15) i (3.2.18) moZemo integraliti da bismo dobili:

v, > Ly, vr > Ry, (32.20)
Y —>LZ'R (3221)

gde su L i R nezavisne 2x2 unitarne matrice, sa determinantom jednakom jedinici,
L= exp(il "Ta) R= exp(ir”ra) (3222)

gde su [* i 7 proizvoljni realni 3-vektori.
Najopstija 2x2 matrica ima osam realnih komponenata. Z polje je ograni¢eno, tako da
zavisi samo od &etiri realna polja

=0+it,%, (3.223)
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Nije otigledno da je ovaj oblik otuvan pri transformacijama (3.2.18), ali se pokazuje da vaZi
(eksplicitnim izratunavanjima transformacija na o i 7, polja):

do=¢gim,
, (3224)
On, =—€,4,6 T, —EC
Zamenjujuéi (3.2.23) u @, moZemo Yukawa kuplovanja napisati kao
—goWy +ign WysT W (3.2225)

Iz (3.2.25) se mo¥e videti da 77, polja na pravi nalin opisuju pione. Kuplovanje g je 7NN
kuplovanje g . -

Jos uvek nemamo &lan nukleonske mase, ali je iz (3.2.25) jasno da ako damo O
VOV, biéemo na dobrom putu. Da bismo ovo zavr§ili, moramo postaviti pitanje kako da

izgradimo ,B(Z) invarijantno pod SU(2)xSU(2). Iz (3.2.21) je jasno da je
1
Etr(YZ): (0'2 +ﬂ'3> (3.2.26)

invarijantno. U stvari, najopstija invarijanta (bez izvoda) je funkcija o’ +ﬂ'§. Ovo se moZe
videti, uotavanjem da komplikovaniji tragovi daju jacinu o’ + 71'3 , posto

55 =(0? +72) (3227)

i proporcionalni su sa jediniénom matricom u 2x2 prostoru. Moguce je inetrpretirati (3.2.24)
kao zakon transformacije 4-vektora u Eetvorodimenzionom Euklidskom prostoru. Invarijanta
(3.2.26) je duZina vektora, jedina nezavisna veliCina.

Bez daljeg obja%njavanja, moZemo napisati invarijantu S kao
1 1
p()=50"0d,0+50"7,0,, V(o +x2) (3228)
Da bismo dobili VOV, uzimamo da je V
A
v(o? +71'2)=Z((°'2 +72)-F2) (3229)

gde je A bezdimenziona konstanta, a F_ ima dimenziju mase (ovo je jedina veliCina na
masenoj skali u dosadasnjoj teoriji). Tada o =7, = 0 nije minimum. V otigledno teZi
minimumu za
cr+nl=F (3.2.30)
Sada mo¥emo iskoristiti SU(2)xSU(2) transformacije da bismo rotirali ma koju VOV u &
pravcu, tako da bez gubitka u optosti moZemo pretpostaviti
(oc)=F, (m,)=0 (3231)

i perturbovati oko tog vakuuma.
Zato definisemo pomereno polje

¢ =c-F, (0)=0 (3232)
u ¢lanovima za koje je LagranZijan
o =iy —gF,yy —go Yy +ign Wt ysy +

. . , , (3.2.33)
+—12—8"G 9,0 +%6"7ra6“ﬂa —%(0'2 +7.+2F,0 )2
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Ovo opisuje nukleone mase gF, kuplovane sa skalamim o poljem i bezmasenim
pseudoskalarima 7.

Postavlja sa pitanje zaSto su Gell-Man i Levy zakljudili da (3.2.32) ima veze sa realnim

svetom. S jedne strane, fizi¢ki pion je veom lak u poredenju sa ostalim hadronima. Na primer,

m: 1

m: zg— . Moguée je da teorija u kojoj on nema masu i nije tako losa aproksimacija. Ali
N

nema drugog razloga. Parametar g je merljiv samo u 7 - nukleon interakcijama. Ispostavlja se
da je i F, takode moguce meriti, zato Sto odreduje brzinu 7* raspada slabim interakcijama.
Kljuéna &injenica je da aksijalni vektor struje, struja koja je povezana sa g4 transformacijama
ima oblik:
Jjh = —(6”7ra)0'+(6“0')ﬂa —ylysT W (3234)
i izraZena preko ¢lanova pomerenog polja ima deo proporcionalan sa 0“7, :
ji =-F 07w, +- (32395)

Ostali ¢lanovi su bilinearni u odnosu na polja. Poenta je da ova struja ima matricne
elemente razli¢ite od nule izmedu vakuumskog i stanja jednog piona:

(0] jtalm, ) = iF, "0 (32.36)

gde je p* moment piona. Normalna struja, kao i naboj sa kojim je povezana, vr§i pomeranje

unutar multipleta. (3.2.36) je pokazatelj spontanog narugavanja simetrije. Pri ma kojoj brzini,
raspad 7° — u'v ., je proporcionalan sa F ”2 ,pa F_ moZemo meriti. Masa nukleona se moZe
predvideti na osnovu

my =g .whs (3237)
Ova relacija se naziva Goldberger-Treiman-ovom relacijom i pokazuje se da je prilicno
ispravna.

Pion je Goldstone-ov bozon u ovom modelu. Pravci Goldstone-ovih bozona su
definisani preko T, A, gde je 4 VOV. U ovoj teoriji, generatori izospina anihiliraju vakuum,
tako da izospin nije spontano naruen i nema skalarnih Goldstone-ovih bozona. Ali kiralne
transformacije rotiraju VOV u 7 praveu (07, = 4 glF, iz (3224), pa je kiralna
simetrija naruSena i pioni su Goldstone-ovi bozoni.

Masu piona moZemo uvesti dodajuci V' &lanu:

2
mz" (¢ +7° ~2F,c+F?) (3238)

koji nije invarijantan zbog linearnog ¢lana mf,F”O'.
3.3 HIGGS-OV MEHANIZAM

Poku$ajmo sada da primenimo ideju spontanog narufavanja simetrije na SU(2)xU(1)
model leptona. Jasno je da moZemo dobiti masu elektrona praktiéno na isti natin kao u stucaju

nukleona u o -modelu, ali na prvi pogled nije oCigledno kako W* i Z dobijaju masu. Da bi
elektron dobio masu, potreban nam je SU(2) xU(1) multiplet bezspinskih polja mogu da

sparuju i, i e u Yukawa kuplovanje
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—fexd 'y, +he. (33.1)
Ako se polje ¢ transformide pod SU(2) xU(l) sa naelektrisanjem
= T 1
Ty =— S¢=— 332
$==59 $=79 (332

onda (2.5.6) i (2.5.10) sa (3.3.2) uzrokuju da je (3.3.1) invarijantno pod SU(2) transformacijom
6 =ig,T* +i&S . Evidentno, ¢ mora biti dubletno polje

_|?
¢ (¢°J (333)

gde su oznake u gornjem desnom uglu () vrednosti u skladu sa Q =T, +S . Pritom vaZzi
i
op* =-ie ¢'T, ——2-g¢* (334)

pa je
5(¢+l//,‘)=—i8(¢+l,VL) (33.5)
¢*w, je SU(2) singlet sa §=-1, kao i e, pa je 3.3.1) invarijanta. Kada ¢° ima VOV
razlicitu od nule, (3.3.2) ima deo koji izgleda kao masa elektrona.
Posto su SU(2) xU(1) karakteristike ¢ odredene, poznato nam je i kuplovanje gauge

Zestica sa ¢ - ono je odredeno kovarijantnim izvodima:

a:(#)=(D,9) (D9) (336)
MoZemo sve izvesti i u ovoj notaciji, ali je znatno zgodnije preci na notaciju u kojoj
su skalarna kompleksna polja ¢"i ¢° izraZena preko njihovih realnih i imaginarmnih delova

¢, + 19,
(’;0} 4 £¢2 (33.7)

V2
Konstanta \/_i sluzi da osigura da su polja normalizovana na isti nafin. Na ma kom nivou
moZemo polja ¢ ; urediti u realni 4-vektor i postaviti pitanje kako se generatori Ti$§
izraZavaju u ovoj notaciji.
Stoga, piSemo

2

®= 44 (33.8)

¢
2

Prostor @ polja ima strukturu tenzorskog proizvoda. To je tenzorski proizvod
dvodimenzionalnih prostora originalnog ¢, na koji deluju 7 i dvodimenzionalnog prostora koji

odgovara realnom i imaginarnom delu komponenata @, za koje moZemo definisati nezavisan
skup Pauli-evih matrica & . 15 ermitskih matrica bez traga, koje deluju na ¢, moZemo napisati

kao:
c,,T; i 0,7, J,k=123 339
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U ovoj notaciji lako moZemo napisati i generatore Tis§. Postupak je jednostavan i opst:

antisimetri¢ne matrice sa ne menjaju u @ prostoru, a simetrine se mnoZe sa —0, kako bi
postale antisimetri¢ne. Stoga

1
I®= -—ET]O'ZCD
1
Tzq) = '2—1'2CD
1 (3.3.10)
I,®=-—1,0,0
2
1
SO =-—0,0
2

Lako se moZe proveriti da (3.3.10) daje iste zakone transformacije kao (33.2) i (3.3.7).
Prednost ove notacije je §to pruZa mogucnost znatno jednostavnijeg identifikovanja Goldstone-
ovih bozona. Koristimo je upravo zbog njene jednostavnosti.

U zavisnosti od @ ¢lan kineti¢ke energije postaje:

99 (¢) = %Dﬂ(DTDuq) =

-1 a/‘q:T—ian(_.e—T.Wqu ¢ SX“J' (33.11)
2 sin@ cosd

e = - e
0, t+i T-w,+ SX, ||
[ “ (sin@ # cosé ”ﬂ

Poenta svega ovoga je da (3.3.11) sadrZi ¢lanove oblika O'WHW, 4. Ako @ ima VOV,

. R ;. . . v . . + .
ovo izgleda kao da W, ima masu. Moguce je da bismo na ovaj nacin mogli dati masu W~* i

Z . Naravno, verujemo da je to mogude bez mase fotona, ali i dalje imamo Goldstone-ove
bozone koji nam smetaju.

Najopstiji SU(2)xU(1) invarijantni potencijal zavisi samo od kombinacije ¢"¢.
Posebno ako on ima oblik

V(¢)=%L¢*¢—l’zi) (33.12)

¢ ¢e imati VOV.
Zelimo da ¢° VOV bude realna i pozitivna, tako da masa elektrona koja sledi iz
(3.3.1) bude takode realna i pozitivna. Ovo je naravno, stvar konvencije. MoZemo izvesti
SU2)x U(1) transformaciju tako da bilo koja ¢* i ¢° VOV bude oblika:
v

(97)=0 <¢°>=7_i— (33.13)

za realno v . PokaZimo to. Pretpostavimo

(g)= (ZJ (3.3.14)

¢ — exp(2i6,T;, }p

Transformacijom oblika
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dobijamo

a—e®a b—e b (3.3.15)
Pogodnim izborom 6, moZemo dobiti da a i b budu u fazi. Tada je
¢ — exp(2ig,T, o (33.16)

a
ortogonalna transformacija kojom moZemo rotirati vektor (b] u pravcu ¢0. Drugom (3.3.15)

transformacijom moZemo posti¢éi da VOV bude realna i pozitivna. Stoga, sve $to smo sproveli
je da bismo odabrali pogodnu formu VOV tako da je naSe originalno oznaCavanje fermionskih
polja konzistentno.

U bilo kom sluaju, (3.3.13) je ekvivalentno sa
(@)= (33.17)

Prepisacemo (3.3.13) izraZavajuéi ga preko ¢lanova koji zavise od VOV, A i pomerenog
skalarnog polja:

O =0-1 (33.18)
Naravno, & (CD) sadrzi &lan kineticke energije za @' polja. Za sada cemo se zadriati na
kvadratnim &lanovima polja. Postoje dve vrste:

lﬂ’[ € T2 SX"][ ° T, + ¢ SX, |4 (33.19)
2 siné cosd siné cosé
1
ia"(D'T[ € T-W,+ ¢ SX, |4 (3.3.20)
siné cosd

(33.19) je W i Z maseni &lan, §to smo i traZili. Ali (3.3.20) deluje opasno, posto opisuje
neku vrstu meSanja Goldstone-ovih bozona i gauge polja. Polja Goldstone-ovih bozona su:
OTTA=0"TA (3321)
Polie ®7SA nije nezavisno, zbog T,A =-S1.
Medutim, mi jo§ uvek nismo iskoristili svu naSu slobodu da bismo izveli lokalne
SU(2)xU(1) transformacije. U stvari, mi moZemo da izaberemo gauge, nazvan unitarnim
gauge-om, u kom polja Goldstone-ovih bozona nestaju, tako da moZemo odbaciti (3.3.20). Da

bismo ovo videli, moramo se vratiti na nenaruSenu teoriju. Videli smo u (3.3.14-17) da
moZemo upotrebiti globalnu SU(2)x U(1) simetriju da bismo dobili proizvoljnu VOV i rotirali

je u @, pravcu. Ali, poSto imamo slobodu da izvedemo drugaliju SU(2)xU(1) transformaciju
u svakoj tatki prostor-vremena, moZemo uzeti proizvoljno polje (D(x) i rotirati ga u ¢,
pravcu. Nakon ovih rotacija dobijamo:

9, (x) =9, (x) =4, (x) =0 (3.3.22)
Naravno, nemamo vise slobodu da rotiramo @ bez narufavanja (3.3.22). Odnosno, izabrali
smo gauge. Poredeé¢i (33.21) i (3.3.22), moZemo videti da u ovako izabranom gauge-u

Goldstone-ovi bozoni nestaju. VOV je VOV jedinog preostalog polja ¢, .
Uzimajuéi u obzir (3.3.20), moZemo se vratiti na (3.3.19) i pokazati da je on maseni

“lan za W* i Z. Pre svega, problem se moZe podeliti na matricu mase neutralnog-gauge
bozona i na matricu naelektrisanih bozona. OZuvanje elektromagnetnog naboja sprecava njihovo
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meSanje. Neutalni sektor je mnogo komplikovaniji od naelektrisanog, koji ¢emo prvo razmotriti.
Kovarijantni izvod moZemo izraziti u zavisnosti od A* i Z polja na slede¢i nadin:

e e e
W + SX* =eQA" + ————(T, —sin® # 3323
sind >’ cosf Q sin@cose( g QQ)Z ( )
Sada moZemo videti zaSto fotonsko polje nema masu - zbog
01=0 3324)

tako da se A ne pojavijuje u (3.3.19) i (3.3.20). (3.3.24) govori da elektromagnetna gauge
invarijantnost nije naruSena vakuumom. Zato foton ostaje bez mase. (3.3.24) takode pokazuje

da je sin’ &0 <lan u Z* Kkuplovanju irelevantan u odnosu na masu. UvrStavajuci (3.3.23)-
(3.3.24) u (3.3.19)-(3.3.20) dobijamo

2 2
1@ zuz s =l{_—ev————} 7z, (3325)
2 sin’* Hcos’ @ # 2| 2sinfcosd
Zato je
ev
. A— (3.3.26)
Z  2sinfcosd
Prostija analiza naelektrisanih polja daje
2
1l ev
E[2sin9:| wew,, +wiw,,) (3327)
Stoga je
ev
= =M, cos0O (3.328)
¥ 2sin@ Z

Gauge definisan preko (3.3.22) se naziva unitarnim gauge-om posto sva polja koja se
javljaju odgovaraju fizickim Cesticama u § matrici. UopSteno, unitarni gauge zahteva da
Goldstone-ovi bozoni nestaju

®'T,A=0 (33.29)

U ovom gauge-u renormalizacija nije ocigledna. Ali kako je t’Hooft pokazao teorija ima
mogucnost renormalizacije.
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4 SPONTANO NARUSAVANIJE SIMETRUE - PRIMENE

Pored opisane primene ideje spontanog naruSavanja simetrije u fizici elementarnih
Cestice, fenomen da fundamentalni Hamiltonijan ima simetriju, pa zato i oCuvane veliCine u
skladu sa Noether-inom teoremom, dok osnovno stanje sistema nema datu simetriju, predstavlja
Siroko rasprostranjeni koncept i u fizici kondenzovane materije. Postoje mnogi sistemi u kojima
ovaj fenomen dolazi do izraZaja: Bose-Einsteinov kondenzat, superfluid, superprovodnik,
feromagnet, antiferomagnet, itd. Za sve navedene primere karakteristino je da se ponafaju na
slitan nadin, §to pre svega podrazumeva makroskopsku koherentnost i degenerisano osnovno
stanje.

4.1 ISING-OV MODEL

Ising-ov model izvorno je postavljen u cilju opisivanja feromagnetizma, tj. prisustva spontane
magnetizacije u metalima kao $to su Fe ili Ni, ispod kriti¢ne temperature (Curie-eva tacka). U
terminologiji magnetizma, Ising-ov model se opisuje na sledec¢i nalin:

Razmotrimo kubnu, trodimenzionalnu refetku magnetnih dipola. Svaki dipol ima jaCinu
m , i moZe biti usmeren navie ili nanize. U prisustvu spoljainjeg magnetnog polja jaCine H,
energija mikrostanja v iznosi

N N-1 N
U, = —ZHmsi —JZ Zsisj “4.1.1
i=1

i=t \ _j>i, jn.n.i
gde prvi &lan predstavlja interakciju izmedu spinova i spolja¥njeg polja, sa s, =%1, 3to
odgovara dvema mogudéim orijentacijama spina. Drugi Clan opisuje interakciju medu spinovima.
J je pozitivna konstanta, tako da su konfiguracije paralelno orijentisanih spinova favorizovane.

Prisutne su samo interakcije medu najblizim susedima. Funkciju raspodele za ovaj model
mozemo dobiti direktno i ona je

O(B,N,H)= ;exp(- BU,)=

=ZZ Zexp ﬂmHZSi'*'ﬂ]Z Zsisj

sy 5 sy=tl i=1 \_j>i,jn.ni

“4.12)

Fizicki gledano, ofekujemo da model kakav je Ising-ov moZe da objasni spontanu
magnetizaciju u odsustvu spoljaSnjeg polja na dovoljno niskim temperaturama, poSto je
paralelno uredivanje spinova energetski favorizovano. Posto su u odsustvu spoljaSnjeg polja
orijentacije gore i dole ekvivalentne, spontana magnetizacija ée biti dvostruko degenerisana, sa
gomjom i donjom fazom. Dakle, osnovno stanje sa svim spinovima jednako orijentisanim je
dvostruko degenerisano, posto ova orijentacija moZe biti ili gore ili dole. Zbog toga, u odsustvu
spoljasnjeg polja, otekujemo da ce srednja magnetizacija

N

(M)= Q"Z[Z msi)exp(-— BU,) (4.1.3)
v \li=l

uvek biti nula, posto simetrine konfiguracije uz poniStavanje razli¢ito orijentisanih spinova

imaju jednaku teZinu u usrednjavanju po ansambiu. Medutim, ovo se ne deSava ispod kritiCne

temperature. Prelaz od stanja iznad kritine tacke (na kojoj je srednja magnetizacija jednaka

nuli) ka stanju ispod kriti¢ne tatke (gde je srednja magnetizacija razli¢ita od nule) ¢ak i kada
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ne postoji favorizovani prostorni pravac sa naziva naruSavanjem simetrije. Sistem se zamrzava
u jednom od dva moguca stanja. Da bismo ovo razumeli razmotrimo sliku.

An

N

1=T,

%

slika 4.1

Nacrtali smo slobodnu energiju, A,,, sistema date magnetizacije, dobijenu Boltzmann-ovim
usrednjavanjem po svim stanjima koja imaju datu magnetizaciju. Iznad kritiCne temperature,
A,, ¢e biti simetriCna i minimum se javlja na M =0. Na kriti¢noj temperaturi minimum je
jako proSiren. Ispod kritiéne temperature, postoje dva minimuma 4,, , na vrednostima spontane
magnetizacije. Takode se javlja i velika barijera slobodne energije koja mora biti savladana da
bi sistem prebacili iz jednog u stanje suprotne magnetizacije. Koje ¢e stanje realni

makroskopski sistem odabrati, zavisi od slu¢ajnih fluktuacija koje nastaju pri prolasku sistema
kroz kriti¢nu tatku, §to i predstavlja sustinu spontanog naruSavanja simetrije.

42 HEISENBERG-OV FEROMAGNET

OpiSimo ideju spontanog naruSavanja simetrije i na primeru Heisenberg-ovog modela
feromagneta. Hamiltonijan Heisenberg-ovog feromagneta je veoma jednostavan

H=-JY5,5, 42.1)
(©.1)

uz J >0, pri Cemu se sumiranje vr§i samo po najblizim susedima u kubnoj reSetci. Ovo je
fenomenoloski model feromagneta. Na primer, ako postoji nespareni elektron za svaki atom u
¢voru resetke, Coulomb-ovo odbijanje medu elektronima uzrokuje antisimetriCnu prostornu
talasnu funkciju, a zbog toga simetri¢nu spinsku talasnu funkciju. Zato nespareni spinovi u
susednim &vorovima te¥e da se orijentiSu paralelno. VaZno je uoliti da Hamiltonijan ima
rotacionu simetriju, §to znaCi da ako sve spinove rotiramo za isti ugao ne dolazi do promene
Hamiltonijana. Prema teoremi Noether, simetrija sistema mora uzrokovati postojanje oCuvane
veli¢ine. U ovom slucaju ta veliina je ukupni spin sistema.

5= 422)

koji komutira sa Hamiltonijanom [S,H _|=O i zato se oCuvava. Rotacija svih spinova
generisana je operatorom spina

Dy

U (é): e 423)
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koji rotira sve spinove oko vektora & za ugao IH’ .

Korisno je napisati Hamiltonijan u obliku:

1
H= ——JZ(S,.’S; +§(s,.+s;. +5;8] )) (424)
Koristeéi ovaj oblik, lako je videti da je stanje sa svim spinovima orijentisanim gore
1) 42.5)

svojstveno stanje Hamiltonijana. Ovo je ono §to nazivamo spontanim naru$avanjem simetrije.
Hamiltonijan je savrieno simetrian u odnosu na rotaciju spinova. Medutim, osnovno stanje
spontano bira odredenu orijentaciju i zato nije invarijantno u odnosu na simetriju (rotaciju).

U vcilju pojednostavljenja razmatranja, zamislimo spinski lanac, odnosno
jednodimenzionu reSetku sa N &vorova i periodiénim grani¢nim uslovima. Granicu N >
uzeéemo na kraju izralunavanja. ( VaZno je ukazati na postojanje razliku u odnosu na
jednodimenzione kvantne sisteme koji zapravo ne ispoljavaju spontano naruSavanje simetrije
usled dugodometnih kvantnih fluktuacija. Ovo je poznato kao Mermin-Wagner-ova teorema u
fizici kondenzovane materije ili Coleman-ova teorema u 1+1 kvantnoj teoriji polja, koje
neéemo razmatrati, buduéi da smo lanac spinova uveli radi pojednostavljenja racuna, dok
zapravo zamiSljamo trodimenzionu reSetku). Svojstvena vrednost energije je

H‘ ™M > = _JN(%)Z (4.2.6)

posto postoji N parova najblizih suseda izmedu N spinova u lancu. Ovo je zapravo osnovno

stanje sistema. Koriste¢i standardno sabiranje spinova, ovo stanje ima ukupni spin —2— i zato

N
ima multiplicitet N +1, koji odgovara razli€itim orijentacijama spina 5 Kada N — o

postoje brojne mogude orijentacije koje su medusobno bliske, i konalno orijentacija postaje
kontinualna kao u sludaju klasi¢nog angularnog momenta. Matematicki, ako definisemo

orijentaciju vektora spina sa 1 = ( , njihove komutacione relacije su:

5
N/2)
. o 1 i ih
[n',n’]z—I—Z[S',S’]=———2ih£"kSk =——¢n* “2.7)
(V/2) (v/2) N/2

Kada N — 0, §to je isto kao da % —> 0, vektor orijentacije postaje klasian. Zato se

orijentacija makroskopskog spina osnovnog stanja moZe tretirati kao klasi¢an objekat.
Jedan od kriterijuma za klasi¢ni vektor spina je da mora postojati beskonacno mnogo
moguéih orijentacija spina. Lako je uvideti da je to i u ovom slu¢aju zadovoljeno. Polazeci od

stanja u kom je orijentacija svih spinova gore, izvodicemo konacne rotacije svih spinova
koriste¢i unitarni operator. Tada vaZi

e%’é = e¥ = cole—Li&-‘—Z:—‘sin@ 428
Dobijamo: ) )
%|T>—cos@“>+zsm}f2—‘ %— T>+g—‘;ﬁ¥—’i«> 429
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Zbog toga je
<. - lU(gx M > =lim COS@+ ig—zsin@ (4.2.10)

N->x |0 ‘
Osim u slucaju (9“2 Clanovi u zagradama imaju moduo manji od jedinice

2
6 6 .0 0;+0; . ,6
os—+irZsin— =1-——=sin" —<1 (42.11)
2 ‘9’ 2 \5’ 2
i grani¢na vrednost je nula. Drugim refima, rotacija osnovnog stanja dovodi do novog
osnovnog stanja U ((91 ™ > koje je ortogonalno na originalno osnovno stanje. Postoji

beskonatno mnogo osnovnih stanja medusobno povezanih rotacijom.

Uopsteno, pretpostavimo da je Hamiltonijan invarijantan u odnosu na unitarnu transformaciju
U:

UHU' =H (4.2.12)

ali osnovno stanje nije
U|0) = |0) (4.2.13)

Tada za sistem kaZemo da ima spontano naruSavanje simetrije. Kvantni sistem ispoljava tada
makroskopsku koherenciju.

Postoje mnogi primeri spontanog naruSavanja simetrije. Potencijali sa pozitivnim
hemijskim potencijalom u slu¢aju Bose-Einstein-ovog kondenzata, tzv. vinska boca i meksicki
SeSir potencijal su potencijali koji vode spontanom naruSavanju simetrije. Razmotreni
feromagnet je jo§ jedan primer, kao i kristali. Kada hladimo teCnosti, tako da postanu Cvrste,
atomi se ureduju u kristalnu strukturu. Te€nosti, su naravno, translatorno invarijantni sistemi.
Meduatomsko priviaenje usled van der Waals-ovih sila uzrokuje da se svi atomi ponaSaju kao
kontinualni medijum, pri Cemu se situacija ne menja pri globalnoj translaciji. Medutim, u
kristalima, atomi imaju odredene poloZaje i globalna translacija dovodi do drugacijeg kristala.
Translaciona invarijantnost je spontano naruSena. I rotaciona invarijantnost je naruSena, poSto se
kubna reSetka orijentiSe duZ odredenog vektora reletke.

Kada je simetrija koja je spontano naruSena kontinualna, kao Sto je rotacija spinova,
translacija reSetke, promena faze u Schrodinger-ovom polju, postoji beskonacno mnogo
osnovnih stanja. Ako je simetrija diskretna, kao §to je inverzija spina u Ising-ovom modelu,
postoji samo kona¢an broj osnovnih stanja.

U slu¢aju spontano naruSene kontinualne simetrije, uvek postoje ekscitacije Cija energija

nema procep E(ﬁ)——)O, kako njihov impuls tezi nuli, p—>0. U slutaju tecnog

superfluidnog *He , energija fonona teZi nuli linearno. Sli¢no, fononske ekscitacije u Bose-
Einstein-ovom kondenzatu takode teZe nuli, linearno. Ovo je zapravo univerzalni fenomen, koji
ima jednostavan uzrok. Zamislimo, da svakoj tatki prostora pridruZimo tzv. potencijal vinske
boce. Minimum potencijala spontano bira jednu talku duZ dna boce. Ako je izbor isti u celom
prostoru, to je konfiguracija osnovnog stanja. Ako se izbor minimuma malo razlikuje od tacke
do tatke, postoje prostorni izvodi, §to nije nista drugo nego kineti¢ka energija sistema, posto je

p =—ihV. S druge strane, ovo nema uticaj na potencijalnu energiju. Cineéi prostorne

varijacije sve manjim i manjim, konagno dolazimo da osnovnih stanja, pa stoga ne moZe biti
procepa u energiji ekscitacija.
Ovaj opsti stav moZemo potvrditi na primeru feromagneta.
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Razmotrimo stanje
|k>:z ---T---i«---T--->eik"“ (4.2.14)

gde je akonstanta reSetke, a k je talasni vektor. Pri globalnoj translaciji za konstantu
ipa

reSetke,e * | stanje koje dobijamo

e%|k>=z T ...>enma -y

n

A ¢ 0 ...>eik(n+1)a = e’ka|k> (4.2.15)

Dakle, ovo stanje ima kona¢ni impuls p =%k i k je talasni vektor. Energija ovog stanja je

H|k)=-J Z(Sisiﬂ +%(s;s;+l SpSha )jZ oAbt -~>e’*”" (42.16)

n

Prvi Elan s;s; daje

z .z
- JZ Smsm+]
m n

o2 D)

S sruge strane operatori podizanja i spustanja daju:

_Jg_;_(s;s;ﬂ +S;S;+1)Z S ...i...‘[‘...>e"‘”" =

= _Jz.hz_zu 0 mj] 0 ...>eikma e

= —J%(e””“‘ + e’k")k>

e ...>eﬂma -
4217

0 mf 0 ...>eikm“J = (4.2.18)

Uzimajuéi u obzir oba ¢lana , dobijamo
2
H|k)= —J(N%mz(coska —1)j|k) (4.2.19)

pa je energija ekscitacija

E(k)=J(1 - coska) (42.20)
i glatko teZi nuli bez procepa kada impuls teZi nuli, ¢ak i kad je relacija disperzije u funkciji
impulsa kvadratna, a ne linearna.

S obzirom na prisustvo fenomena spontanog naruavanja simetrije u brojnim
nerelativistickim sistemima, primena metoda efektivnog LagranZijana je proSirena i u ove
nerelativisticke sisteme. Metod je primenjiv na ma koji sistem u kom su Goldstone-ovi bozoni
jedine ekscitacije bez energetskog procepa. Sustina je da su ovi stepeni slobode i njihove
interakcije odredeni simetrijom koja leZi u osnovi modela, dok priroda modela sama po sebi
nije vaZna.

Sprove§éemo analizu nerelativisti¢kih sistema pri niskim energijama, i to takvih sistema
koji ispoljavaju kolektivno magnetno ponaSanje. Heisenberg-ov Hamiltonijan je invarijantan u
odnosu na simultanu rotaciju spinskih varijabli, opisanu simetrijskom grupom G=0(3), pri Cemu
osnovna stanja fero- i antiferomagneta naruavaju spontano ovu simetriju do H=0(2).
Odgovarajuéa Goldstone-ovi bozoni su spinski talasi ili magnoni. Nasuprot relativisti¢koj verziji
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Goldstone-ove teoreme, teorema sada ne odreduju tatan oblik disperzione relacije na velikim
talasnim duZinama niti odreduje broj razli¢itih Goldstone-ovi Zestica: ova svojstva Goldstone-
ovih stepeni slobode nisu odredena samo razmatranjem simetrije, nego u slu¢aju Lorentz-
neinvarijantnog osnovnog stanja, zavise i od specifi‘nih svojstava korespondiranog
nerelativistitkog sistema. Pokazuje se da je samo broj realnih Goldstone-ovih polja univerzalan,
odreden dimenzijom odnosa G/H .

Poznato je da se oblik disperzione relacije feromagneta razlikuje od njenog oblika za
antiferomagnet: na velikim talasnim duZinama u prvom slu€aju ona ima kvadratni oblik, dok je
u drugom linearna. Mehanizam koji uzrokuje ovu pojavu, objaSnjava razlifit broj nezavisnih
magnona - jedan za feromagnet, dva za antiferomagnet. U domenu efektivnog opisa, razlika je
povezana sa jednom veli¢inom, spontanom magnetizacijom, z.

U efektivnom LagranZijanu feromagneta, spontana magnetizacija se pojavljuje kao
konstanta kuplovanja povezana sa topoloskim &lanom u kom se javlja jednostruki vremenski
izvod.

r =z:60U’U2—60U2U'
1+U°
U gornjoj notaciji, dve realne komponente magnonskog polja U "(a =1,2) su udruZene u

+3f, U’ —%FZD,UiD,Ui (4221)

trodimenzioni jedini¢ni vektor U’ = (U U 3). Veliina f, obuhvata magnetno polje H:
fo’ = ,uH53' U vodecem redu, feromagnet karakteriSu dve nisko energetske konstante

kuplovanja: X i F . Odgovarajua jednaCina kretanja (Landau-Lifshitz jednalina) je
Schrédinger-ovog tipa: prvi izvod po vremenu i drugi po prostoru. Posto se samo pozitivne
frekvencije pojavljuju u njenoj Fourier-ovoj dekompoziciji, kompleksno polje opisuje samo
jednu esticu: u feromagnetu postoji samo jedna vrsta ekscitacija spinskih talasa za koju vazi
kvadratni zakon disperzije.

Osnovno stanje antiferomagneta, s druge strane, ne ispoljava spontanu magnetizaciju,
tako da je efektivni LagranZijan oblika:

aly = lFfDOU"DOU" —lF;D,U"D,U" +Z uh'U’
2 2 4.2.22)

i i irrk

DU =0,U +8ijkfﬂU
Anizotropno polje / se kupluje sa magnetizacijom Z, . Odgovarajuca jednacina kretanja ima
drugi izvod i po vremenu i po prostoru, njena relativisti¢ka struktura odreduje broj nezavisnih
magnonskih stanja: Fourier-ova dekompozicija sadrZi i pozitivne i negativne frekvencije, pri
Gemu je jedno realno polje dovoljno za opis jedne Cestice. Prema tome, postoje dve razliCite
vrste ekscitacija spinskih talasa u antiferomagnetu - kao u sludaju Lorentz-invarijantnih teorija

Goldstone-ova polja i Goldstone-ove Cestice su u jedan-na-jedan korespodenciji. Ove nisko
energetske ekscitacije zadovoljavaju linearni zakon disperzije, u kom je brzina svetlosti

zamenjena brzinom spinskih talasa v = —F—2 Kao §to se to obitno radi u relativistickim
1
teorijama moZemo uzeti da je ova brzina jednaka jedinici. U i=v =1 sistemu, dve konstante
kuplovanja su jednake F, = F, = F "
Prema tome, niskoenergetska svojstva fero- i antiferomagneta su bitno drugacija. Kao
ilustraciju, razmotrimo niskotemperaturni razvoj za odgovarajuce parametre uredenja, spontanu i
magnetizaciju antiferomagneta, X .

Parametar uredenja za O(N) antiferomagnet, magnetizacija X,, se dobija

S

diferenciranjem gustine slobodne energije po polju anizotropije
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0z

z.(1)=-Z

(r)=-2
_ 2 _ _ 4 _ _ 6

ES(T)=ZS{1—N L (v XN -3) T‘4_(N XN -2) r 1n5_+0(Ts)}(4223)
24 F 1152 F 1728 F° T

Clanovi reda T°,T*,T*,T° proizilaze iz granastog, i dijagrama s jednom, dve i tri petlje,
respektivno. Zaklju¢no sa T’ ® Koeficijenti su odredeni konstantom F " koja stoga odreduje
skalu Sirenja. Logaritam se javlja samo u redu T %, velitina T, 5 ukljuCuje konstante kuplovanja
u sledecem redu.

Razmotrimo prvo posebno slutaj N=4. Dve grupe O(4) i O(3) su lokalno izomorfne sa
SU(2)xSU(2) i SU(2) respektivno. Stoga, gornja formula u aproksimaciji tri petlje ukazuje na
parametar uredenja O(4) antiferomagneta u odsustvu spoljaSnjeg polja zapravo opisuje
niskotemperaturno Sirenje kvarkovskog kondenzata bezmasene QCD sa dva ukusa. Ovim je
prikazan koncept univerzalnosti : u konstrukciji efektivnog LagranZijana relevantna je samo
matematitka struktura grupa G i H, povezanih sa spontano naruSenom simetrijom, dok se
specifi¢na svojstva modela ispoljavaju u numerikim vrednostima konstanti kuplovanja.

Za N=3, T* &lan u gornjoj formuli otpada, tako da dobijamo niskotemperaturnu seriju
za promenljivu magnetizaciju O(3) antiferomagneta, oblika:

2 2
zs(T)=zs{1—i(kBT) _ 1 (&D) lnT—Z+O(T8)} (4224)

12 wvF? 864 RWVFS T

Pri tome smo ponovo uveli dimenzije: k, je Boltzman-ova konstanta 1 v je brzina spinskih

talasa.
Mikroskopsko izraunavanje se poklapa sa gormnjom efektivnom ekspanzijom da reda

T?, podrazumevajuéi da su dve konstante kuplovanja F i T, odredene kao

, - J -

Izraz obuhvata sledece veliCine: integral izmene (J ), najveu svojstvenu vrednost operatora
spina Sj (S ), broj najblizih suseda u datom Cvoru reSetke (z) Lande-ov faktor (g)

Andersen-ov faktor (O') i Borov magneton (,u B). Brzina spinskih talasa je jednaka
a
v =2J|Sv2 - (42.26)

Skala niskotemperaturnog razvoja je odredena sa F «Jhv, &ju vrednost moZemo proceniti.
Izra?avajuéi ovaj Clan u funkciji integrala izmene, dobijamo

F i =2JIS(S -o W2z (4227)

Za prostu kubnu reSetku (z =0,0 = 0.078) iza S=1/2, dvostruki koren na desnoj strani je
priblizno jednak jedinici tako da dobijamo F hv = lJ | . Tipi¢no integral izmene za
antiferomagnete iznosi |J l ~107eV , pa je i F «/hv pribliZno iste velitine. Ovo moZemo

uporediti sa situacijom u QCD gde relevantna veli¢ina iznosi F,Nhc = 92MeV ; skale u ove

dve teorije se razlikuju za jedanaest redova veliCine.
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U razvoju magnetizacije X, pokazuje se bududi da su razmatrani i drugi Clanovi,

pored vodeceg, T * doprinos se ne javlja: interakcije spinskih talasa se manifestuju samo u
visim redovima. Medutim, logaritamska zavisnost nije pronadena u mikroskopskim

izratunavanjima. ZakljuCujemo da je veoma teSko izratunati korekcije reda T ® u okvirima
mikroskopske teorije.

Vratimo se na feromagnet. Niskotemperaturni razvoj spontane magnetizacije je
odredena izvodom gustine slobodne energije po magnetnom polju i oblika je

s 3 5 7 s
__(T) =1-a,0? - T? -a,T? -a,T*+0| T? (4.2.28)

Koeficijenti &, ne zavise od temperature i ukljuuju razlitite konstante kuplovanja koje se

javljaju u efektivnom LagranZijanu, koji fenomenolodki parametrizuje mikroskopske detalje
sistema.

U gornjem izrazu, poluceli stepeni temperature odgovaraju neinteraguju¢im magnonima;
ovi doprinosi mogu biti apsorbovani redefinisanjem relacije disperzije. Vodeci Clan opisuje
magnon-magnon interakciju koja je reda T* i jasno potvrduje Dyson-ov mikroskopski racun.
Tehnika efektivnog LagranZijana se pokazuje znatno uspesnijom od uobitajenih metoda fizike
kondenzovane materije posto analize mogu biti izvriene u vi§im redovima; izraCunavanje

9
pokazuje da je sledeci interakcioni Clan koji sledi iz nivoa tri petlje, reda T?.

Ova tehnika je i znatno jasnija, buduci da reSava problem sa tatke nezavisne od
modela, bazirane na simetriji - na velikim talasnim du¥inama mikroskopska struktura se
ispoljava samo u numerickim vrednostima konstanti kuplovanja.

43 TOPOLOSKE EKSCITACIJE ILI DEFEKTI

Postoje i drugi dokazi naruSene simetrije u fizickim sistemima. Obi¢no ih nazivamo
topoloskim ekscitacijama ili defektima i oni odgovaraju kolektivnim stepenima slobode koji
nose naboje ili kvantne brojeve oCuvane iz topoloskih razloga i nisu povezani sa
manifestovanjem  simetrije  dejstva. Pojava ovih topoloskih naboja vrSi stabilizaciju
odgovarajucih kolektivnih ekscitacija. Topologke ekscitacije se mogu manifestovati kao Cestice,
stringovi ili ravni objekti (solitoni), a moZemo ih interpretirati i kao kvantno mehaniCki proces
tunelovanja (instantoni). Zavisno od modela u kom se javljaju ove ekscitacije nose razlicita
imena: zidovi domena, vrtlozi, kosmi¢ki stringovi, monopoli, teksture, sfaleroni, itd. Defekti su
klju¢ za potpuno razumevanje fizike sistema sa naruienom simetrijom i vode ka neoCekivanim
i egzoti¢nim fenomenima koji nisu perturbativne prirode.

Prototipski primer topoloskog defekta je Abrikosov-Nielsen-Olesen-ova cev fluksa u
superprovodnicima tipa II sa narusenom U(1) gauge simetrijom. Topoloski ouvan kvantni broj
koji karakteriSe ove defekte je magnetni fluks, koji moZe imati samo diskretne vrednosti. Lep,
ali nazalost, jo§ uvek neuofen primer u fizici Cestica je t’Hooft-Polyakov monopol, koji se
javlja u ma kom modelu velikog ujedinjenja u kom je prosta gauge grupa G naruSena do
podgrupe H koja sadrzi elektromagnetni U(1) faktor. Ovde je magnetni naboj koji nose
monopoli ofuvan iz topoloSkih razloga. Zapravo otkriée da ti modeli podrZavaju magnetne
monopole miri dva poznata argumenta kvantizacije elektritnog naboja, Dirac-ov argument
zasnovan na postojanju magnetnih monopola i otiglednu &injenicu da U(1) generator mora biti
kompaktan, poSto pripada vecoj kompaktnoj gauge grupi.

42



Primer modela sa naruSenom globalnom simetrijom koji podrZava topoloske ekscitacije
je efektivni sigma model koji opisuje niskoenergetske jake interakcije mezona. To je, faza
naruSene Kiralne simetrije. Moguce je dodati topologki ¢lan i stabilizujuci ¢lan dejstvu da bismo
dobili teoriju koju karakteriSu topoloski objekti nalik Cesticama, nazvani skirmionima koji imaju
ista svojstva kao barioni. U skladu sa efektivnim modelom Goldstone-ovih bozona, ponovo smo
dosli da kompletnog spektra modela jakih interakcija (QCD) i njegove niskoenergetske
dinamike. étavi§e, ova slika nas vodi ka privlaénom, fenomenoloskom modelu bariona.

Jo§ jedna oblast fizike u kojoj defekti igraju kljuénu ulogu je kosmologija. Prema
standardnom kosmoloskom modelu velikog praska, vasiona se hladila kroz niz faznih prelaza
koji su narugavali lokalnu i/ili globalnu simetriju u vrlo ranoj fazi. Pitanje stvarne formacije
defekata u ovim faznim prelazima je od primarnog znacaja. Postoje neslaganja oko mogucnosti
da su magnetni monopoli stvarani obilno. Zato je postojala teZnja da oni dominiraju u masi
vasione, medutim njih je veoma teSko smestiti a i ako su formirani morali su biti raSireni.
Fazni prelazi koji dovode do formiranja (lokalnih ili globalnih) kosmickih stringova su znatno
interesantniji. Nasuprot magnetnim monopolima, prisustvo kosmiCkih stringova ne vodi
kosmologkoj katastrofi i u skladu sa privlaénom, ali jo§ uvek spekulativnom teorijom kosmickih
stringova mogucée je da su oni uzrok formiranja galaksija i drugih velikih struktura danas
prisutnih u vasioni.

Sli¢ni fazni prelazi koji naruSavaju simetriju su razmatrani i u fizici kondenzovane
materije. Jedan je pomenuti prelaz iz normalne u superprovodnu fazu superprovodnih materijala
tipa II, koji mogu dovesti do pojave cevi magnetnog fluksa. U oblasti niskotemperaturne fizike
postoji veliki broj teoretskih i eksperimentalnih radova o prelazima iz normalne u superfluidnu

fazu *He u kojima nastaju brojni linijski i tadkasti defekti. Takode u jednoosnim nematskim
te¢nim kristalima, taGkasti, linijski defekti i teksture nastaju u prelazima iz neuredene u uredenu
fazu u kojoj je rotaciona globalna simetrijska grupa SO(3) naruSena do semi-direktnog
proizvoda grupa U(1)x Z,. Dvoosni nematski te¢ni kristali ispoljavaju fazni prelaz u kom je

globalna rotaciona simetrijska grupa naru$ena do proizvoda grupa Z,x Z, izazivaju€i linijske
defekte ograniene elementima neabelovske grupe 52 . Nematski kristali su jeftini materijali i

u poredenju sa *He, znatno jednostavniji za rad u laboratoriji. Fazni prelazi koji naruSavaju
simetriju se obi¢no javljaju na temperaturama koje mogu biti dostignute na jednostavan nacin,
pri Cemu je veli¢ina defekata koji se javljaju takva da se mogu posmatrati  prostim
mikroskopom. Stoga su ovi materijali lako dostupan eksperimentalni okvir za izuCavanje
defekata izazvanih faznim prelazima i u izvesnom smislu imitiraju fiziku ranog univerzuma u
laboratoriji.

4.4 SVOISTVA POJEDINACNIH DEFEKATA

Fizicka svojstva topoloskih defekata se odreduju ispitivanjem njihovih interakcija sa
obitnim Zesticama ili ekscitacijama u modelu. Ovim se zapravo izuCavaju procesi koji su u
pozadini defekata. TaCnije, moZemo izratunati korekcije razli¢itih veli¢ina koje karakteriSu
defekt, §to podrazumeva izuGavanje operatora fluktuacija. Pritom moramo razlikovati stanja sa
svojstvenom vrednoS¢u jednakoj nuli i razli¢itoj od nule. Stanja razli¢ita od nule vode ka
obi¢nim renormalizujuéim efektima, kakvi su masa i konstante kuplovanja renormalizacije.
Stanja jednaka nuli, koja su obi¢no posledica globalne simetrije u teoriji, vode ka kolektivnim
koordinatama. Njihova kvantizacija uzrokuje semiklasi¢an opis spektra teorije u datoj topoloSkoj
oblasti, ukljudujuéi spoljasnje kvantne brojeve solitona kakvi su njihova energija i impuls i
njihove unutrainje kvantne brojeve kakav je elektri¢ni naboj.
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U situacijama kada je rezidualna grupa H neabelovska, opisana analiza je znatno
finija. Na primer, naivno ocekivanje da solitoni nose unutrasnje elektricne naboje koji obrazuju
reprezentaciju potpune nenaruSene grupe H je pogresno. Kako jedina podgrupa od H koja
komutira sa topoloskim nabojem moZe biti globalno uvedena, ovi unutra¥nji naboji formiraju
reprezentaciju ove tzv. centralizovane podgrupe. Ovo &ini pun spektar topoloskih i obicnih
kvantnih brojeva u tako naruSenoj fazi komplikovanim.

Takode, vazan efekat u spektru i interakcijama teorije sa naruSenom gauge grupom je
izazvan uvodenjem dodatnih topoloskih &lanova u dejstvo, kao §to je nenestajuci ugao 8 u 3+1
dimenzionom prostor-vremenu i Chern-Simons ¢lan u slu¢aju 2+1 dimenzije. Pokazuje sa da u
slutaju ugla koji ne nestaje, na primer, magnetni monopoli nose elektri¢ni naboj koji je

odreden veli¢inom proporcionalnoj —2—— i njihovom magnetnom naboju.
/4

Drugi rezultati su iznenadujuéi i u jo§ vecoj meri. NaruSena gauge teorija koja sadrZi
samo bozonska polja moZe podrZati topoloike ekscitacije, koje na kvantnom nivou nose
poluceli spin i predstavljaju fermione, stvarajuci mogucnost nastanka fermiona iz bozona.
Pokazuje se da u 2+1 prostor-vremenu mogu postojati topoloSke ekscitacije, nazvane fluks /
naboj kompozitima, koji se ponaSaju kao anioni, odnosno Cestice sa razlomackim spinom i
kvantnom statistikom interpoliranom izmedu bozona i fermiona. Mogucnost aniona u dve
prostorne dimenzije nije od velikog akademskog znaCaja, poSto su mnogi sistemi u fizici
kondenzovane materije opisani 2+1 dimnzionim modelima. Medutim, poznato je da se anioni
javljaju kao kvaziGestice u frakcionim kvantnim Hall-ovim sistemima. StaviSe zna se da su u
idealnim gasovima naelektrisani anioni superprovodni. Za sada nije poznato da li je ovaj
egzoti¢ni tip superprovodnika ostvaren u prirodi.

Takode znalajna izralunavanja koja je izveo t'Hooft otkrivaju neperturbativni
mehanizam barionskog raspada u standardnom modelu na instantone i sfalerone. Kasnije je
otkriven i fenomen katalize barionskog raspada monopolima velikog ujedinjenja, kao i procesi
u kojima je narufeno ocCuvanje barionskog broja u blizini kosmi&kih stringova velikog
ujedinjenja.

4.5 TOPOLOSKE INTERAKCIUE MEDU DEFEKTIMA

Pored interakcija izmadu topologkih i obi¢nih ekscitacija 1 interakcije medu defektima
mogu biti netrivijalne. Ovde, ne treba razmi§ljati samo o obi¢nim interakcijama koje
odgovaraju razmeni kvanata polja. Razmotrimo, na primer, slutaju Alice elektrodinamike koji
se javlja ako je neka neabelova gauge grupa (npr. SO(3) narusena do neabelove podgrupe

U(1)x,, Z,, koja je semi direktan proizvod elektromagnetne grupe U(1) i dodatne cikli¢ne
grupe Z,, Ciji netrivijalni elementi menjaju znak elektromagnetnog polja. Model predvida

magnetne monopole kao i magnetne Z, stringove (tzv. Alice stringove) sa ¢udnom osobinom
da ako se monopol (ili elektri¢ni naboj date materije) pomera duZ stringa, onda njegov naboj
menja znak. Drugim retima, Cestica se prevodi u svoju antiesticu. Ovaj neabelovski analog
Aharonov-Bohm-ovog efekta je topoloske prirode. On jedino zavisi od toga koliko puta Cestica
prode duZ stringa, ali ne zavisi od njihovog medusobnog rastojanja.

Sli¢an fenomen se javlja u modelima u kojima je kontinualna gauge grupa spontano
narufena do neke konacne podgrupe H . Topoloski defekti predvideni takvim modelima li¢e na
stringove u tri prostorne dimenzije i nose magnetni fluks koji odgovara elementu h rezidualne
gauge grupe H . Posto ovi stringovima sli¢ni objekti trivijalizuju jednu prostornu dimenziju,
moZemo pre¢i na ravan, radi jednostavnosti. U ovoj oblasti, ovi defekti postaju magnetni
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vrtlozi, odnosno Zesticama sliéni objekti karakteristine velitine 1/M, , gde je M, skala
narufavanja simetrije. Pored ovih topolodkih Cestica, naruSena faza dovodi do pojave
materijalnih naboja ogranitenih unitarnom ireducibilnom reprezentacijom I' rezidualne gauge
grupe H . Posto su sva gauge polja masivna, ne postoje obi¢ne dugodometne interakcije medu
njima. Preostale dugodometne gauge interakcije su topoloSke Aharonov-Bohm-ove interakcije.
Ako je rezidualna gauge grupa H neabelova, npr. neabelovski fluksevi € H , koje nose
vrtlozi ispoljavaju metamorfozu flukseva. Ako se naboj koji odgovara nekoj reprezentaciji I’
od H, pomera oko vrtloga koji nosi magnetni fluks A € H , vraca se transformisan matricom

F(h) pridruZenoj elementu % u reprezentaciji I' od H .
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DODATAK 1

Skup objekata a,b,c <&ini grupu ako je moguce definisati operaciju kojom se
kombinuju dva objekta, a pod pretpostavkom da su zadovoljeni sledeci uslovi:
1. svi rezultati kombinacije pripadaju grupi
2. grupa sadrZi neutralni element e koji ima osobinu
ae=ea=a
gde je a bilo koji element grupe.

3. svaki ¢lan g ima inverzan element, koji je takode u grupi, a definisan je relacijom

a'la=aa =e

4. kombinacija grupe je asocijativna
(ab)c = a(bc)

Clanove grupe nazivamo elementima, a proces kombinacije Cesto nazivamo mnoZenjem,
mada ono ne mora biti aritmeti¢ko ili matriéno mnoZenje. Broj elemenata u grupi G se naziva
red grupe i oznaCava se IGI . Kada je red grupe konagan, kaZemo da je grupa konatna, a inace
je beskonalna.

Ako je mnoZenje komutativno, tj. ako vazi ab =ba za sve parove elemenata, grupa je
Abelova, kod koje se grupna operacija naziva sabiranje, dok se neutralni element naziva nulti
element. Kao $to je ve¢ napomenuto, kod ostalih grupa se grupna operacija naziva mnoZenje, a
termin neutralni element se zamenjuje terminom jedini¢ni element. Ako se elementi grupe
mogu oznaliti jednim ili viSe kontinualno promenljivih parametara grupa je neprekidna.
KaZemo da je grupa kontinualno povezana ako kontinualnom promenom parametara grupe od
jednog njenog elementa dobijamo drugi. Kontinualna grupa je kompaktna ako svaki beskonacni
niz elemenata grupe ima grani¢ni element koji takode pripada grupi.

Grupe se mogu zadati 1 preko generatora i generatorskih relacija. U svakoj prebrojivoj
grupi moZe se izdvojiti neki minimalni podskup elemenata, generatora grupe, tako da se svaki
element grupe moZe izraziti kao monom po njima, odnosno njihovim stepenovanjem i
viSestrukim mnoZenjem dobija se cela grupa; mnoZenje se zadaje elementarnim pravilima
mnoZenja generatora (to su tzv. generatorske relacije 1 pokazuju npr. koji je najmanji stepen
svakog od generatora jednak neutralnom elementu). Najjednostavnije grupe su one koje imaju
samo jedan generator, tj. grupe C&iji su svi elementi stepeni jednog od njih, npr. g . Ovakva
grupa je Abelova, a ako je konalna, postoji najmanji stepen, 7, generatora jednak nultom
elementu: g”" =e. Ovo predstavlja generatorsku relaciju, a takva grupa se naziva cikli¢na
grupa reda ».

Podskup H grupe G koji je i sam grupa u odnosu na mnoZenje zadato u G, naziva
se podgrupa grupe G i oznaCava sa H < G . Svaka podgrupa mora sadrZati neutralni element
grupe i u svakoj grupi postoje dve trivijalne podgrupe: cela grupa i grupa &iji je jedini element
neutralni element. Presek dve podgrupe je podgrupa.

Za dva elementa grupe a i b kaZemo da su medusobno konjugovani ako je ispunjen
uslov:

a=chc”
gde je ¢ takode element grupe. Sustinsko svojstvo konjugovanosti je: ako je a konjugovano
sa b,a b sa c,ondajei a konjugovano sa ¢. Stoga moZemo govoriti o skupu elemenata
grupe koji su medusobno konjugovani. Takvi skupovi se nazivaju klase grupe. Red klase je
broj elemenata u klasi. Svaka klasa se potpuno definiSe jednim, ma kojim svojim elementom
a. Na taj nadin celu grupu moZemo rastaviti na klase, pri Cemu svaki element grupe moZe
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pripadati samo jednoj klasi. Pri tom klasa grupe ne mora biti njena podgrupa, posto svaka
podgrupa mora sadrZati neutralni element.

Grupe igraju veoma vaZnu ulogu u fizici, buduci da se za svaki fizi¢ki sistem moZe
odrediti skup transformacija koji ga ne menja. Ovakve transformacije se nazivaju transformacije
simetrije ili simetrije i &ine grupu, tzv. grupu simetrije sistema.

Posmatrajmo ma koju grupu simetrije i neka je Y, neka jednoznalna funkcija
koordinata u konfiguracionom prostoru datog fizickog sistema. Prilikom transformacije
koordinatnog sistema, koja odgovara elementu G grupe, ta funkcija prelazi u neku drugu
funkciju. Ako red grupe obelezimo sa g, vrSeci redom svih g transformacija grupe, dobijamo

iz y, u opStem slutaju g razli¢itih funkcija. Medutim, pri izvesnim izborima ¥, neke od tih
funkcija mogu biti linearno zavisne. Dakle, na osnovu toga cemo dobiti neki broj F', koji
mora biti manji ili jednak g linearno nezavisnih funkcija ¥\, ¥, ¥ p, koje se prilikom
transformacija simetrije, koje ulaze u posmatranu grupu, transformisu linearno jedna u drugu.
Dakle, usled transformacije G svaka od funkcija ¥, (i =12,..F ) prelazi u linearnu
kombinaciju oblika:

ZGki‘//k

k

gde su i i k konstante, koje zavise od transformacije G . Skup tih konstanti se naziva
matrica transformacije.

Poito su funkcije ; po pretpostavci jednoznatne, to svakom elementu date grupe odgovara
jedna odredena matrica. Na osnovu dosad recenog pogodno je elemente grupe G posmatrati
kao operatore koji dejstvuju na funkciju y/;, pa moZemo pisati:

Gl/ji = ZGkiV/k
k

Posto se funkcije y; uvek mogu izabrati da budu medusobno ortogonalne i normirane, onda se
pojam matrice transformacije poklapa sa pojmom matrice operatora, tj.

Gy = v Gy, dq
Proizvodu dva elementa grupe G i H odgovara matrica koja se definie prema matricama G
i H pomodu obifnog pravila mnoZenja matrica:

(GH )ik = Z G,Hy
I

Skup matrica svih elemenata grupe naziva se reprezentacijom grupe. Funkcije ¥/, ¥/5,..¥p

pomocu kojih su te matrice definisane, nazivaju se baza reprezentacije. Broj F tih funkcija
definiSe tzv. dimenziju reprezentacije.

Ako posmatramo integral ﬂl/llqu , gde je w neka funkcija koordinata, bududi da se integral

uzima po celom prostoru, oligledno je da se njegova vrednost ne menja ni pri kakvoj rotaciji
ili refleksiji koordinatnog sistema. Na osnovu toga, za bilo kakvu transformaciju simetrije G

moZe se pisati:
(67" \Gw g = [v'vda
Ako uvedemo operator G koji je transponovan u odnosu na G , dobija se:

I(G*w'xéw)dq = [y"G"Gydq = [v'vdq

47



~

Odavde sledi zbog proizvoljnosti funkcije ¥ da je G'G=1 ili G =G, tj. operatori G
su unitarni. Dakle, reprezentacije grupe, koje se postizZu pomocu ortonormiranih funkcija baze,
su unitarne. Drugim reCima grupa se prikazuje unitarnim matricama. Na primer ako se nad
funkcijama |,y , ../ izvrsi linearna unitarna transformacija:

v, =Sy,
onda se dobije nov sistem funkcija l//,',l//;,...l//'p , koje ¢e takode biti ortonormirane. Ako kao

bazu reprezentacije uzmemo funkcije y;, onda éemo imati novu reprezentaciju iste dimenzije.

Te reprezentacije, koje se dobijaju jedna iz druge pomocu linearne transformacije funkcije
njihove baze, nazivaju se ekvivalentnim. Jasno, one u sultini nisu razli¢ite. Matrice
ekvivalentnih reprezentacija su medusobno povezane sledeéim odnosom matrica :

G =8"GS
Zbir dijagonalnih elemenata matrice, koja reprezentuje element G grupe, zove se karakter ili
karakteristika grupe i oznafava se sa K (G) Bitno je napomenuti da se karakteri matrice

ekvivalentnih reprezentacija medusobno poklapaju. Ta Cinjenica daje naroCitu vaZnost opisivanju
reprezentacije grupe pomocu njenih datih karakteristika. To nam omoguduje da se odmah
razlikuju bitno razliCite reprezentacije od ekvivalentnih. Zapravo, razliitim smatramo samo
neekvivalentne reprezentacije. Jedini¢nom elementu grupe e odgovara identi¢na transformacija.
Prema tome, matrica koja ga reprezentuje u svakoj reprezentaciji je dijagonalna, pri Cemu su

dijagonalni elementi jednaki jedinici. Karakteristika K (e) je na osnovu toga jednaka dimenziji
reprezentacije:
K (e) =F
Razmotrimo sada neku reprezentaciju dimenzije F . MoZe se desiti da se usled
odgovarajuce linearne transformacije funkcije baze razdvajaju na skupove po F|,F,,... funkcija

(F1 +F,+.=F ) i to tako, da se dejstvovanjem svih elemenata grupe funkcije svakog skupa

transformiSu samo jedna u drugu, ne dirajuéi funkcije iz drugih skupova. U tom slucaju se
kaze da je data reprezentacija reducibilna. Medutim, ako se broj funkcija baze, koje se
medusobno transformi¥u, ne moZe smanjiti nikakvom njihovom linearnom transformacijom,
onda se reprezentacija pomocu njih naziva ireducibilnom. Svaka reducibilna reprezentacija moze
se rastaviti na ireducibilne. Drugim re¢ima, odgovaraju¢om linearnom transformacijom funkcije
baze se rastavljaju na niz skupova, od kojih se svaki transformiSe, prilikom dejstvovanja
elemenata grupe, prema ma kakvoj ireducibilnoj reprezentaciji. U tom sluCaju se kaZe da se ta
ireducibilna reprezentacija sadrzi u reducibilnoj odgovarajué¢i broj puta. Ireducibilna
reprezentacija je suStinska karakteristika grupe i igra osnovnu ulogu u svim kvantno -
mehani¢kim primenama teorije grupa. MoZe se pokazati da je broj razliCitih ireducibilnih
reprezentacija grupe jednak broju klasa u grupi.

Razlika izmedu reducibilnih i ireducibilnih reprezentacija je jasnija ako ih definiSemo
na sledeéi nacin [3]: Reprezantacija D(G) u nekom prostort H je reducibilna, ako postoji

netrivijalni potprostor H, (0 < IH1| < |H), invarijantan za sve operatore reprezentacije; ako

takvi potprostori ne postoje, reprezentacija je ireducibilna.
Posmatrajmo sada translaciju u prostoru fizickog sistema u stanju, koje je u

koordinatnom predstavljanju opisano funkcijom i/, (F) PoloZaj se menja za vektor P i pri

tome talasna funkcija (F ) prelazi u funkciju ¥ . (7 ), odnosno

v G+ P)=v.6)
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Operator ove transformacije éemo oznaditi sa U, ([5), gde indeks oznaCava promenu poloZaja u
prostoru, a argument odgovara intervalu promene vektora poloZaja. Tada imamo:

u,(py.F)=v,F)
U, (Pl (7) =y, - p)

Pri nalaZenju v/, (7 - ,5) pogodno je koordinatne ose orijentisati tako da je Xx-osa u pravcu

odnosno

vektora p, pa razvijanjem u red dobijamo
2

L. 0 p’ &
l//a(r—p)=l//a(x~p,y,z)=wa(x,y,z)—p l//a(x’y’z)_i' 2
ox 2! Ox

Vo5 y.2) =

odnosno, desnu stranu moZemo napisati i kao
8

e_pat//,z (x, ¥, z)

Prelaze¢i na opiti sludaj, proizvoljne orijentacije vektora p u odnosu na izabrani koordinatni

sistem, pa— moZemo zameniti sa p -V, tako da dobijamo

.7 -)=expl- 5O )= e 2Ly, ()

gde smo uveli operator impulsa p = —iiV . Odavde zakljuéujemo da je

U,(3)= p(-%j

Operator U, (ﬁ) je unitaran, posto je p realno,a p ermitsko.

Sledeca simetrijska operacija koju éemo posmatrati je rotacija u prostoru fizickog
sistema u stanju Y/, (F ), koju opisujemo linearnim operatorom R, koji bilo koji vektor ¥
rotira u R7 , odnosno

v, (&F)=v,.(F)
Ako operator rotacije predstavimo 3x3 matricom, jednafinu 7, = R¥ moZemo napisati u
matriénom obliku:
Xt R, R, Rs|\x
Xpo |[=| Ry Ry Ry x,
XR3 Ry Ry Ry \x
Uslov da su komponente 7, realne, kada su komponente 7 realne zna¢i da su elementi

matrice R realni. Uslov da se skalarni proizvod bilo koja dva vektora ne menja kada se oba
vektora rotiraju na isti nadin, pokazuje da je R ortonormalno: tri vrste od R su ortonormalne
jedna na drugu, kao i tri kolone. Determinanta R u slucaju Ciste rotacije je 1, pa buduci da

. v .. .. -1 . e = 1= .
je razlidita od nule, postoji inverzna transformacija R~ za koju vazi r = R 'r,. Pokazuje se

da je R™' transponovana matrica matrice R, odnosno (R‘l)y =R, za i,j=123. Pofto

postoji Sest nezavisnih ograni¢enja za devet matri¢nih elemenata R, sve rotacije je moguce

opisati pomocu tri kontinualno promenljiva parametra.
Matrice R zadovoljavaju uslove grupe, pri ¢emu proces kombinacija odgovara matricnom
mnoZenju, koje je asocijativno. MnoZenje dve matrice datih karakteristika, daje trecu matricu
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istih takvih karakteristika. Matrica 5,.1. je jedini¢ni element, a svaka R ima svoju inverznu
matricu. U opitem sludaju rotacije ne komutiraju, tako da grupa nije Abelova. Matrice R &ine
neprekidnu, kompaktnu grupu sa tri vezana parametra. Ova se grupa oznacava sa 0(3), kao

ortogonalna grupa u tri dimenzije, koja je Sema od 3x3 realne ortomormalne matrice
determinante jednake +1. Sve navedeno se moZe uoptiti i na slu¢aj # dimenzija.

U(n) 1 SU(n) GRUPE

Unitarna matrica sa # vrsta i kolona se moZe napisati u obliku:
U =e"

gde je H ermitska nxn matrica. Sve takve U matrice formiraju grupu koja se oznacava sa
U (n) i kod koje proces kombinovanja odgovara matricnom mnoZenju. Dijagonalni elementi
matrice H su realni, dok su nedijagonalni simetriéno rasporedeni u odnosu na glavnu
dijagonalu i oni su kompleksno konjugovani jedan u odnosu na drugi. Stoga je H, a samim
tim i U okarakterisana sa n° nezavisnih parametara. Ova grupa, U (n), je kontinualno
vezana, kompaktna Lie-eva grupa.

Trag bilo koje ermitske matrice je realan, a determinanta bilo koje unitarne matrice je
kompleksan broj jedini¢nog modula, odnosno

tr(H) =qa det(U) =e o realno
Ako determinanta od U treba da bude jednaka +1, postavlja se samo jedno ograniCenje na
n’ parametara, jer je tada & = 0. Te matrice tada ¢ine kontinualno vezanu, kompaktnu Lie-
evu grupu, koju oznatavamo sa SU (n) i koja ima n’~—1 parametara. Ovde slovo §
oznatava da je transformacija specijalna (u ovom slucaju unimodularna), a slovo U da je
unitarna. Otigledno je da je svaki &lan od SU (n) ¢lan od U (n), dok obrnuto ne vazi, tako da
kazemo da je SU (n) podgrupa od U (n)
Tipi¢an ¢lan od SU (n) oznacavamo sa U, i za njega vaZi
iH

Uy=e"° tr(H,)=0 det(U,)=1

Od njega moZemo formirati tipi¢an Clan grupe U (n), na sledeci nalin:
a s @,
H=H,+—1 U=|e"l1|U,
n

ia
~

gde je 1 n-dimenzionalna jedini¢na matrica. Brojevi e" su 1x1 unitarne matrice koje &ine
ia

U (1) grupu, dok » X7 matrice e"1 &ine n-dimenzionu matri¢nu reprezentaciju. U (1) Bilo
koji element od U (n) se mo¥e napisati kao matri¢ni proizvod odgovarajucih ¢lanova od U (l)
i SU(n).

Takode, U(n) je podgrupa od U(m), a SU(n) je podgrupa od SU(m), uz uslov da
je n<m. Bilo koji ¢lan U od U (n) se mo¥e razviti u mx m unitarnu matricu dodavanjem
vrsta i kolona na sledeci nacin
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u o

o 1
gde je 1 jediniCna matrica sa m—n vrsta i kolona, a O je pravougaona matrica nula.
Odgovarajuéa ermitska matrica /I se moZe razviti na sli¢an nacin

H O
0O 0
$to znadi da odgovarajuéi podsistem matrica U (n) &ini matri¢nu reprezentaciju od U (m) i

sli¢no i u slugaju SU(n) i SU (m).
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DODATAK 2

U cilju izbegavanja mogucih nejasnoca i lakSeg snalaZenja prilikom Citanja rada, u
ovom dodatku je dat pregled upotrebljene notacije, polazeci od jednacina kretanja.

U sludaju relativisticke Cestice, polazeéi od relativisticke relacije izmedu mase
mirovanja &estice m , njene energije £ i impulsa p i uzimajuci u obzir kvantnomehanicke
zamene

E? =p’c* +m’c* (d2.1)
p— —ihvV E—> ih% (d2.2)
dobijamo Klein-Gordon-ovu jednaCinu
1 8> m’c*) .
(VZ “Sa T o(%,1)=0 (d2.3)

koja je homogena diferencijalna jednagina drugog reda, a buduci da je simetri¢na u odnosu na
prostorne i vremenske koordinate ona je invarijantna u odnosu na Lorentz-ove transformacije,
rotacije &etvorodimenzionalnog prostora Minkowski-og, te zadovoljava uslove specijalne teorije
relativnosti.

Uvedimo &etvorodimenzionalni prostor Minkowski-og, ¢ija je metricka forma oblika
ds? = (dx)’ +(dy) +(dz)’ - c*(at)’ (d2.4)

a odgovarajuéi metricki tenzor je

1 00 O

g= 01 0 O (d2.5)
0 01 0
0 00 -1

U svetu Minkowski-og uvodimo kvadrivektore, pa je npr. poloZaj svetske tacke odreden
vektorom x* =(5c',t), vektor gradijenta O =(§,a,i

realan, ali posto se njegova metricka forma ne moZze predstaviti u vidu sume kvadrata
diferencijala koordinata, on je pseudoeuklidski, pa moramo voditi rafuna o notaciji koju
koristimo, odnosno razlikujemo kovarijantnu od kontravarijantne forme vektora. Polaze¢i od
kontravarijantnih, moZemo dobiti i kovarijantne komponente vektora prema opStem obrascu

. Buduéi da je ovako uveden prostor

4, = - (d2.6)
odakle sledi
4 = A A, =4> A4, =4 4,=-4 (d2.7)
pa je skalarni proizvod dva kvadrivektora
(4,B)= 4"B, = A'B' + A’B* + A°B’ — A'B* (d2.8)

Iako se pokazuje da su u Cetvrodimenzionom prostoru Minkowski-og, u kom je Cetvrta
koordinata imaginarna, x, = ict, matematike operacije znatno upro§cene, zbog toga Sto nema

razlike izmedu kovarijantnih i kontravarijantnih komponenata, pa indekse moZemo pisati bilo
gore bilo dole, u ovom radu je zbog realnosti prostora koris¢en prvi oblik prostora
Minkowskog.

Uzimajuéi ovo u obzir, u sistemu koji koristimo i u kom je i =c =1, Klein-Gordon-
ova jednalina dobija oblik
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(6,0 —m* Jplx)=0 (d2.9)
U kovarijantnoj notaciji (d2.2) dobija oblik
p, ——id, (d2.10)
gde je p, = (ﬁ, E) kvadrivektor energije-impulsa.

Tada relativistiCka relacija (d2.1) postaje
2 2

p =-m
i izraZava invarijantnost duZine vektora energije-impulsa.
ReSenje Klein-Gordon-ove jednaline ne moZemo interpretirati na isti natin kao u sluaju
r g . - - Y2 . .. . . .
Schrodinger-ove jednaline, gde smo Il//(x,tﬂ interpretirali kao gustinu verovatnoce, buduci da

je ona linearna u vremenskoj derivaciji za razliku od Klein-Gordon-ove jednacine. Medutim, od
reSenja Klein-Gordon-ove jednaline je moguce formirati vektorsku funkciju

7 ()=~ (20" olx) - p(x)o* " (x) (d2.11)
koja zadovoljava jednaCinu kontinuiteta

0,j*(x)=-ilp’8,0"p-¢0,8"0")=0 (d2.12)
i koju nazivamo vektorom gustine struje. Ovako definisan vektor, integracijom po Citavom
trodimenzionalnom prostoru, ostaje oCuvan u vremenu.
Osnovni problem Klein-Gordon-ove jednaline ogleda se u nemogucnosti dobijanja pozitivno
definitne gustine verovatnoce, koja zahteva diferencijalnu jednaCinu linearnu u vremenskoj
derivaciji. Dirac je pokufao da formira takvu jednalinu, koja je zbog relativistiCke
invarijantnosti morala biti linearna i u prostornim koordinatama. Takvo linearizovanje se dobija
formalnim faktorisanjem Klein-Gordon-ovog operatora

0,0" —m* =(y"3" —m)y,0, +m) (d2.13)
odnosno linearizacijom (d2.1)
E? - (ﬁz +m’ ): [E-(a,p, + Bm)E +(a,p, + fm)] (d2.14)
pri ¢emu @, i [ nisu obi¢ni brojevi, nego buduci da iz (d2.12) sledi
2 2 n2
E'—-m"B°-p,p;oc; —mpi(aiﬂ+ﬂai)
zadovoljavaju sledece uslove
oo +aa; =26,
a,f+ pa; =0 (d2.15)
B’ =1
Ove antikomutacione relacije zadovoljvaju matrice Cija je najniZa netrivijalna reprezentacija
etvorodimenzionalna. ¢; antikomutiraju medusobno, kao 1 sa [, a njihov kvadrat, kao i

kvadrat S je jednak jedinici. Kvantnomehanilkom zamenom (2d.2) u bilo kom faktoru na
desnoj strani jednacine (d2.14), dobijamo Dirac-ovu jednacinu za slobodnu Cesticu:

iatt//(x) = (— ia,0, + ﬁm)y/(x) (d2.16)
Zbog Cinjenice da su ¢, i f 4x4matrice, talasna funkcija (//(x) je Cetvorokomponentni

spinor
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; (d2.17)
)

Matrice «; i f su oblika

(0 o I 0
o; = (0'; 0 ] p= [O —Ij (d2.18)
gde su o, Pauli-eve matrice.
01 0 -i 1 0
o, =(1 OJ o, =[i Oj o, =(O _J (d2.19)
Kovarijantni oblik Dirac-ove jednaCine ¢emo dobiti moZenjem jednaCine (d2.16) s leva sa [ i

imajuéi na umu da je 0, =0, tako da dobijamo

(-ipo, —ifa,d, +mhy(x)=0 (d2.20)
Sada uvodimo nove, tzv. ¥ matrice, definisane na sledeci nacin
=—ifa, yt=-ip (d2.21)
Dirac-ova jednacina dobija oblik:
(r 0" + mpy(x)=0 (d222)
Nove matrice zadovoljavaju sledece komutacione relacije:
yirt+yTyt =26, (d2.23)
i za njih vaZi
ye=yt oyt =yt (b} =1 (d2.24)

Ovako uvedene ¥ matrice su sve ermitske u euklidskom cetvorodimenzionalnom prostoru, koji,

kao §to je navedeno, podrazumeva imaginarnu vremensku osu.
Pored navedene Cetiri ¥ matrice, veoma Cesto (naroCito u fizici elementarnih Cestica) koristimo

i petu ¥ matricu, koja se uvodi na sledeci nacin
ys=iy'y’r’y’? (d2.25)
i ima sledece osobine
ysr' 7'y =0 yi=ys  ys =1 (d2.26)
Jednaginu za adjungovani spinor dobijamo adjungovanjem (d2.22)
w* (x)l(;/“ )+ 9, + mlz 0

MnoZenjem s desna sa y* i ubacivanjem 1=(}/4 )2 izmedu * i uglaste zagrade, kao i

uzimanjem u obzir sledecih relacija
) =r )=

dobijamo adjungovanu jednacinu

_6;1 }/4}/k}/4 =_7k

“y
x)(y“ o" — ) (d2.27)
gde je )

7(x)=y"(x

adjungovani spinor.
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MnoZenjem (d2.22) s leva sa i, a (d227) s desna sa {/, pa zatim sabiranjem ovako
dobijenih jednalina, dobijamo

8"y w)=0 (d2.28)
§to je jednaina kontinuiteta za vektor Dirac-ove struje:
J ) =i (x)r y(x) (d2229)

S obzirom na Cinjenicu da je Dirac-ova jednaCina dobijena linearizacijom Klein-Gordon-ove
jednadine i da predstavlja diferencijalnu jednacinu koja je linearna u odnosu i na prostorne i
na vremensku koordinatu, ona zadovoljava zahteve specijalne teorije relativnosti, pa stoga mora
biti invarijantna u odnosu na Lorentz-ove transformacije, koje izraZavamo na sledeci nacin

x* =a,x" (d2.30)

u

Koeficijenti transformacije a,, = odredeni su uslovom da je duZina vektora ista u svim

koordinatnim sistemima, §to izraZavamo na sledeci nacin
s _ v A __ LML H
xTxT =a,xa,x" =x0x (d2.31)
odakle sledi uslov ortogonalnosti

a,a, = S, (d2.32)
ili u matri¢nom obliku
ata=1
Ocigledno je da je
deta =1 (d2.33)

Slu¢aj deta =1 odgovara pravoj Lorentz-ovoj grupi transformacija, koje se mogu predstaviti
beskona¢nim nizom infinitezimalnih transformacija, odnosno

x =ax=(1+&)x (d2.34)
gde je 1 jediniéna matrica, a & matrica sa infinitezimalnim elementima. Iz uslova (d2.32) sledi
gl =-¢ (d2.35)

Dakle £, =—¢,,, pa je matrica &, kao i cela Lorentz-ova grupa odredena sa Sest realnih

parametara, koji predstavljaju transformacije koordinata pri rotacijama sistema oko proizvoljnih
osa.

Zamenjujuéi u jednacini (d2.22) koordinate x =ax, x=a"'x , a prelaskom na nove
koordinate menjaju se i izvodi i to na sledeci nacin

o o 0

0" = = _=q,0"
ox*  ox" ox¥ H
tako da dobijamo
(#a,,0" +mlax)=0 (d2.36)
Pokazuje se da vaZi
yia,, =Ny A (d237)
Uvrstavanjem (d2.37) u (d2.36) i mnoZenjem s leva sa A dobijamo
(7”6“ +m)At//(a“x')=O (d2.38)
Buduéi da se novi spinor moZe izraziti preko starog
t//'(x' )= Al//(a“x') (d2.39)

pokazuje se da je Dirac-ova jednalina invarijantna u odnosu na Lorentz-ove transformacije,
posto jednalinu (d2.38) moZemo napisati i u obliku
(}/"6“' + m)//'(x')= 0 (d2.40)
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pri Cemu relacija (d2.39) predstavlja zakon transformacije spinora.
Da bismo naSli zakon transformacije adjungovanog spinora { , izvr§icemo adjungovanje

(d2.37), pa dobijamo
a, (") =N () ()

Uzimaju¢i u obzir svojstva » matrica, kao i svojstva elemenata matrice Lorentz-ove
transformacije, dobijamo, polaze¢i od prethodne relacije

a:'u(}/nt}/k}/ct _}/4}/474)= }/4A+}/4(74}/i 4 _7474},4)}/4( +)-1}/4
[}/4A+74 ]}/v [}/4 (A* )-1 74]= avu}//l
Umesto desne strane moZemo staviti desnu stranu (d2.37), pa mnoZenjem odgovaraju¢im
faktorima dobijamo
(A}’4A+}/4 )}/v = }’V(A}’4A+}/4)
odnosno

AyiNy* =c-1 (d2.41)
odakle sledi

A =y*Aty? (d2.42)
Zakon transformacije adjungovanog spinora na osnovu navedenog glasi

= W+}/4}/4A+}/4 — 17/\—1

7=yt =yt =)y =y Ay
odnosno
7 (x)=wla'x ]\ (d2.43)
Ispitajmo sada zakone transformacija sledecih formi
S =y (x)
V=pgl)yylx)
T =7 (x)o" w(x) (d2 44)
A=y (x)ir"yy(x)
P=g(x)ysp(x)

s obzirom da one imaju Siroku primenu.
0" se definiSe preko ¥ matrica na sledeci natin
ot =iyty" (d2.45)

Uzimajuéi u obzir jednatine (d2.39) i (d2.43) pokazuje se da vaZi

S'=yy =gN'Ay=py=S

V' =@ vty =uN Y Ay =a, iy y =a, V"’

T = aﬂaavﬁt?/b'aﬂl// = a/mavﬁT"/’

A" =detlala,, 7y’ ysw = detlaja,, 4"

P' = det|dpyy = det|a|P
Poito se S ne menja pri Lorentz-ovim transformacijama, ono predstavlja skalarnu funkciju.

Funkcija V* (x) se transformiSe kao pravi kvadrivektor. T#" je antisimetri¢ni tenzor drugog

reda. Kovarijanta A4” predstavlja tzv. pseudovektor, posto njen skalarni proizvod sa pravim
vektorom nije skalar, nego pseudoskalar, a P je pseudoskalar.
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DODATAK 3

U ovom dodatku su iznete neke osnove klasi¢ne relativistiCke teorije polja.

U klasi€noj fizici pri ispitivanju mehani¢kog sistema koji sadrZzi » slobodnih Cestica,
Sto praktitno znaCi da imamo » parova koordinata (q,., pi), jednaCine kretanja smo dobijali
primenom principa najmanjeg dejstva

2
8 fdrrft)=0 d3.1)
tl

Ako broj Cestica teZi beskona&nosti, » — 00, sistem moramo opisivati kontinualnom funkcijom,
a ne konatnim nizom koordinata. Ta funkcija je nazvana funkcija polja, pri ¢emu pod pojmom
polja podrazumevamo sistem sa beskonatnim brojem stepeni slobode. I u slucaju polja
jednadine kretanja dobijamo primenom principa najmanjeg dejstva, vodeCi ratuna da koordinate

sistema sa kona¢nim brojem stepeni slobode prelaze u funkciju polja (o(x)

4,(0)= : (1) = plx) (d32)
Buduéi da su &estice slobodne, ukupni LagranZijan je jednak zbiru LagranZijana Cestica, a u
slu¢aju polja suma prelazi u integral po trodimenzionalnom prostoru

L()= Y.L, (g, (1.4, () > [d*xalp(x).o(x)
Pokazuje se da u opStem sludaju gustina LagranZijana u relativistitkoj teoriji polja zavisi od
(p(x) id u (x) , pa varijacioni princip glasi
SL=46 Id 4xoz((p(x),a #qo(x))= 0 (d3.3)

odnosno

_ (4. O oo _
5Jd4xa —é[d X[a¢ 5¢+5(a—”‘;)5(6ﬂ¢)1|

_ (4|0 oa 4 Oa

_Jd x{ago aﬂm}&ﬂ Jd xay[m&p}

Poslednji integral po nekom Cetvorodimenzionalnom prostoru Q se primenom Gaus-ove
teoreme moZe prevesti u integral po hiperpovrini, koja okruZuje taj prostor.

o oa
d*x0 Sp |= |do 5¢] (d3.4)
;! ”\:6‘6y¢i } J ”[6 3,0

gde je o0, projekcija elementa povrSine normalna na odgovarajuée koordinatne ose

Zetvorodimenzionalnog prostora Minkowskog. PoSto su varijacije O@ svuda na poviSini O

jednake nuli i integral (d3.4) je jednak nuli.
Takode, buduéi da su varijacije S¢ proizvoljne, integrand prvog integrala mora biti jednak

nulikako bi varijacioni princip bio zadovoljen, tako da dobijamo Euler-ovu jednacinu

oa oo

—-0 =0 (d3.5)
op " 16#(05

Po analogiji sa sistemom Cestica i u slu¢aju polja moZemo definisati polju go(x) kanonski

pridruZeno polje ﬂ(x)
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71'( )_ 6a(go, ;1¢) oo

(d3.6)
op(x)  2(0,p)
koje se naziva kanonskim impulsom polja.
Hamiltonijan sistema Cestica prelazi u prostorni integral gustine Hamiltonijana
Id xx(x Id x[ﬂ(x)(p(x jd x[ }
d3.7)

= jdﬁ[a—(aaf—:‘;—)aw-a}

Uvodedi tenzor ( )
oalx
T V(x) = 7—)6v(/)(x)— o Va(x) (d3.8)
H a a”¢ H

koji nazivamo kanonskim tenzorom energije i impulsa, gustina Hamiltonijana je njegova
komponenta T, .

Uopsteno govoredi, gustina LagranZijana mora zadovoljavati sledece uslove [9]:
1. a(x) mora biti relativisticki invarijantna skalarna funkcija
2. gustina energije )((x), koja se dobija iz a(x) pomocu relacije (d3.6) mora biti pozitivno
definitna
3. u slucaju slobodnih polja a(x) treba da sadrzi kanonske promenljive (o(x) i ﬂ(x) u
bilinearnoj formi, kako bi iz Euler-ove jednaline sledile linearne jednaline slobodnih polja,
koje omogucavaju superpoziciju polja
4. a(x) treba da bude realna funkcija, da bi u kvantnoj teoriji polja bila ermitski operator
S obzirom da simetrijska razmatranja teorije poCivaju na ispitivanju simetrije LagranZijana u
nastavku je dat pregled opstih oblika LagranZijana koji odgovaraju razliitim tipovima polja, a
koji su koriS¢eni u radu.

Realno jednokomponentno polje ¢)(x) dobijamo polazeéi od sistema Cestica bez
unutra¥njih stepeni, o odgovarajuci LagranZijan je oblika

a(x)=_%[a”(pa”¢+m2¢2] (d3.9)

q)(x) je skalarna ili pseudoskalarna funkcija, pa su zbog prethodno navedenog uslova 1. koji

mora zadovoljavati gustina LagranZijana moguci samo Clanovi navedenog oblika. Negativan
predznak je posledica 2. uslova

)((x)=ﬂ¢—a:-;—[7r2 +(Vo) +m2(p2]zo (d3.10)
posto je
n(x)= aof(x) = ¢(x) (d3.11)
8¢(x)

Konstanta m’ predstavlja kvadrat mase Cestice bez spina kojoj je pridruZeno polje qp(x) i koja
je u slobodnom stanju opisana Klein-Gordon-ovom jedna¢inom. Posto je polje (0(x) realno,

ono ne moZe formirati vektor gustine struje koji zadovoljava jednalinu kontinuiteta, pa (o(x)

moZe opisivati samo neutralne Cestice, odnosno elektrino neutralna polja, kakva su polja
neutralnih piona i kaona.
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Ako su dva realna slobodna polja jednakih masenih koeficijenata ¢, (x) i @, (x)

superponirana, gustina LagranZijana koja zadovoljava uslov 3., omogucavajui uopste
superpoziciju polja je oblika

1 1
alx)=—-2(0,00" +m’0})=2(0,0,0"p; + m*0}) (d3.12)

Pri tom se kao §to je i navedeno podrazumeva da oba ova polja zadovoljavaju Klein-Gordon-
ovu jednaCinu. PridruZeni su im kanonski impulsi

Oalx .
”1,2(x): ; ( ) =¢1,2(x) (d3.13)
09, , (x)
a gustina Hamiltonijana je
. . 1
2(x)=m@ + 7,0, —ax = -2—[”.2 el (Vo) +(Ve, ) +mip? +miol]  @14)
Superponirana realna polja @, i ¢, moZemo zameniti kompleksnim poljem

o(x)= —}5—[¢1 (x)+ig,(x)] (d3.15)

i smatrati da gustina LagranZijana zavisi od @,9",0,¢ i 0 ,®" i ona tada ima sledeci oblik

a(x)= —(6#¢*6”¢+m2¢"(0) (d3.16)
pri ¢emu za polja @ i @" vazi Klein-Gordon-ova jednalina
(0,0 -m*Jplx)=(0,0" —m?Jp" (x)=0 (d3.17)

Gustina Hamiltonijana i kanonski pridruZeni impulsi su oblika
2x)= 9" +(Vp\Vo" )+ m*pp’
(x) = dax) _ o' (x) (d3.18)

o
o¢lx)
. o .
7' (%)= —7~ = o(x)

09" (x)
Da bi ovo kompleksno polje opisivalo naelektrisanu materiju, neophodno je da ono

formira vektor gustine struje koji zadovoljava uslov
0,j"(x)=0 (d3.19)

Sto je moguée zbog invarijantnosti LagranZijana u odnosu na faznu transformaciju (& je
konstanta)

p—>e’p P >e " (d3.20)
Vektor gustine struje glasi
%)= ~iel (:)0" () - plx)o* 0" () (d3.21)
U kvantnoj teoriji polja ovakvim kompleksnim poljem se opisuju nabojno konjugovani parovi
Zestica sa spinom nula kao §to su npr. mezoni xt K*.
Cesticama spina Y%, kakve su elektroni i nukleoni u kvantnoj teoriji polja pridruZujemo
spinorno polje t//(x), koje je reSenje Dirac-ove jednaline

(y#0* +mly(x)=0 (d322)
Relativisti¢ki invarijantna gustina LagranZijana je
alx)= —(/7(x)l;/“6” + m}//(x) (d3.23)

dok su kanonski impuls polja i gustina Hamiltonijana

59



()= 2200

a‘//(x) = —i/7(X)}Q =y (x)

(d3.24)
2(x)= 7y —a=-gyiy + 7(7”6” + m)// = v7(7"6" + m)v
Gustina LagranZijana je invarijantna u odnosu na faznu transformaciju polja
w(x) > plx)e” 7(x) > 7lx)e™ (d3.25)
pa je odgovarajuca gustina struje
] J(x)=ieg (x)y*y(x) (d3.26)
JoS jedna vrsta polja su polja koja se pri Lorentz-ovim transformacijama transformisu
kao vektori i koja nazivamo vektorskim poljima, a pridruZujemo ih Cesticama sa spinom 1.
Cetiri komponente polja moZemo interpretirati kao letiri razlitita superponirana polja koja
zadovoljavaju Klein-Gordon-ovu jedna&inu

(0.0 —m?Jp"(x)=(0,0" - m* o™ (x) = 0 (d3.27)

1 koja &ine Lorentz-ov vektor
?,()=(#(x). 0, (x))

gD” (x) = (¢ (x)’ ¢4 (x))
Kod sve &etiri komponente se javlja ista masa m> &estice kojoj pridruZzujemo polje, $to znaci
da vektorski karakter odrazava unutra3nje stepene slobode. Vektor spina 1 ima tri projekcije na
osu kvantizacije,§to bi znatilo da jednu komponentu polja ¢@* (x) moramo eliminisati,ali to ne

¢inimo zbog relativistitke invarijantnosti teorije, tako da umesto eliminacije uvodimo uslov
kojim povezujemo komponente polja

(d3.28)

u —
0,0"(x)=0 (d3.29)
U slucaju vektorskog polja uvodimo tenzor ja&ine polja na sledeéi nadin

F*(x)=0"p" (x)-0"p*(x)

(d3.30)
F**(x)=0"p"(x)-8"p" (x)
Gustina LagranZijana je tada oblika

alx)= —%F“” (x)F,, (x)- m*o” (<)o" (x) @331)

Euler-ova jednalina za polje ¢, (x) postaje

60{ 6a 2 v v

0= -0 =- o' F* d3.32
agpym ] a(a#¢w) m ¢ + ( )

Ako je m* =0 dobijamo zapravo sistem Maxwell-ovih jednadina.
Gustina LagranZijana je invarijantna u odnosu na fazne transformacije komponenata
polja, pa postoji vektor gustine struje

(Ve | O 0 | T e e ]
J*(x)= le{a( i) 8(6”¢V*)¢] ie[Fo" - F*g

= -—ie[( ‘o' — 6”¢”)§0"‘ - (8”(0” -0"p" V]

koji zadovoljava jednaCinu kontinuiteta

(d3.33)

0,j"(x)=0 (d3.34)

Jedan od primera vektorskog polja je i elektromagnetno polje. o
Da bismo ispitali neko polje, odnosno njegove kvante moramo proucavati njegovu
interakciju sa nekim drugim poljem. U tom smislu pojam slobodnog polja, odnosno slobodne
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Cestice predstavlja idealizaciju. Interakcija izmedu dva polja dovodi do pojave dodatnog ¢lana u
LagranZijanu koji zavisi od oba polja, odnosno ako polja oznatimo sa 4 i B

a(x)=af(x)+af(x)+al® (x) (d3.35)
Interakcije mogu biti lokalne i globalne. U prvom sludaju, interakcija ima oblik
@, (x)= fla(x). B(x).0, 4(x),0, B(x)] (3.36)

odnosno gustina LagranZijana u tatki x zavisi od polja 4 i B i njihovim izvodima samo u
toj talki, pri Cemu je [ relativisticki invarijantan skalar, a njegov oblik zavisi od
transformacijskih karakteristika 4 i B .

Globalna uinterakcija je oblika

a,, (x)= J.d“x'd“x"F(x,x',x" )g[A(x' ), aﬂA(x' ), B(x" laﬂB(x" )] (d3.37)
tj. gustini LagranZijana u tatki x doprinose polja A i B i njihovi izvodi u svim prostornim
tatkama. Skalarna funkcija F se naziva strukturnom funkcijom, a g je relativisticki
invarijantan skalar,

Medu lokalnim interakcijama razlikujemo direktne i derivativne, zavisno od toga da li se
pojavljuju samo polja ili polja i njihovi izvodi.
Sada moZemo dati pregled najopitijih interakcija medu razli¢itim poljima:
-direktna interakcija realnog skalarnog polja q;(x) i spinormog polja t//(x)

@y = -Gy (d3.38)
Naziva se Yukawa kuplovanje, gde G meri jaCinu interakcije, a primenjuje se u procesima
koji sadrZe skalarni mezon o i nukleon.
-direktno vezivanje realnog pseudoskalarnog polja (o(x) i Dirac-ovog polja !//(x)

oy (x) = ~IGT (x)y sy (x)o(x) (d3.39)
Primenjuje se u slucaju sistema piona 7° i nukleona.
-direktna vezivanja realnih vektorskih polja na nukleonsko polje

e, (x) = —iGw (x)y“w(x)p" (x) (d3.40)

Primenjuju na sisteme nukleona i vektorskih mezona p,w,q, itd.
-direktna interakcija nukleonskih polja sa pseudovektorskim mezonima

@, (x)= -G (x)y "y (xhp” (x) (d3.41)

Derivativna vezivanja mezona sa nukleonima su oblika:
-za realno skalarno polje

@y ()=~ -nF;*V () (x)o” o(x) (@342)

-za pseudoskalarno polje @43
F__ .
()= =T (x)y" r sy ()" olx)

Derivativno vezivanje vektorskog Maxwell-ovog polja Aﬂ (x) sa Dirac-ovim poljem (//(x) je

oblika
(d3.44)

@ (x) =i %W Nty =7 v WR)F,, (x)
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