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1 Uvod

Grani¢ne povrsine izmedu dva medijuma su, po definiciji, mesta pojave razli¢itih
diskontinuiteta, i kao takve, zahtevaju poseban tretman prilikom modeliranja procesa koji
se odvijaju na njima. Dodirna povrsina Zemlja-atmosfera Je mesto pogodno za razvoj
nepravilnosti unutar vremenskih varijacija raznih geofizickih promenljivih. Veli¢ina
analizirana u ovom radu Je temeperatura povrsine Zemlje (u daljem teksty — temperatura
zemljidta), koja je odredivana reSavanjem jednacine energetskog bilansa. Rad se sastoji se
od dve tematske celine.

Prva se odnosi na standardni nagin odredivanja temperature zemljiSta primenom
LAPS Seme. Cilj je dijagnostikovanje eventualnih problema ili ograniéenja u pogledu
duZine vremenskih koraka, koji se mogu javiti kada se u modely koriste ema unapred i
unatrag. Na ovom mestu nije izvr$ena detaljna analiza uzroka nastanka ovih problema, ali
su data neka osnovna objasnjenja. Ova celina predstavlja jednostavnu ilustraciju nekih
ograni¢enja koja se mogu javiti u postupku numeri¢ke prognoze vremena.

Druga celina se odnosi na uslove pod kojima je moguée dobiti reSenja jednadine
energetskog bilansa, koja se sada analizira u nesto jednostavnijem obliku. Naime, uz
odgovarajuéi fiziki uslov, koji se odnosi na promenu temperature u dubljim slojevima
zemljiSta (donji grani&ni uslov), i odredene transformacije pojedinih &lanova ove
Jjednagine, ona se svodi na logisti¢ku diferencnu Jjednacinu, koja predstavlja pogodan
oblik za dijagnostikovanje uslova pod kojima nastaje haos. Provera nastanka haoti¢nog
rezima vrsi se odredivanjem vrednosti Ljapunovljevog eksponenta. Prikazane su dve
situacije (za kraéi i duzi vremenski korak) u kojima je doslo do pojave haosa i date su
vrednosti forsirajuéih parametara koji su uslovili ovakvu situaciju. Vrednosti logistickih
promenljivih tokom prvih 500 iteraci ja su prikazane graficki za oba primera.

U nadi da ¢e ovaj diplomski rad moéi da posluzi kao korisno $tivo i drugim
studentima, u Dodatku 1 dat je velik broj definicija i pojmova vezanih za tematiku haosa.
Citaoci koji su ve¢ upoznati sa datom problematikom, ovo poglavlje mogu nadi suvi$nim,
ali imajuéi u vidu da se radi o relativno novoj temi u nauci, uputno je imati najvaznije
definicije na jednom mestu, zbog onih &italaca koji tek pocinju da se interesuju za haos.
Strukture nekih FORTRAN programa koriS¢enih pri izradi rada date su na kraju, u
Dodatku 2.



2. Analiza standardnog na¢ina reSavanja jednacine energetskog bilansa na
dodirnoj povrsini Zemlje i atmosfere

U ovom poglavlju bice predstavljen jedan od standardnih nacina odredivanja
temperature zemljista iz jednadine energetskog bilansa koridéenjem dela modela LAPS.
Land and Air Parameterization Scheme (LAPS) je model za parametrizaciju povrsinskih
procesa napravljen na Odseku za meteorologiju Poljoprivrednog fakulteta Univerziteta u
Novom Sadu (dr Dragutin Mihailovi¢ i saradnici). Ovaj izuzetno sloZen model ima
zadatak da opise procese u sloju neposredno iznad Zemljine povrsine, a to je upravo sloj
u kome se deava najveéa razmena toplote, koli¢ine kretanja, vlage i ostalih promenljivih
vaznih za atmosferske procese. Zbog toga je uspesna parametrizacija povrsinskih procesa
glavni preduslov za uspe$no numericko modelovanje atmosfere i dobijanje tacne
prognoze vremena. Vecinu procesa koji imaju uticaj na transport veli¢ina u povrSinskom
sloju nije moguée opisati jednaginama koje proisti¢u iz odredenih fizi¢kih zakonitosti,
ve¢ se za njihovo modelovanje moraju koristiti poluempirijske jednacine, pri éemu se u
njima uzimaju parametri relevantni za dati proces.

U uvodnom delu su prikazane samo najopitije jednadine LAPS Seme, koje se
odnose na izratunavanje temperature  golog zemljidta bez daljeg upultanja u
parametrizacije veli¢ina poput otpora zemljiSta i aerodinamigkih otpora, zapreminske
vlaZnosti, termi¢ke konduktivnosti itd. Razlog ovome je $to nas zanima analiza reSenja
dobijenih kada se u modelu primene razligite vremenske Seme i na to je stavljen akcenat.
PokuSacemo, naime, da na primeru LAPS modela ukaZemo na moguéa ogranic¢enja
primene razli¢itih vremenskih $ema i da time napravimo jedan ilustrativan uvod u
problem prediktablinosti.



2.1 Osnovne jednacine za odredivanje temperature zemljista

Osnovna prognosti¢ka jednadina za temperaturu zemljista poti¢e od jednaline
energetskog bilansa na dodirnoj povrsini golog zemlji§ta i atmosfere i ima slede¢i oblik:

aTg net
cgngg -H,-lE, -G, 2.1
gdesu R, H ¢» AE, 1 G fluksevi neto zradenja, osetne toplote, latentne toplote i toplote

transportovane u zemljiste, redom. Sa T, g Je oznaCena temperatura zemljista K].
¢g predstavlja toplotni kapacitet zemljista [J/(Km?)].

Vidimo da ée do promene temperature zemljista doci kada dati fluksevi nisu u
ravnoteZi, tj. kada postoji odredeno forsiranje na koje ¢e zemljiste odgovoriti promenom
svoje temperature, sve dok zbir flukseva na povrSini ne postane jednak nuli.

Jednaline za fluks osetne i latentne toplote date su izrazima (2.2) i (2.3):

T, -T,
H, = pc, 2.2)
4

1E P [@E(T,)-e,]

2.3
¢ e n+ry @3
gde je:

7,57,
E(T,)=610,7-10""*" | (2.4)

Veli¢ine u ovim izrazima imaju sledeéa znacenja:

T, [K] - temperatura vazduha

E (T g) [mb] - maksimalan pritisak vodene pare pri temperaturi zemljista 7,
e, [mb] - pritisak vodene pare pri temperaturi vazduha T,

r; [s/m] - otpor koje zemljiste pruza isparavanju

rq [s/m] - otpor (aerodinamicki) izmedu zemljista i vazduha iznad njega

plkg/m’] - gustina
¢, [J/ kg °C] - specifi¢na toplota vazduha pri konstantnom pritisku
y [mb/°C] - psihrometarska konstanta.

Bezdimenziona velitina a je funkcija zapreminske vlaznosti zemljidta u prvom sloju
(LAPS Sema ukljuduje troslojni model zemljiSta) i poljskog vodnog kapaciteta. U izrazu



2.4 koji daje maksimalan pritisak vodene

pare pri temperaturi zemljidta, T, 2 je potrebno
izraziti u stepenima Celzijusa [°C].

Neto zradenje iznad golog zemljista dato je sa;
R =R (1-a,)-£,0T +RE (2.5)

gde uvedene oznake imaju sledeée znadenje:

R [W/m?] - kratkotalasno zraCenje, vrednosti ovog parametra se dobi jaju iz merenja

ag - albedo zemljista (nije konstantan ve¢ zavis; od karakteristika i vlaZnosti
zemljista)
&g - emisivnost golog zemljista

Ra[W/m®] - atmosfersko protivzraéenje (funkcija obla¢nosti, vlaZznosti i temperature na
datom nivou u atmosferi).

Jednacina za fluks toplote u zemljiste G:

G=c,(T,-1,), (2.6)

gde je ¢y funkcija zapreminskog toplotnog kapaciteta zemljiSta i njegove toplotne

provodnosti, koji zavise od karakteristika zemljiSta. 7, je temperatura na referentnoj
dubini u zemljstu.

Citaoci koje zanimaju kompletnije informacije o parametrizaciji procesa u LAPS
modelu upucuju se na rad [7]. Struktura programa koriS¢enog za izratunavanje
temperature golog zemljista baresoil f nije prikazana na kraju rada zbog svoje obimnosti.



2.2 Numeri¢ko resavanje prognosticke Jjednatine za temperaturu

Prognosti¢ka jednagdina za temperaturu  zemljista predstavlja  parcijalnu
diferencijalnu jednaginu prvog reda' i u cilju njenog numeri¢kog reSavanja potrebno je
preéi na konaéne razlike u vremenu, tj. transforimisati jednaginu (2.1) u oblik njoj
ekvivalentne diferencne Jednagine.

Posmatraéemo numeri¢ko reSenje jednacine (2.1) u dva slu¢aja; kada izvod po

vrémenu zamenjujemo $emom unapred i kada za izvod po vremenu koristimo $emu
unatrag.

1) 3ema unatrag:

n+l1 n At n+
Lo =T+ @7)

g
2) Sema unapred:

M =77+ gF" (2.8)

4

Sa F™ odnosno sa F” oznacen je zbir &lanova sa desne strane jednadine (2.1) u
vremenskom trenutku n+1, tj. . Pri primeni $eme unatrag je potrebno transformisati zbir

Clanova F™' iz razloga §to vrednost ovog izraza nije poznata u trenutku 7-+1 (to je

trenutak za koji pravimo prognozu). Stoga se F"*'razvija u red i nakon zanemarivanja
visih ¢lanova u razvoju dobijamo:

n

oF
AT, .

o7,

Fn+1 = Fn+

Zamenom u izraz (2.7) kona¢no dobijamo:

— F" 2.9
=T+ : 2.9)

' Ovde postoji izvesno “neslaganje” meteoroloske i matemati¢ke terminologije. Naime, nema razloga da u
Jednatini (1.1) stoji parcijalni izvod po vremenu, ve¢ se predlaZe da se prvi ¢lan u jednagdini prikaze kao
totalni izvod. Ipak, s obzirom na Cinjenicu da se svuda u meteoroloskoj literaturi koristi parcijalni izvod po
vremenu, i u ovom radu éemo ostati dosledni toj tradiciji.



U cilju izratunavanja temperature zemljista koriséen je program baresoil.f koji je
deo LAPS modela. Ovaj program kao ulazne podatke uzima Sest veligina koje su date u
toku 24 h i to: temperaturu vazduha, brzinu vetra, vlaZnost vazduha, padavine, obla¢nost i
kratkotalasno zraCenje. Podaci su dobijeni merenjem i nalaze se u dve datoteke
ORIGINAL (u kojoj su dati na svakih 3600 s) i BOUND (u kojoj su dati na svakih 600
s). Zavisno od toga sa kojim vremenskim korakom Zelimo da radimo (600 ili 3600 s)

pozivamo jednu od navedene dve datoteke. Ulazni podaci iz datoteke ORIGINAL
prikazani su u tabeli 2.1,

vréeme | temperatura | brzina | via¥nost padavine obla¢nost intenzitet
[h] [°C] vetra | vazduha [mm] [-] kratkotalasno%
[m/s] [mb] zraenja [W/m*]

0.00 15.6 2.1 1498. 0.0 0.0 0.

1.00 14.2 2.2 1498. 0.0 0.1 0.

2.00 13.3 1.7 1503. 0.0 0.1 0.

3.00 12.8 1.8 1498. 0.0 0.0 0.

4.00 12.5 1.5 1482. 0.0 0.0 0.

5.00 12.2 1.8 1456. 0.0 0.1 0.

6.00 12.0 2.0 1444, 0.0 0.1 0.

7.00 11.7 1.9 1411. 0.0 0.1 7.

8.00 12.6 2.1 1399. 0.0 0.1 108.

9.00 14.5 22 1416. 0.0 0.0 248.

10.00 16.0 2.5 1480. 0.0 0.0 369.

11.00 17.5 3.2 1530. 0.0 0.1 481.

12.00 19.0 3.0 1515. 0.0 0.0 557.

13.00 20.0 2.9 1399. 0.0 0.0 599.

14.00 20.5 32 1316. 0.0 0.0 590.

15.00 21.0 3.1 1334, 0.0 0.0 538.

16.00 214 3.1 1345. 0.0 0.0 457.

17.00 21.1 3.2 1317. 0.0 0.0 324,

18.00 20.8 2.6 1343. 0.0 0.0 196.

19.00 19.2 1.6 1442. 0.0 0.1 59.

20.00 17.0 2.1 1519. 0.0 0.1 1.

21.00 15.7 0.6 1540. 0.0 0.1 0.

22.00 144 0.7 1526. 0.0 0.0 0.

23.00 14.3 1.8 1526. 0.0 0.1 0.

Tabela 2.1: ulazni podaci za program baresoil.f, sadrzaj datoteke ORIGINAL




Izlazni podaci (temperature zemljista® u toku 24 h) analizirani su izraGunavanjem
RMSe (Root Mean Square Error) — korena iz srednje kvadratne greske izmedu redenja
dobijenih primenom $ema unatrag (7) i unapred (7)) za dati korak u vremenu, Formula
kojom odredujemo RMSe ima sledeéi oblik:

1 & 2
RMSe = \/F;(J;—Tf) . 2.9)

Uzmimo kao primer vremenski korak od 3600 s, tada ¢e se u izlaznim datotekama
nalaziti po 24 temperature dobijene primenom ove dve Seme. Za svaki korespondirajuéi
par temperatura (isti vremenski trenutak) odredujemo kvadrat njihove razlike, zatim
nalazimo njihovu ukupnu sumu (sumira se 24 kvadrata razlika), delimo je sa ukupnim
brojem ¢lanova u sumi i ratunamo kvadratni koren iz svega toga.

U cilju izratunavanja RMSe-a napravljen je poseban FORTRAN program rmse.f, Cija je
struktura data na kraju rada.

Ovde se pojavljuje jos jedan problem. Naime, ulazni podaci su dati na svakih sat
vremena (ili 600 s), a potrebno je analizirati reSenja i za sasvim male korake u vremenu
(npr. 1 s). Stoga je napravljen poseban podprogram u okviru originalnog programa
baresoil f, koji ima zadatak da transformise originalnu (ulaznu) datoteku u datoteku u
kojoj su podaci dati nakon proizvoljnog koraka u vremenu (koji se zadaje). Podaci u
novoj datoteci se dobijaju linearnom interpolacijom podataka iz originalne datoteke.
Dakle, originalna datoteka nam daje vrednosti temperature, vetra, vlaZnosti, padavina,
oblacnosti i kratkotalasnog zracenja na svakih sat vremena od pocetnog trenutka vremena
fo, @ mi vr§imo interpolaciju vrednosti ovih promenljivih na osnovu zadatog vremenskog
koraka.

Na ovaj nadin moguée je izradunati koren iz srednje kvadratne gredke izmedu
reSenja dobijenih primenom razligitih vremenskih Sema za vremenske korake u intervalu
od 1 s do veoma velikih vrednosti vremenskih koraka (pokazademo da postoji
ograniCenje u veli¢ini vremenskog koraka).

Ceo postupak izratunavanja RMSe-a ponovljen je jo$ jedanput, sa tom razlikom
da je za transformaciju originalne datoteke u datoteku sa proizvoljnim vremenskim
korakom kori§¢en polinomialni fit umesto linearne interpolacije.

? Temperatura zemljidta T, je "krajnja" izlazna velidina za program baresoil.f, da bi se do3lo do njene
vrednosti program prvo izradunava &itav niz veligina (bice prikazane u poglavlju 3)



2.3 Analiza rezultata

2.3.1 Analiza rezultata dobijenih kori$éenjem linearno interpolisanih ulaznih podataka

Na grafiku 2.1 prikazan je dnevni hod temperature zemljiSta dobijen kao izlaz iz
programa baresoil f pri primeni Seme unapred i unatrag za korak od 450 s.
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Grafik 2.1: Dnevni hod temperature zemljista (delt = 450 s)



Na grafiku 2.2 prikazan je dnevni hod temperature zemljista pri primeni Seme
unapred i unatrag za korak od 2580 s.
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Grafik 2.2: Dnevni hod temperature zemljista (delt = 2580 s)

Sa ovih grafika vidimo da se rezultati dobijeni primenom razli¢itih $ema neznatno
razlikuju za manje vrednosti vremenskih koraka (grafik 2. 1), ali da sa povecanjem koraka
u vremenu ova razlika postaje znacajna (grafik 2.2).

Naime, kod velikih vremenskih koraka, neposredno nakon 12 h (vreme najveceg
forsiranja kratkotalasnim zratenjem) temperatura zemljiSta dobijena primenom Seme

unatrag pokazuje nagle skokovite promene (koje ne odgovaraju fizicki realnom stanju).
Kod Seme unapred ovakav problem se ne pojavljuje.

Vrednosti RMSe izmedu resenja dobijenih primenom $ema unatrag i unapred, za

razli¢ite vremenske korake (i pri linearnoj interpolaciji originalnih podataka) prikazane su
na graficima 2.3 do 2.8.
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Priblizavanjem vremenskom koraku od 3000 s greska drastino raste. Tacnije,
maksimalan mogu¢ korak iznosi 2935 s. Vremensko diferenciranje uz primenu $eme
unatrag nije moguce sa vremenskim korakom veéim od ovoga jer dolazi do nerealno
velikih vrednosti izlaznih podataka i na kraju, do tzv. "pucanja" modela.

U Semi unatrag figuriSe parcijalni izvod funkcije F raCunat za prethodni
vremenski trenutak. Ova funkcija F predstavlja zbir svih &lanova sa desne strane
jednacine (2.1). Kriti¢an trenutak (pucanje programa) nastaje kada vrednost imenioca na
desnoj strani izraza (2.9) postane bliska nuli, Sto se deSava samo za velike vrednosti
vremenskog koraka pri velikom spoljasnjem forsiranju kratkotalasnim zraéenjem. Posto
se prilikom raCunanja temperature za slede¢i vremenski korak koristi upravo ova
temperatura iz prethodnog koraka greska dalje postaje jo$ drasti¢nija. Za vremenske
korake manje od 2940 s, ne dolazi do "pucanja" modela, ali se sa priblizavanjem ovoj
vrednosti koraka u vremenu i vrednost RMSe znatno povecava. Za korake od 2940 s i
vece dolazi do "pucanja" modela neposredno nakon 13h, Sto upravo odgovara vremenu
najveceg forsiranja zemljista fluksem kratkotalasnog zradenja. Ovo je prikazano na
grafiku 2.3. Iz ovoga zakljuéujemo da Jje u odredenom opsegu vrednosti forsirajucih
parametara (npr. kada imamo stanje poput onoga pre 13h) Sema unatrag ipak upotrebljiva
i pri velikim vremenskim koracima.

Pri primeni Seme unapred nije doslo do ove pojave, resenja su dobijena za sve
vremenske korake od 1 s do 3600 s.

30 — sema unatrag

sema unapred

temperatura zemljista [C]

0 4 8 12 16 20 24
vreme [h]

Grafik 2.3: dnevni hod temperature zemljista (delt = 2940 s)
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Na grafiku 2.4 nalaze se vrednosti RMSe izmedu reSenja dobijenih primenom
Sema unatrag i unapred za sasvim male vrednosti vremenskog koraka od vrednosti 1 s do
30 's. Vidimo da se greska za ovako male korake nalazi u intervalu od 0.92 do 0.96 K i da
opada sa povecanjem vremenskog koraka.
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Grafik 2.4: RMSe izmedu resenja dobijenih primenom Sema unatrag i unapred za
vremenske korake u intervalu od 1 do 30 s
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Grafik 2.5: RMSe izmedu resenja dobijenih primenom $ema unatrag i unapred za
vremenske korake u intervalu od 30 do 300 s
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Na grafiku 2.5 prikazane su vrednosti kvadratnog korena iz srednje kvadratne
greske temperature zemljista za vrednosti vremenskog koraka od 30, 60, 90, 120, ...1 300
s. Vidimo da greska nastavlja da opada sa povec¢anjem vremenskog koraka.
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Grafik 2.6: RMSe izmedu reSenja dobijenih primenom $ema unatrag i unapred za
vremenske korake od 150 s, u intervalu od 300 do 2850 s

Na grafiku 2.6 se nalaze vrednosti kvadratnog korena iz srednje kvadratne greske
temperature zemljita za vremenske korake 300, 450, 600, ... i 2850 s. Gredka nastavlja
da opada do vrednosti vremenskog koraka od 2400 s gde dostize svoj minumum (ispod
0.5 K), nakon toga dolazi do naglog porasta.

Na graficima 2.7 i 2.8 se nalaze vrednosti kvadratnog korena iz srednje kvadratne
greSke temperature zemlji$ta za vremenske korake 2550, 2580, 2610, ... i 2850 s i 2880,
2885, 2900,... i 2935 s. Sa njih vidimo ponasanje greske prilikom priblizavanja kritiénom
vremenskom Kkoraku.
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Grafik 2.7: RMSe izmedu reSenja dobijenih primenom Sema unatrag i unapred za
vremenske korake u intervalu od 2550 do 2910s
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Grafik 2.8: RMSe izmedu reSenja dobijenih primenom $ema unatrag i unapred za
vremenske u intervalu od 2880 do 2935 s
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2.3.2 Analiza rezultata dobijenih kori$¢enjem polinomialno interpolisanih ulaznih
podataka

Za slucaj ulaznih podataka iz polinomialno interpolisane originalne datoteke
imamo sli¢nu situaciju kao u prethodnom razmatranju, $to Je sasvim o&ekivan rezultat.
Ponovo dolazi do drasti¢nog rasta RMSe-a izmedu reSenja dobijenih primenom Sema
unatrag i unapred za velike korake u vremenu i do pucanja modela nakon neke kriti¢ne
vrednosti. Ovoga puta, ta kriti¢na vrednost Je nedto veéa i iznosi 3135 s. Takode, i ovog
puta, uzrok velikog porasta RMSe-a je primena Seme unatrag. Kod primene $eme
unapred ne dolazi do "pucanja” modela, reSenja su dobijena za sve vremenske korake od
1 s do 3600 s. Ovo je ilustrovano na grafiku 2.9 na primeru koraka od 3135 s, Vrednosti
RMSe za razligite vremenske korake prikazane su na graficima 2.10 do 2.15.
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Grafik 2.9: Dnevni hod temperature zemljiSta (delt = 3135 s)
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Na grafiku 2.10 nalaze se vrednosti RMSe izmedu reSenja dobijenih primenom
Sema unatrag i unapred za sasvim male vrednosti vremenskog koraka do vrednosti od 30
s. Ovoga puta greska je neznatno manja nego u prethodnom slu¢aju i nalazi se u intervalu
0d 0.82 do 0.86 K; takode, ona opada sa povecanjem vremenskog koraka.

0.88
3
O
w
=
X 084
0.80

5 10 15 20 25 30
vremenski korak [s]

Grafik 2.10: RMSe izmedu reSenja dobijenih primenom $ema unatrag i unapred za
vremenske korake u intervalu od 1 do 30 s

Na grafiku 2.11 prikazane su vrednosti kvadratnog korena iz srednje kvadratne
greske temperature zemljista za vrednosti vremenskog koraka od 30, 60, 90, 120, ...300 s.
Greska nastavlja da opada sa povecanjem vremenskog koraka.
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Grafik 2.11: RMSe izmedu resenja dobijenih primenom $ema unatrag i unapred za
vremenske korake u intervalu od 30 do 300 s

0 N s B B B s

300 600 900 1200 1500 1800 2100 2400 2700 3000
vremenski korak [s]

Grafik 2.12: RMSe izmedu reSenja dobijenih primenom Sema unatrag i unapred za
vremenske korake od 300 s u intervalu od 300 do 3000 s
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Na grafiku 2.12 se nalaze vrednosti RMSe izmedu reSenja dobijenih primenom
Sema unatrag i unapred za vremenske korake 300, 450, 600, ...3000 s. Greska nastavlja da
opada do vrednosti vremenskog koraka od 2550 s gde dostiZe svoj minumum nakon Cega
dolazi do naglog porasta.

Na graficima 2.13 i 2.14 se nalaze vrednosti RMSe izmedu reSenja dobijenih
primenom $ema unatrag i unapred za vremenske korake 2580, 2610, ...3120 s i 3100,
3105, ... 3135 s. Oni nam ilustruju ponasanje greske pre pojave "pucanja" modela.

40
3
¢ 20
=
74

0 } T

2580 2640 2700 2760 2820 2880 2940 3000 3060 3120
vremenski korak [s]

Grafik 2.13: RMSe za vremenske korake u intervalu od 2580 do 3 120 s
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Grafik 2.14: RMSe za vremenske korake u intervalu od 3 100 do 3135 s

Imajuéi u vidu ograniCenje upotrebe Seme unatrag na male vremenske korake,
zakljuéujemo da Sema unapred daje mnogo bolje rezultate pri primeni u LAPS modelu. S
obzirom na ¢&injenicu da kod mnogih drugih tipova jednagina $ema unatrag daje bolje
rezultate nego $ema unapred, ovo predstavlja neodekivan rezultat. Naime, kod
najjednostavnijeg primera — primene ovih $ema na oscilatornu Jedna€inu dobija se da je
Sema untrag bezuslovno stabilna (amortizujuéa) dok je Sema unapred uvek nestabilna.

Iz ovog razloga, u narednom poglavlju ¢e pri izvodenju logistitke diferencne jednagine
biti kori$¢ena $ema unapred.

Sve prethodno navedeno navodi nas na zakljucak da ¢ak i ovakvi, uslovno re¢eno
jednostavni problemi, poput reSavanja jednadine energetskog bilansa imaju ogranicenja u
pogledu domena forsirajuéih parametara za koje je moguée dobiti realna reSenja. Uzroci
nemogucnosti predvidanja pojedinih procesa i moguéi razlozi nastanka greSaka predmet
su velikog broja istrazivanja u poslednjih 50-tak godina. Danas su poznati razligiti
kvantitavni i kvalitativni pokazatelji prediktabilnosti pojedinh sistema, i postoji razvijena
metodologija pristupa ovome problemu. Informacije o svemu tome, kao i o malom
istorijskom osvrtu na datu problematiku mogu se naéi u Dodatku 1, dok ¢e se u narednom
poglavlju naci konkretan primer analize ovog problema na pojednostavljenoj jednagini
energetskog bilansa.
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3. Analiza logisti¢ke diferencne jednatine pridruzene jednacini energetskog
bilansa

3.1 Logistitka diferencijalna Jednacina i logisticko preslikavanje’

Logisti¢ka diferencijalna Jednagina se prvi put pojavljuje kod modela populacione
dinamike. Pjer Ferhulst (Pierre Verhulst; 1845,1847) [8] u pokuSaju da objasni kada
dolazi do saturacije i ogranienog rasta populacije razvija tzv. model rasta populacije.

Prvobitna verzija ovog modela imala Je slededéi oblik:

dN rNK-N)

—_—— ,——
= N

T K (.1)

gde r predstavlja Maltuzijanski parametar (Malthusian parameter) (veli¢ina
maksimalnog rasta populacije) a K Je tzv. noseéi kapacitet (maksimum odrive

populacije). Deljenjem obe strane izraza sa K i defini$uéi x =% dobijamo

diferencijalnu jednaginu:

n =rx(l-x), (2)

koja je poznata kao logisticka Jednacina i ima resenje:

x(t) = L
(?) T+(A=)e " (3.3)
X0

Obi¢no se uzima da je » pozitivno, ali su na grafiku 3.1 prikazana reSenja jednacine za
razlidite pozitivne i negativne vrednosti 7, uz pocetne uslove u intervaluod 0 do 1 i
koracima od po 0.05.

* Termin logisticko preslikavanje koristi se u knjizi "Deterministi¢ki haos" - Dr Milivoj Beli¢. U radu ée
biti koris¢en i termin logisticka diferencna jednacina sa istim znacenjem.

20



,,v.w.,.:f;‘.,,.,,,‘.wr..» kg A,(;_,g», .:%.i(;‘f - \,:: - I ,E. — igwrl)l U 4 — :' ‘}_ M&é,whu,s‘._ M,l,!."o

Grafik 3.1: reSenja logisti¢ke jednacine za razlicite vrednosti parametra 7, uz poetne
uslove u intervalu od 0 do 1 i koracima od po 0.05.

Diskretizovana verzija logisti¢ke jednagine poznata je kao logisti¢ka diferencna
jednacina ili logisti¢ko preslikavanje.

Logisti¢ka diferencna jednac¢ina ima slede¢i oblik:

Xl =7 X (1 = %), 3.4

gde je r pozitivna konstanta poznata i kao "bioticki potencial". DZon fon Nojman (John
von Neuman) je krajem *40-tih pokazao da se logisticka diferencna jednagina

Xurt =4 X (1 - %a) moZe koristiti kao generator nasumiénih brojeva, ali njihovo detaljno
izu¢avanje pocinje tek tokom ranih 50-tih sa Polom Stajnom (Paul Stein) i Stanislavom
Ulamom (Stanislaw Ulam). Posmatrajmo prvih par iteracija u ovoj jednacini, one daju:

Xy = ¥ % (1 - )
X3 = P (=) % (L = 7 % +7x3)
Xy = fs(l—xg]xg(l—rxg+rx§](1—r?xu+rzx§+r3x§—2r3x§+z3x;’],

gde je *a pocetna vrednost.

Na grafiku 3.2 prikazane su prvih pet iteracija za razli¢ite vrednosti parametra 7.
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Grafik 3.2: prvih pet iteracija za razli¢ite vrednosti parametra r (prva - crvena, druga -
Zuta, treca - zelena, Cetvrta - plava i peta - ljubicasta)

Neka se pocetna vrednost *o nalazi unutar intervala [0,1]. Nadimo interval u
kome treba da se nalazi parametar r tako da se i sve nove tacke nadu unutar intervala
[0,1]. Maksimalna vrednost %=+t se moze dobiti iz uslova:

Zaal

=7 [1 -2 Xn] =U,

& X (3.5)
tako da se najve¢a moguca vrednost x,,, javlja kada je x, =1/2. Uvrstavajuci ovo,
dobijamo da je max(x,,,)=r/4. Stoga, da bi smo ostali u okviru zeljenog kodomena,

mora da vazi r €[0,4].

Ovo je prikazano na slici 3.1. Dakle, funkcija logisti¢kog preslikavanja f,(x) preslikava

interval (0,1) na samog sebe kada se vrednost parametra r nalazi izmedu 0 i 4 (ref. [1] ).
Kao Sto ¢emo videti, ponasanje logisticke diferencne jednagine u domenu (0,1) ispoljava
mnoge interesantne osobine.
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Slika 3.1: funkcija logisti¢kog iterativnog preslikavanja

PotraZimo sada fiksne tacke; njih dobijamo uz uslov X u=x,. (3.6)
Zbog jednostavnosti u narednim izrazima bice izostavljen index n u x,:

FfRl=rx(l-x)=x 3.7)
XA-r-x)]=xU-r+rx)=rx [x-(1 —r'l]] =0, (3.8)

dakle, fiksne tacke su x" =0 i x{"=1-,"'( preciznije ako je r < 1, fiksna taka je
x,", u suprotnom fiksna tagka je x£Y),
Interesantno je posmatrati $ta se desava kada je vrednost r veéa od 3. Dolazi do pojave

bifurkacija tj. imamo dvostruki ciklus kojem odgovaraju dve stabilne fiksne tacke.
Medutim, sada nove fiksne tacke moraju da zadovolje izraz:

Knsz = Xy | (39)
Dakle:

¥ Xpat (1= Xpqq)

1l

Kons2

Flrxa (L- 20111 =7 x, (1 - x,)]

= P (L=X) (L —rx, +7 %) =x,. (3.10)
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ovo je ekvivalentno sa (indeks # je ponovo izostavljen):

AP L-xA+0+2r% —rx*]-1) =0
)sz[—rs.vs:3 +2:3x2—r2(1+r]x+[12—1]]=0
—rgx[x—(l—r'll] ' -1 +r x4t 1+ h) =0 (3.11)

Resavanjem ovih jednagina dobicemo i fiksne tacke Jednostrukog ciklusa (razlog je
ocigledan; u dvostukom ciklusu sadrzan Je jednostruki ciklus). TraZene fiksne tacke
dobijamo iz uslova:

B o Haerhet Ye-neen) (3.12)

Realna resenja postoje samo kada je » >3 tako da Je to mesto od koga pocinje dvostruki
ciklus.

Zanima nas $ta se deSava sa vrednostima x, kada # raste. To nam ilustruje tzv.
bifurkacioni dijagram logisti¢kog preslikavanja za razli¢ite vrednosti kontrolnog
parametra r. On je prikazan na slici 3.2.

Xy Srae-ptl=x,00)

1
0.8
0.6 i
: £ |
» Alg welf

. i \{ e
0.4 \{‘ L7
0.2 § &%

/ ‘\”x‘
] i

Slika 3.2: bifurkacioni dijagram logisticke diferencne jednadine
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Prve ovakve dijagrame napravio je Robert Mej (Robert May) [3]. U to vreme on
se bavio modelom rasta populacije koji je upravo predstavljao logisti¢ko preslikavanje,
kada je naiSao na izuzetno frustrirajuéi problem: kada je parametar r bio nizak, model je
dostizao neku stabilnost i ostajao na tome, kada je parametar r bio visok postojano stanje
se razlamalo u dva stanja, i populacija bi po¢ela naizmeni¢no da biva u dve brojnosti, u
vecoj pa u manjoj. A kada je » postalo jo$ vece taj isti sistem pocinjao je da se ponasa
nepredvidivo. Mej je isprobao stotine razliitih vrednosti tog parametra. Video je, na
primer, da ako je » =2,7 populacija se ustali na 0,6292, ako se r poveca malo, populacija
postane brojnija, ali ne mnogo. Ali, kada parametar postane veci od 3, grafikon se rascepi
u dve linije. Ako se parametar poveca preko neke dalje vrednosti dolazi do rascepa i te
dve linije — dobijamo &etiri postojane vrednosti. Ovaj proces se dalje ponavlja sve dok
neka kritina vrednost nije premaSena (3,57) nakon Gega nastaje rasulo. Nema
periodi¢nosti, vrednost brojnosti populacije se menja potpuno nasumiéno.

Na slici 3.3 prikazan je bifurkacioni dijagram zajedno sa odgovarajuéim
Ljapunovljevim eksponentima* [1].

ri rz2 Foo r

Slika 3.3: (a) bifurkacioni dijagram logistickog preslikavanja (logisti¢ke diferencne
Jednagine) i (b) pripadajuéi Ljapunovljev eksponent

. Ljapunovljevi eksponenti su definisani u Dodatku 1
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Vidimo da se na parametarskoj osi uocavaju tri karakteristi¢na intervala. Tako za
r <3 imamo stabilno ponaSanje sistema, za 3<r <r, ~3.57sistem izvodi periodi¢no

kretanje i Ljapunovljev eksponent je negativan ili ima vrednost nula u tackama
bifurkacija. Konac¢no, za r>r, Ljapunovljev eksponent je uglavnom pozitivan, $to

odgovara haoti¢nom kretanju. Unutar haoti¢nog intervala ima mnogo mesta na kojima se
otvaraju periodi¢ni "prozori" u kojima je 1<0.

Pojasnimo ovo posmatraju¢i sliku 3.4 na kojoj se nalaze funkcija logistickog
preslikavanja £ (x)=rx(1-x) i funkcija f(x)=x. Za r <3 imamo jednu fiksnu tacku

(sistem je stabilan). Kako do¢i do fiksnih tataka na o¢igledan nacin? Izaberimo bilo koju
tacku unutar intervala (0,1) na x-osi za poCetnu. Potrazimo njoj odgovarajucu tadku na
grafiku funkcije £ (x), a zatim se pomerajmo paralelno x-osi do preseka sa funkcijom
Jx). Ponavljaju¢i ovaj proces mnogo puta vidimo da se sve opisane trajektorije skupljaju
oko odredenih tacki (fiksnih tatki) za odredenu vrednost parametra » sve dok se on ne
nade u intervalu (3.57, 4). Kada se » nade u pomenutom intervalu, kao $to je sluéaj na
slici 3.4, ne¢e do¢i do skupljanja trajektorija oko neke tacke, bez obzira na broj iteracija
koje napravimo. Dakle, to je oblast gde imamo pozitivne vrednosti Ljapunovljevih
eksponenata tj. mesto gde se javlja haos. Ovo se lako moze proveriti ako primenimo
prethodno opisanu proceduru, $to je i uradeno na slici 3.5 koja predstavlja tzv. veb
dijagram (web - mreza). Ipak, treba uvek imati u vidu veé spomenutu Cinjenicu da se i
unutar intervala (3.57, 4) mogu javiti mesta sa negativnim Ljapunovljevim eksponentima.
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slika 3.4: funkcija logistickog preslikavanja f,(x) =rx(1-x) i funkcija f(x) = x, kada je
r=3,741

> Ovaj jednostavan postupak sledi iz definicije fiksne tatke x,,, = x, , odnosno 7x, (1— X,) =X, ;3o se

svodina uslov f,(x) = f(x)
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slika 3.5: veb dijagram za funkciju logistickog preslikavanja kada je » = 3,741 (korak

odredivanja novog pocetnog uslova sa x, -ose nije grafi¢ki predstavljen zbog jasnoce
prikaza)

3.2 Transformacija jednacine energetskog bilansa u oblik logistike diferencne jednadine

Posmatrajmo jednacinu energetskog bilansa (2.1) transformisanu na slede¢i na&in:

oT,
cga_;:a(Tg—Ta)—C[ (E(Tg)—ea)—ch (Tg—Ta)—cd (Tg—Td) . (3.13)

Clanovi sa desne strane imaju isto znacenje kao i u jednacini (2.1) tj. to su redom fluks
neto zraCenja, fluks latentne toplote, fluks osetne toplote i fluks toplote u zemljiste. Fluks
neto zratenja (prvi ¢lan sa desne strane) napisan je u obliku predlozenom od strane
Bumralkara [2] i HolStaga i Van Uldena [4].

Jednacina (3.13) moze da se zapiSe i u obliku:

() o(r1)o (e(r) oo (7)o (T ()
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Nakon ociglednih transformacija i uvodenja nove promenljive &=T7, T, jednagina

(3.13) dobija oblik:

o0& orT,
¢ > =8(a=c,-c,)~c,(E(T,)-e,)-c,(T,-T,)-c, ol (3.14)
Kako je:

E(Tg) — E(]-;)eb(Tg—Ta) — E(]-;)ebf

>

i koriste¢i Maklorenov razvoj funkcije ebﬁ, dobijamo:
b2 2 33
E(T,)=E(T,)) 1+b§+7§ +O0(b°E%) ;.

Zbog definicije Maklorenovog razvoja ovo vazi samo za male vrednosti 5¢ $to e biti
provereno po okon¢anju raduna.

Nakon uvrstavanja u (3.14) imamo:

Cgaa_fz(a—c;, _Cd)g—C,’:E(];)(l+b§+b2_2§2 +O(b3§3)J_eaj,_Cd (]; —E)—Cg aa]t; ‘

(3.15)

Pregrupisavanjem (3.15) konaéno dobijamo:

0 b’
cga—f= a6y~ =ebE@)]E -G BT,) -8 ~a [ ET)—e, + BT, )00 ¢, (T, -T,) e,
(3.16)
Neka je fizicki uslov za T, (donji grani¢ni uslov) dat sa:
1 87:, 3¢3
I, =T,+—| E(T,)+c, 5 G taET)00E) |, (3.17)
Ca
Sto je ekvivalentno sa:
3£3 aTa
—¢,[ E(T,)~e, + E(T,)O(b*¢ )] -, (T,-T,)-c,Z==0, (3.18)

ot
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Tada se izraz (3.16) svodi na:

05

b2
cga—tz[a—ch—cd—c,bE(Ta)]é‘—CzE(Ta)jfz. (3.19)

Primecujemo da za situaciju blisku saturaciji, tj. kada vazi da e . *E(T)) i kada se
zanemare visi ¢lanovi Maklorenovog razvoja, uslov (3.17) postaje:

T,=T,

Za potrebe numerickog resavanja prelazimo na konaéne razlike. NapiSimo jednadinu
(3.19) u konaénim razlikama koriste¢i $emu unapred:

S = 4, (Cg)fn -4, (Cg)étn2 , (3.20)

~-c,—c,—c,bE(T 2
ade je A1=1+Ata ¢, —Cq —bE(T)) P A, = ¢, E(T,)b At
Cg 2¢,
Kada pomnozimo jednadinu (3.20) sa % dobijamo:
1
A4, A2,
=G = 4,8, - —2-E& (3.21)
4, 4,
koja se smenom: ; ot =Ty
1
2
svodina: 11,1 = 4,(n, —n,) (3.22)
. M =4n,0 -7,) (3.23)

Sto upravo predstavlja logisti¢ku diferencnu jednaginu.
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3.3 Potrebni uslovi za pojavu haosa

Kao $to je poznato iz poglavlja 3.1, za detekciju haosa kod logisti¢kog
preslikavanja potrebno je da sledeéa dva uslova budu zadovoljena:

(1) da se logisti¢ka promenljiva nalazi u intervalu 0,1):

03%551 t.0<p<1) (3.24)
1
i

(II') da se parametar 4, nalazi u intervalu u kome se javlja negativan Ljapunovljev
eksponent:

3.57 <4, <4 t. 3.57 <148 =C—GbET) _, (3.25)

Ce

Uslov (1) je ekvivalentan sa:

c,Eé]; )b? Ar

c

0< £ £<1, (3.26)
1+ A8~ —¢,bE(T)

cg

i on je zadovoljen uvek kada je £20.

Uslov (11') se moze napisati u sledeéem obliku:

2.57 % <Ar<3 % , (3.27)
a-c,—c,—cbE(T) a—-c,—c, —cbE(T)

Sto znati da stabilno resenje postoji kada vremenski korak zadovoljava uslov (3.27).
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3.4 Modeli za resavanje uproscene jednadine energetskog bilansa

Cakiu situacijama kada su uslovi ( I ) i (1) zadovoljeni, postoje tzv. >’prozori”’
u kojima se mogu javiti negativni Ljapunovljevi eksponenti. Stoga (1) i (1I) &ine
potrebne, ali ne i dovoljne uslove za detektovanje haosa. Za situacije u kojima su ova dva
uslova zadovoljena izratunaéemo vrednost Ljapunovljevog eksponenta preko posebnog
FORTRAN programa lyapunov.f, tako da ée pozitivna vrednost A znaditi sigurnu pojavu
haosa. Ovaj program raduna vrednost Ljapunovljevog eksponenta preko sledece relacije:

N TS
A= iﬂ’i;; In|F'(,) (3.28)

gdeje F(&)=4(c, )¢~ 4,(c,)&

U programskom jeziku FORTRAN napravljen je program logisticka.f za
prognosti¢ku jednaginu 3.19 (odnosno 3.20 u kona&nim razlikama) i zatim za jedna&inu
3.23. Ovaj model u svakom vremenskom koraku uzima za ulazne podatake vrednosti
koeficijenata cy, ¢4 ¢, ¢y, zatim Ry, T g1 T, dobijene iz programa baresoil.f, a izratunava
Ay Az & n, Ty Pri tome se duZina vremenskog koraka bira proizvoljno i na osnovu njega
se pridruruzuju odgavarajuce ulazne datoteke iz programa baresoil.f.

Od znacaja su jedino situacije u kojima su uslovi (1)i (1) zadovoljeni, stoga se
za vrednosti parametara 4, i 5(0) za koje to vaZi, reSava jednatina 3.23 (logisti¢ka
Jednacina po ) pri éemu uzimamo da je broj koraka 5000. Ovako dobijene vrednosti 5 se
dalje ispituju ratunanjem odgovarajudeg Ljapunovljevog eksponenta pomoéu programa
lyapunov.f.

Koriste¢i ulazne podatake koji se dobijaju kao izlaz iz programa baresoil.f nije
bilo moguée uvek, za proizvoljni vremenski korak, pronaci situaciju u kojoj su
zadovoljeni uslovi ( 1)1 ( II ). Zbog toga smo, u nekom odabranom vremenskom
trenutku, na vestacki nain generisali neke od vrednosti forsirajué¢ih parametara
(inteziteta neto zradenja npr.) kako bi se dostigla vrednost koeficijenta 4; u intervalu
(3.57,4). Tom prilikom treba imati u vidu da vestadki generisane vrednosti odgovaraju
vrednostima forsiranja u prirodnim uslovima. U narednom poglavlju biée prikazane dve

situacije kod kojih se javlja haos, zajedno sa njihovim odgovaraju¢im vrednostima &ni
A
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3.4 Analiza resenja logisticke diferencne jednacine

Analizirane su situacije sa vremenskim koracima 450 i 3150 s. Posmatrani su
Jutarnji &asovi — oko 8 h kada Je forsiranje neto zraenjem jo$ uvek malo, ali vazi da je Ty
> T, (to je uslov broj I). Za prvu situaciju prisutna forsiranja (dobijena kao izlaz iz
programa baresoil.f ) ne obezbeduju vrednost parametra A 1 unutar intervala (3.57,4)
(uslov II). Dakle, tu ne moze doéi do pojave haosa. Iz tog razloga, ovde je vestacki
promenjena vrednost parametra (koji se odnosi na forsiranje neto zradenjem, pogledati
jednadinu 3.13) sve dok nije dostignuto stanje za koje vazi da A, € (3.57,4). Zatim jeza

ovako dobijene vrednosti 4; i 7(0) (eta inicijalno) izradunat Ljapunovljev eksponent
posredstvom modela lyapunov.f (dakle, ove dve velitine ( 4; i n(0) ) i broj iteracija
(5000) ¢ine ulaz za pomenuti model).

1. Vremenski korak At =3150s

Posmatramo $ta se desava u vremenskom trenutku 1 = 7,875 h, nakon devet
napravljenih iteracija. Da bi smo dobili vrednost parametra 4; u okviru Zeljenog opsega,
u poslednjoj (devetoj) iteraciji smanjena je vrednost parametra a sa 181,24 [J/(Ksm?)]
(ulazni podatak iz baresoil f) na 125 [J/(Ksm?)] (vestatki zadata vrednost). Vrednosti
forsirajucih veli¢ina dobijenih iz modela baresoil.f koje koristimo kao ulazne podatke u
poslednjoj iteraciji u modelu logisticka.f date su u tabeli 3.1. Vrednosti promenljivih
dobijenih kao izlaz iz modela logisticka.f date su u tabeli 3.2.

Primetimo da je vrednost parametra b¢ mala (tabela 3.1), $to je zahtev koji mora
biti ispunjen zbog zanemarivanja ¢lanova u Maklorenovom razvoju pri izvodenju
logisti¢ke diferencne jednaéine.

ReSenja logisti¢ke jednadine (vrednosti 1 za prvih 500 iteracija) prikazana su na grafiku
3.3.

naziv oznaka | brojna vrednost
koeficijent transporta osetne toplote [J/ (Ksm?)] Ch 9,824
koeficijent transporta latentne toplote [J/(mb sm")] c 0,0998
koeficijent transporta toplote u dublje slojeve zemljista Cq 8,936
[J/(Ksm?)]
zemljisni toplotni kapacitet [J/ (°Cm?)] cy 116 736,5
parametar forsiranja neto zradenjem [J/(Ksm*)] a 125
temperatura vazduha [°C] T, 12,375
pocetna razlika temperatura (prva iteracija) [°C] At 0,05
parametar ¢ iz prethodne iteracije [°C] & 0,214
parametar u Tejlorovom razvoju [°C™'] b 0,06337

Tabela 3.1: ulazni parametri

32




oznaka brojna vrednost
£rcy 0,785
n(0) 3,280477 e-7
A; 3,621543
y) 0,2112246
T, [°C] 15,61

Tabela 3.2: izlazne vrednosti promenljivih

1.20 T —

0e0 I

eta(n)

0.40 —

0.00 I | T
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broj koraka n

Grafik 3.3: vrednosti promenljive # (eta) iz logisti¢ke jednadine tokom 500 iteracija, za
n(0) 1 4, iz tabele 3.2.

Kao $to vidimo iz tabele 3.2, a i sa grafika 3.3, za ovako odabrane forsirajuce
uslove sistem se nalazi u haotiénom rezimu, tj. imamo pozitivnu vrednost
Ljapunovljevog eksponenta. Vrednost parametra a je vestacki smanjena do vrednosti od
120 J/(Ksm®) da bi smo dobili ovakav rezim. To znaci da je intezitet zradenja smanjen sa
121,45 na 83,76 W/m”. Ovo ne predstavlja veliko smanjenje u vrednosti inteziteta
zraenja i sasvim sigurno ne predstavlja fizi¢ki nerealnu vrednost. Naime, ulazni podaci
koje dobijamo iz programa baresoil. f predstavljaju jedno moguée stanje vremena, ako bi
se, na primer, desilo da se u datom vremenskom koraku poveca oblacnost doslo bi do
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smanjenja inteziteta kratkotalasnog zratenja. Sto znadi da bi za takvo stanje

meteoroloskih parametara (koje je sasvim moguée u prirodi) doslo do pojave haosa u
raunu.

2. Vremenski korak At =450

Radi jednostavnosti, izdvojic¢emo samo dve iteracije, pocevsi od vremenskog
trenutka 1=8,625 h. Ovom trenutku odgovara razlika temperatura T, ¢ - Ia = 0,08K
(oCitavamo iz ulaznih podataka) $to predstavlja pocetni uslov €(0). Podsetimo se da se
ulazni podaci iz programa baresoil f uzimaju nakon svakog vremenskog koraka. Nakon
prve napravljene iteracije nemamo traZenu kriti¢nu vrednost za parametar A; (on iznosi
6,4322), ali se tokom sledeée iteracije ta vrednost smanjuje na 3,99 i ulazi u kritiéni
interval. Vrednosti ulaznih parametara na poCetku druge iteracije prikazane su u tabeli
3.3. Ponovo vidimo da Je vrednost parametra b¢ mala (tabela 3.3) i opravdava
zanemarivanje visih &lanova Maklorenovog razvoja. lIzlazne velitine nakon druge
iteracije date su u tabeli 3.4, dok su reenja logisticke jednagine (vrednosti n za prvih 500
iteracija) prikazana na grafiku 3.4

naziv oznaka | brojna vrednost
koeficijent transporta osetne toplote [J/(Ksm®)] Ch 15,262
koeficijent transporta latentne toplote [J/(mb sm?)] c 0,1303
koeficijent transporta toplote u dublje slojeve zemljista Cq 8,9345
[J/(Ksm?)]
zemljisni toplotni kapacitet [J/ (°Cm?)] Co 116 705,7
parametar forsiranja neto zradenjem [J/(Ksm®)] a 814,614
temperatura vazduha [°C] T, 14
pocetna razlika temperatura (prva iteracija) [°C] At 0,08
parametar ¢ iz prethodnog koraka [°C] & 0,05
parametar u Tejlorovom razvoju [°C 7] b 0,06337

Tabela 3.3: ulazni parametri

oznaka brojna vrednost
£rCy 2,056
n(0) 1,844115 e-7
A 3,996823
A 0,6654055
T,/[°C] 25,37

Tabela 3.4: izlazne vrednosti promenljivih
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Grafik 3.4: vrednosti promenljive 1 iz logisti¢ke jednagine tokom 500 iteracija, za n(0) i

Ajiz tabele 3 4.

I'u ovom slucaju, dobili smo pozitivnu vrednost Ljapunovljevog eksponenta 4, $to
znaci da se ponovo nalazimo u takvom opsegu forsirajuéih parametara koji uslovl java
haoti¢an rezim. Ovog puta smo do takve situacije dosli bez uvodenja vestackih
forsirajucih parametara. Intenzitet zralenja koji odgovara ovoj situaciji iznosi 132,77
W/m?. Dakle, ponovo se radi o sasvim realnom skupu parametara.
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4 Zakljudak

Kolika su, dakle, ograniCenja postoje¢ih modela? U kom momentu Jjedan "lepo
funkcionisuéi model" postaje haotian?

U prvom poglavlju pokazano je da pri primeni Seme unatrag kod LAPS modela,
postoji ogranienje u pogledu veligine vremenskog koraka, dok $ema unapred daje
reSenja za sve vremenske korake u opsegu od 1 do 3600 s.

Zatim je isti problem reSavanja jednacine energetskog bilansa na povriini golog

zemljista tretiran sa stanovista haosa. U tom cilju, jednacina energetskog bilansa iz
LAPS-a je transformisana i uz uvodenje odredenih fizi¢kih uslova znacajno
uproScena. Kona¢no, primenom Seme unapred, ova jednadinu svedena je na logisti¢ku
diferencnu jednaginu, koja nam omogucava da jednostavno detektujemo vrednosti
forsirajuéih parametara koji dovode do nastanka haosa. Provera nastanka haoti¢nog
reZima vrena je izratunavanjem Ljapunovljevih eksponenata.
Sve ovo radeno je pustanjem vise modela. Prvi model (deo LAPS-a) uzimao je ulazne
podatke iz merenja i izratunavao vrednosti ulaznih parametara potrebnih za drugi
model, koji refava logisticku diferencnu Jjedna€inu. Zatim je tre¢i model ratunao
Ljapunovljev eksponent za odabrane izlazne vrednosti. Izdvojene su dve realne
situacije, za koje je dobijena pozitivna vrednost Ljapunovljevog eksponenta. Dakle,
uz odgovarajucu "nenemoguéu" kombinaciju ulaznih parametara u radunu se moze
pojaviti haos.

Sta ovo zapravo znali? Male razlike u po&etnim uslovima izazvaée potpuno
razliite realizacije datog procesa, $to znadi da nije mogude prognozirati naredne
realizacije. Robert Mej tvrdi da bi svet postao bolji, ako bi smo svi uzeli digitron i
poigrali se sa logistitkom diferencnom jednacinom, jer bi se tad ispravilo jedno
izobli¢eno osecanje o stvarnim osobinama sveta. Ovde smo na primeru veoma
prostog modela logisticke diferencne jednadine naisli na "bizarne" rezultate.
Zamislimo $ta bi se desilo kada bi zavirili u sve slo¥ene Jednacine jednog globalnog
modela? U svakom sluéaju, kritike na radun meteorologa bi se sigurno smanjile, kada
bi ljudi postali svesni komplikovanog ponasanja nelineranih sistema koji opisuju svet
oko nas. I mozda onda slike poput slike 8 ne bi kruzile internetom? A mozda i bi...
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DODATAK 1: Problem prediktabilnosti i uvod u teoriju deterministi¢kog
haosa

U ovom poglavlju dati su osnovni pojmovi i definicije vezani za prediktabilnost,
haos i parametre koji ga kvalitativno i kvantitavno odreduju. Ono bi trebalo da posluzi
kao praktian podsetnik &itaocima kojima su ovi pojmovi ve¢ poznati ili da pomogne
onima koji se nisu susretali sa navedenom problematikom kroz uvodenje najosnovnije
treminologije. Definicije su preuzete iz monografija E. Lorentza [5] i M. Beliéa [1].

D1 Istorijski osvrt

Mnogo pre nego $to su eksperimenti sa prediktabilno3éu postali aktuelni, Tomson
(Thompson) (1957) je zakljutio da male greske u pocetnim vrednostima (ulaznim
parametrima) imaju tendenciju ka uvecavanju. Prvi eksperimenti su radeni sa krajnje
uproS¢enim atmosferskim modelima. Lorenc (Lorentz) 1965. analizira dvodimenzioni
kvazigeostrofski model kojeg &ini sistem od 28 obicnih diferencijalnih jednagina.
Simuliran je period od 64 dana. On primecuje da porast vrednosti malih gresaka fluktuira
u zavisnosti od sinopticke situacije; tokom pojedinih Eetvorodnevnih perioda prakti¢no da
i ne dolazi do porasta vrednosti greske, dok je tokom drugih doslo do desetostrukog
povecanja. Posmatrano kroz srednje vrednosti, male greSke u brzini vetra i temperaturi su
se povecale dva puta za pribliZno &etiri dana.

Sta ovo znadi gledano sa aspekta prognoze vremena? Tipi¢na greska osmatranja
za temperaturu iznosi 1 °C ili manje. Za osam dana njena vrednost bi iznosila 4 °C, ito je
Jjo$ uvek prihvatljivo i moZemo reéi da su prognoze nedelju dana unapred moguée. Nakon
dvadeset dana greska bi iznosila 32 °C $to Je u potpunosti neprihvatljivo iz &ega sledi da
prognoze 3 nedelje unapred nisu mogude.

Nakon ovoga, eksperimenti vezani za prediktabilnost su vrSeni na mnogim
modelima, narogito posto su globalni modeli uili u upotrebu. Ovi modeli su imali mnogo
vecu vertikalnu i horizontalnu rezoluciju, kao i poboljSanu reprezentaciju fizi¢kih
procesa. Ispitivanja su vrena i na potpuno nasumiénom izboru pocetnih greSaka i na
izboru zasnovanom na karakteristi¢nim razmerama ili karakteristi¢nim vrednostima za
datu oblast. Njihova analiza dala je tri dana ili manje kao vreme za koje greska poraste
dva puta.

Treba napomenuti da su opisani rezultati slika situacije u srednjim i severnim
geografskim Sirinama, ali ne i u tropima. Postoji vise razloga za ovakvo stanje. Pre svega,
fizi¢ki procesi u tropima, narogito oni koji se odnose na koli¢inu vode u atmosferi nisu
uvek dobro izmodelirani. Zatim, varijacije vremena u tropima su male u poredenju sa
srednjim geografskim Sirinama, tako da je potrebno definisati specijalnu teZinsku
funkeiju za svaki tip greske da bi se dobili smisleni rezultati.

Osim greSaka u pocetnim vrednostima, koje mogu biti posledica greske u
osmatranjima ili greke koja sledi iz zaokruZivanja na odredeni broj decimalnih mesta,
vazno je napomenuti uticaj procesa manjih prostornih razmera koji takode unose
nezanemarljivu greSku. Globalni model sa svojim horizontalnim i vertikalnim razmerama
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nije u moguénosti da "vidi" pojedinaénu grmljavinsku oluju ili kumulusni oblak ili bilo
koju sli¢nu pojavu manjih razmera (par stotina km i manje) koja ima uticaj na procese
velikih razmera (hiljadu i vise km). Uticaj gresaka procesa malih prostornih razmera na
procese velikih prostornih razmera razmatrao Je Lorenc, razvijajuéi sistem Jjednadina gde
Su zavisno promenljive varijanse odstupanja brzine za razli¢ite intervale unutar spektra
horizontalnih vrednosti. On Je dosao do zakljutka da do dvostrukog povecanje greske
kod procesa velikih razmera dolazi u vremenskom intervalu reda dana, dok se greske koje
odgovaraju manjim razmerama udvostruéuju nakon vremenskog intervala reda dana ili
sata. Najvazniji zakljuéak do koga je Lorenc ovom prilikom dogao Jeste da greske koje
korespondiraju bilo kom razmeru ubrzo uslovljavaju greske na nekom drugom razmeru.
Tako da ¢ak i ako nismo imali inicijalnih gresaka za procese velikih razmera, inicijalne
greske malih razmera bi nakon dana ili malo duze uslovile pojavu gredke na skalama
1000 km i vise.

Situacija, ipak, nije savim pesimisti¢na u pogledu dugoro&nih prognoza vremena.
Pored tradicionalnih metoda dugorotne prognoze poput metoda analogija, stanja
polarnog leda, pracenja vremenskih tipova, danas se sve vise paznje posvecuje sistemima
sa manjom inercijom. Tako, na primer, okean sa svojom velikom vredno$¢u toplotnog
kapaciteta predstavlja sistem u kome se promene deSavaju relativno sporo u odnosu na
atmosferu. Pri tome, on ima vazan uticaj na atmosferska kretanja. Iz ovoga sledi da ako u
nekoj oblasti uogimo temperaturne anomalije okeanske vode, moZemo o&ekivati da ée se
njihov uticaj na atmosferska kretanja ispoljiti u roku od jedne do dve nedelje $to nam daje
mogucnost za razvoj dugoroéne prognoze. Verovatno najpoznatiji primer uticaja
temperaturnih anomalija okeana na karakter vremena Je juzno-atlantska oscilacija ili El
Nino. Osim okeansko-atmosferskih modela, razvoj dugoro¢nih i srednjoroénih prognoza
pomaZe usavriavanje prognosti¢kih modela u smislu sve bolje parametrizacije fizi¢kih
procesa. Ovo znadi da je moguée ukloniti greske koje poti¢u od procesa manjih razmera
parametriSuci njihov statisti¢ki uticaj na procese velikih razmera.

Sve do sada navedeno se zasniva na pretpostavei da se radi o predvidljivim
procesima, i da su jedina ogranienja vezana za nesavrienost nasih prognostickih
modela. Da li je ovakva pretpostavka tatna? Ili postoje odredeni opsezi vrednosti
promenljivih za koje ovo vaZi nakon Cega nije moguce napraviti prognozu? Koji su to
parametri koji odreduju ove granice? Odgovor nije nimalo jednostavan, i pre uvodenja
osnovnih pokazatelja definisani su razni pojmovi koji ée biti u upotrebi.

D2 Osnovne definicije

Pod prediktabilnoséu datog sistema podrazumevamo stepen tagnosti sa kojom Jje
mogude predvideti stanje u kojem ¢e se sistem nalaziti u blizoj, ali i daljoj buduénosti.
Ovu definiciju dao je Lorenc.

Proste vremenske serije predstavljaju funkcije ¢ija je nezavisna promenljiva
vreme, vremenske serije koje su od interesa u meteorologiji su promene razli¢itih
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meteoroloskih veligina sa vremenom. To mogu biti funkcije sa neprekidnim domenom
(npr. temperatura u Novom Sadu y odabranom visegodisnjem periodu merenja) ili sa
domenom koji se sastoji od diskretnih vrednosti u vremenu (npr. maksimalna dnevna
temperatura u Novom Sadu za dati vremenski period).

Visestruke vremenske serije predstavljaju niz prostih vremenskih serija koje su
obi¢no fizitki povezane, kao na primer, temperature u susednim gradovima. Takode,
viSestruke vremenske serije mogu predstavljati partikularno reSenje nekog sistema
diferencijalnih jednagina.

Na osnovu ovoga, Lorenc definige dogadaj ili proces (prost ili viestruk) kao
ansambl vremenskih serija. Pojedinatni (odgovarajuéi) ¢lanovi ansambla ¢ine neke od
mogucih realizacija datog procesa. Imajuci prethodnu definiciju u vidu, on globalno
vreme posmatra kao jednu od realizacija viSestrukog procesa, dok se pitanje
prediktabilnosti  sistema svodi na prediktabilnost vremenskih serija promenljivih
definisanih u datom sistemu.

Determinizam
U upotrebi su dve definicije deterministickih procesa:

1 : Za proces kazemo da je deterministicki ako sadasnje stanje realizacije u potpunosti
odreduje stanje u bilo kom trenutku u buducnosti, §to znadi da dve realizacije koje su
indenti¢ne u nekom trenutku moraju biti indenti¢ne i u svim buduéim trenucima.

Proces je slucajan (nasumican) ili stohasticki, ako trenutno stanje realizacije
determini$e samo verovatnoéu raspodele stanja u nekom buduéem trenutku; $to znadi da
dve pomenute indenti¢ne realizacije iz sada3njeg trenutka ne moraju biti indenti¢ne i u
buduénosti.

Ako sva moguéa trenutna stanja determini3u iste buduée verovatnoce raspodele u svim
narednim trenucima, proces je u polpunosti nasumican, i u ovom slu¢aju stanje realizacija
u sadasnjem trenutku nam ne govori nista o buduénosti sistema.

U opstem sluéaju, vreme kao trenutno stanje meteorolokih pojava i promenljivih u
atmosferi, predstavlja realizaciju polpuno  nasumicnog sistema. Ipak, veéina
matemati¢kih modela atmosfere su definisani nad deterministickim procesima.

II: Ako trenutno i prolo stanje realizacije odreduju buduénost sistema, iako samo
sadaSnje stanje ne moZe u potpunosti da odredi buduce stanje, kazemo da je proces
deterministi¢ki. Ako ovo ne vazi, proces je slucajan.

Primetimo da proces koji je po drugoj definiciji deterministi¢ki moZe biti slucajan

u slucaju ‘strozije’ definicije - npr. proces definisan diferencijalnom jednaginom drugog
reda.
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Stabilnost i nestabilnost

Razlika izmedu dve realizacije istog procesa u datom vremenu, predstavlja

apsolutnu vrednost njihovih brojnih vrednosti. U slu€aju visestrukog procesa, razlika dve
realizacije se odreduje izraunavanjem korena iz srednje kvadratne greske, uzmajuéi u
obzir i teZinske faktore za svaku vremensku seriju.
KaZemo da je realizacija deterministitkog procesa stabilna ako razlika realizacija ostaje
mala u buduénosti, pod uslovom da Je mala u sadadnjosti. U suprotnom, realizacija je
nestabilna, tj. moZemo nadi realizacije &ija je razlika mala u sadaSnjem trenutku, ali ona
raste u toku vremena, i u nekom buduéem trenutku moZe dosti¢i velike vrednosti.

Sledi da vazan faktor za prediktabilnosti pored determinizma/nasumiénosti &ini
stabilnost/nestabilnost. Ako je realizacija nestabilna, druge realizacije koje imaju bliske
vrednosti u sadanjosti mogu biti greskom zamenjene sa ovom, $to ée dovesti do velike
greSke u prognozi buduceg stanja. Naprotiv, ako Je realizacija stabilna, ovakva zamena
nece dovesti do tako katastrofalnog rezultata. Stoga je vazno odrediti stepen sa kojim se
male pocetne greske umnoZavaju u toku vremena. Ovo se &esto postize proverom
prisustva nestabilnosti u istoriji realizacija.

Ako je realizacija stabilna, istorija ¢e se u manjoj il vecoj meri ponavljati i sistem

¢e se menjati periodi¢no. Iz ovoga sledi da, ako sistem varira neperiodi¢no, iako mogu
postojati povremena *’skoro’’ ponavljanja, realizacija mora biti nestabilna.
Osmatranja atmosfere nam ukazuju da ona ne predstavlja periodi¢no varirajuéi sistem.
Tacnije, postoje odredene komponente periodi¢nog karaktera, ali u celini to ne vazi. Ovaj
nedostatak periodi¢nosti je uzrok nepredvidljivosti atmosferskih pojava u daljoj
buduénosti.

D3 Osnovni pojmovi teorije deterministi¢kog haosa

Neka se razmatraju ustaljena kretanja diferencijalnih dinami¢kih sistema zadata
pomocu obi¢nih diferencijalnih jednagina:

dx

“r 1
= F,(x(®), (D
odnosno;

X =1,(x,) , €))

gde je x vektor iz faznog prostora R™, m>1, a ) parametar pod naSom kontrolom.
Pod ustaljenim kretanjem se misli na asimptotsko ponaSanje kada ¢ — .

Ograni¢i¢emo se na dinamicke sisteme kod kojih su F, (x) i f,(x) nelinearne funkcije

41



od x iz razloga $to se neuredeno ili haoti¢no kretanje moze pojaviti samo kod nelinearnih
dinamickih sistema. ReSenje jednacine (1) zajedno sa podetnim uslovom Xo, X() = @,
(Xo), generide trajektoriju ili orbitu diferencijalne jednagine. Skup trajektorija iz nekog
domena u R " definise struju @, . Vremensko ponasanje datog dinami&kog sistema u
faznom prostoru dato Je Luivilovom teoremom:

Neka skup svih pocetnih uslova definise neku faznu zapreminu. Jednacine vremenske
evolucije zadaju kretanje te zapremine u faznom prostoru. Ukoliko se tokom kretanja
Jazna zapremina kontrahuje, re¢ je o disipativnom  sistemu; ukoliko ona ostaje
konstantna, imamo konzervativni sistem.

Nakon beskona¢no dugog vremenskog intervala kod disipativnih sistema fazna
zapremina Ce teZiti nuli. Doéi ¢e do zgusnjavanja trajektorija i njthovog privlagenja ka
nekom geometrijskom objektu. Ovi objekti predstavljaju atraktore. Oni mogu imati
sasvim jednostavnu geometrijsku strukturu poput ravnotezne ili Siksne tacke, ili veoma
slozenu kao 3to je slu¢aj sa dudnim atraktorima. Stabilni atraktori disipativnih sistema ne
moraju da budu samo ravnotene tadke. Naime, iako se ukupna fazna zapremina
smanjuje, to ne mora de desava Jednako u svim pravcima,

Ravnotezna tatka mozZe biti stabilna ili nestabilna. Kazemo da je fiksna tatka
stabilna ukoliko privlagi sve trajektorije u nekoj oblasti faznog prostora i ona tada
predstavlja ponor strujnica. U suprotnom, fiksna tacka je nestabilna i moze biti izvor u
faznom prostoru ili sedlasta tatka. Kada ponor lokalno postane izvor, onda se oko njega
formira grani¢ni krug. Ovo Je prikazano na slici 1.

slika 1: stabilna ravnotezna tatka, nestabilna ravnotezna tacka i grani¢ni krug

Najjednostavnija definicija atraktora sledi iz prethodnog razmatranja: atraktor je
skup tataka na kojima se akumuliraju trajektorije &,x) kada vreme tei ka
beskonacnosti, za svako x iz domena atrakcije.

Haoti¢no kretanje nije periodi¢no ni ravnotezno j njemu odgovaraju posebni
atraktori Cudnih osobina. Njihova osnovna karakteristika Je osetljivost na podetne uslove,
Sto je posledica anizotropne kontrakcije faznog prostora. Na primer, ako bar u jednom
pravcu dolazi do istezanja umesto kontrakcije, bliske tatke ée se tokom vremena nadi
proizvoljno daleko jedne od drugih, $to dovodi do neodredljivosti njihovog polozaja,
porasta entropije u sistemu, pozitivnih Ljapunovljevih koeficijenata i haosa.
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D3.1 Kuvalitativni pokazatelji deterministitkog haosa
Spektar snage dinami¢kog sistema

Za kvalitativno razlikovanje periodi¢nog kretanja sa vise frekvencija od haoti¢nog
kretanja pogodno je uvesti spektar snage dinamickog sistema. On predstavlja kvadrat
modula Furijeovog transforma du3 trajektorije:

P(o) =|x (o) 3)

o

gdeje x(w) = _"exp(ia)t)x(t)dt X @

0

U spektru periodinog kretanja vide se samo ostre linije koje odgovaraju
odredenim frekvencijama, dok u spektru haosa preovladava irok ravan kontinuum.,

Autokorelaciona funkcija

Autokorelaciona funkcija se takode moze koristiti za ispitivanje haosa. Ona je
definisana kao:

C(r)= ?;(t);c(t +7)dt | (%)

gde je x(r)= x(t) - x(0) odstupanje od srednje vrednosti. Ova funkcija odreduje
korelaciju (sli¢nost) signala sa samim sobom u razliitim vremenskim intervalima. Stoga
Je ona visoka (konstantna ili oscilirajuca) za regularna kretanja, dok za haoti¢na kretanja
ona eksponencijalno opada ka nuli. Ovo opadanje autokorelacione funkcije na nulu je
Jedan od kvalitativnih pokazatelja deterministi¢kog haosa.

Na kraju, spomenimo i Poenkarov presek. Posmatramo neku trajektoriju u m-
dimenzionalnom faznom prostoru i presecimo je nekom (m-1) — dimenzionalnom povrsi.
Skup tacaka u preseku, pri ¢emu se u obzir uzimaju samo ulazne tatke trajektorije sa
jedne strane povrsi, zove se Poenkarov presek (slika 2). Preslikavanje koje daje redom
taCke preseka duZ trejektorije naziva se Poenkarovo preslikavanje. Pogodnost ovog
preseka je u tome sto se iz njegovog izgleda moZe odrediti karakter kretanja koje ga
generiSe. Graniéni ciklus generie samo jednu tatku u Poenkarovom preseku,
kvaziperiodi¢no kretanje sa dve nesamerljive frekvencije ostavlja otisak kruga. Kod
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haoti¢nog kretanja se ne mogu nikakve figure razaznati u preseku, veé haoti¢ne tatke
uglavnom ravnomerno ispunjavaju ravan preseka.

slika 2: Poenkarov presek i preslikavanje P,,, = f(P,)

Haos predstavlja aperiodi¢no kretanje koje generiSe Sudne atraktore u faznom
prostoru. Spektar snage prilikom prelaska u haos karakterise pojava Sirokog kontinuuma,
a autokorelaciona funkcija brzo opada na nulu. U Poenkarovom preseku tacke
ravnomerno ispunjavaju neku oblast ravni preseka. Ovo su kvalitativni pokazatelji
deterministi¢kog haosa, dok se za njegove kvantitativno opisivanje uvode novi pojmovi.

3.2 Kvantitavni pokazatelji deterministi¢kog haosa

Za tzv. kvantifikaciju haosa naje3ée se koriste pokazatelji poput Ljapunovljevih
eksponenta, Kolmogorovljeve entalpije, fraktalnih dimenzija itd. U ovom radu analiza e
se vrsiti preko Ljapunovljevih eksponenta, pa ¢e stoga o njima biti vide redi.
Ljapunovljevi eksponenti
Posmatrac¢emo jednodimenzionalno preslikavanje dato sa:
xn+1 = f (xn) :

Ljapunovljev eksponent meri razdvajanje dveju bliskih poletnih tacaka tokom

iteracija. Neka se pog&etno rastojanje menja po zakonu & exp(NJ), gde je N broj
primenjenih iteracija, a 4 Ljapunovljev eksponent tada je on dat slede¢om definicijom:
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.1 dfY(x)
A(x)) = lim — In|=—202 6
()= lim —In| £ (©)
ovaj izraz se moZe transformisati u pogodniju formu:
1
Alx) = lim =3 In| £'(x) )

Ukoliko je 4 vedi od nule, razdvajanje je eksponencijalno, postoji velika osetljivost na
pocetne uslove i u ponasaniju sistema ée se pojaviti haos.

Postoji Citav spektar Ljapunovljevih eksponenata — njihov broj odgovara broju
dimenzija faznog prostora. Ipak, brzinu povecanja nekog infinitezimalnog razmaka
izmedu trajektorija kontrolige najveci od eksponenata. Povecanje/ smanjenje elementa
zapremine faznog prostora dato je sumom svih Ljapunovljevih eksponenta. Ako je sistem
konzervativan (nema disipacije) zapremina elementa faznog prostora ¢e ostati ista tokom
trajektorije i suma svih Ljapunovljevih eksponenata mora biti nula. Ako je sistem
disipativan, suma eksponenata Jje manja od nule. Ukoliko je makar jedan od eksponenata
pozitivan, sistem je haoti¢an. Zgodno Je primetiti da je Ljapunovljev spektar isti u svim
tatkama domena atrakcije, a do njegove promene moze doéi promenom kontrolnog
parametra.

Ljapunovljevi eksponenti su prakti¢ni za klasifikaciju stacionarnih ponaganja i
atraktora. Naime, za bilo koji atraktor kontrakcija mora biti veéa od ekspanzije, §to znaéi
da suma eksponenata mora biti manja od nule. Za grani¢ni krug je 4; = 0, dok su ostali
eksponenti manji od nule, za torus Je A1 =42 =0, a ostali su manji od nule. U sluCajevima
Cudnih atraktora, najmanje jedan eksponent mora biti veéi od nule.
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DODATAK 2: Strukture FORTRAN programa kori$éenih pri izradi rada

program logisticka
implicit none

real E,Ta,ksi,delt,cg,a,cd,b,Td,Tg,ea,vreme,time

real met,ch,cl, Tgg A1,A2.B 1,B2,eta

integer nmax,n,x,i,imax

parameter (b=0.06337,delt=315 O.,nmax=28,imax=5000)

dimension E(nmax),Ta(nmax),ksi(nmax),cg(nmax),Vreme(nmax),a(nmax)
dimension time(nmax), Tg(nmax),A | (nmax),A2(nmax),B1 (nmax)
dimension B2(nmax),eta(imax)

dimension cd(nmax),Td(nmax),ea(nmax),met(nmax),ch(nmax),cl(nmax)

open(8,file="ksi450.dat")

open(9,file="Td450.dat")

open(10,file='T450 n.dat")
open(11,file="A450n.dat')
open(12,file='B450n.dat")
open(13,file='"C450n.dat")
open(14,file="eta450.dat")

0600000

open(8,file="ksi3150.dat")

open(9,file="Td3150.dat")

open(10,file="T3150n.dat")
open(11,file="A3150n.dat')
open(12,file='B3150n.dat')
open(13,file="C3150n.dat")
open(14,file="eta3150.dat")

do n=0,27
read(10,'(f13.6,3f30.10)" time(n),Tg(n), Ta(n),ea(n)
read(12,'(3f30.10)) ch(n),cl(n),cd(n)
read(11,'(f30.6)") rnet(n)
read(13,'(f30.6)") cg(n)
end do
close (10)
close (11)
close (12)
close (13)
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ksi(0)=0.05
do n=0,10

a(n)=abs(met(n)/(Tg(n)-Ta(n)))
a(9)=12s.

E(n)= 610.7*10.%%(7.5*Ta(n)/(237.3+Ta(n)))

! ksi(n)=Tg(n)-Ta(n)
Al(n)=1 +delt*(a(n)-ch(n)-cd(n)—cl(n)*b*E(n))/cg(n)
A2(n)=0.5*cl(n)*E(n)*(b**3.)/cg(n)
Bl(n)=3 .57*cg(n)/(a(n)-ch(n)—cd(n)-cl(n)*b*E(n))
B2(n)=3 *cg(n)/(a(n)-ch(n)-cd(n)-cl(n)*b*E(n))

ksi(n+1)=ksi(n)+ delt*(a(n)-ch(n)-cd(n)-cl(n)*b*E(n))*ksi(n)/cg(n)
& - delt*0.5*cl(n)*E(n)*(b**3 2*(ksi(n)**3.)/cg(n)

write(8,'(220.10)")  n*315 /360..ksi(n)
c print *,n, n*315./360.,A 1 (n),ksi(n+1),ch(n),cl(n),cd(n)
c &,cg(n),abs(met(n)/(Tg(n)—Ta(n))),Tg(n)-Ta(n),Ta(n),met(n)

end do

don=1,10
Td(n)=Ta(n)+ (cl(n)*E(n)+cg(n)*(Ta(n)—Ta(n- 1))
&/delt-cl(n)*ea(n)+0.1667 *cl(n)*E(n)*(b*ksi(n))* *3.)/cd(n)
c write(9,'(2£20.10))  n*315 /360.,Td(n)

c print *, 'Td=", Td(n)
end do

print *, 9.%315./360.,A1 (9),ksi(9),ksi(1 0),ch(9),cl(9),cd(9),cg(9)
&,abs(met(9)/(Tg(9)-Ta(9))),Td(9),Tg(9)-Ta(9),Ta(9),a(9),
&a(9)*(Tg(9)-Ta(9)),rnet(9)

do i=1,5000
eta(1)=A2(9)*ksi(10)/A1(9)
print * eta(1)
stop
eta(i+1)=A1(9)*eta(i)*(1 ~eta(i))
print *, i, eta(i)
write(14,*) i, eta(i)

end do

end
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program rmse

real suma,raz

integer i,dtime

character 0z*5, dtime1*4 , imef1*12 , imef2*12 | 0z1*5
dtime=2940. 'menjam ! Intervencija (prstima bez automatike)!!!!
dtime1="2940'

oz="b.dat"  !menjam ! Intervenci ja (prstima bez automatike)!!!!
ozl="f.dat'

imefl = "T"//dtime1//oz
imef2 = 'T"//dtime1//oz1

open (27, file=imef 1,status="unknown') !menjam

open (28,ﬁle=imef2,status='unknown') !menjam

open (29,file='RMSEp300.dat',status='unkn0wn',position=’append')
! open (29,ﬁle='RMSEsb.dat',status='unknown',position='append')
! open (29,ﬁle=’RMSEse.dat’,status='unknown',position='append')

i=0.
suma=0.
do
read (27,*,end=2) v t
read (28,*,end=2) v1,t1
suma=suma-+(t-t1)**2
i=i+1
enddo
2 raz=sqrt(sumali)
write (29,'(i10.0,£15.10)") dtime,raz

end
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