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Uvod

Krajnji cilj ovog rada je formulisanje spinskog Hamiltonijana anizotropnog
feromagnetnog lanca usrednjenog po koherentnim stanjima, koji ce nadalje biti
upotrebljen za dobijanje solitonskih reSenja.
S obzirom da je ovo relativno novi pravac istrazivanja i ovo prvi diplomski rad iz te
oblasti, na na§em fakultetu, napisan je ne§to ski uvod nego §to je uobicajeno.
Sam pojam solitona je relativno dugo poznat u hidrodinamici. U novije vreme
solitonska re§enja se tra2e i u feromagneticima /4/. U prvo vreme razmatrani su
Hamiltonijani koji nisu uzimali u obzir efekte ciji uticaj na krajnja reSenja mo2e
dosegnuti i nekoliko desetina procenata. U ovom radu je razmatran Hamiltonijan koji u
sebi sadrEi i uticaj bikvadratne izmene i uticaj kristalnog polja. Diskusija fizickog
smisla takvog Hamiltonijana uradena je u prvom poglavlju.
Pored toga, u ranijim radovima, prilikom dobijanja solitonskih resenja u
feromagnetnom lancu, spinovi su tretkani kao klasicni vektori. Kratka receptura takvog
pristupa data je u drugom poglavlju /5/. Medutim, ovde su spinovi tretkani kao kvantni
operatori. Pri takvom pristupu, zbog vi§e razloga, korisno je operatore spina predstaviti
u nekoj od bozonskih /9/ reprezentacija opisanih u trecem poglavlju. Ovde je koriscena
je reprezentacija Hols'tajn-Primakova /14/.
U cilju uracunavanja kvantnih popravki, u racunu je u obzk uzet i clan proporcionalan
1/S, koji se javlja u razvoju H.P. reprezentacije, sto znacajno usloSnjava racun.
Hamiltonijan napisan preko bozonskih operatora usrednjen je po koherentnim stanjima
koja su opisana u cetvrtom poglavlju. Sam racun sproveden je u petom i sestom
poglavlju.
Na kraj napomenimo da su prilikom pisanja ovog rada uocene gre§ke u nekim ranijim
radovima /6/, /7/ koji su imali isti pristup ovom problemu. Samim zavrSetkom ovog
rada te greske su (nadamo se) ispravljene.



Poglavlje

Hamiltonijan feromagnetnog dielektrika

Savremena teorija magnetizma razmatra feromagnetni dielektrik kao sistem uredenih
spinova, tako da spinovi obrazuju magnetnu kristalnu re§etku i povezani su medusobno
silama izmene, kojima odgovaraju integral! izmene.
Da bi smo sagledali poreklo izmenskih sila, posmatrajmo sistem dva elektrona /10/.
Hamiltonijan takvog sistema mozemo napisati u obliku /I I/:

-f2 (1.1)

gde je u(f\) operator interakcije medu elektronima. Ako je u(t\2) kulonovski
potencijal, talasna funkcija ovog sistema se mo2e napisati u obliku proizvoda funkcije
koja zavisi samo od koordinata i funkcije koja zavisi samo od spinova:

¥(/i,F2, 5,, S2) = <D(/-,r2)0(S,, s2) (1.2)
Kao §to je poznato /I I/ ukupna talasna funkcija koja opisuje sistem fermiona mora biti
antisimetricna u odnosu na operaciju permutacije fermiona. Ukupan spin S sistema dva
elektrona mo2e imati vrednost S=0 sto odgovara uredenju sa antiparalelnim spinovima,
odnosno singletnom stanju, i vrednost S=l sto odgo"?ra tripletnom stanju. Spinski deo
talasne funkcije koji opisuje singletno stanje je antisimetrican u odnosu na permutaciju
cestice, dok je spinski deo talasne funkcije tripletnog stanja simetrican u odnosu na istu
operaciju. Zbog ovih cinjenica, koordinatni deo talasne funkcije dva elektrona, koji
inace ima oblik:

(nKfe)±^fcK(*i)] d-3)
u simetricnoj kombinaciji odgovara singletnom stanju, a u antisimetricnoj tripletnom.
Popravku na energiju traXimo u prvoj aproksimaciji teorije perturbacija:

r 2 * ^ ^ * r I - / r a * : i i , F 2 = ^ ± j a.4)
gde je A energija elektrostaticke interakcije, a J integral izmene:

A = d r r ( ' f ( r u f - F # F > 0

(L5)

tako je ukupna energija ovog sistema:

E'a=Ei+E2+A±J (1.6)
Dakle, vidimo da je interakcija izmene posledica nemogucnosti razlikovanja identicnih
cestica, odnosno posledica simetrizacije talasne funkcije. Pored toga, iz izraza (1.6),
vidimo da interakcija izmene ima pozitivan energetski uticaj (u smislu stabilnosti
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sistema) u singletnom stanju, jer smanjuje ukupnu energiju, dok je taj uticaj za tripletno
stanje negativan, §to je u skladu sa Paulijevim principom.
Interakcija izmene se mo2e opisati i pomocu operatora izmene izrazenog preko
operatora spina /!/ koji ima osobinu:

=S2 , PS2P-]=S} (1.7)
Za slucaj spina S=l/2 on ima oblik:

(L8)

Imajuci u vidu relaciju:

S}S2=±(S2-S}-S2) (1.9)

pomocu operatora (1.7) mozemo reprodukovati rezultat (1.4) za popravku energije.
Oblici operatora izmene za slucajeve S>l/2 mogu se naci u /!/.
Ako sada posmatramo kristal, u kojem na svakom cvoru re§etke n imamo po jedan
nespareni elektron, interakciju izmene izmedu cvorova n i m moXemo opisati
operatorom:

tako je spinski deo operatora energije celog kristala:

Ako energiju merimo od nivoa:

n,m

Onda operator energije ima oblik:

(1.13)

Ovde treba napomenuti da se integrali izmene Jm tretiraju kao fenomenoloski
parametri, jer ih je te§ko izracunati zbog problema izbora talasne funkcije.
Ako se kristal nalazi u spolja§njem magnetnom polju B, koje je usmereno u pravcu z-
ose, spinskom Hamiltonijanu treba dodati clan (Zemanov term):

(1.14)

gde je fj,B Borov -magneton a g-Landauov faktor atoma.
DosadaSnje izlaganje bilo je vezano za razmatranje kristalne strukture u cijim su
cvorovima bili joni sa spinom S=l/2. Ako izlaganje uopStimo na spin S>l/2 u
Hamiltonijanu se moze pojaviti i clan oblika:

(1.15)

gde je D-konstanta.
Ovaj clan vodi poreklo od uticaja kristalnog polja na paramagnetne jone.
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Pored toga u realnim dielektricnim kristalima se moze pojaviti i bikvadratni clan kao
posledica vi§e efekata. O efektima koji dovode do pojave bikvadratnog clana bice reel
nesto kasnije, za sada se zadrzimo samo na njegovom obliku:

gdeje u-konstanta.
U radu ce biti analiziran jednodimenzioni slucaj, odnosno feromagnetni lanac tako da

suma 2_, prelazi u sumu ̂  (1-17)
nm j,p

gde p uzima vrednosti ± 1, jer u obzir uzimamo samo interakciju izmedu najblizih

suseda. Integral izmene Jm prelazi u Jjj+p = J- Tako da ukupan spinski Hamiltonijan
feromagnetnog lanca ima oblik:

~' - /"" " (1.18)
J J.P i J.P

U radu ce biti tretiran beskonacni feromagnetni lanac. U torn slucaju zadnji izraz je
divergentan. Da bi otklonili divergenciju posmatracemo samo poremecaj u odnosu na
osnovno stanje. Za osnovno stanje cemo uzeti slucaj Sz = S, pa Hamiltonijan, koji u
obzir uzima samo poremecaj, dobija oblik:

i J.P j L J.P
(1.19)

Pored do sada navedenih osobina spinskog Hamiltonijana treba istaci i cinjenicu da
integral izmene ne mora biti izotropan. U radu ce u obzir biti uzeta magnetna
anizotropija tipa:

/ * = / ' = / , /*=/ -A/ (1.20)
Pa je konacni oblik Hamiltonijana koji cemo koristiti u radu:

J-P

gde je:

(1.22)
Objasnimo, na kraju, u kratkim crtama efekte koji mogu dovesti do pojave bikvadratnog
clana.
Potrebu za uvodenje bikvadratne izmene moXemo traziti u cinjenici da se prilikom
analize magnetnih osobina i faznih prelaza kod odredenih materijala (EuO, EuSe)
pokazalo da "standardni" Hajzenbergov Hamiltonijan nije dovoljan za objasnjenje



1. Hamiltonijan feromagnctnog dielektrika

eksperimentalnih rezultata. Jedna od mogucnosti za objaSnjenje dobijenih rezultata je i
uvodenje dodatnog clana oblika:

Sada cemo pokuSati da ukaZemo na moguce poreklo ovakvog clana.
Na pocetku, posmatrajmo Hamiltonijan 121:

H = SL$&« -̂ S*; -rlta. -*>A, +-J-IX +^(Xj+l -X])2
i j j 2m J 2 i

(1-24)
u kojem je ocigledno u obzir uzeta i spin-fonon interakcija. U ovom Hamiltonijanu se

spinovi tretiraju kao klasicni vektori, a elongacija atoma Xj i njegov impuls pj su

kvantno mehanicki operator! koji zadovoljavaju komutacione relacije:

-iSv (1.25)
Ako definiSemo unitarnu transformaciju:

koja delujuci na operator pomeranja x; daje:

(1.26)

moXemo gornji Hamiltonijan razbiti na dva dela, od kojih jedan zavisi samo od spinova
a drugi od pomeranja atoma (fonona):

UHlTl=Ht+Hf

(L2?)

gde je A = —

Kao §to vidimo u spinskom delu Hamiltonijana pojavljuje se i bikvadratni clan. Tako
njegovo pojavljivanje moXemo posmatrati kao posledicu dekuplovanja spinova i
fonona. Naravno ovde je bitno naglasiti da je upotrebom unitarnog operatora U
izbegnuta promena bilo svojstvenih vrednosti bilo statisticke srednje vrednosti operatora
na koje je transformacija primenjena.
Drugi slucaj u kome se pojavljuje bikvadratni clan je pojava interakcije superizmene
izmedu dva paramagnetna atoma X preko nemagnetnog atoma Y koji se nalazi izmedu
njih. PoSto interakcija superizmene ima znacajan udeo u ukupnoj interakciji izmene
samo u slucaju kada su atomi na relativno velikom medusobnom rastojanju, to ce doci
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do preklapanja elektronskih talasnih funkcija samo na repovima tih funkcija. Odnosno
za procenu velicine integrala superizmene mo2emo uzeti samo eksponencijalni deo
talasne funkcije. Tako da je integral superizmene proporcionalan sa:

[ dre~r~Xj^r~y \ d r e ~ r ~ y j r ~ X i (1-29)
Hamiltonijan u kojem je uracunata i spin-fonon interakcija i interakcija superizmene
ima oblik:

H = ;)' (/>;)'
2m 2M

(1.30)
Razbijanje ovog Hamiltonijana na spinski i fononski deo moSemo uraditi pomocu
unitarnog operatora:

U'=

pri cemu se dobija:

U'H'U'~l=H's+Hf

gde je:

(1.31)

(1.32)

(1.33)

A' =•

",=S
(p]Y
2m

+ •
2M

(1.34)

Kao §to vidimo, i u ovom slucaju se javlja bikvadratni clan kao posledica dekuplovanja
spinova i fonona.
Kao §to je gore napomenuto u ovim razmatranjima spinovi su posmatrani kao klasicni
vektori. Pored toga treba reci da je egzaktna generalizacija na spinove kao kvantne
operatore nemoguca. Stoga sebi uzimamo slobodu da, na osnovu analogije pojavu
bikvadratne interakcije posmatramo kao posledicu spin-fononskog dekuplovanja.
Posmatrajmo, na kraju, poluprovodnik u kojem postoje paramagnetni atomi /3/. U torn
slucaju mo2emo sve elektrone podeliti na nepokretne f ili d-elektrone koji su
lokalizovani na paramagnetnim atomima i pokretne s-elektrone koji u osnovnom stanju
popunjavaju valentnu zonu poluprovodnika. Pokretni elektroni interaguju sa
lokalizovanim posredstvom sila izmene. Kao rezultat ove interakcije pojavljuju se
virtuelni elektroni u provodnoj i virtuelne supljine u valentnoj zoni, koji prenose
interakciju izmene (superizmene) medu lokalizovanim spinovima.

Hamiltonijan ovakvog sistema napiSimo iz dva dela, prvi deo #0-koji opisuje slobodne

elektrone i §upljine i drugi H} -koji opisuje njihovu interakciju sa lokalizovanim
spinovima, odnosno:
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k^ka^ka

D
j.r Z. i \ 2~ / \~~KG~ K+/,.(7 " ^ « . " t _ i . 3 « • / \L .JJ J

d-36)

Magnetni Hamiltonijan se dobija koriScenjem teorije perturbacija. Medutim, ovde je
bitno naglasiti da se teorija perturbacija ne koristi na uobicajen nacin, odnosno ne traze
se prve popravke na talasnu funkciju nulte aproksimacije, vec takve promene
Hamiltonijana koje dejstvujuci na talasnu funkciju nulte aproksimacije daju iste
rezultate za energiju kao klasicna teorija perturbacija.
Magnetni deo takvog Hamiltonijana ima oblik:

(1.37)
gde je P-projektor na elektron-supljinsko vakuumsko stanje.
Ako sada u izrazima (1.35) predemo sa impulsnog u konfiguracioni prostor pomocu
izraza (1.36) i tako dobijene izraze uvrstimo u izraz (1.37) dobijamo:

(1.38)
gde je:

\

'

(1.39)

t2+A2 k,

Iz izraza (1.38) vidimo da se u magnetnom Hamiltonijanu ne javlja popravka u bilo
kojem neparnom redu po spinovima, to je posledica zakona odrazanja broja

kvazicestica. Takode se vidi da u slucaju dvospinske izmene (/, = g} , f 2 = g2) u
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Hamiltonijanu dobijamo bikvadratni clan (£,£,) . Energija trospinske izmene je

proporcionalna sa (S}S2)(S2S3) a cetvorospinske sa (5152)(1S!354).

Znaci, da zakljucimo, bikvadratni clan se moze javiti kao posledica interakcije
superizmene u kristalnim poluprovodnicima, gde se interakcija izmene izmedu
paramagnetnih atoma ostvaruje preko viruelnih elektrona u provodnoj i supljina u
valentnoj zoni.



Poglavlje

Solitoni u klasicnom feromagnetnom lancu

Solitoni /5/ su talasni oblici koji se dobijaju kao reSenja nelinearnih talasnih jednacina.
Ovaj fenomen je interesantan zbog nekih vrlo bitnih osobina koje solitoni imaju, a to
su:
a) imaju zvonastu formu koja se u vremenu ne menja
b) solitoni se mogu sudariti ili proci jedan kroz drugi bez promene oblika
c) brzina solitona mo2e zavisiti od amplitude a cesto sa porastom brzine raste i
amplituda
d) solitoni se ne rasejavaju i imaju prakticno beskonacan Xivot
Iz gore navedenih osobina vidi se da bi signal, koji bi se prenosio putem solitona,
prakticno bio prenet bez gubitka energije. Znacaj zadnjeg stava nije potrebno posebno
komentarisati.
Postojanje solitona u magnetnim materijalima je i eksperimentalno utvrdena cinjenica.
Po prvi put to je uradeno u eksperimentu rasejavanja neutrona na jedinjenju CsNiF3.
U ovom odeljku cemo se baviti klasicnim tretmanom solitona u anizotropnom
Hajzenbergovom feromagnetu. Tada Hamiltonijan ima oblik:

_ , _ (2-1)
3 "* J,P L J,P

Iskoristimo sada razvoj:

Is ft ,\ J ^ ft ,\ /^\ pravilo za prelazak sa sume na integral:

(2.3)

da bi smo napisali Hamiltonijan u kontinualnom obliku:

H = -\Jtdx (2.4)
a

tako dobijamo:

Jf = -»BS* + y - y A - l S ' + j A - l (2.5)
2 \^0x j 2

Ako sada predemo na sferne koordinate:
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Sz =

(2.6)

gustinu Hamiltonijana (2.5) mozemo napisati u obliku:

- [
\2 ,

— -lT + ( l -M 2 )
dx) l-u ^ dx

r o 2 / . ,\ 1 ro2/ A t\ JS (A- l )w +-JS (A-l)
* ' /^ ^ '1

(2.7)
Sada formkajmo Hamiltonove jednacine za par konjugovanih promenljivih Sz i <D:

(2.8)

(2.9)

u (du^ (
4-w+ M —- +-

1 -^(A-l)^
^ ^x j I-M <?x dx

(2.10)

Ako zadnji izraz pomnozimo sa sin 0 = vl - u2 i vratimo se na promenljive 0 i O
dobijamo:

sin0<J> = -// 5 sin© - 2JS(A- l) sin ©cos© - J^(®^ - cos©<!>2) +

(2.11)

dx\
(2.12)

Uvedimo sada smenu:

/= x-vt d

dt
= -v

i granicne uslove u ^= ±00 :

0 f = 0 , sin 0 = 0 , cos© = 1

(2.13)

(2.14)
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Sa ovako izabrnim granicnim uslovima mi smo se u stvari opredelili za solitonsko
resenje, jer oni impliciraju da poremecaj bude lokalizovan samo u manjem delu
prostora. Ako sada integralimo jednacinu (2.12) dobijamo:

sin2© 1 + cos©
Sada u izraz (2.1 1) uvedimo zadnji rezultat i smenu:

>i = ̂ i (2-16)
tako dobijamo:

1 + COS©

(2.17)

Integraleci jednacinu (2.17) uz granicne uslove (2.14) dobijamo:

~} (2.18)

&
gdeje£=y

Vezimo sada nas koordinatni sistem za centar pobudenja uslovom:

(2.19)
§to daje:

o (2.20)

Ako se ima u vidu veza izmedu £ i x ocigledno je da se amplituda ftQ krece du2 x-ose

brzinom V. Ugao B defini§e projekciju spina na z-osu, a kako je y90 ekstremna vrednost

(fis = 0) ona odreduje centar pobudenja koje se nepromenjeno krece duz x-ose. Uslov

(2.20) daje nam ogranicenje za brzinu solitona. Kako je cos2 /?0 > 0 dobijamo:

V2<4r + %y (2.21)
Sada jo§ ostaje da se nade solitonsko resenje jednacine (2.18). Medutim ova jednacina
se ne moze analiticki resiti pa zbog toga izvr§imo aproksimaciju:

l + 4xsin2^ cos2y9 »1 (2.22)
Tako jednacina (2.18) dobija oblik:

sin/7 Jcos4/? +—cos2y9 -— (2.23)

Re§enje zadnje jednacine je oblika:
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(2-24)

Va
gde je:

, ,
• sin2/? T 4F 4a F

Znajuci ponaSanje funkcije sh2 moze se pokazati da poremecaj ima znacajnu vrednost

samo u okolini tacke £ = 0. Ovakav talsni paket krece se du2 x-ose brzinom
definisanom izrazom (2.21) i ostaje nepromenjen.
Ako sada izraze za energiju, impuls i magnetizaciju uzmemo u obliku:

(2.25)

/ x
P = S \dx— (l-cos0) (2.26)

(2.27)

mo2e se pokazati da izmedu njih postoji veza:

I.MZ Pch—^--cos-
„. O O

2+ 4JS2 ly — ° (2.28)

mo

2S

Ova veza nam pokazuje da soliton pored translatornog stepena slobode (koji daje
zavisnost energije od impulsa) poseduje i jedan unutrasnji, rotacioni, stepen slobode
koji daje zavisnost energije od magnetizacije.
Kao §to je napomenuto, u ovom pristupu su spinovi tretirani kao klasicni vektori.
Opravdanost takvog pristupa je, u najmanju ruku, pod znakom pitanja. Kvantni pristup
je u svakom slucaju opravdaniji. Dokaz zadnje tvrdnje nalazimo u cinjenici sto u
kvantnom pristupu, u prvoj aproksimaciji dobijamo klasicni rezultat, dok u narednoj
aproksimaciji dobijamo i kvantnu popravku tog rezultata sto ce u daljem radu biti
pokazano.



Poglavlje 3.

Bozonske reprezentacije spinskih operatora

Kao §to smo videli u poglavlju 1. ponaSanje feromagnetnih materijala se mo2e opisati

pomocu spinskih Hamiltonijana. U njima figuris'u spinski operatori Sn koji
zadovoljavaju komutacione relacije /9/.

(3.2)

(3.3)

s;su (3.4)
U daljem tekstu, uglavnom, nece biti pisana oznaka cvora, radi konciznosti, ali se ona
podrazumeva. Rad sa opisanim spinskim Hamiltonijanima je komplikovan pa je uputno
koristiti bozonske ili fermionske reprezentacije spinskih operatora, jer za sisteme
interagujucih fermiona i bozona postoje razradeni metodi. Sa druge strane, ako zelimo
koristiti pojednostavljenja koja nam pruZa simetrija kristala, moramo preci u prostor
reciprocne reSetke. Kao §to je poznato taj prelaz se vr§i Furijeovom transformacijom
koja ne ocuvava vaXenje komutacionih relacija spinskih operatora.
Radi sistematicnosti, podimo od sistema sa dva energetska nivoa. Takav sistem se moze
opisati pomocu operatora spina s=l/2. Hamiltonijan sistema ima oblik:

H =

gde je dgf ferrni operator koji na cvoru n kreira elektron sa energijom Ef , a

Vn*(f\2 '/3'/t) Jc matricni element interakcije, izraXen u bazisu jednocesticnih stanja.
Ako se ogranicimo na pobudenje samo jednog elektrona na cvoru, mozemo napisati
uslov:

ani = 1 (3-6)
r

PonaSanje sistema opiSimo pomocu kvanta pobudenja A E = E} - E0 , i u torn cilju
uvedimo operatore koji kreiraju i anihilkaju takva pobudenja:

^ =«;,««,; ^=«>« (3-7)
Prostor operatora P je unija dva prostora H = F © N sa bazisima:

(3.8)
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Lako se mo2e pokazati da je uslov (3.6) zadovoljen samo u fizickom prostoru F.
Operator! P+ i P se nazivaju Pauli operator! i zadovoljavaju sledece komutacione
relacije:

p p + l - i p+p s . [p
n ' - ' m j V 1 rnfm)unm > \.rn > in H

Ako sada usvojimo da je osnovno stanje sistema, stanje u kojem su svi spinovi usmereni

u pravcu z-ose, odnosno stanje za koje vaz"i S^=S, onda je cin smanjivanja z-projekcije
spina za jedinicu ustvari cin elementamog pobudivanja sistema. Kvante takvog

pobudenja nazivamo magnonima. Znajuci da operator S% povecava z-projekciju spina

za jedinicu a operator S% smanjuje tu projekciju takode za jedinicu, a s obzirom na gore
navedene osobine Pauli operatora, jasno je da moXemo usvojiti:

Posmatrajmo sada N spinskih operatora SK pridru^enih cvorovima resetke w . Bazisne

vektore pojedinacnih operatora obele^imo sa S,m),:

(3.11)

(3.12)
Hilbertov prostor kojeg cine ovi operatori ima dimenziju 2S+1. A Hilbertov prostor koji
pridruzujemo celom sistemu dobija se kao proizvod Hilbertovih prostora pojedinih
operatora:

Hs = HSi®HS2®HS3-®HSN (3.13)
Bozonski operatori koji zadovoljavaju komutacione relacije:

[B,B+] = \ [B,B] = [B+,B+] = O (3.H)
deluju u beskonacno dimenzionom bozonskom Hilbertovom prostoru:

Hn=HR ®HR ®HK •••®Hn (3.15)£» DI 0-2 DJ fjfj ^ '

Bazis u svakom podprostoru grade svojstveni vektori operatora w- = B^ BA koje

obeleXimo sa |w)_. Kada imamo ovo sve u vidu, put predstavljanja spinskih operatora u
bozonskoj reprezentaciji je u stvari tra^enje takvih funkcija bozonskih operatora koji ce
u bazisu HB imati iste komutacione relacije kao i operatori S+ i S' , i iste statisticke

srednje vrednosti. Uocimo sada da ako je (S~\»S va2i:

[St,SA] = 2S8m (3.16)

Odnosno, vidimo da se na niskim temperaturama spinovi ponasaju kao bozoni. Zato je
prvi korak sledeca smena:

S:^j2SB; , S;->J2SBX , S',->S-B;B, (3.17)
U teoriji magnetizma ova transformacija se naziva Blohova aproksimacija. Medutim, s
obzirom da je prostor boze operatora beskonacno dimenzionalan, ova aproksimacija
uvodi stanja sa z-projekcijom spina vecom od S. Tako imamo "fizicka" stanja (n < S) i
podprostor "nefizickih" stanja. Osnovni problem je razdvajanje ova dva prostora. Prvi
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uspe§niji pokusaj u torn pravcu ucinili su Holstajn i Primakov /14/. Njihova
reprezentacija je sledeca:

(3.18)

S~=(S+)+ SZ=S-B+B
PoSto ce u radu biti koriStena ova reprezentacija potrebno je istaci neke njene osobine.
Kao prvo pokaXimo da va2e komutacione relacije (3.1), (3.2), (3.3). Znajuci da
operator komutira sa funkcijom ciji je argument taj operator predpostavimo da va2i
komutaciona relacija:

B+B = 0 (3.19)

NeSto kasnije ce biti egzaktno dokazano va2enje ove predpostavke u aproksimaciji koju
cemo koristiti. Koristeci relacije (3.14) i (3.19) dobijamo:

(3.20)

Ako sada iskoristimo izraz (3.19) dobijamo:

B+B n+2n L B+B
+B 5J1

2S V 2S

R+ li B5J 1-—
V 2i

odnosno:

-^- (3.22)
Dalje, koristeci relaciju (3.19) imamo:

f S+ ,S~] = 2sl--BB+ l- - y l - l - (3.23)
L J 2S

Sada iskoristimo izraze (3.14) i (3.19):

1 {* I 1 I i I 1 ** *J \+ D . *-> •" l D+ D ^- " I /"J T/l\2OS 1 + 1 ID D—\ \D D f (J.Z4)

o c l OC 9 S 1 ! 99V ^o / V ^o / V ^>J / -^^

odnosno: i
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Osnovni problem rada sa ovom reprezentacijom jeste rad sa korenom. Medutim, ako je

zadovoljen uslov (w)/2S«l odnosno S»l/2, mo2emo koren razviti:

B+B
B

NapiSimo sada clanove reda u drugacijoj formi. U torn cilju podimo od izraza:

B+k'lBk-}+---+akB+2B2 +B+B

(3.25)

(3.26)

Razvijmo sada izraz (B+B) :

}B+kBk +• - - +ak+]B+2B2 + B+B

Sa druge strane moXemo pisati:

(B+B)*+l = B+B(B+B)k = B+B

koristeci komutacionu relaciju:

izraz (3.28) moZemo napisati u obliku:

Sravnjujuci jednacine (3.27) i (3.30) dobijamo:

odakle sledi da je:

k(k -1)

(3.27)

+B+B) (3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

Pa ako se zadrXimo na clanu proporcionalnom 1/S jednakost (3.25) mozemo napisati u
obliku:

k \
' W

sk
i k(k-i)B+k~lB*-}'i s 2 Sk~}

B (3.33)

Zadnjim izrazom cemo se prakticno koristiti u daljem radu.
Sada, proverimo da li i ovaj izraz zadovoljava komutacione relacije spinskih operatora.
Uradimo to za:

• S+ (3.34)

lc=0

~B+kB" \k(k-\)

Sk S 2

5+*~ V-' '
s*-1
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k I 2
B+Bk _

Sk S 2 S'<k-\+B)} =

* A 2

k(k-\) B+k~

2 St-l \B+B-

'1/2V 1 -1 B jt-i.

5* 5 2 5*-!

5* 5 2 5'•k-\+B

k ( 2

Bk lk(k-\)B+ BA-l

2 Sk

»fl /2V lV

k ( 2

B+kBk 1 *(* -1) B+

Sk S 2 -•(fc-1

Koristeci komutacione relacije:

,k-\o se pokazuje da vazi jednakost:

k ( 2 + S 2

(3.35)

(3.36)

t=0'

(3.37)

Zadnja jednakost povlaci za sobom da je clan u velikoj zagradi izraza (3.35) jednak nuli
pa tako dobijamo:

, o-i,5 J--

odnosno:

lk(k-l)B+k~'B'

' + ~S 2 5*-1
B (3.38)

Slicnim postupkom se dokazuje i druga od relacija (3.34).
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Ovde se vise necemo zadiiavati na osobinama H.P. reprezentacije, jer smo istakli njene
osobine koje su od interesa za ovaj rad. Medutim, ipak napomenimo da H.P.
reprezentacija nije dobro opisivala niskotemperaturno ponasanje Hajzenbergovog
feromagneta, pa je bio neophodan dalji razvoj teorije. U torn svetlu moz"emo posmatrati
citav niz drugih bozonskih reprezentacija koje su se pojavile nakon H.P. reprezentacije.
Navedimo kao primer neermitsku reprezentaciju Dajsona i Maljejeva koja ima oblik:

, S*=S-B+B (3.39)
Za ovu reprezentaciju se moie pokazati da daje iste rezultate kao i H.P. reprezentacija
do clanova reda proporcionalnih 1/S, i da je povezana sa istom neunitarnom
transformacijom.
Vec se ovde moz"e postaviti pitanje da li je moguce odrediti bozonsku reprezentaciju
koja nece biti pribliXna, vec tacna? Odgovor na ovo pitanje je potvrdan. Bez pretenzija
da se udubljujemo u ovu problematiku ipak u najkracim crtama navedimo rezultate
daljeg razvoja teorije. U torn cilju krenimo od reprezentacije Agranovica i ToSica za
spin s=l/2 koja je tacna. Oni su bozonsku reprezentaciju Pauli operatora traXili u obliku:

P = f}/2B , P+=(P}+ , P+P = B+fB (3.40)
Pokazuje se da je:

-2)* *
>+Bk (3.41)

Znacajna osobina ove reprezentacije je to §to operator N = P+P ima samo dve
svojsvene vrednosti i to: nula kada deluje na stanja sa parnim n i jedan kada deluje na
stanja sa neparnim n. ta cinjenica u stvari znaci da su iskljucena "nefizicka" stanja.
Takode je lako videti da ako se zadr2imo na prvom clanu razvoja (3.41) dobijamo
Blohovu aproksimaciju, a drugi clan daje H.P. reprezentaciju.
Dalji razvoj teorije moXemo tra2iti u uopStavanju na spin S > 1 / 2 . U torn cilju
navedimo Goldhirs'ovu reprezentaciju koja se pokazala kao najuspeSnija, ona ima oblik:

B+kBk , S~=(S+)
k=0

S2=ckB+Bk (3.42)
k=0

gde je:

Ova reprezentacija reprodukuje gore navedene rezultate i §to je veoma bitno ne
razlikuje slucajeve 5 =



Poglavlje 4.

Bozonska (Glauberova) koherentna stanja u
jednodimenzionim sistemima

Sam pojam koherentnih stanja u fizici postoji od ranih dana kvantne mehanike all ga je
ozbiljno razradio Glauber /8/, baveci se problemima optike odnosno kvantne teorije
elektromagnetnog zracenja. Ipak, mi cemo slediti pristup A.S. Davidova /12/, jer ga
smatramo pristupacnijim.
Posmatrajmo longitudinalne oscilacije u jednodimenzionom nizu atoma mase M, koji
se nalaze na medusobnom rastojanju a. Operator energije oscilovanja atoma u odnosu
na ravnotezne polozaje u reprezentaciji druge kvantizacije dat je sa:

*• k

Operator! kreacije i anihilacije fonona sa talasnim brojem k zadovoljavaju komutacione
relacije:

(4.2)
Svojstvene vrednosti energije E-v i sopstvene funkcije v) operatora (4.1) definiSu se
jednacinom:

H0~v) = E-vv) (4.3)
§to daje:

v,+ (4.4)

k

Brojevi vk su svojstvene vrednosti operatora broja fonona sa talasnim vektorom k:

Wkvk)=vkvk) (4.6)

dok je Qt ugaona frekvencija. Vakuumsko stanje, odnosno stanje bez fonona se
definiSe uslovom:

bk 0) = 0 (VAr) (4.7)
i njemu odgovara nulta energija:

(4.8)
k

Analizirajmo sada slucaj kada na ovako definisan niz atoma deluje spoljasnja
perturbujuca sila. Operator interakcije napiSimo u obliku:
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(4.9)

gde parametar F(k) karakteriSe intenzitet interakcije. Uvedimo sada u racun unitarni
operator:

k

koristeci operatorske jednakosti:

[A,[A,M]]=O za A+ = -A (4.11)
moguce je sa operatora kreacije b+ i anihilacije b broja fonona u nizu na koji ne

dejstvuju spoljaSnje sile, preci na nove operatore a+k i ak koji karakterisu fonone u
nizu na koji dejstvuju spoljasnje sile:

Odavde vidimo da se delovanje unitarnog operatora S\J3 } na operatore bk i bk svodi na

pomeranje tih operatora za kompleksne brojeve ft i ft *, zbog toga se on naziva
operator pomeranja. Novodobijeni operator (4.12) zadovoljavaju komutacionu relaciju:

Operator pomeranja transformis'e operator ukupne energije:
H = H0+Hml (4.14)
na dijagonalan oblik:

(4.15)
k V ^ )

ako je zadovoljena jednakost:

hnkpk=F*(k) (4.16)

Vakuumskom stanju niza perturbovanih oscilatora odgovara funkcija o ) definisana
uslovom:

} = 0 (4.17)

To stanje ima energiju:
ak

I (4.18)

Fononi koji karakteris'u oscilovanje atoma perturbovanog niza opisuju se funkcijama:

(4.19)
k

a njima odgovara energija:
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£ = = J E = +VftQ v. (4.20)
v o i—i * * v '

k

gde su ~vk svojstvene vrednosti operatora broja fonona perturbovanog niza:

«*X v » ) = v, v t ) (4.21)

Pokusajmo sada da operatore perturbovanog niza izrazimo preko operatora kreacije i
anihilacije neperturbovanog niza, jer na taj nacin cemo moci bolje da sagledamo
stvamo oscilovanje atoma. U torn cilju napisimo jednacinu (4.17) u obliku:

Q (4.22)

Ovaj uslov ce biti ispunjen ako je:

(4.23)

odnosno:

(4-24)

Po§to funkcija 0 \i od kompleksnih brojeva ji zgodno je napisati je u obliku koji

ce to eksplicitno i pokazivati, odnosno u obliku:

(4.25)

A uzimajuci u obzir oblik operatora S(J3 ) moiemo pisati:

gde je:

(4-27)

e e - (4.28)

Imajuci u vidu jednacine (4.5) i (4.27) jednacinu (4.28) mo2emo napisati u obliku:

Iz zadnje jednacine vidimo da funkciju vakuumskog stanja sistema perturbovanih
oscilatora mo^emo prikazati kao superpoziciju fononskih talasnih funkcija sistema
neperturbovanog oscilatora. Svaka od tih funkcija ulazi u superpoziciju sa tezinom:

(4.30)

Verovatnoca da u stanju |^) bude v "fonona" data je Poasonovom raspodelom:
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(4-31)

sa srednjom vrednoscu:

(4-32)
Ovde treba uociti nekoliko bitnih cinjenica:
a) Pod dejstvom spoljaSnje perturbujuce sile oscilatori menjaju svoje ravnoteXne

poloXaje i osciluju oko novih. Ta oscilovanja su opisana fononskim funkcijama ~vk \

ona su stvarna. Medutim ako tih stvarnih fonona nema mi mo2emo i dalje smatrati da
postoje nekakva oscilovanja ali samo u odnosu na ravnoteine poloXaje koje su
oscilatori imali dok nije bila ukljucena spoljaSnja perfurbacija. Tim oscilovanjima

pridruXujemo "fonone" opisane talasnim funkcijama 1 1^}. Jasno je da ovako definisani
fononi nisu realni pa ih stoga zovemo "virtuelnim".
b) Ukoliko u sumi (4.29) vk poprimaju sve pozitivne cele vrednosti, broj virtuelnih

fonona u stanju |A) je neodreden, ali postoji odredena fazna relacija izmedu talasnih

funkcija \ v k } - Zbog zadnje osobine stanja V t) se nazivaju "koherentnim". Ovaj termin
je uveo Glauber 1963. god. pa se ona cesto nazivaju "Glauberova koherentna stanja".
O osobinama ovako definisanih stanja moglo bi se dosta reci, medutim, zadrXacemo se
samo na onim osobinama koje su od interesa za ovaj rad:

a) Svojstveni vektori (3 \h stanja obrazuju normiran bazis u Hilbertovom

prostoru:

Medutim, vektori | A }' koji se odnose na razlicite mode nisu ortogonalni, sto se lako
moie videti:

\ftq ) S (0 5T (A )s(/3q )\) = e x p / / 3 f - 1(|A f + |A 1 (4-34)

(4-35)
Ali se uocava, da sa udaljavanjem brojeva A i A u kompleksnoj ravni, proizvod
odgovarajucih vektora brzo te2i nuli.
b) pokusajmo sada da usrednjimo po koherentnim stanjima proizvod od m kreacionih a
anihilacionih operatora koji su dovedeni na normalni proizvod:

= (o\(b+k +A*)fe +A")-(*» +A )fe +A )|o> =/C ft - lA 2m (4-36)
Na osnovu zadnje jednakosti moXemo tvrditi da ako imamo fukciju od kreacionih i
anihilacionih boze operatora, u kojoj su ti operatori dovedeni na normalni proizvod,
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usrednjavanje te funkcije po koherentnim stanjima se svodi na jednostavnu zamenu

operatora b+ sa brojem /? i operatora b sa brojem /?, odnosno:

(ft «teV)|£) = 4O£) (4-37)
c) Srednja vrednost operatora energije slobodnih oscilacija neperturbovanog oscilatora:

%+ (4-38)
^J

u koherentnom stanju |/7 ) prima oblik:

(ft flr0|^) = zWlAr+r)>o (4-39)

Kako je ftk proizvoljan kompleksan broj, srednja energija slobodnih oscilacija
neperturbovanih oscilatora moze poprimiti bilo koju pozitivnu vrednost. Minimum te
energije odgovara vrednosti ft- 0:

0 ft = £ Qt (4.40)

Srednja vrednost operatora energije (4.15) sistema perturbovanih oscilatora u

koherentnom stanju w \:

(4.41)

a minimum te energije je:

§to odgovara vec uvedenom uslovu:

d) Znacajna osobina koherentnih stanja ogleda se u njihovoj vremenskoj evoluciji. Kao
§to je poznato evolucija kvantnog sistema, opisanog Hamiltonijanom H, definise se
unitarnim operatorom:

-•HL
U(t] = i' » (4.44)
Ako energiju merimo od nivoa nultih oscilacija mozemo pisati:
H = hOb+b (4.45)
U zadnjoj jednacini je izostavljen indeks k jer posmatramo samo jednu modu
oscilovanja. U torn slucaju vremenska evolucija koherentnog stanja je:

l/(0|/* ) = \ft ), = U(t)S(ft )| 0> = e**ft ) (4.46)

Kao §to vidimo vremenska evolucija stanja \fi ) se dobija jednostavnom zamenom broja

velicinom:
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fi(t)=pe-** (4.47)

Ako sada kompleksnoj velicini ft pridruzlmo realna pomeranja q i realne impulse na
osnovu izraza:

(4.48)

gde je:

/2
(4.49)

,2MQ,
jednacinu (4.37) moXemo napisati u obliku:

i = fl0cosQ/--^-sinQ/
0 MO

I = p0 cosQ/ - MQq0 sin Q/ (4.50)
A ovo su u stvari jednacine kretanja klasicnog oscilatora koji zadovoljava pocetne
uslove:

p(t-Q) = p0 , q(t = Q) = q0 (4.51)
Zadnja jednacina (4.49) je interesantna iz razloga §to iz nje vidimo da koherentno

stanje |/?(f)) = p,q] ne menja svoj oblik, vec samo srednju koordinatu i srednji impuls.

A zadnji stav nas navodi na ideju da u reprezentaciji Glauberovih koherentnih stanja
moXemo adekvatno tretirati solitone.
Glauber je koristio koherentna stanja pri opisivanju elektromagnetnih talasa.
Opravdanje za takav pristup se nalazi u cinjenici da se elektromagnetno polje mo2e
posmatrati kao sistem oscilatora.
U kvantnoj teoriji magnetnih solitona, mi takode koristimo koherentna stanja.
Opravdanost takvog pristupa ogleda se u tome §to sistem spinskih pobudenja takode
moXemo posmatrati kao sistem oscilatora.



PoglavlJG 5.

Usrednjavanje Hamiltonijana bez bikvadratnog
clana po koherentnim stanjima

U naredna dva poglavlja bice sproveden racun usrednjavanja Hamiltonijana po
koherentnim stanjima. Na samom pocetku, opiSimo u kratkim crtama algoritam rada.
Prvo se spinski Hamiltonijan predstavlja u H. P. reprezentaciji, zatim se Hamiltonijan
usrednjava po koherentnim stanjima. Tim postupkom dobijamo usrednjen Hamiltonijan
u diskretnoj slici. Zatim je potrebno tako dobijeni Hamiltonijan napisati u kontinuumu.
Prilikom prelaska na kontinuum koriste se dva pravila:

(5.1)
a~~~ a

2 I _ / \ — 2 _ 2 1 •> | _
a

_ 21- ,- _ s

+paa x+-a2\a ^ (5.2)

gde je a-parametar niza.
Ocigledno smo se u razvoju zaustavili na clanu proporcionalnom a2, i u radu su uvek
odbacivani clanovi vi§eg reda po a, §to nece uvek biti napominjano. Pored toga u
razvoju H. P. reprezentacije smo se zaustavili na clanu proporcionalnom 1/S. U toj

aproksimaciji se i ovde zadrXavamo, odnosno odbacujemo clanove proporcionalne \/S2.
Na kraju se vr§i sumiranje po p, pri cemu p uzima vrednosti ±1. Kao rezultat te
operacije potiru se clanovi proporcionalni pa, a ispred ostalih clanova se pojavljuje
faktor 2.
Kao §to je receno u uvodu, dobijeni Hamiltonijan ce se koristiti za traXenje solitonskih
jednacina kretanja. U samom racunu ta cinjenica je uzeta u obzir prilikom izbora
granicnih uslova.
Izraz, koji dobijamo ovakvom procedurom, dalje se posmatra kao klasicna Hamiltonova

funkcija u kojoj su a i /' ha* kao konjugovane promenljive. Ovde se samo po sebi
potavlja pitanje odakle nam pravo da kvantni Hamiltonijan, koji smo usrednjavali
metodima kvantne statistike, na kraju posmatramo kao klasican izraz? Da bi dali
odgovor na ovo pitanje uocimo prvo da kvantne osobine Hamiltonijana poticu od toga
sto su u njemu spinovi tretirani kao kvantni operatori. Kao sto je poznato iz
elementarnih kurseva kvantne fizike, projekcija spina na izabranu osu ne mo2e imati
bilo koju vrednost vec samo celobrojne vrednosti mh. Tako je relativna promena
projekcije spina manja sto je spin veci. U granicnom slucaju, kada S -> QO , h —> 0,
(klasicni limes) promene projekcije spina moXemo posmatrati kao kontinuirane.
Naravno ovo ne predstavlja egzaktan odgovor na postavljeno pitanje ali u tim okvirima
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se mo2e traXiti odgovor. Ovde jo§ napomenimo da u klasicnom limesu velicina hS
ostaje konstantna, odnosno:

lim hS = Se (5.3)

Kompletan racun u ovom radu sproveden je u sistemu jedinica h - 1, zbog toga su
moguce pojave odredenih zabuna. Da bi to izbegli potrebno je dati par napomena o
dimenzijama uvedenih konstanti, tako imamo da je:

F F F
4> ".7 = 4, -/~4 (5-4)

' f t 2 f t 4 f t 2

Pa je dimenziono korektno ispisan Hamiltonijan, sa bezdimenzionim spinovima:

(5.5)

Konacno, predimo na konkretna izracunavanja.
Racunamo sa Hamiltonijanom:

H = HZ+HA+HE (5.6)

gde je:

(5.7)

(5.9)

Sada cemo redom usrednjavati clanove po koherentnim stanjima. Prvo prelazimo sa
spinskih na bozonske operatore u H.P. reprezentaciji:

S] =8-8+8, (5.11)
Ako sada ovaj izraz usrednjimo dobijamo:

(a\Sj a) = (a 8-8*8, a) = S- a/ (5.12)

u klasicnoj slici je:
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S* =

Ako zadnji izraz uporedimo sa izrazom (5.7) vidimo da je:

(5.13)

(5.14)

medutim u klasicnom limesu ocigledno je da koherentna amplituda a divergira. Zbog
toga prelazimo na novu velicinu koja nije divergentna, tako da izraz (5.7) dobija oblik:

a=
a

7s
tako da izraz (5.12) dobija oblik:

(a ft a) = s(l- a/)

pa je usrednjeni deo Hamiltonijana (5.7):

(«

(5.15)

(5.16)

(5-17)

predimo sa sume na integral na osnovu pravila (5.1), tada izraz (5.17) dobija oblik:

a
a

Ponovimo sada istu proceduru za izraz (5.8). Prvo usrednjimo S* i 5", :

Iskoristimo:

B+ B* \k(k-\}B+ B]

S" +~S 2

•k-\/a) =

1 ifl/2' 2k-] _

(5.18)

(5.19)

i=0' 4 /i !
/!--

(5.20)

1/2

tako dobijamo:

I V * <* ^ /, i-- I x =—x—Jl--x =
ax ax

1
1 4
4

' 1--.
2

(5.21)
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1
25 \J I 1

2,
U(*

>1*, * a; = -
3

1
25

«;

f1 11--
l 2

2 _

a.

2^a;.

Paje:

(a

(a

5y+

5;

a

a

) '

\

/ — ,
V2.5

V2.S

t

j

V

I

J1-

]1

2

i..
2

5
2

v «>

; «*

-

1

325

-

r

i
i ^

325

r

I

r

[ —

_ 2

•*

1 ~
f

2

2
f
* i

„ 2
a

7

1 _
1 1-- a

^
2

\

;

-

Ĵ .

1

\
j _

(5.23)

(5.24)

Tako da je:

(« ' *f+f ,+ S

.

Predimo sada

(a,

V

I
(

#

l i

ii —

1-

o ->

1

2 cu

32SC
1_

2

a,j
1 „ 2
- a,
2 7

"/J"
1__ |

]
^
2

1

[
> a

2

(«>

iy p
V 325 ( 1 _

J . . I
1 - «

2 J

2

/c oc\\ J

na kontinuum po pravilu (5.2), tako je:

p + aj+pa*) = 2\a

-«,

1
*

ry

+,

"*oc

2

*

= ('

j /

)/2

1

i i
1 T

6
2

2

-

i

2'
V

+pa a

1 .

^ 2 + I ^
1 2

r2--a2

<
/"Y"IfCW

1-

- 2
Z

X

a

'• 2

X

2

X

>

"J

-a
!5.

=

^

a
^.2

2

xc

1 - 2 4" , 1 -- a
2

J - a
2

2 (5.26)

\

;

-X

.
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a \--pa-
a

-—a
8 j _ l x ^ 32

1-

prilikom izvodenja zadnjeg izraza kori§cen je razvoj:

l + -x--x2
2 8

zatim imamo:

111 —2 a,i 1-1
I 2

l - 2 l
a --pa a ' -io'-f

32 ,_i

mnoXeci izraze (5.26) i (5.29) dobijamo:

(5.27)

(5.28)

(5.29)

H—a

a.

a

>+P

2 / - - 4

L ~ Al l - a )-a
V ;

.1 a — « I a
16

(5.30)

Dalje, zanemarujuci clan proporcionalan 152 moiemo pisati:

1--
aJ

325 r, i .

= !-•
1

325 325fl-l
I 2

Zatim, koristeci izraze (5.25) i:

dobijamo:

(5.31)

(5.32)
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1-

_ 2

1-
1

325 ( l
a.

= 1-
1 1

a

! + !«
_ |2 1

a f + -a'
- ! a 2 2

a
a

.— a
21

• + a2

a

.-i2 a

(5.33)

Ako sada pomnozimo izraze (5.33) i (5.30), zatim sumiramo p= ±1 i integralimo sa
granicnim uslovima:

a (±00) = a 2 (±oo)= . . .= (5.34)
dobijamo:

i -—I" I2
2|a|2-|a|4-a2|aJ2[l--|a|2|--a2(l«P)2 £

*' I 21 ' J 4 M L/ , l i - . 2

1 1
325V l

1
2

7~Y
A2}

-

4 ~ I4 ^1 ~ 6 2 - 2 / '/y | / I /V /? /V 1CC 1 ^Cc £ z C c r \f 1 •* \

, - 2 ~ 4 \~ia - a j + a ^a

1 .
., — c

A2 8
xl

. 4 ~ 2
ir + a i

1 - 2
1 a

2 J

Prilikom integracije koriscena je jednakost;

(5.35)

a
' • ) « . ' > 1 — 4\n— I

a r «
^^ = - f dc-i , - 2y i (. i« ]-^

:(»-!)/i _y«
+ n- p

a

Na osnovu izraza (5.16) mozemo pisati:

Ako sada iskoristimo izraz (5.2) imamo da je:

(5.36)

(5.37)
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a —a a (5.38)

Posle sumiranja po p i integracije dobijamo:

j+P
(5.39)

Ako saberemo izraze (5.35) i (5.39) i od njih odbijemo clan (l - A)^2, pri torn
primeniv§i klasicni limes objasnjen na pocetku ovog poglavlja, tako §to uvodimo:

Konacno dobijamo:

7 °°
(a //£|a} = \dx- 2 a\ -a2 a.\ —

I I *l l 0
a —a \\

3 _ 2
— a

I- a

+|a -

1 1
325" f \a

I 21

\

2 1
J

1

. _ |4 - ~ 6 2 - 2 / _ - 2 _ 4 \~ |2\  8A f Y \ fv i rr 1 ̂  rt rv l l o l / v 1 °4a| za a a, \za a ; + a \|a|z;

.

[4 ~ 2
a| + a + 1

1 - 2
a

JJ

Dalje imamo da je:
(5.40)

Paje:

'1-2
,5 .

«> =
(5.41)

(5.42)

Ako saberemoclanove HZ,HA,HE, dobijamokrajnjere§enjekojemo2emopodelitina
klasicni deo i kvantni deo, koji je posledica uracunavanja clana proporcionalnog 1/S u
razvoju H.P. reprezentacije:
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Hcl = -
a

-D(\a*-2af)-J 2\a a -a

i-3-
41 2(\- \2\ 4 f - < 0 - 2 1 2/|- 2\—a l a ) T + a ~2a —a la I -

4 V ' '*' i _ I a 2 V 2 Vl ^ J

a I2 (5.43)

. - - 2 / 1
/> O^ 1

"" " ' 325Y !.„
o 1

2Y
_ 4 ^ ~ 6 2 - 2 / o ~ 2

+a,2 I I -

1

2 ) 2 8
a

4 1 ~
+ |a

~ 2
a

2- i y
2

(5.44)

Bitno je naglasiti da ovaj izraz donekle koriguje formulu datu u ref. /7/ u delu koji se
odnosi na kvantne popravke, sto je veoma vazno, s obzirom da se planka uracunavanje
uticaja kvantnih efekata na jednacine kretanja solitona u Hajzenbergovom lancu.



Poglavlje 6.

Usrednjavanje bikvadratnog clana Hamiltonijana

Ovaj clan je izdavojen u posebno poglavlje iz razloga sto racun, sproveden prilikom
njegovog usrednjavanja, nosi teziste ovog rada. Sada cemo, samo u kratkim crtama
pokazati racun i navesti dobijene rezultate.
Koristeci izraz (5.6) i komutacione relacije spinskih operaratora lako se pokazuje da je:

4<'-
(6.1)

polazeci od izraza za S i S+ u H.P. reprezentaciji dobili smo da je:

<« a,
45,

(6.2)

tako imamo:

°j (6.3)

(a |̂ +; + S a = JL+[±_1
2 5 - 1 8 5 i

a,

1
a, a.

Zatim na osnovu izraza (5.11), (5.19) i (5.20) dobijamo:

+ a.J+P a.

(6.4)

a.

-1 \a,
2 ' ~J+P H- «.

dalje imamo:

(« a.

(6.5)

(6-6)



6. Usrednjavanje bikvadratnog £lana Hamiltonijana 34

"H^y-I

/|~ |2 ~ 2\ |2 „ 2 1

\ .| J+P 1 J\P 325

f

7 a,

1(-

2

i

2

-3

5,

V

~ I * ^ 2 ^ 4

y I1 aj+p > ' , y I1 |a7 j
) l'-i"-U 1

(a |57 +̂

(6.7)

a = -y+p

2-
325

-3

i-l a.

I- 2

-3

y+p 1-

(6.8)

a, a.y+p ay+p

~./+P (6.9)

Zbir izraza od (6.4) do (6.9) predstavlja usrednjeni bikvadratni clan Hamiltonijana u
diskretnoj slici. Medutim, zbog pojednostavljenja daljeg racuna. kojim cemo preci na
kontinuum, ovaj deo Hamiltonijana je bolje napisati u obliku 12 sabiraka koje cemo
sada navesti:

*,--^Sl2 r-1;,p
(6.10)

vJ54 (6.11)
j,P
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(6.12)

tt. (6.13)

= - vJS4 1-1 + 21-1
c I c• o V <J /

(6.14)

V+p (6.15)

(6.16)

(6.17)

j p

^o--1

_ 2

(6-19)

a. a, ";+p (6.20)

7a/-3

fl-Ia,
A 2 '

_ 4 2 „ 4
cc • / 2\ cc + —3a+ i 2\)

Sada je jo§ ostalo da se ovih 12 clanova napiSe u kontnuumu. Polazeci od izraza (5.2)
imamo:

(a(x+pa)} = a2 (6.22)
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paje:

a -4 (6.23)

Ako sada ovaj izraz uvrstimo u izraz (6.10) zatim predemo sa sume na integral, na
osnovu pravila (5.1), i sumiramo po p , pri tome koristeci izraz (5.36) dobijamo:

H, = - -4a2\a a. (6.24)

koristeci izraze (6.23) i (5.2) mo2emo pisati:

= 4

+a2\3a2 -8

§to posle integrcije i sumiranja po p daje:

(6.25)

a {4S
- \ d x 2 a - 4 a6 a 2-a* (6.26)

Koristeci ponovo izraze (6.23) i (5.2) istim postupkom se dobijaju i sledeca 3 clana u
koninuumu:

a (S
(6.27)

4a
a 4 / 1 ~ a (6.28)

da bi izracunali 6. clan koristimo razvoj:

(6.29)

aJ+P = a + pa -fta +- (i*:)
na osnovu kojega, gore opisanom procedurom dobijamo:

_ 2 - 2

(6.30)
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2vJS* 1
a \ 2

dx2 a (6.31)

(6.32)

(6.33)

- 2 - 4

—a I a'
) 16 1-1

2
a

(6.34)

2a -a

-a - i2a '(i-l|r^ l
16" (,_!

(6.35)

a
'7 .,4
— a
4

-a21 a
4 I «

a.
l l - ^ 1 2a| I a

, 6 / l ~

16 f^.1!-!2

Zatim, koristeci razvoj:

(6.36)
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dobijamo:
(6.37)

1-1
2 "j+p 1- a

\+pa-
a

1 -|2
— a
2 '

3^

4'
(i-:)

Zatim, koristeci (5.2) imamo:

-3 aJ+P

(6.38)

+-a2|a 6« -13a +7 -

mnozeci zadnji izraz sa izrazom (5.30) dobijamo:

(6.39)

+pa a fx(-9\a f + 38 a f - 50|a 4 + 21 a 2) - -a2(|a a - 122 a + 1 1 1a - 28J+

-Ia2|a|2 (-9a" + 38a"-50a>21|a
2

* 2 H a J fa : 1
16 , 1 | - | 2 V

a +7

(6.40)
ako sada sve ovo pomnozimo sa izrazom (6.38) zatim integralimo i sumiramo po p
dobijamo:

+ , ~ai+p -3 «;>P

1-1 a , 2
(.-«/)=

2 j— ax
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( la2) '
-27 a 4 +14 a 2)- —a2 / J21 a 8 - 146|a 6 + 361 a 4 - 328 a 2 + 56)

' 16 , l i ~ 2 V ' '

slicnim postupkom dobijamo i:

(6-41)

1 ~ 2 -3

2 f .
= — )dx -,- |10 , , | -8 _ _ ~ 6 , . . ~ | 4 l-3a| +16|a -27a +14 a| --a a

-27 a 4 + 14 a 2) - —a2 ^-—(21 a 8 - 146|a 6 + 361 a 4 - 328 a 2 + 56) 1 (6.42)
16 1-V

21 J
Vidimo da su zadnja dva clana ista u kontinuumu, sto je i logicno, jer usrednjena slika
oko bilo koja dva cvora mora biti ista. Medutim, usrednjavanje izraza (6.41) je mnogo
koplikovanije nego izraza (6.42), pa stoga je bitno napomenuti da se racun moze znatno
uprostiti, ako se pre prelaska na kontinuum izvrSi translacija za jedan cvor.
Sabirajuci zadnja dva izraza dobijamo i 12. clan bikvadratnog dela Hamiltonijana:

-
//12 =12

12 8a S
,

dx
1-

+16«-27a
(la 2 ) '

_J_Q2 \\J /21 8 _146|a 6 + 361 ~a 4 _328 ~a 2 +56j

16 , 1|- 2 V ' ;

(6.43)
Ako saberemo sve clanove koje smo izracunali, konacno i ceo bikvadratni clan mozemo
napisati u kontinuumu:
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(a\HB\a) = -^—]dxa j

+\a
- 2

a 'A +

a
45 45 S 4 4

1 1-A
2 2

37 69 A 2 A2 ,. 2( 3 19 A
+ A A + a — + —A

325 325 5 ' I 8 8

+ lflZ_l^A + 4A2Y|+ari--—A+-A2+-|-- + -A--A2
5 V 6 4 64 JJ

4i 1 25 . 13 A2 If 5 21 . 5
A + — A 2 + — + — A--.

16 16 2 S{ 16 16 2

+|ar|-A-3A2+-[—- —A + -A211+ aff- — A + -A2 |+— M^—
1 ' I 2 51,64 64 2 JJ ' ^ 16 2 ) 325, 1 - ft

V X I (£

2 '
(6.44)

Medutim, korisnije je zadnji izraz napisati iz dva dela, od kojih ce prvi deo biti klasicni
a drugi kvantna popravka. Takode, ta dva dela cemo podeliti na izotropne i anizotropne
delove i preci na klasican limes:

lim yJs4 = v'c

Tako dobijamo:

a2 ax
,/ _

) _]_ o I rvT -a \\U
4 Vi

2)!
A

! I

1-^a 2
V 2 J

(6.45)



6. Usrednjavanje bikvadratnog clana Hanultonijana 41

. ~ 2 ,» - |4 2 ~ |2/ „ F ~ 2 , i l ~ |4-4a +2a\a ax\(-2 + 5a -4|a|

+a2 M X y
f

1 - 4 - 2 5a t /v1 Cc
4 4

^

vJctf<4a -6a +4

1
4

a

1
I
2

6 _ c

/•L

t

1t

g

\

/

+ 2a2(|5 :)2(i-i«rr

(6.46)

(6.47)

w-j I

i-i
2

af
'2kP a a

1 1

+a (1*0" 3 . ,2 1 3
16

1
2 32 1

1
2

a 2 16 f

2
a •y i |-1-- a

21

(6.48)

1 - 2 1 - 6
+ —

2 1-
- |2
a

a _i
_ |4
a + —

1 1

15 _ 2 3 3 1

16 ~ ' 2 ' 3 2 , 1 . 2 ' 16^ 1 .12V 32^, 1 - 2V
(6.49)

- ~ A2 ,l-

1-

a

I -*• '•"'I

V 2 '

2) 2f l - |a |

1- a

(6.50)



6. Usrednjavanje bikvadratnog £lana Hamiltonijana 42

Ovde bismo mogli zavrSiti. Medutim, radi sticanja potpunije slike o ovom radu treba
naglasiti da najviSe uloXenog rada stoji iza zadnja dva poglavlja, sto se na prvi pogled ne
vidi, u kojima je sproveden konkretan racun.
U toku rada, kao Sto je napomenuto u uvodu, uocene su greske u nekim ranijim
radovima /6/ i /?/, koji su se bavili istom problematikom. Nasa sigurnost, u pogledu
tacnosti navedenih rezultata police otuda sto su iste rezultate dobili i prof.dr.Darko
Kapor (mentor) i prof.dr.Stanoje Stojanovic, nezavisno jedan od drugoga. Rad /6/je bio
prvi rad posvecen ovoj problematici. Autori su razvijali H.P. reprezentaciju do osmog
reda po boze operatorima, i onda pretpostavili da postoji odredena veza izmedu

dimenzije solitona i velicine -Js. Na taj nacin, polazeci od razlicitih oblika ove
zavisnosti, mogu se od istog Hamiltonijana dobiti potpuno razlicite jednacine kretanja.
SuStina greSke je u tome §to nisu uocili da se fizicki merljive velicine zadaju ne sa a,

vec sa a koje u sebe "apsorbuje" -fs, tako da ove zavisnosti ustvari nema. Zbog toga
je bilo veoma vaXno napisati korektan Hamiltonijan koji ce poslu^iti kao osnova za
dalje racune.
Konacnu rec o vrednosti ovog rada treba prepustiti onima koji ce se dalje koristiti ovim
Hamiltonijanom, mada je vec sada jasno da ce biti neophodno izvr§iti jo§ niz
aproksimacija na njemu da bi se mogli dobiti upotrebljivi rezultati.
Napomenimo i to da su ovi rezultati prezentovani na XIV jugoslovenskom simpozijumu
o f.k.m. /13/, u Vrnjackoj Banji, septembra 1993.
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