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Sazetak

Pored ve¢ dobro utvrdenih ¢injenica vezanih za Frenkel-Kontorova model, Farejeve nizove i
Kantorovu funkciju, u ovom radu su prikazani rezultati dosadasnjih istrazivanja i istrazivanja
sprovedenih u toku izrade ovog rada na temu odziva samerljivog Frenkel-Kontorova modela na
dejstvo kombinacije delovanja jednoli¢ne i naizmenic¢ne sile. Ispitivan je generalizovan samerljiv
Frenkel-Kontorova model sa asimetri¢cnim deformacionim substratnim potencijalom pri tri ra-
zli¢ite vrednosti deformacionog parametra. Posebna paznja je posvetena nacinu pojave i rel-
ativnim veli¢inama subharmonijskih Sapiro stepenika izmedu prvog i drugog harmonijskog
Sapiro stepenika, kao i ispitivanju potpunosti davoljeg stepenista izmedu prvog i drugog har-
monijskog Sapiro stepenika. Prikazane su zavisnosti Sirine odabranih subharmonijskih Sapiro
stepenika, njihov broj i njihova lokacija u zavisnosti od promene parametara amplitude naiz-
menicne sile, deformacionog parametra i amplitude ravnomerne sile. Takode je pokazano da
odzivna funkcija srednje brzine Cestica pri odredenim vrednostima parametra sistema moze
obrazovati potpuno davolje stepeniste.



Dissipative dynamics of commensurate Frenkel-Kontorova
model under the influence of external forces

Abstract

Besides presenting some of the well established facts on Frenkel-Kontorova model, Farey
sequences and Cantor function, this Master thesis presents the results of some previously
published research papers and the research conducted in the making of this thesis on the subject
of Frenkel-Kontorova model under the influence of the combination of dc and ac forces. We have
examined the behavior of generalized Frenkel-Kontorova model with asymmetric deformable
substrate potential for three values of deformation parameter. The main goal of research
presented in this paper is the appearance and relative sizes of subharmonic Shapiro steps which
are present between the first and second harmonic Shapiro step, as well as the appearance of
complete Devil’s staircase in this range. This thesis presents the dependence of subharmonic
Shapiro steps’ widths, their number and their location on the value of deformation parameter,
amplitude of the oscillatory force and the amplitude of the uniform force. It is shown that the
function of averaged particles’ velocities can form a complete Devil’s staircase under certain
system parameters.
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Uvod

Frenkel-Kontorova model opisuje jednodimenzioni nelinearni fizicki sistem sa prisutnom frus-
tracijom koja je posledica takmicenja, u opstem slucaju, dve razli¢ite konfiguracije osnovnog
stanja od kojih jedna predstavlja minimum energije Cestica smestenih u substratni potencijal
dok druga odgovara minimumu energije ¢estica sa harmonijskom interakcijom izmedu prvih
suseda. Sama furstracija i diskretnost konfiguracije izuzetno otezava traZzenje minimuma en-
ergije konfiguracije i nije ga moguce analiticki pronaci veé¢ se pribegava numerickim metodama.

Dejstvo ravnomerne sile izaziva kretanje cele konfiguracije dok u kombinaciji sa naiz-
menic¢noim silom dolazi do efekata sinhronizacije koji se ocrtava kao niz platoa u odzivnoj
funkciji srednje brzine Cestica. Efekat sinhronizacije frevkencija sopstvenih oscilacija Cestica i
frekvencije spoljsnje naizmenicne sile prisutan je u ne malom broju jednodimenzionih i dvodi-
menzionih fizickih sistema sa slicnom postavkom. U prethodnih tridesetak godina ispitivan je
efekat sinhronizacije koji se, izmedu ostalog, javlja prilikom propagacije talasa gustine elek-
tricnog naboja i talasa gustine spina [[I] - [8]], u DZozefsonim spojevima i nizovima DzZozef-
sonovih spojeva ozracenih spoljasnjim naizmeni¢nim zrac¢enjem |[[9]-[13]] i u superprovodnim
nanozicama [[14] - [15]]. U svim ovim sistemima dolazi do pojave Sapiro stepenika.

Frenkel-Kontorova model kao jedan od najjednostavnijih modela u kom dolazi do pojave
Sapiro stepenika sluzi kao odli¢na osnova ispitivanju realnih sistema i teorijski zahtevnijih mod-
ela. Rezultati ostvareni na Frenkel-Kontorova modelu po dejstvom ravnomernih i naizmeni¢nih
spoljasnjih sila umnogome li¢e na rezultate dobijene u spomenutim sistemima i svi zakljucci
doneseni prilikom ispitivanja Frenkel-Kontorova modela mogu se, direktno ili posredno, pri-
meniti na komplikovanije sisteme.

Ovaj rad je podeljen na tri konceptualne celine. Prva celina se odnosi na prezentovanje
opste poznatih karakteristika Frenkel-kontorova modela u glavi[I]i[2]i Farejevih nizova u glavi
Druga celina se sastoji od glave [3]i opisuje rezultate dosadasnjih istrazivanja na temu pojave
subharmonijskih éapiro stepenika pod dejstvom ravnomerne i naizmeni¢ne sile na samerljivi
Frenkel-Kontorova model. Tre¢a celina predstavlja originalne rezultate istrazivanja sprove-
denog u izradi ovog rada i saastoji se od glave |5 u kojoj je ispitivana priroda subharmonijskih
rezonanci i glave [ u kojoj je ispitivana potpunost davoljeg stepenista.

Postavka Frenkel-Kontorova modela bi¢e opisana u glavi [1| gde ¢e se uvesti Lagranzijan i
Hamiltonijan sistema iz kojih se moze pronaéi apsolutno mirujuéa konfiguracija. UveSce se
pojam srednjeg rastojanja izmedu Cestica i uz pomo¢ dve teoreme ¢e se dokazati postojanje
samerljive konfiguracije. Pokazane karakteristike osnovnog stanja samerljive konfiguracije ko-
risti¢e se u obliku transformacija simetrije u narednim glavama.

Mirujuéi Frenkel-Kontorova model se pokreée delovanjem ravnomerne sile na nacin koji
¢e biti opisan u glavi [2l Pokazace se prelaz sistema iz mirujuceg stanja u stanje kolektivnog
kretanja u sluc¢aju jednocesticnog i viseCesticnog modela. Kriti¢na vrednost ravnomerne sile
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koja indukuje kolektivno kretanje konfiguracije Frenkel-Kontorova modela igrac¢e bitnu ulogu
u odredivanju svojstva dinamike i pod dejstvom dodatnih sila.

Glava [3] ¢e uvesti efekte dejstva naizmenicne sile u kombinaciji sa ravnomernom silom
na samerljivi Frenkel-Kontorova model od kojih ¢e se posebna paznja posvetiti pojavi efekta
sinhronizacije u obliku harmonijskih i subharmonijskih rezonanci nazvanih Sapiro stepenicima.
Pokazace se rezultati predasnjih istrazivanja oblika i funkcionalnih zavisnosti harmonijskih
Sapiro stepenika od promene intenziteta ravnomerne i naizmenic¢ne sile kao i od deformacije
substratnog potencijala. Predstavi¢e se metoda izracunavanja maksimalnog Ljapunovljevog
eksponenta koja je pokazala da u posmatranom sistemu ne dolazi do pojave haoti¢nog kretanja i
da se uz pomo¢ ove metode mogu primetiti éapiro stepenici. Uvesce se asimetri¢ni deformacioni
substratni potencijal zbog jasnije izrazenosti subharmonijskih rezonanci u ovakvoj postavci
Frenkel-Kontorova modela. U ovoj glavi se naslucuje distribucija Sirina Sapiro stepenika koja
prati Farejevu konstrukeciju.

Pojava Farejeve konstrukcije kao zakonitost po kojoj se javljaju subharmonijski Sapiro ste-
penici iziskivala je pruzanje paznje Farejevim nizovima u glavi 4| pre nastavka istrazivanja
subharmonijskih Sapiro stepenika. Pokazace se neke klju¢ne osobine Farejevih nizova i meha-
nizmi prelazaka iz nizih u vise Farejeve nizove. Takode ¢e se pokazati i rezultat nesputavane
Farejeve konstrukcije koja dovodi do stvaranja Stern-Brokot drveta koje ¢e imati izuzetno bitnu
ulogu u budué¢im razmatranjima, kao i primenjivost Farejeve konstrukcije prilikom stvaranja
skupa svih racionalnih brojeva.

Glava |5 ¢e pokazati originalne rezultate detaljnog ispitivanja subharmonijskih éapiro ste-
penika koji se javljaju izmedu prvog i drugog harmonijskog stepenika pod dejstvom kombinacije
ravnomerne i naizmenic¢ne sile. Cela analiza sprovedena u ovoj glavi odnosi¢e se na Frenkel-
Kontorova model pod odredenim skupom parametara od kojih ¢e neki biti fiksirani dok ¢e se
drugi menjati diskretno ili skoro kontinualno. Donece se zakljuc¢ci vezani za nacin pojave sub-
harmonijskih gapiro stepenika, pokazace se njihova lokacija u odzivnoj funkciji srednje brzine
Cestica i ispitace se ukupan broj subharmonijskih Sapiro stepenika koji se javljaju u posmatra-
nom opsegu.

Doneti zakljucci i rezultati o subharmonijskim Sapiro stepenicima bice generalizovani u
glavi[f] uvodenjem Kantorove funkcije i davoljeg stepenista pomocu kojih ¢e se pokazati pri kom
skupu parametara sistema srednja brzina ¢estica moze da obrazuje potpuno davolje stepeniste,
odnosno koji ¢e parametri sistema obezbediti pojavu svih subharmonijskih stepenika. Takva
analiza omogucena je ispitivanjem Minkovski-Bulgan fraktalne dimenzije funkcije srednje brzine
Cestica od amplitude ravnomerne sile pri fiksiranim ostalim parametrima sistema. Pokazace se
da se u Frenkel-Kontorova sistemu ispitivanom u ovom radu mogu pojaviti dve razli¢ite vrste
potpunog davoljeg stepenista.

Na posletku prilog [A] opisa¢e osnovne postavke programa za analizu koriStenog u svim
analizama istrazivanja sprovedenog u izradi ovog rada.
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Frenkel-Kontorova model

Frenkel-Kontorova model (FK model) opisuje jednodimenzioni lanac ¢estica smesten u spol-
jasnji potencijal [16].

Frenkel-Kontorova model je prost mehanicki model koji ilustruje pojam frustracije. Frus-
tracija u FK modelu se sastoji u takmic¢enju dve vrste interakcija [I7]: meducesti¢nong poten-
cijala izmedu najblizih suseda koji tezi da se ¢estice rasporedi ekvidistantno sa medusobnim
razmakom ag, i spoljasnjeg potencijala koji tezi da rasporedi Cestice ekvidistantno u minimume
sa medusobnim razmakom od as.

Na slici je prikazana uproséena Sema Frenkel-Kontorova modela. Oznacene su sve
relevante veli¢ine Cije vrednosti definiSu ponaSanje sistema.

Efekat frustracije proizvodi bogata dinamicka svojstva prostog mehanickog modela kao sto
je Frenkel-Kontorova model [I7]. Upravo zbog ispitivanja efekata frustracije, model je prvobitno
spomenut od strane dva nezavisna autora Prandl [I8] i Delindzer [19] 1928. i 1929. godine.
Kasnije su model zajedno razvili Frenkel i Kontorova [20] iz istog razloga, 1938. godine.

-<— a0—> g

Slika 1.1: Uproséena Sema Frenkel-Kontorova modela kao jednodimenzonog lanca ¢estica
smestenih u spoljasnji potencijal. Slika preuzeta iz [17]

Dinamicka svojstva FK modela se opisuju koristeé¢i ukupni i pojedina¢ni Lagranzijan ili
Hamiltonijan sistema u koji ulaze doprinosi obe vrste ponecijala.

Harmonijski deo potencijalne energije j-te Cestica lanca se sastoji od doprinosa harmonijske
interakcije j-te Cestice sa dve susedne Cestice:

g (Uj+1 —Uj — a0)2 1 g (Uj —Uj—1 — @0)2 (1-1)

3
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U jednacini polozaji Cestica u lancu su predstavljeni sa u;, dok je uj;1 — u; razdaljina
izmedu dve susedne cestice. RavnoteZzno rastojanje Cestica je oznaceno sa ag Sto predstavlja
rastojanje izmedu Cestica u odsustvu spoljasnjeg potencijala. Elaslticna konstanta harmonijske
interakcije najblizih suseda predstavljena je sa g.

Ukupan doprinos potencijalnoj energiji harmonijskih interakcija svih N Cestica je:

Ui =5 3 (41— uj = )’ (12)
j

Svaka od Cestica lanca takode oseti i spoljasnji potencijal koji je periodi¢an sa periodom a
i ¢iji maksimalni intenzitet, odnosno visina potencijalne barijere, iznosi # U standardnom
FK modelu su sve ¢estice izloZzene istoj vrsti spoljasnjeg potencijala sto podrazumeva da poten-
cijalna energija cestice koja potic¢e od spoljasnjeg potencijala zavisi samo od trenutne pozicije
date Cestice. Stoga je zbirni doprinos potencijalnoj energiji celog lanca koji potic¢e od spoljasn-
jeg potencijala jednak zbiru pojedinaac¢nih doprinosa potencijala svake ¢estice u spoljasnjem

potencijalu:

Usib = G378 Z { <2m])} (1.3)

S

Spoljasnji potencijal Usub se naziva substratnim potencijalom zbog fizickih problema u ko-
jima je FK model ostvariv.
Ukupna potencijalna energija celog sistema je napokon:

U= Uint + Usub (14)

Ukupna kineticka energija je zbir kinetickih energija svake cestice:

T:%Z (%)2 (1.5)

J

Poznavajuéi ukupnu potencijalnu i kineticku energiju, Lagranzijan sistema se konstruise

kao:
L- Z {"; (duﬂ) % {1 ~ cos (27;“3)} 9 (gir —a0)2} (1.6)

Standardni FK model nema spoljasnjih sila i stoga su jednacine kretanja:

Kada je period substratnog potencijala a, = 1, Hamiltonijan sistema postaje:

H= Z {n; (duj) + (2[;)2 [1— cos (2mu)] + 5 (g1 — 1y aO)Z} -

Jednaé¢ina kretanja bilo koje estice se dobija koris¢éenjem izraza |(1.7);

d2u K
dt; + % sin (27Tu]') — g (ujﬂ + Uj—1 — QUJ) =0 (19)
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1.1 Osnovno stanje

Stacionarno stanje konfiguracije ¢estica zadovoljava jednacinu tako da da nema ubrzanja
2

Cestica, odnosno % = 0 za svaku Cesticu. Jednacine kretanja cCestica se tada svode na:
K .
Ujs1 = 2uj + g sin (27u;) — ujq (1.10)

Sistem od N — 2 jednadina (ako se primene cikli¢ni grani¢ni uslovi tada ima N — 1
jednacina) je zadovoljen kada se svih N ¢Cestica lanca nalaze u polozajima koji odgovaraju
stacionarnom reSenju. Ovaj sistem se moze resiti iterativno ako se poznaju ili pretpostave
polozaji prve dve cestice ug i u;. Tada se polozaj svake sledece cestice odreduje jednac¢inom
(1.10)]

[terativno resavanje jednacina stacionarnog stanja se vrsi uzastopnim primenjivanjem ne-
linearne transformacije T [21] pocevsi sa primenom na koordinate wug i u; :

Uj Uj—1 Uy

Kada je {u;} resenje tada je {u; + 1} takode reSenje stacionarnog stanja. Zbog
periodi;nosti resenja preslikavanje T se moze presaviti na cilindar dimenzija [0, 1] x [0, 1] defin-
isanjem novog skupa koordinata:

0; = u; mod 1 (1.12)
Pj = Uj —Uj-1 (1].3)

Uz pomo¢ novih koordinata, iteraciono resenje se nalazi transformaciom 7, [22] :
K .
|:pj+1} — T [Pg} _ {pj T 5qg SIN (278;) (1.14)
01 0; (Pj41 4 6;) mod 1
Determinanta Jakobijana transformacije T, je jednaka:

_ Opj+100j41  Opjs1 0641 _ (1.15)

/ dp; 98;  90; Op;

Stoga je nelinearno preslikavanje 7, ujedno i preslikavanje koja ne menja apsolutne veli¢ine
povrsina originala i slike [23].

Na slici su prikazana preslikavanja T, za Cetiri razlicite vrednosti parametra K. Posma-
trane su putanje pet razlic¢itih parova pocetnih koordinata ug i u;. Tacke M; i My predstavljaju
koordinate ug i u1 koje se razlikuju za period substratnog potencijala 1 a da pritom nijedna od
koordinata nije jednaka 0 ni n € Z. Kada se za pocetne koordinate Cestica izaberu ekstremi
substratnog potencija (tacka M;y na slici) tada transformacija T, ne proizvodi putanju veé sve
iteracije zbog presavijanja celog preslikavanja na cilindar daju resenje sa koordinatama samih
pocetnih Cestica i putanja je predstavljena tackom. Pocetne koordinate predstavljene tackama
Ms i M, su izabrane proizvoljno.

Pri najmanjoj vrednosti amplitude substratnog potencijala K = 0.25 putanje svih pocetnih
koordinata leze na glatkim linijama. Putanje tacki M; i M, su elipse jer sve Cestice pri takvom



GLAVA 1. FRENKEL-KONTOROVA MODEL 6

-
| =
| 0o

e

Slika 1.2: Mapa transformacije T, na kojoj su prikazane trajektorije pet razlicitih parova
pocetnih pozicija Cestica ug i uy pri g = 1. Cetiri slike odgovaraju putanjama istih parova
pocetnih Cestica pri razlic¢itim vrednostima amplitude substratnog potencijala K.

izboru imaju medusobno rastojanje jednako 1. Glatka putanja pocetne tacke potvrduje da je
za takve pocetne uslove, kojim odgovara data pocetna tacka, moguce stacionarno stanje. Pri
malim vrednostima K bilo koji izbor poc¢etnih uslova moze da stvori stacionarnu konfiguraciju.

Povec¢anjem amplitude substratnog potencijala na standardnom preslikavanju sa slike
pocinju da se javljaju putanje koje ne mogu da se smatraju glatkim linijama veé¢ predstavljaju
haoti¢ne regije. Dati pocetni uslovi kojim odgovara putanja koja nije glatka linija ne mogu da
stvaraju stacionarnu konfiguraciju. Pri vrednostima K = 0.5 1 K = 1 postoji izbor pocetnih
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koordinata koji iterativno stvara stacionarnu konfiguraciju. Daljim povecanjem K skup pocet-
nih koordinata Cestica koje mogu da obrazuju stacionarnu konfiguraciju se drasti¢no smanjuje.
Pri vrednostima K >> 2 mogudi izbor pocetnih koordinata koje zadovoljavaju jednacinu
se svodi samo na tacku koja odgovara ekstremima substratnog potencijala.

Slika pokazuje da se pri odredenim vrednostima amplitude substratnog potencijala svi
proizvoljno izabrani pocetni polozaji ¢estica ne mogu smatrati ekvivalentim jer ée neki od
njih nakon primene preslikavanja T, proizvesti stacionarnu, dok ée drugi stvarati haoticnu
konfiguraciju.

[teraciono preslikavanje se moze proizvesti i za razli¢ite vrste substratnog potencijala [24]
stvaranjem odgovarajuce transformacije Tq iz jendacina kretanja stvorenih izrazom .

Stacionarne konfiguracije koje se otkrivaju pomocu preslikavanja T, imaju manju energiju
od konfiguracija u stanju kretanja posto je doprinos kineticke enerije [(1.5) strogo pozitivan.
Dakle, trazenje konfiguracije sa apsolutnim minimumom energije pocinje sa otkrivanjem sta-
bilnih konfiguracija.

Konfiguracija sa apsolutnim minimumom energije se definise kao konfiguracija kojoj pri
konac¢noj promeni koordinata odredenog dela konfiguracije ukupna energija raste:

N

Z [H] (un + (Snaunfl + 5nfl) - Hj (una unfl)] > 0 (116)
J=N'

Kona¢na promena koordinata segmenta konfiguracije je 6, = 0 zan < N'in > N dok su
N’ < N proizvoljno izabrane Cestice za koje vazi 6,, # 0.

U slucaju beskonac¢nog lanca, Hamiltonijan oblika je nepogodan za pronalazak energije
sistema jer predstavljen beskona¢nom sumom. Medutim, iz njega se moze pronaci srednja
energija po Cestici lanca kao [16]:

1 N-1
— H, 117
©T e N— M J;; J 4D

gde je H; energija proizvoljne Cestice jednaka izrazu pod sumom ukupnog Hamoltonijana .
Na sli¢can nacin se definiSe srednje rastojanje w izmedu cestica E| u beskona¢nom lancu [16]:

(1.18)

1i Uy — Up
w={up—w) = MmN

Prema [25] svako stanje sa minimumom energije ima dobro definisanu srednju energiju
po Cestici . Takode, svaka konfiguracija sa minimumom energije ima definisano srednje
rastojanje Cestica [(1.18)]

Parametar w moze biti racionalan broj w = § i tada je FK model samerljiv jer se konac¢an
broj ¢estica moZze smestiti u konacan broj substratnih jama. Parametar w takode moze biti
iracionalan broj i tada je FK model nesamerljiv. Nesamerljive vrednosti w se ispituju trazeci
najbolju aproksimaciju iracionalnog broja racionalnim.

U svim diskusijama koje slede posmatra se samerljivi FK model, tj FK model sa racionalnom
vrednosti w.

lwinding number
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1.2 Samerljiva konfiguracija

Teorema 1. [25] Ako je 5= racionalan broj 5= = =, gde su v i s nesvodljivi celi brojevi, tada

postoji osnovno stanje koje je okarakterisano vazZenjem sledece relacije:
Upys = Up + 2ar (1.19)

Dokaz teoreme 1. Konacan lanac sa ks Cestica koji ima duzinu ug, — ug = 2kra, gde je uys
poslednja cestica u lancu a 2a period substratnog potencijala, ima konfiguraciju osnovnog
stanja opisanu polozajima Cestica:

ko ok k ko_ ok
UGy ULy v oy Upg_ 1, Ups = Uy + 2kTa (1.20)

Izabrana konfiguracija osnovnog stanja predstavlja absolutni minimum funkcije Hy od ks ar-

gumenata zf o ... ak | af = af + 2kra :
n=ks—1
Hy= > H(xp, ) (1.21)
n=0

Sada se moze napraviti konfiguracija {u,} za svako n tako §to ¢e se konfiguracija trans-
formisati u:

Uy = ul; + 2akpr (1.22)
U gornjoj jednacini broj n je predstavljen kao:
n=p(ks) +q (1.23)

gde je ceo broj p rezultat celobrojnog deljenja Int (%), a ceo broj q ostatak celobrojnog del-
jenja Int (%), 0 < ¢ < ks. Primetno je da je konfiguracija definisana |(1.22)| identi¢na sa
konfiguracijom ako broj m ne prelazi broj ks. U suprotnom su ove dve konfiguracije
samo translatorno pomerene.

Dokaz tvrdnje se moze izvrsiti pretpostavkom da je tvrdnja netacna:

Upys > Up + 207 (1.24)
Sada se moze definisati translirana konfiguracija:
Up = Upys — 2ar (1.25)

za koju vazi da je v, > u,, a samim tim i da je v, s > U, ips. Poslednja nejednakost se moze
napisati i kao:

U, > Uy, (1.26)

Gornja nejednacina vazi za svako m za koje je n < m < n + ks medutim, prema jendacini

(1.23)], nejednakost |(1.26)| je ispunjena i za svako m.
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Nejednakost |(1.26)| se sada moze predstaviti rekurzivnim nejednacinama:

Up < Vp = Upys — 201 < Upyg — 2ar =

= Upyos — dar < Vpyos — dar =

= Upt(h—1)s — 20(k — 1)1 < Upph—1)s — 2a(k — 1)1 =
= Upyps — 20kT (1.27)

Krajnji rezultat rekurzivnih nejednacina |[(1.27)[ jeste da je :
Up < Upigs — 20kr (1.28)

Ova nejednakost povezuje pocetnu i krajnju Cesticu lanca jer im se indeksi razlikuju za
ukupan broj cCestica ks. Gornja nejednakost je u direktnoj suprotnosti sa postavkom konac¢nog
lanca sa jasno definisanim polozajima krajnjih cestica kakva je postavka u jednacini .
Dakle, pokazano je da je pretpostavka nemoguca i time je dokazana jednacina . m

Relacija w15 = u, + 2ar vazi za dva proizvoljna nesvodljiva broja r i s i time predstavlja
svojstvo konfiguracije osnovnog stanja da je rekurentno i periodi¢no. Ceo broj s je broj ¢es-
tica koje pripadaju elementarnoj celini koja se periodi¢no ponavlja duz lanca dok ceo broj r
predstavlja broj perioda substratnog potencijala koji zauzima elementarna celina.

Posto je konfiguracija koja predstavlja absolutni minimum energije Hy periodi¢na, energija
konfiguracije se moze predstaviti kao umnozak energije elementa lanca koji se ponavlja i broja
ponavljanja k:

H, =kH, (1.29)
gde je Hy energija osnovnog elementa lanca koji se ponavlja:
p+s—1
Hy= > H(up,u, 1) (1.30)
n=p

Svaka konfiguracija osnovnog stanja koja sadrzi vise od jedne elementarne celije, £ > 1 se
ostvaruje ponavljanjem elementarne ¢elije k& puta na osnovu obrasca dok je energija
takve konfiguracije data jednac¢inom .

Velika pogodnost teoreme 1 lezi u tome da dozvoljava svodenje beskona¢nog i mnogocesti¢nog
sistema na lanac sa konac¢nim brojem substratnih jama i Cestica uz odrzavanje svih bitnih
karakteristika beskona¢nog sistema.

Teorema 2. [25] Za bilo koje dve cestice samerljive konfiguracije vazi:

w| < 2a (1.31)
n—m

Up — Um ‘

Dokaz teoreme 2. Za proizvoljna dva broja p i ¢ vazi jedna od tri nejednakosti:

Upyp + 209 > Uy,
Unyp + 2aq < up
Untp + 209 = Uy, (1.32)
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Nejednakosti se svode na tri moguénosti za proizvoljni broj ¢:

Un4p — Un
—_— <
2a 1

un+p — Un
2a

Un+p — Up
_— = 1.33
2a 1 ( )

Sva tri uslova se mogu objediniti u jedinstven uslov da veli¢ina o,:

o, = Int (W) (1.34)

>q

ne zavisi od n. MozZe se definisati i promenljiva 0,4, znajuci da je Upqpiq = Untp + Untpq — Un:

Gpiq = Int ( Untp ¥ 7“‘27;“ — 2“") (1.35)
Koriste¢i nejednakost
Int(z) + Int(y) < Int(z +y) < Int(z) + Int(y) + 1 (1.36)
Dobijaju se dve nejednakosti:
Oprqgt1<o,+1+0,+1
Opiq = Op+ 0y (1.37)

Kada se pusti da broj p ide u beskon¢nost posmatra se desni deo lanca od Cestice u,, za kojivazi:

1 n - Wnp . 1 n - Unp 1
W _ 1m<_> < hm_(m (_)+1) _ %t (1.38)

p—oo P 2a P

A kada se broj p pusti da ide u negativnu beskonénost (posmatra se levi deo lanca od Cestice
u,,) tada vazi:

L O T e L1 W I A et AR Y (1.39)
2a  po-ocop 2a p——00 P 2a P
Kombinujuci dve nejednakosti dobija se:
o< <o, +1 (1.40)
2a
Sto se, koristec¢i osobine celobrojnog deljenja, moze zapisati kao:
w Un4p — Un
—1<p——|—— | <1 1.41
p2a ( 2a > ( )
Konac¢no:
Untp — Un _ w‘ <2 (1.42)
p p

Sto potvrduje pretpostavku i pritom dodaje jo§ veéu preciznost polozaja Cestica.
Dokazivanjem teoreme 2 pokazana je jos jedna osobina koja potvrduje periodi¢nost konfig-
uracije osnovnog stanja i predstavlja jednaku popunjenost svih ¢elija. O]
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Teoreme 1 i 2 pokazuju da kada je beskona¢ni limit jednak nekom racionalnom broju
tada postoji samerljivo osnovno stanje. Takode je pokazano da se takvo samerljivo stanje
sastoji od elementarnih ¢elija koje se periodi¢no ponavljaju. Dakle, parametar kojim se moze
opisati osnovno stanje sistema je srednje rastojanje izmedu Cestica:

r2a
W= — (1.43)
s
gde su r i s dva cela nesvodljiva broja i 2a je period substratnog potencijala. Ovakva
definicija parametra w se tumaci kao broj Cestica s koji se nalazi u elementarnoj ¢eliji duzine
r2a.



Glava 2

Dejstvo ravnomerne sile na samerljivi FK
model

Frenkel Kontorova model pokazuje izuzetno bogato ponasanje kada se nalazi u stanju kretanja.
U ovom odeljku ée biti pokazane neke klju¢ne osobine dejstva ravnomerne sile F' na proizvoljnu
konfiguraciju FK modela. Ukupna sila koja deluje na svaku od ¢estica u lancu prilikom dejstva
spoljasnje sile je:

Puj | pdu;
dt? dt
Kada je disipativni koeficijent I' = 1 i konstanta kuplovanja medu Cesticama g = 1 tada se

moZe uvesti aproksimacija po kojoj se dinamika svodi na disipativnu dinamiku. U radu [20] je
pokazano da je validnost disipatvne aproksimacije Fk modela ostvarena kada je:

1
12+ K)

K _
F=m = g(ujp1 + w1 — 2uj) — 3 sin (2mu;) + F (2.1)

0<m< (2.2)
i tada se ubrzanje Cestica moze zanemariti. Jednacine kretanja koje opisuju disipativnu di-
namiku FK modela su:

% =Ujp1 +uj_ — 2u; — % sin 2mu; + F (2.3)
Sistem sada karakteriSu vremenski zavisne konfiguracije {u; (t)} . Svakoj po¢etnoj konfiguraciji
{u; (ty)} odgovara svojstveno vremenski zavisno resenje {u; (¢)}. Izbor pocetne konfiguracije
{u; (to)} definise srednje rastojanje izmedu Cestica w koje se odrzava tokom kretanja lanca [16].

Posledica odrzavanja srednjeg rastojanja Cestica jeste da vremenska evolucija konfiguracije
zadrzava iste karakteristike simetrije kakve je posedovala i pocetna konfiguracija. Na primer,
ako je pocetna konfiguracija bila simetri¢na:

{ujir (o) + 1} = {u; (to)} (2:4)

tada je i konfiguracija nastala vremenskom evolucijom pod dejstvom spoljasnje ravnomerne
sile takode periodicna:

{ujpr () + 7} = {u; ()} (2:5)

12
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Uopsteno, translatorne transformacije oy, {u;} = {u;4, + m} = {u;} koje se primene na
pocetnu konfiguraciju ostaju vremenski nepromenjene i mogu se primeniti u svakom trenutku
vremena. Dakle, po¢etnoj konfiguraciji o,.,, {; (to)} odgovara vremenska evolucija o,.,, {u; (t)}.

Jednoznac¢na odredenost vremenski promenljive konfiguracije {u; (¢)} sa njenom pocetnom
konfiguracijom pri datoj vrednosti spoljasnje sile se moze strozije opisati Midltonovim pravilom
o nezaobilazenju [[]

2.1 Midltononovo pravilo o nezaobilazenju

Midltonovo pravilo o nezaobilazenju tvrdi [27] da dinamika lanca zadrzava uredenost kakvu je
imala pocetna konfiguracija. FormuliSe se kao tvrdnja da ako dve pocetne konfiguracije zado-
voljavaju uslov {u; (o)} < {v; (o)} tada i vremenske evolucije obe konfiguracije zadovoljavaju
uslov {u; (t)} < {v; (¢)}.

Dokaz Midltonovog pravila se najlakse izvodi pretpostavkom da pravilo nije tacno. Pret-
postavljajuéi da se tokom evolucije dvaju po¢etno potpuno razvojenih konfiguracija {u; (to)} <
{v; (to)} u nekom vremenskom trenutku ¢* prvi put dogodi da se Cestice dve konfiguracije pok-
lope:

g (1) = vy (£7) (2.6)
i reSavajudi jednacine kretanja za j*-tu Cesticu obe konfiguracije:
dje () = 00 (%) = wjep (%) = v () 4 o1 (£7) — 0jo40 () <0 (2.7)

dobija se da je brzina j*-te Cestice iz konfiguracije {u; (¢)} manja od brzine j*-te Cestice iz
konfiguracije {v; (t)}. Ako bi to bio slu¢aj tada j*-ta Cestica iz konfiguracije {u; (¢)} ne bi bila
u stanju da "stigne" j*-tu Cesticu iz konfiguracije {v; ()} poSto su pre vremenskog trenutka
t* vremenski evoluirane konfiguracije imale isti odnos {u; (t < t*)} < {v; (t < t*)} kao i njima
odgovarajuce pocetne konfiguracije {u; (o)} < {v; (to)}-

Midltonovo pravilo vazi u disipativnoj dinamici, u odsustvu inercije, gde je kretanje ces-
tica indukovano jedino spoljasnjom silom. Takode, Midltonovo pravilo ne mora da vazi pri
nekonveksnim substratnim potencijalima. U dokazu Midltonovog pravila nisu koristene os-
obine simetrije jednacina kretanja i stoga ono vazi i za neperiodi¢ne substratne potencijale.
Midltonovo pravilo o nezaobilazenju lezi u osnovi mnogim osobinama kretanja FK lanca. Jedna
od bitnih posledica jeste jedinstvenost brzine konfiguracije.

Konfiguraciono usrednjena brzina definise se kao:

—

1 =

v(t) = (i; (1) = lim

s 2.
(N—M)—oo N — M i (t) (28)

<

Srednja brzina Cestica lanca se moze i usrednjiti po vremenu:

o to+T
7= o(0) = lim l/t o (t) dt = i, (@) (2.9)

I'Middleton no-passing rule
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Posmatrajuéi dve pocetne konfiguracije {u; (¢o)} < {v; (to)} moze se, translatornom trans-
formacijom, stvoriti konfiguracija {u} (to)} = ovm {u; (to)} takva da vazi:

{j (to)} > {v; (t0)} > {v; (t)} (2.10)

Midltonovo pravilo nalaze da je:

{uj )} > {v; O} > {u; ()} (2.11)

Prethodno je pokazano da su konfiguracije {u; (to)} i {t (to) } = ovm {u; (to)} ekvivalentne
pri kretanju i da su im i vremenski usrednjene brzine jednake. Prema Midltonovom pravilu ove
dve ekvivalentne konfiguracije ¢ine granice u kojima moze da se nalazi konfiguracija {v; (¢)}.
Tokom dugoro¢ne vremenske evolucije konfiguracija {v; (t)} ne sme da napusti ove okvire i
stoga se zaklju¢uje da vremenski usrednjene brzine konfiguracija {v; (¢)} i {u; (t)} moraju biti
jednake [27]:

(i (1)) = (05 (1)) (2.12)

Midltonovo pravilo je izuzetno korisno jer pokazuje, izmedu ostalog, da se sve pocetne
konfiguracije sa istim srednjim razmakom izmedu Cestica w kreéu jednakom srednjom brzinom.

2.2 Kretanje ¢estica pod dejstvom F

Na slici se vidi odzivna funkcija FK modela na ravnomernu silu u vidu srednje brzine .
Razlikuju se dva odvojena regiona u ovoj odzivnoj funkciji: region u kom je srednja vrednost
brzine Cestica jednaka nuli i region u kom je srednja brzina ¢estica monotono restuc¢a funkcija

od F.

0.0 .2 0.4 0.6 0.8 1.0
ch

Slika 2.1: Zavisnost srednje brzine lanca od intenziteta ravnomerne sile F' u jednocesti¢nom
standardnom FK modelu pri K = 4. Kriti¢na sile je F. &~ 0.636. Slika preuzeta iz [2§].

Sistem dozivljava fazni prelaz na odredenoj vrednosti sile koja se naziva kriticna sila Fr.
Pri vrednostima sile manjoj od kriticne sile srednja brzina cestica je jednaka nuli i Cestice se
smatraju zarobljenim u substratnom potenicjalu. Nakon faznog prelaza srednja brzina pocinje
da raste i lanac se nalazi u klize¢em rezimu Pl

2Sliding state
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2.3 Klizeél rezim

Kada je primenjena sila veéeg intenziteta od kriticne sile za dati skup parametara sistema,
sve Cestice lanca obrazuju kolektivno kretanje i zas istem se tada kaze da se nalazi u klize¢em
rezimu. U klizeéem rezimu sve brzine &estica su pozitivne kada je sile F' pozitivna.

Pozitivnost brzina svih cestica lanca se najlakse pokazuje polazec¢i od pretpostavke da se
u lancu sa svim pozitivnim brzinama u trenutku vremena ¢* prvi put brzina jedne od cestica
1;(t) spusti na nulu u;(¢t*) = 0. Tada se diferenciranjem jednacine kratanja j-te Cestice po
vremenu dobija:

(2.13)

i (1)

Posto je u;(t*) = 0 gornja jednacina pokazuje da je ii;(t*) > 0 jer su brzine susednih ¢estica
prema pretpostavci pozitivne. Pozitivno ubrzanje j-te Cestice ne moze da zaustavi tu cesticu
ako je njena pocetna brzina bila pozitivna i stoga je ovakvo reSenje kontradikcija pocetnoj
pretpostavci i sve Cestice moraju imati pozitivnu brzinu. Konstrukecija konfiguracije sa svim
pozitivnim brzinama se najpogodnije ostvaruje tako Sto se za pocetnu konfiguraciju pri t = 0
izabere apsolutno mirujuca konfiguracija u kojoj su 4,(0) = 0 za svako j pri F = 0. Delovanjem
pozitivne sile svaka Cestica ove konfiguracije ima pozitivnu brzinu.

Posmatrajuéi proizvoljnu konfiguraciju u klize¢em rezimu {v;(t)} moze se pokazati da se
njena dinamika svodi na dinamiku konfiguracije sa pozitivnim brzinama svih éestica [27].

Vremenska evolucija konfiguracije sa pozitivnim brzinama svih cestica {uf (t)} moze se

. aj+1(t) - + 7:6]',1(15) . 2U](t) . K cos (27TU]') u](t) -

posmatrati kao skup konfiguracija {ugJ (s)} koje se razlikuju po indeksu s i predstavljaju kon-
figuraciju u vremenskom trenutku s = ¢. Skup ovako predstavljenih konfiguracija broji onoliko
¢lanova koliko ima vremenski razli¢itih trenutaka. Ako se konstruiSe funkcija koja predstavlja
najkasniji trenutak u kom je proizvoljna konfiguracija {v;(¢)} manja od konfiguracije sa pozi-
tivnim brzinama {u} (s)} :

77 (t) = sup [s] {v;(1)} > {u}(s)}] (2.14)

i funkcija koja predstavlja najraniji trenutak u kom je {v;(¢)} veca od {uf(s)} :

T(t) = 1nf[ | {v;(t) {u H (2.15)

onda se proizvoljna konfiguracija {v;(t)} nalazi u granicama izmedu {u? (7~ (¢))} i {u?(7"(¢))}
i dodiruje se sa njima u jednoj tacki konfiguracije.Posto jednacine kretanja diktiraju
razdvajanje konfiguracija koje se dodiruju u nekom trenutku ¢y a nisu identi¢ne i na osnovu
definicije funkcije 77 (¢), za proizvoljni vremenski trenutak ¢ moze se definisati funkcija:

Wi(t") = ul (7~ (to +1') — v;(to + t') (2.16)

za koju vazi da je pozitivna W;(¢') > 0 pri svakom ¢’. Ovakav uslov namece da konfiguracije
koje su se dodirivale u trenutku ¢ = 0 u nekom drugom trenutku ¢ > 0 moraju biti odvojene.
Zbog konacnosti brzine svih konfiguracija vazi:

(o + 1) < 7 (to) (2.17)
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Sto ¢ini funkciju 77 (¢) monotono opadajuéom, a funkciju 77 (¢) monotono rastué¢om. Drugim
re¢ima, granice u kojim se nalazi proizvoljna funkcija {v;(t)} se postepeno smanjuju sa pro-
tokom vremena dok se kona¢no proizvoljna konfiguracija ne poklopi sa konfiguracijom pozi-
tivnih brzina u beskonac¢no udaljenom vremenskom trenutku:

lim [{o;(t)} = {uf(t+7)}] =0 (2.18)
Gornja jendacina pokazuje asimptotsku jedinstvenost svih proizvoljnih konfiguracija u kl-
ize¢em rezimu sistema. Asimptotska jedinstvenost kretanja svih konfiguracija sa istim w dop-
uSta analizu klize¢eg rezima kao kretanje rotaciono uredene konfiguracije za koju vaze sve
simetrijske transformacije uvedene do sada. Desna strana jednacine ne zavisi eksplicitno
od vremena $to dozvoljava uvodenje dodatnih transofmracija simetrije koje sadrze i vremen-

sku translaciju. Ako su r i m proizvoljni celi brojevi tada transfromacija o, ,,, definiSe novu
konfiguraciju:

ranr {1 (1)} = {ujr(t —7) +m} = {uj(1) } (2.19)

Neka je {u;(t)} stabilno reSenje, i r proizvoljan ceo broj. Posto je {u;,,(t)} takode stabilno
reSenje, postoji neki broj 7 za koji vazi {u;(t + 7)} = {u;+.(t)}, pri svakom ¢. Srednja brzina
Cestica je tada periodi¢na sa periodom 7 (moZe biti periodi¢na i sa periodom 7/n, n € Z):

o = (u;(t+ 1) —u;(t)) = (u;(t) —u;(t)) = rw (2.20)
odakle sledi:
{uier (1= 2) ) = {ws (1)} (2.21)

Isti argument periodi¢nosti konfiguracije moze se primeniti za predeni put j-te Cestice u
jedinicama mere periodi¢nosti substratnog potencijala. Neka za vreme 7 Cesctica j predje ceo
broj potencijalnih jama m i nade se u konfiguraciji koja je ista pocetnoj konfiguraciji samo
translirana za m potencijalnih jama u pozitivnom smeru {u;(t + 7)} = {u;(t) + m} , odnosno
{uj(t — 1)} +m = {u;(t)} Srednja brzina ¢estica moze se izraziti kao:

or = (u;(t+7) —u;(t)) =m (2.22)
Odakle sledi:

{u (t- %) +m} = {u;(0)} (2.23)

Iz jednakosti |(2.22)] 1 |(2.23)| se vidi da ako su r i m proizvoljni celi brojevi tada je svaka
ravnomerna konfiguracija {u;(t)}, sa srednjim rastojanjem izmedu ¢estica w i srednjom brzinom
v, invarijantna na transformaciju:

T[] 15 (1)} = {u;(8)} (2.24)

Gornja jednakost opisuje sve osobine rotacionog uredenja ravnomerno kretajué¢e konfiguracije.
Invarijantnost konfiguracije {u;(t)} u odnosu na transformaciju o [rwim] Se moZe opisati
J r,m,[T]
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stvaranjem realne trupne funkcije E] f(z) koja ¢e sadrzati sve osobine transformacije .
Definisanjem funkcije f(x) kao f(x) = {u;(t)} gde je + = jw + vt postize se da je vrednost
f(z) jedinstvena za svako x zbog osobine [(2.22)] Zbog osobine za ovako definisanu
trupnu funkciju vazi f(z + 1) = f(z) 8to je analitickom i monotono rastucom.

Jedinstvenost trupne funkcije garantuje da za bilo koju konfiguraciju koja se ravnomerno
krece {v,(t)} postoji realan broj a takav da se polozaj svake Cestice moze dobiti kao [16]:

vi(t) = f(jw + Tt + o) (2.25)

Gornja jednacina takode pokazuje da za svako realno a postoji odgovarajuca ravnomerno
krecuca konfiguracija. Sa slike [2.1]se vidi da je FK model u klizeéem rezimu opisan analitickom
i monotono rastu¢om trupnom funkcijom.

2.4 Oslobadanje lanca

Lanac Cestica se smatra zarobljenim ako je srednja brzina cestica pod dejstvom spoljasnje sile
jednaka nuli. Dejstvo ravnomerne sile narusava apsolutno mirujuéi lanac. U opstem slucaju
samerljivih struktura c¢estice izvode medusobno antisimetri¢no kretanje sve dok intenzitet spol-
jasnje sile ne postane dovoljno velik da indukuje kolektivno kretanje cele konfiguracije u jednom
smeru.

[lustrativni primer indukovanja ravnomernog kretanja celog lanca dejstvom ravnomerne sile
jeste oslobadanjdﬂu standardnom FK lancu sa jednom ¢esticom po jami substratnog potencijala
w = 1. U standardnom FK modelu ¢estice zauzimaju minimume substratnog potencijala i stoga
su sve Cestice medusobno jednako udaljene pa je prvi izvod potencijala jednak za sve Cestice.
Takav sistem se svodi na jednocesti¢ni sistem i moze se opisati jednac¢inom kretanja sa jednim
stepenom slobode:

i=—V'(u)+ F (2.26)

Kriti¢na sile je, prema gornjoj jednacini, jednaka upravo maksimumu prvog izvoda substratnog
potencijala:

F. = mazV' (up) (2.27)

Na slici se vidi zavisnost brzine Cestice od njene pozicije u substratnom potencijalu u
slucaju jednocesti¢nog modela. Funkcija u(u, F') ima dve nule po periodu substratnog poten-
cijala kada je intenzitet sile F' manji od kriti¢ne sile F,. Tacke u kojima je wu(u, F) = 0 su
fiksne tacke ove funkcije od kojih je jedna stabila a druga nestabila pri £ < F.. Stabilna fiksna
tacka u, je ona fiksna tacka za koju vazi da je V" (us) > 01 ona deluje kao atraktor trajektorija
Cestica. Za nestabilnu fiksnu tacku w, vazi V" (u,) < 0 i trajektorije svih Cestica koje se nalaze
u blizini nestabilne fiksne tacke teze da se udalje. Umetnute slike na slici prikazuju polozaj
fiksnih tacaka na substratnom potencijalu.

Povecavanjem intenziteta ravnomerne sile razmak izmedu fiksnih tacaka se smanjuje dok
se obe fiksne tacke konacno ne spoje pri kriticnom intenzitetu ravnomerne sile F.. Nakon $to

3hull function
4depinning
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Slika 2.2: Zavisnost brzine ¢estice od njenog polozaja za tri vrednosti intenziteta primenjene
revnomerne sile ' u jednocesticnom modelu.

se dve fiksne tacke poklope, dalje pove¢anje ravnomerne sile ¢ini funkciju 7 (u, F') pozitivhom u
celom domenu u. Anihilacija dve fiksne tacke pri nekoj vrednosti parametra naziva se sedlasta
bifurkacija [29]. Nakon sedlaste bifurkacije nastupa kolektivno kretanje ¢estica i lanac se smatra
oslobodenim. Nakon oslobadanja lanca iz minimuma potencijala, lanac se nalazi u klize¢em
rezimu gde je kolektivna brzina ¢estica monotono rastuca funkcija intenziteta ravnomerne sile
odgovarajuce opisana dinamickom trupnom funkcijom.

Vrednost kriti¢ne sile oslobadanja samerljivih struktura koje se ne mogu svesti na jed-
nocesticni sistem w = §, jer sadrze ¢ jednacina kretanja, moze se u opStem sluc¢aju opisati min-
imumom dinamicke trupne funckije koja opsiuje sistem u kretanju. Ovaj pristup omogucava
svodenje sistema sa ¢ stepeni slobode na sistem sa jednim stepenom slobode ¢ije je kretanje
opisano jednac¢inom:

i = h(u) (2.28)

gde je dinamicka trupna funkcija h(u) jednaka h(u) =vf(z) a z = f~1(x).
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Slika 2.3: Dinamicka trupna funkcija pri razli¢itim vrednostima intenziteta ravnomerne sile u
sistemu sa w = %, K = 2. Vrednost kriti¢ne sile za ovaj sistem je F,. ~ 0.026. y-osa grafika je
u logaritamskoj skali. Slika preuzeta iz [16].

Na slici je prikazana dinamicka trupna funkcija u zavisnosti od intenziteta primenjene
sile. Kada je primenjena sila neznatno veéa od kriti¢ne sile za dati sistem dinamicka trupna
funkcija ima ¢ minimuma na mestima na kojim se nalaze pozicije sedlastih bifurkacija mirujuceg
sistema.



Glava 3

Dejstvo naizmenic¢ne 1 ravnomerne sile na

samerljivi FK model

[zuzetno bogatstvo kretanja se javlja kada se na FK model deluje kombinacijom ravnomerne i
naizmenicne sile. Ilustracija kretanja pod ovakvim okolnostima lepo je opisana u tekstu koji su
napisali Stjuart Braun i Georg Gruner za "Scientific American" [4] i koji se odnosi na kretanje
talasa gustine elektricnog naboja. Sledeéi pasus sadrzi prevedenu i sazetu verziju odlomka iz

tog teksta prilagodenu tako da se odnosi na FK model.

"Kada bi se FK model pojednostavio kreatnjem samo jedne Cestice, ili ekvivalentog jed-
nocesti¢nog modela w = 1, tada bi se laicki model mogao predstaviti jednim klikerom koji se

nalazi u kartonu za jaja.

Jednodimenzionalnost postavke je postignuta time Sto se kar-
ton za jaja iseCe tako da sadrzi samo jedan red u kom je klikeru
dozvoljeno da se krece isklju¢ivo napred ili nazad. Delovanje
ravnomerne sile moze se predstaviti u ovakvom modelu kao nag-
injanje kartona za jaja pod nekim uglom proporcionalnim inten-
zitetu ravnomerne sile. Kada je ugao nagiba dovoljno velik tada
je kliker u stanju da napusti jamu u kojoj je prvobitno smesten i
nastavi kretanje ka zemlji niz karton. Kriti¢na vrednost nagiba
celog kartona je ekvivalentna kriticnoj sili u FK modelu nakon
koje Cestice napustaju potencijalne jame u kojima su se nalazile
u osnovnom stanju. Dalje poveéanje nagiba dovodi do sve vece
brzine kotrljanja klikera niz karton i moze se re¢i da je brzina
klikera linearna rastuca funkcija nagiba kartona.

Dejstvo naizmenicne sile u ovako opisanom modelu moze se
predstaviti nazmeni¢nim mrdanjem kartona levo-desno. Bez de-
jstva ravnomerne sile, dakle bez nagiba kartona, kliker bi usled
cimanja levo-desno skakutao po jami u kojoj se nalazi sve dok
jacina cimanja ne prevazilazi odredenu vrednost koja je dovoljna
da se kliker pri jednom cimanju prebaci u susednu jamu a odmah
potom i vrati nazad u prvobitnu jamu. Daljim pove¢avanjem in-
tenziteta mrdanja kliker bi bio u stanju da skace i po nekoliko
jama u jednom pravcu da bi se opet vratio u prvobitnu jamu pri
slede¢em skoku.

20

Slika 3.1: Iustracija FK
modela sa w =1 pod
dejstvom F. Slika preuzeta
iz [4].
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Pratec¢i dosadasnju analogiju jednocesticnog FK modela sa kuénim eksperimentom, dejstvo
kombinacije ravnomerne i naizmenicne sile na kliker u redu kartona za jaja podrazumevalo bi
malo drugaciju sliku jer se kliker vise uopste ne kotrlja usled naizmenicnih skokova. Delovanje
ove dve sile na FK model moze se predstaviti mrdanjem horizontalno postavljnog kartona, stim
da dve ruke koje mrdaju karton rade to razli¢itim ja¢inama na sledeé¢i nac¢in: mrdanje kartona
tako da se kliker kre¢e unazad vrsi se ja¢inom proporcionalnom intenzitetu naizmenicne sile,
dok se mrdanje kartona sa ciljem kretanja klikera unapred vrsi ja¢inom koja je proporcionalna
zbiru intenziteta naizmenicne i ravnomerne sile. Iako se kliker krec¢e nazad-napred, rezultat
ovakvog eksperimenta bi¢e kretanje klikera unapred zbog veceg intenziteta sile koja deluje
u tom smeru. Medutim, pri fiksiranoj vrednostima intenziteta naizmenicne sile, rezultantna
brzina klikera vise nece biti isklju¢ivo monotono rastuca funckija intenziteta ravnomerne sile.
Pri odredenim vrednosti intenziteta naizmeni¢ne sile deSava se situacija u kojoj rezultantna
brzina klikera ostaje nepromenjena pri porastu intenziteta ravnomerne sile jer se kliker nakon
skoka unazad opet vra¢a u jamu u kojoj se nalazio tik pred skok. Kliker moze da napusti
ovakvo "zakljucavanje" tek kada intenzitet ravnomerne sile bude dovoljno velik da obezbedi
napredovanje klikera u slede¢u jamu nakon skoka nazad-napred. Opseg u kom rezultantna
brzina ne raste uprkos povecanju intenziteta ravnomerne sile ocrtava se kao plato na grafiku
funkcije srednje brzine ¥ od F i predstavlja rezonantno resenje jednacina kretanja."

Fizicki se dejstvo ravnomerne i naizmenicne sile na FK model u disipativnom limitu opisuje
jednacinama kretanja sa dodatkom ¢lana koji opisuje naizmeni¢nu silu:

de

E = Uj+1 + Uj—1 — 2Uj — V/(Uj) + F + Fac COS(27TI/Qt) (31)

gde je F,. amplituda a 14 frekvencija naizmenicne sile.

ReSenja jednacina kretanja su, kao i u dosadasnjim primerima razli¢itih fizickih
situacija u FK modelu, podlozana transformacijama simetrije. Dakle, ako je {u;(t)} resenje jed-
nacina kretanja koje odgovara pocetnoj konfiguraciji {u;(#o))}, tada resenje oblika o, ., s {u;(t)}
odgovara pocetnoj konfiguraciji o,.., s {u;(to)}, gde je dejstvo transformacije o,.,, s dato sa:

a0} = {aer (1= 2 ) ] (32)

Rezonantnim resenjem jednacina kretanja {u;(t)} se smatra resenje za koje postoji tran-
formacija simetrije koja takvu konfiguraciju ostavlja nepromenjenom:

{uj(®)} = orms {u;(8)} (3:3)

Da bi postojala transfomracija simetrije koja konfiguraciju ostavlja nepromenjenom, ceo lanac
mora u nekom intervalu F' da se krec¢e ravnomerno bez porasta brzine pri pove¢anju ravnomerne
sile. Invarijatnonst konfiguracije je ostvarena samo kada je:

s _rwm (3.4)
IZ0) (%

odnosno
v _rwtm (3.5)
IZ0) S
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Za odredenu rezonantnu brzinu v u samerljivim strukturama gde je w = § postoji beskon-
atno mnogo tripleta (r,m, s) koji zadovoljavaju gornju jedna¢inu. Najmanji triplet celih bro-
jeva (r,m,s) je onaj za koji vazi:

NZD (rp + mq, s) =1 (3.6)

Medutim, triplet odreden ovim uslovom nije jedinstven jer za triplet (' = r + lg,m' = m — Ip, s)
takode vazi (r'p +m/q, s) = 1.

[ako brojevi r i m nisu jedinstveni u minimalnom tripletu, broj s po definiciji minimalnog
tripleta mora biti jedinstven i stoga je upravo taj broj jedinstvena odlika minimalnog tripleta
(r,m,s).

Kada je s = 1 tada je rezonanca sistema harmonijska a kada je s > 1 rezonanca je subhar-
monijska.

Pojava rezonantnih resenja u spektru moguéih konfiguracija koje zadovoljavaju jednacine
se moze protumaciti pojavom sinhronizacije frekvencije oscilovanja kuplovanih oscilatora
- Cestica sa frekvencijom dejstva naizmenicne sile.

3.1 Celobrojno rastojanje izmedu cCestica w € Z

Intuitivni opis dinamike FK modela pod dejstvom kombinacije ravnomerne i naizmenicne sile iz
prethodnom poglavlja najlakse se primenjuje na FK model sa celobrojnim srednjim rastojanjem
izmedu Cestica.

Harmonijska rezonanca s = 1 u odzivnoj funkciji srednje brzine na delovanje ravnomerne
sile pri fiksiranoj vrednosti naizmeni¢ne sile moze se videti na slici [3.2] Sa slike se vidi da
za celobrojno srednje rastojanje izmedu cestica do sinhronizacije dolazi samo kada je s = 1,
odnosno pojavljuju se samo harmonijske rezonance.

Pojava isklju¢ivo harmonijskih rezonanci u sistemu sa celobrojnim srednjim rastojanjem
w € Z moze se Cak pokazati i analiticki [34] u standardnom FK modelu. Kada je srednje
rastojanje izmedu cCestica celobrojno tada se ¢estice uvek nalaze u razli¢itim potencijalnim
jamama i rastojanje izmedu njih ostaje uvek isto kroz celo kretanje. Stoga se jednacine kretanja
mogu svesti na:

de K . _

— = 5. (2mu;) + F + Fye cos(2mgt) = —vg + Fae cos(2mupt) (3.7)
gde je uvedena brzina drifta vy kao brzina kojom bi se nezavisna Cestica kretala po substratnom
potencijalu samo pri dejsvu ravnomerne sile. Integracija gornje jednacine daje:

ac

uj = —vgt + sin(27vgt) + ug (3.8)

T

gde je ug aditivna konstanta koja se moze uzeti i kao pocetna koordinata j-te Cestice.
Standardni substratni potencijal moze se razviti u Furije red kao:

V(u) = % + Z a, cos(2mqu) (3.9)

q=1
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Slika 3.2: Odzivna funkcija srednje brzine ¥ pri dejstvu opsega F' na standardni FK model sa
celobrojnim srednjim rastojanjem izmedu cestica pri K = 4,1y = 0.2,F,. = 0.2. Slika preuzeta

iz [33].

Polozaj bilo koje Cestice dat je jednacinom |(3.8)|1 stoga se potencijal moze zapisati kao:

sin(2mvpt) + u0>} =
TV

FaC
V(u) = + g g COS {27rq (—vdt +3

o0
ac

Qo 1

4+ = sm(?m/ot)) te i2mq(—vgt+uo) 7,27rq( Fac sln(27r1/0t)>
2 o

_ —i27
aq |:€ i2mq(— vdt+u0)e Q(

(3.10)

Dva eksponencijalna ¢lana u gornjoj jednacini mogu se transformisati pomoc¢u Beselovih funck-
ija znajuéi da je [35]:

zAszn (at) _ Z J zpat (311)
p=—00

gde je J, (A) Beselova funckija p-tog reda. Posto su Beselove funkcije parne, izraz za potencijal
sada postaje:

9 00
F. 1
V(U) _ 30 + Z Z an (anc) Z [67127”1( vdt+u0)efzp2m/0t + ezQﬂq( Udt+u0)elp2ﬂuot] —
q:l p=—00
—|— Z Z aqJy (q ac) cos [2m(—vqq + pro)t + 2mquo) (3.12)
g=1 p=—o0

Vremenski usrednjen potencijal ¢e biti jednak upravo nultom ¢lanu Fureije ekspanzije

(V(u) =— (3.13)
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osim kada je pry = qug. U tom slucaju vremenski usrednjen potencijal ima dodatni polarizacioni
doprinos:

(v ( +Z Z a,J, (q ) cos (2mquo) (3.14)

gde se dodatni polarizacioni doprinos moze zapisati i kao suma po n, gde n predstavlja sve

vrednosti na kojim kombinacija brojeva p i ¢ obezbeduje postojanje doprinosa § = Z—g

3 (V(ug)) = Z aqJp (%) cos (2mquyg) (3.15)

n

Prvi izvod dodatnog doprinosa potencijalu je:
6 (V' (ug)) ZZﬂqaq ( )sm (2mquo) (3.16)

i jednak je negativnoj superpoziciji neparnih funckija.

Da bi suma neparnih funkcija bila razli¢ita od nule potrebno je da ima neparan broj ¢lanova,
odnosno da ceo broj ¢ bude neparan. Medutim, kada je vrednost ¢ # 1 postoji beskona¢no
mnogo svodljivih reprezentacija odnosa § po kojim se neparna funckija sumira. Usrednjena
vrednost ovako beskona¢nih suma smatra se nulom. Stoga, jedina dozvoljena vrednost broju ¢
jeste ¢ = 1 jer je tada odnos § uvek nesvodljiv i prvi izvod dodatnog doprinosa potencijalu je
razli¢it od nule.

Negativna vrednost dodatnog doprinosa potencijalu pri ;= PE€E Z se suprotstavlja pove¢anju
intenziteta ravnomerne sile i nastaje rezonanca. Posto ¢ # 1 , pri w = 1, nije dozvoljeno
dosadasnjim izlaganjem, dolazi se do zakljucka da se u jednocesti¢nim sistemima javljaju samo
harmonijske rezonance. Ovakav odziv se lepo vidi na slici 3.2

3.2 Polucelo srednje rastojanje izmedu cestica, w = %
Srednje rastojanje Cestica w definisano u jednacini u samerljivim strukturama predstavl-

jeno je racionalnim brojem

w==, (pq) =1 (3.17)
4q
gde su p i g celi brojevi bez zajednickog delioca osim broja 1. Ovako definisano srednje
rastojanje izmedu cestica se u samerljivim strukturama moze protumaciti kao broj cestica
q koje se nalaze u p jama substratnog potencijala. U odeljku [I.2] je pokazano da se FK lanac
proizvoljne duzine moze stvoriti ponavljanjem osnovnog motiva koji je nazvan elementarnom
¢elijom. Dakle, w predstavlja broj c¢estica u elementarnoj ¢eliji FK lanca.

U nastavku ovog rada ispitivace se ponasanje FK modela sa dve Cestice po jami substratnog
potencijala w = % jer je tada doprinos diskretnog Laplasijana (u;41 + u;—1 — 2u;) iz jednacine
u opstem slucaju razli¢it od nule i menja se vremenom. Zbog dodatnog ¢lana u jednaci-
nama kretanja koji opisuje harmonijsku interakciju medu susednim c¢esticama dinamika FK
modela postaje znatno bogatija.
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Na slici se moze videti oblik funkcije srednje brzine u zavisnosti od intenziteta naiz-
menic¢ne i ravnomerne sile pri fiksiranim ostalim parametrima sistema. Odziv srednje brzine
je, kao i u jednocesti¢nom sistemu, okarakterisan pojavom harmonijskih rezonanci. Rezonantna
reSenja jednacina kretanja se i u ovakvom modelu javljaju usled takmicenja sila sa suprotnim
dejstvom : F koja teZi da Cestice kolektivno krece u jednom smeru i V'(u;) koja tezi da Cestice
zadrzi pri¢vrséenim u minimumima substratnog potencijala.

0.4

1>
0.2}

0.0kl

Slika 3.3: (levo) Srednje brzine T u zavisnosti od intenziteta ravnomerne sile F' pri nekoliko
vrednosti amplitude naizmeni¢ne sile F,.; (desno) Spektar Sirine prvog, drugog i treceg
harmonijskog stepenika u Sirokom ospegu F,.. Odzivi sa slike odgovaraju dvocesti¢cnom

standardnom FK modelu sa w = 5, K =4, vy = 0.2. Slika preuzeta iz [36].

Sa slike [3.3] se vidi da se porastom F,. smanjuje kriti¢na sila otklju¢avanja FK lanca Fr.
Cak i najmanja vrednost intenziteta naizmeni¢ne sile perturbuje Cestice unutar potencijalnih
jama u kojim se nalaze u stanju mirovanja. Usled ve¢ indukovanog kretanja, doduse malog pri
malim vrednostima F., oslobadanje lanca iz pri¢vrséene konfiguracije je olaksano i vrednost
kriti¢ne sile je manja. Pri izuzetno velikim amplitudama F,. = 10 kriti¢na sila je jednaka nuli
F. = 0 jer su Cestice iz stanja mirovanja poremecene velikim uticajem naizmenicne sile koji je u
stanju da ih razmesti iz potencijalnih jama u kojim su se nalazile u stanju mirovanja. Dejstvo i
najmanje ravnomerne sile F; ~ 0 na ovako razmestenu konfiguraciju izaziva kolektivno kretanje
celog lanca.

Kada je F,c = 0 srednja brzina je opisana dinamickom trupnom funckijom kao na slici 2.3}
Povecanje intenziteta naizmenicne sile dovodi do pojave harmonijskih stepenika. Njihova Sirina
raste porastom F,. sve dok se ne dostigne odredena vrednost intenziteta nakon kojeg Sirine
rezonantnih stepenika poc¢inju da opadaju. Pri velikim vrendostima intenziteta naizmenicne
sile, na primer F,. = 10 razmestanje ¢estica po jamama substratnog potencijala je toliko veliko
da harmonijski stepenici imaju izuzetno malu Sirinu. Dalje poveéanje intenziteta naizmenicéne
sile dodatno bi smanjilo stepenike i oni bi pri nekoj kriti¢noj vrednosti F;. u potpunosti nestali.
Kada F,. — oo sistem cestica je podlegnut toliko velikoj sili da substratni potencijal vise nema
uticaj na njihovo kretanje i odziv odgovara odzivu sistema slobodnih cestica pod dejstvom
rezultantne sile [37].

Desna strana slike predstavlja Sirine AF' prva tri harmonijska stepenika

1 i 123
V= —Wl, - =
s

3 I7I,I (3.18)
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merene u velikom opsegu F,.. Sve tri funkcije ispoljavaju Beselovsko oscilovanje u tom pogledu
da im je svaki slede¢i maksimum manji od prethodnog i da se period oscilacije postepeno
smanjuje napredovanjem po x -osi. Beselovsko oscilovanje stepenika je predvideno jednac¢inom
u koju eksplicitno ulaze Beselove funkcije argumenta F,.. lako se sistem sa w = % ne
reSava analiticki, sam oblik funkcije Sirine stepenika u zavisnosti od intenziteta naizmenicne
sile AF (Fj) bi morao da se povinuje sli¢nim zavisnostima kao analiticko resenje.

Pri malim vrednostima F,. maksimumi Sirina stepenika opadaju sa porastom harmonika.
Povec¢anjem Fj Sirine sva tri harmonika postaju priblizno iste. Uporedujuci desnu i levu stranu
slike [3.3] moZe se pretpostaviti da porastom intenziteta preko F,c > 1.5 Sirine sva tri harmonika
opadaju ka nuli imajuéi sve vreme priblizno jednake maksimume.

FK model u kom srednje rastojanje izmedu Cestica nije ceo broj w ¢ Z ima, u opStem
slucaju, imati subharmonijske rezonance u odzivu srednje brzine.

03} 3 /]
0.151f
02} ]
0.150}
1>
0.1r 1 0.149}
0.0 - - ' : : : -
0.2 03 04 03070  0.3072 03074  0.3076

Slika 3.4: © (F ) pri jednoj vrednosti F,c = 0.2. Desna slika predstavlja uvecan deo iste
funkcije kao na levoj slici u malom intervalu F'. Parametri sistema su w = %, K =4 1y=0.2.
Slika preuzeta iz [38].

Slika ilustruje ¢injenicu da iako odzivna funkcija snimljena u &irikom opsegu F naocigled
nema subharmonijske stepenike, oni se mogu otkriti u izuzetno uskom intervalu F. Na slici je
prikazan stepenik % koji predstavlja stepenik sa najmanjim imeniocem razli¢itim od jedinice,
s = 2. TraZenje stepenika % u Citavoj odzivnoj funkciji postaje mnogo lakse kada se zna
na kojoj vrednsoti srednje brzine se taj stepenik javlja. Srednja brzina prve subharmonijske
rezonance moze se izracunati kao:

i t 3
v=why, =g (3.19)

Uporedujuéi opseg F' u kom odziv sistema doZzivljava harmonijsku i subharmonijsku re-
zonancu ocigledno je da je Sirina harmonijskog stepenika neuporedivo veéa od Sirine prvog
subharmonijskog stepenika zbog cega je trazenje dodatnih subharmonijskih rezonanci tesko
pratec¢i ovaj metod. Pogodnija metoda otkrivanja subharmonijskih rezonanci nalazi se u ispi-
tivanju maksimalnog Ljapunovljevog eksponental39]. Metoda Ljapunovljevog eksponenta se u
dinamickim sistemima koristi da bi se otkrilo da li je u sistemu prisutan haos [41], medutim
pokazala se i kao izvrsna metoda detektovanja rezonanci u FK modelu.

Gubljenje informacije o pocetnoj postavci dinamickog sistema je jedna od fundamental-

nih karakteristika pojave haosa. Zbog gubitka informacija o pocetnoj konfiguraciji u sluc¢aju
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prusustva haosa, odzivna funkcija takvog dinamickog sistema nije reverzibilna. Ljapunovljev

ol AJY T Y T
BE ll\/ T - 'II 413 t 51;3 lt‘.

L5 , /
I
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Slika 3.5: Najveci Ljapunovljev eksponent A u FK modelu sa w = % pri jednoj vrednosti
F,c = 0.2. Ostali parametri sistema su K = 4, vy = 0.2. Slika preuzeta iz [28].

eksponent upravo meri razdvajanje usled dinamike dve konfiguracije koje su prvobitno bile
infinitezimalno malo razdvojene. Ljapunovljev eksponent A se javlja kao mera disperzije u
jednacini:

|6Z(t)| = |62 (3.20)

gde su [0Z(t)| 1 [0Zy| apsolutne vrednosti razdvojenosti dve konfiguracije u proizvoljnom i
pocetnom trenutku respektivno. Ljapunovljev eksponent uveliko zavisi od izbora pocetnih
konfiguracija koje se posmatraju. Zbog toga se uvek rac¢una spektar Ljapunovljevih ekspone-
nata koji ima onoliko komponenata koliko ima stepeni slobode u posmatranom dinamickom
sistemu. Rezultat sa slike [3.5] je ra¢unat za FK lanac od osam ¢estica $to podrazumeva osam, u
opstem slucaju, razlic¢itih Ljapunovljevih eksponenata. Medutim, dovoljno je posmatrati samo
najveéi [41] A,, eksponent u celom spektru A; da bi se dobila odgovarajuca slika dinamike.

Posto je maksimalni Ljapunovljev eksponent \,, dovoljan za razmatranje dinamike, Cesto
se ovaj eksponent naziva upravo Ljapunovljevim eksponentom A i definiSe seu vremenskim i
prostornim limitom:

1 102(0)

10Z0]

A= lim lim
t—0062Z0—0 t

(3.21)

U diskretnom modelu kao $to je FK, Ljapunovljev eksponent je ra¢unat u radovima [28] i
[42] uzimajuéi samo maksimalni Ljapunovljev eksponent za seriju razli¢itih pocetnih razmaka
dvaju konfiguracija:

/ dg
uy (tss) = uy (tss) £ N

gde su N broj cCestica, dy parametar koji karakteriSe razdvojenost konfiguracija, t,, vreme u
kom je konfigracija FK modela stabilna. Plus i minus se u jednacini uzimaju nasumicno da bi
se pokrio ¢itav podprostor mogucih Ljapunovljevih eksponenata i nasao upravo maksimalni.

Iz jednacine se vidi da pozitivna vrednost Ljapunovljevog eksponenta doprinosi razi-
lazenju dve prvobitno bliske konfiguracije i podrazumeva pojavu haosa u sistemu. Dinamicki
sistem u kom nema haosa mora imati Ljapunovljev eksponent A < 0 jer se jedino tada ne
povecava relativan odnos dve pocetne konfiguracije.

(3.22)
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Slika prikazuje izracunati maksimalni Ljapunovljev eksponent A u Sirokom i uskom
opsegu F odakle se vidi da A nigde nije pozitivno §to implicira da u FK modelu nije prisutan
haos.

Kada se sistem nalazi u rezonanci, harmonijskoj ili subharmonijskoj, konfiguracije cestica
su vremenski periodi¢ne. Posmatranje maksimalnog Ljapunovljevog eksponenta podrazumeva
da se posmatraju konfiguracije koje se najvise udaljuju tokom vremena, a poSto su u pitanju
periodi¢ne konfiguracije njihovo najveée medusobno udaljenje desava se kada su u kontrafazi.
lako u kontrafazi,konfiguracije se moraju periodi¢no dodirivati i konvergirati jedna ka drugoj.
Ljapunovljev eksponent je stoga uvek negativan u oblasti F' u kojojje prisutna rezonanca.

Dok sistem nije u rezonanci, srednja brzina je rastuc¢a funkcija i reSenja jednacina kretanja
su kvazi-periodi¢na. PoSto je evolucija konfiguracija u ovakvom rezimu linearna, razlika izmedu
dve konfiguracije se odrzava tokom vremena i Ljapunovljev eksponent je jednak nuli.

Velika pogodnost metode ispitivanja Ljapunovljevog eksponenta je upravo u tome Sto se
njom lakSe pronalaze subharmonijski stepenici posmatraju¢i samo predele u kojim je A < 0.
Slike 1 predstavljaju rezultate racunanja FK modela sa istim parametrima. Sa grafika
A (F ) se jasno vidi pojava dve dodatne identifikovane subharmonijske rezonance, % i g, pored
svih do sada primecenih stepenika. Takode, posmatrajué¢i opseg izmedu % i%, kao i opseg
izmedu % i % moze se naslutiti postojanje jos subharmonika.

3.3 Generalizovani FK model

U prethodnim poglavljima se posmatrao FK model sa substratnim potencijalom oblika [(1.3)]
Takav model se naziva standardni Frenkel Kontorova model. U ovom poglavlju ¢ée se opisati
postakva generalizovanog FK modela koja ¢e se koristiti u ostatku ovog istrazivanja.

Standardni FK model je retko ostvariv u realnim fizickim sistemima. Na primer, ako bi
substrat ¢inila atomska resetka, tada bi standardni FK model bio ostvariv jedino ako kristalna
reSetka substrata ima jedan atom po elementarnoj celiji[30].

Ponasanje jednodimenzionog lanca sa harmonijskom meducesticnom interakcijom moze da
se smesti u najrazli¢itije vrste substratnih potencijala [31] koji se biraju tako da priblizno
opisuju zeljeni fizicki sistem. Kada je FK lanac smesten u substratni potencijal koji se razlikuje
od tada se takav model naziva generalisanim FK modelom.

Ramoazne i Pejra su predlozili klasu substratnih potencijala opisanih jednacinom [32]:

K A(r) 1 + e cos(2mu)]
(2m)? (14 r2 + 2r cos(24)]r

V(u) = (3.23)

gde je A(r) normirana amplituda, p i m celi brojevi, e = +1 | dok je r parametar deforma-
cije koji se nalazi u opsegu r € [—1,1]. Ovako definisan potencijal se odabirom parametara
moze Stimeniti za proucavanje talasa elektri¢nog naboja, DZzozensonovih spojeva, kristala sa
dislokacijama itd. Pri r» = 0 potencijal se svodi na potencijal standardnog FK modela.

Funkcija dozvoljava stvaranje mnostva razli¢itih oblika potencijala. Jedan od njih je
asimetri¢ni deformacioni substratni potencijal (ASDP) definisan kao [32]:

K (1 —7%)?2[1— cos(2ru)]

V) = G 15 2 4 2r cos(ru)

(3.24)



GLAVA 3. DEJSTVO NAIZMENICNE I RAVNOMERNE SILE NA SAMERLJIVI FK MODEL?29

Ovako definisan potencijal moze se videti na slici [3.6] Na slici su prikazani oblici ASDP za tri
vrednosti pozitivnog deformacionog parametra r. Deformacioni parametar moze imati nega-
tivne vrednosti i tada je oblik ASDP antisimetrican u odnosu na pozitivni r istog intenziteta
Sto stvara ekvivalentu situaciju kao na slici [3.6amo transliranu za jedan period substratnog
potencijala. Zbog toga se r moze definisati u opsegu r € [0, 1].

r=0.01 r=0.25 r=0.5
0.50 1.50 2.50 3.50 0.66 1.34 2.66 3.34 0.801.21 2.79 3.21

0.0 05 10 1.5 20 25 3.0 35 4000 05 10 1.5 20 25 3.0 35 4000 05 1.0 15 2.0 25 3.0 35 40

u u u

Slika 3.6: Oblik asimetri¢nog deformacionog substratnog potencijala |(3.24)| (gore) i njegov
negativni prvi izvod (dole) za tri razlic¢ite vrednosti deformacionog parametra r.

Promena deformacionog parametra r dovodi do suzavanja, odnosno Sirenja potencijanih
jama. U periodu potencijala od 27 sada se nalaze dve neekvivalentne jame. Velika pogodnost
asimetri¢nog deformacionog substratnog potencijala jeste u tome Sto se visina potencijalne
barijere substrata ne menja sa promenom deformacionog parametra. Medutim, u prvom izvodu
potencijala sada se nalaze dve razli¢ite visine potencijalanih barijera u okviru periode 27.
Razlic¢ite visine potencijalnih barijera prvog izvoda dovodi do razli¢itih energija pri¢vrséenih
Cestica u razli¢itim jamama i oktrivanje vrednosti kriti¢ne sile za sistem sa w = 1 viSe nije
jednostavan kao u standardnom slucaju |(2.27)}

Na slici|3.7|je prikazan izracunat maksimalni Ljapunovljev eksponent A u generalisanom FK
modelu pri izuzetno maloj vrednosti deformacionog parametra r = 0.01. Porededi sliku [3.7 1
desnu stranu slike i uzimajuci u obzir da obe slike odgovaraju FK modelu sa istim skupom
parametara izuzev deformacionog parametra, primecuje se mnogo izrazenija pojava subhar-
monijskih rezonanci u generalisanom FK modelu. Cak i najmanja perturbacija standardnom
oblika substratnog potencijala dovela je do lakse identifikacije najmanje cetiri dodatne subhar-
monijske rezonance. Sa slike se vidi da je prisutno jos neobelezenih rezonanci u obliku oblasti
spektra F' u kojim je maksimalni Ljapunovljev eksponent manji od nule A < 0. Umetnuta slika
ilustruje vecu izrazenost subharmonijskih rezonanci u odzivnom fukeniji © (F)

Metod maksimalnog Ljapunovljevog eksponenta pruza uvid u relativne odnose subharmoni-
jskih rezonanci ali ne i u njihove apsolutne odnose. PovrSina oblasti u kojoj je A < 0 za dati
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Slika 3.7: Maksimalni Ljapunovljev eksponent u generalisanom FK modelu sa deformacionim
parametrom r = 0.01 i w = % Ostali parametri sistema su F,. = 0.2, K =4, vy = 0.2. Slika
preuzeta iz [42]

stepenik je direktno korelisana sa Sirinom tog stepenika. Sa slike [3.7 se vidi da je stepenik
najve¢i subharmonijski stepenik, odmah iza njega su stepenici % i g koje prate stepenici
i % itd. Moze se zakljuciti da su stepenici istog imenioca priblizno jednakih veli¢ina i da
veli¢ina stepenika opada sa porastom imenioca. Ovakva raspodela Sirina medu stepenicima je
u mnogome sli¢na algoritmu za stvaranje Farejevih skupova koji ¢e biti detaljno predstavljeni
u slede¢em poglavlju.

Dosadasnji opis rezonanci u FK modelu sa w ¢ Z pomocu jednacina tipa metodom
maksimalnog Ljapunovljevog eksponenta pokazuje da nema sustinske razlike izmedu harmoni-
jskih i subharmonijskih rezonanci. Rezonanti stepenici ili platoi u odzivnoj funkciji se u fizici
nazivaju Sapiro stepenicima i u ovom modelu se dele na harmonijske i subharmonijske. Dalje
istrazivanje ¢e ispitivati karakteristike subharmonijskih Sapiro stepenika u generalisanom FK

modelu.

N[\ (o]



Glava 4

Farejevi nizovi

Farejev niz n - tog reda F,, predstavlja rastuéi niz nesvodljivih razlomaka izmedu 0 i 1 ¢&iji
imenioci ne prelaze vrednost n [43]. Razlomak % pripada Farejevom nizu F,, ako:

O<h<k<n , (hk) =1 (4.1)

gde (h, k) = 1 oznacava da celi brojevi h i k imaju za najveéi zajednicki delilac broj 1. Nekoliko
prvih Farejevih nizova su [44]:

01
Fi= {I’I}

011
F2 = {17571}

01121
~F3 - {17575757_}
11

1
01 2 31
f4 - {1717575757171}
01112132341
]:5 - T B A2 9  EI A’ E2 a9 A0 ) 1
1'5°4°3'5°2°5°3'4°5°1
0111121323451
. J2- - - -2_-2z22=2<2Z 4.2
FG {1767574’3’5727573’4’576’1} ( )

Karakteristi¢ne osobine Farejevih nizova se sastoje u sledeé¢im teoremama:

Teorema 3. [3] Ako su % 1 Z—: dva uzastopna clana Farejevog niza F, tada vazi:

kh' — hk' =1 (4.3)
Teorema 4. [[3] Ako su % , Z—x ? Z—,, tri uzastopna clana Farejevog niza F,, tada vazi:

B h+ L

S 4.4

K k+ K (4.4)

Teorema 5. [/3] Ako je n > 1 tada u Farejevom nizu F, ne postoje dva uzastopna clana sa
1stim 1meniocem.

31
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Dokaz Teoreme[d. Ako je k > 1 i razlomak % se nalazi ispred razlomka % u nizu F,, tada je
h+1<h <k. Medutim, u tom slucaju je :

ﬁ< h <h+1<ﬁl
E k-1 ko k

(4.5)

Sto je kontradiktorno sa pocetnom pretpostavkom. O

Pre dokazivanja teorema 1 i 2, pokazace se da ispravnost jedne od teorema implicira ta¢nost
druge i da su stoga one ekvivalente.

FEkvivalentnost teoreme 1 i teoreme 2. [43]
Na osnovu teoreme 1 resava se skup jednacina:

KW' —hE' =1 | K'W —W'K =1 (4.6)

po h" i k”. Dobija se:

R'(kh' — hk'y=h+hn" , K'(kD —Kh)=k+F (4.7)
1 stoga

hl/ h_|_ hl

Bkt (48)

Dakle teorema [ je posledica teoreme [3]

Na osnovu teoreme 2 za sve Farejeve nizove, i tacnosti teoreme 1 za Farejev skup F,, 1,
pokazace se da je teorema 1 posledica teoreme 2. Neka su razlomci % i Z—: uzastopni u nizu
koji odgovara skupu F,_; i neka se razlomak 2; nalazi izmedu njih u nizu F,. Imenioci k i &’
moraju biti manji od imenioca k” jer se razlomak sa imeniocem k” prvi put pojavio u skupu

Fn ,dakle k < k < k” =n. Prema teoremi 2 za neki ceo broj A mora da vazi :
h+h =X0" | k+kK =Xk (4.9)
Posto su u ovakvoj postavci k i & manji od £” ceo broj A ne moze biti veée od 1, dakle A = 1:
h+h=n" | k+K=F (4.10)

Mnoze¢i prvu jednacinu sa k£ i drugu jednacinu sa h i potom oduzimajuéi te dve jednacine
dobija se:

kh" — hk" = kh + kh' — kh — hk' = kh/ — hk' (4.11)
Posto su razlomci % 1 Z—: uzastopni u skupu F,,_1 i posto za njih po pretpostavci vazi teorema
1, razlika sa desne strane jednacine jednaka je jedinici. Stoga:

kW' — hi' =1 (4.12)

1 time je teorema 2 dokazana.
Dakle, teorema [3] je posledica teoreme [4] O
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Dokaz Teoreme[f). Dokaz je induktivan posto i teorema 1 i teorema 2 vaze kada je n = 1.
Smatranjem teorema tacnih za skup JF,_1 pokazuje se da one vaze i za skup F,.
Pretpostavljajuci da su dva uzastopna razlomka % i Z—: u nizu F,,_; razdvojena razlomkom
Z—Z u nizu F,,. Posto se posmatra skup F,, za koji se utvrduje vazenje teorema, jednacina|(4.3)
se ne moze unapred smatrati zadovoljenom. Medutim, sa sigurnos¢u se moze reci da su sledece

nejednakosti ispunjene za neke pozitivne cele brojeve r i s:

k' —hk"=r>0 , KE'N—-hWkK=s5>0 (4.13)
Resavajuéi gornje jednacine po h” i k" :

R"(kh' — hk'y=hr+hs , K'(kh' —Kh)=Fkr+ks (4.14)
dobija se razlomak

h" _ hs+ h'r

— = 4.15
k" ks 4+ k'r ( )
r i s nemaju zajednickog delioca veceg od 1 jer (h”,k”) = 1 i razli¢iti su od nule jer se
posmatraju dva razli¢ita razlomka % i Z—: Posmatrajuéi skup S svih razlomaka
H h+ AW
S g An (4.16)
K pk+ M\
gde su A i p pozitivni celi brojevi razli¢iti od nule takvi da je (A, pu) = 1, primecuje se da
" h . K
razlomak % pripada skupu S. Svaki razlomak iz skupa S se nalazi izmedu razlomaka z i T
h /
, odnosno T < % < o Zbog toga ce se pre ili kasnije javiti svi ¢lanovi skupa S u nekom od

Farejevih skupova Fg.

Prvi razlomak iz skupa S koji ¢e se pojaviti u Farejevim skupovima je razlomak sa naj-
manjim imeniocem K $to podrazumeva da su A i p jednaki jedinici. Dakle, prvi razlomak koji
se javlja izmedu razlomaka % i Z—: jeste :

h//_h_|_h/

— = 4.1
K kK (4.17)

I na taj nacin je dokazana druga teorema. Pokazano je da su teorema 1 i teorema 2 ekvivalentne
i stoga je na ovaj nacin dokazana i prva teorema. O]

Ako se iz nekog razloga Farejev niz posmatra od najveéeg ¢lana ka najmanjem, tada za dva
uzastopna Clana vazi :

kW — bk = —1 (4.18)

Dakle, tacnost teoreme 1 moze da se prosiri tako da uopsteno vazi za dva uzastopna clana
h

. . . / ..
Farejevog niza 7 i % bez obzra na njihov redosled:

K'h— k| = 1 (4.19)
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Teorema 6. [/5] Prelaskom iz Farejevog niza F,—1 u niz F, stvaraju se samo nesvodljivi
razlomci.

!

Dokaz Teoreme[6. Pokazano je da za dva susedna ¢lana Farejevog niza, % i %, vazi jednacina
. . . oo O " .
(4.19)|1 poznato je da su razlomci skupa JF,,_; nesvodljivi. Ako se novonastali ¢lan % prilikom
- . . .. .ot . . ..
prelaska u visi Farejev niz F,, nalazi izmedu razlomaka % i % tada moraju da vaze relacije :

kW' — kR = +1 (4.20)

' — KR = +1 (4.21)

Ako bi novonastali razlomak bio svodljiv, celi brojevi h” i k” bi imali zajednickog delioca.
U tom sluéaju, njihov zajednicki delioc bi mogao da celobrojno podeli jednacine i|(4.21)]
Medutim iz jedacina|(4.20)|i((4.21)|se vidi da one mogu biti celobrojno podeljene samo sa bro-

jevima £1. Dakle, jedini zajednicki delioci brojeva h” i k" jesu +1 i razlomak Z—Z je nesvodljiv.

]

4.1 Konstrukcija

Skup svih racionalnih brojeva izmedu 1 i 0 se moZe predstaviti skupom razlomaka. Prvo se
napisu sve nesvodljive polovine, zatim sve nesvodljive treé¢ine, zatim sve nesvodljive ¢etvrtine
i postupak se moze ponavljati beskonac¢no. Zaustavljajuéi se na odredenoj vrednosti imenioca
n dobija se Farejev skup F,.
Stvaranje uzastopnih Farejevih nizova se graficki moZe prikazati kao na slici 4.1}
0 1

1 1
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wra

w I—‘
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Slika 4.1: Farejev dijagram na kom je predstavljeno generisanje celog F7 niza.

Na slici [4.1] svaki naredni nivo je popunjen razlomcima koji se dobijaju prilikom prelaska
na visi Farejev niz. Svi razlomci sa slike [4.1] pripadaju Farejevom nizu F; . Razlomci koji

su pripadali nizim Farejevim nizovima i od kojih su nastali novi razlomci prilikom prelaska u
visi Farejev niz nazivaju se roditeljima. Novonastali razlomci se nazivaju deca. Razlomci % i
% su jedini pripadnici Farejevih nizova koji su uvek roditelji dok su svi drugi razlomci koji se
javljaju napredovanjem ka visim Farejevim nizovima su i roditelji i deca.
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Svaki razlomak koji se smatra detetom nastaje od dva roditelja ¢ i £ prema teoremi 4| i

jednak je ZT*(;. Jedan roditelj je prvi razlomak koji se nalazi iznad detgta ga leve strane dok je
drugi roditelj prvi razlomak koji se nalazi iznad deteta sa desne strane.

Sa Farejevog dijagrama se moze videti da se prilikom prelaska u visi Farejev niz F,, javljaju
najmanje dva razlomka : % i ”T_l, osim ako je % = "T_l Najmanji razlomak % se uvek javlja
jer su svi razlomci sa jedini¢nim brojiocem nesvodljivi. Najveéi razlomak ”T_l se uvek javlja
jer dva uzastopna cela broja nemaju zajednic¢kog delioca osim jedinice i stoga je razlomak ¢iji
su imenioc i brojioc dva uzastopna cela broja nesvodljiv.

[ako je proces stvaranja Farejevih nizova sa slike misaono jednostavan, odredivanje
broja ¢lanova svakog od Farejevih nizova zahteva poznavanje Ojlerove ¢ - funkcije. Ojlerova
¢ - funkcija ¢(n) nekog celog broja n broji koliko ima celih brojeva manjih ili jednakih sa n,
a sa kojim n nema zajednickih delioca osim broja 1. Primera radi, ¢ - funkcija broja 8 je
jednaka : ¢(8) = 4 jer u intervalu [1, 8] ima Cetiri broja za koje vazi (8, m) = 1. Ti brojevi su:
m={1,3,5,7}.

Teorema 7. [{6] Funkcija o(p) bilo kog prostog broja p ili njegovog stepena p*, gde je k > 1,
je jednaka :

1
p(") =p" (1) (4.22)
p
Dokaz teoreme [ Posto je broj p* prost, jedini brojevi sa kojima je on deljiv su upravo umosci
i stepeni samog proja p. Dakle, (p*¥,m) # 1 samo ako je broj m neki umnozak broja p :
m = {p,2p,3p....p P, ..., 0> - p,..,0" " - p}.
Skup brojeva m broji ukupno p*~! ¢lanova. Svi ostali brojevi koji su razli¢iti od m nemaju
zajednickih delioca sa brojem p*. Takvih brojeva ima ukupno :

e(p*) =p" ="t =pF(1 - }?) (4.23)

O

Teorema 5 moze da se prosiri i da se uz pomo¢ nje odredi p(n) funkcija bilo kog celog broja.
Medutim, prvo moraju da se iskoriste dve teoreme :
I) Bilo koji ceo broj moZe se zapisati kao proizvod prostih brojeva ili njihovih stepena:

n = (p)F (pa)*2 ... (py)ke (4.24)

Ova teorema je poznata kao fundamentalna teorema aritmetike [47].
IT) Funkcija ¢(nm) proizvoda dva broja n i m koji nemaju zajedni¢kog delioca osim broja
1 je multiplikativna [48]:

p(nm) = p(n)p(m), (n,m)=1 (4.25)

Koristec¢i ove dve teoreme moze se pronaci vrednost funkcije ¢(n) bilo kog celog broja n.
Koristeé¢i fundamentalnu teoremu aritmetike moze se napisati:

p(n) = ()" (p2)" - - (pg)"™) (4.26)
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Posto je broj n je faktorizovan na proste brojeve, na funkciju ¢(n) moze se primeniti teorema
o multiplikativnosti:

p(n) = ((P1)*)e((p2)™2) . . o ((pg)"™) (4.27)
Primenjujuéi jednacinu na jednacinu :
kg Ly k1 o1y ooy L 1
p(n) = py(1 p1>p2 (1 pQ)mp’; (1 pq) =n(1 pl)(l pQ)--'(l pq) (4.28)

Dobija se konacan izraz za vrednost ¢ - funkcije bilo kog broja n :
1
pn)=n]J1- ;) (4.29)

Razlika Farejevog niza F, i F,,_1 jeste skup svih nesvodljivih razlomaka sa imeniocem
n. Skup nesvodljivih razlomaka sa imeniocem n sadrzi onoliko ¢lanova koliko ima brojeva
q, 1 < ¢ < n koji nemaju zajednickog delioca sa n osim broja 1, tj. da bi razlomak £ pripadao
nizu F,, mora da vazi (¢,n) = 1. Broj takvih razlomaka odreden je upravo Ojlerovom funckijom
e(n).

Dakle, razlika u duzini dva uzastopna Farejeva niza odredena je sa relacijom :

[ Fol = [Fnaal = ¢(n) (4.30)

Pratec¢i indukciju iz jednacine |(4.30), duzina bilo kog Farejevog niza moze da se odrediti
kao zbir Ojlerovih funkcija svih brojeva ¢, 1 < g < n :

Pl = wl(q) (4.31)

Beskona¢na suma Ojlerovih funkcija se moze predstaviti aritmetickim nizom i ponaSa se
kao %nQ sa greskom nlogn. Dakle, duzina Farejevog niza sa asimptotski velikim n moze da
se predstavi kao [49):

| Fn| = %nQ + O(nlogn) (4.32)

Slika [4.1] prikazuje logicko stvaranje Farejevih skupova i time i svih realnih brojeva izmedu
01i1. Medutim, proces stvaranja svih realnih brojeva izmedu 0 i 1 se efikasnije vrsi geometrijski
[50], procesom predstavljenim na slici 4.2]

Velika pogodnost konstrukcije sa slike [4.2|jeste $to se izborom jedini¢nog pocetnog kvadrata,
x - koordinata svakog nastalog razlomka upravo nalazi na samoj vrednosti razlomka. Ne-
dostatak ovakve konstrukcije jeste sto svaka sledeca iteracija ne stvara potune Farejeve nizove.
Medutim, pokazaée se da se potpuni Farejevi skupovi mogu lako pronaci iz ovakve konstrukcije.

Veoma bitna karakteristika konstrukecije sa slike [4.2] jeste da se tacka nastala presekom dvaju
duzi u ovom procesu nalazi na koordinatama (%, %) Ovo je ocigledno tacno za prvi razlomak
u konstrukeiji % i nastavlja biti tacno za sve sledece razlomke jer se dijagonale paralelograma,

sa kordinatama temena kao na slici , seku na koordinatama (£, CJ%d)
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Slika 4.2: Geometrijska konstrukcija svih racionalnih brojeva izmedu 0 i 1.

(£3)

aln

| s a+cC 1
(b—d!b—d]

(4£,0) (£,0)

Slika 4.3: Segment konstrukcije sa slike koji sadrzi jedan novonastali razlomak. Slika
preuzeta iz [50].

Da bi se ilustrovala tacnost ove tvrdnje, pokazuje se da se tacka (2, =) nalazi na obe

1
c+d’ c+d
dijagonale [50] paralelograma sa slike:
Uslov da izabrana tacka lezi na duzi dijagonale jeste da je koeficijent pravca segmenta
dijagonale od tacke (%,0) do (&£, —-):

ctd’ ctd
R _ b __0 (4.33)
e —¢ blatce)—alb+d)  be—ad
isti kao koeficijent pravca segmenta dijagonale od tacke (£, —) do (§, 1) :
% - % _ b _ b (4.34)
Sy clb+d)—dla+c) bc—ad
Smenom a — ¢ i b — d dobija se izraz koji pokazuje da se tacka (%, ﬁ) nalazi i na drugoj

dijagonali i time potvrduje pretpostavku da se nalazi u preseku dve dijagonale paralelograma
sa slike.

Dakle, prilikom kostrukcije sledeé¢eg Farejevog niza y - koordinata tacke ¢ija je x - ko-
ordinata jednaka novodobijenom razlomku je upravo jednaka reciprocnoj vrednosti imenioca
novodibjenog razlomka. Koriste¢i ovu ¢injenicu, Zeljeni Farejev niz F,, dobija se biranjem svih
tacaka koje se nalaze na pravi y = % i iznad nje.

Primetno je da geometrijska konstrukcija sa slike [£.2] vrlo brzo postaje nepregledna pri
veéem broju iteracija. Transformacijom ovog prikaza se moze stvoriti prikaz sa slike 4.4}
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Transfomracija se sastoji u redukovanju vertikalnih duzi u svoje najnize tacke i pretvaran-
jem svih pravouglih trouglova u krivolinijske [50]. Svaka tacka na x - osi je istovremeno teme
dva krivolinijska trougla.

1 1
0 0

Slika 4.4: Pregledniji prikaz geoemtrijske konstrukcije sa slike .

Najvedi luk na slici [£.4] koji spaja cele brojeve 0 i 1 ukazujue na ¢injenicu da je broj 1
ipak dete neka dva roditelja, suprotno slici 4.1} Ovde ¢e se navesti, bez dokaza, da je broj
1 dete brojeva 0 i beskonacnog "broja" co. Tvrdnja postaje ocigledna ako se dva razlomka
roditelja zapiSu kao % i % Sto ¢ini razlomak deteta % = % Na slican nacin se mogu stvoriti
i svi drugi celi brojevi, a samim tim i svi racionalni razlomci izmedu bilo koja dva cela broja.
Citav prostor racionalnih brojeva se moze konstruisati stvaranjem Farejevih nizova kao sto je

ilustrovano na slici [4.5

Slika 4.5: Konstrukcija svih racionalnih brojeva.
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Ovo poglavlje je ograni¢eno na Farejeve nizove izmedu brojeva 0 i 1 jer je analiza ovog
podskupa Farejevih nizova dovoljna da se prikazu sve njihove karakteristike i posledice. Bilo
koji racionalan broj % koji se nalazi izmedu neka druga dva cela broja ¢ i g+ 1 se moze prestaviti
kao W =q-+ %, dakle translacijom duz x - ose razlomka koji se nalazi u intervalu [0, 1].

bo|—
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2 3 3 1

3]
7 8 7 7 8

b
[S1{Iv%]
W |

U=
[
[
SIS

~J|on

Slika 4.6: Stern-Brokot drvo.

Na slici [£.2] je primetno da pri geometrijskoj konstrukeiji sukcesivne iteracije ne stvaraju
potpune sukcesivne Farejeve nizove. Pregledniji prikaz razlomaka stvorenih sukcesivnim it-
eracijama se nalazi na slici f.6] Konstrukeija sa slike je podskup prikaza koji se naziva
Stern-Brokot drvo [52]. Stern-Brokot drvo je beskona¢no i kompletno binarno drvo koje sadrzi
sve racionalne razlomke isto kao i Farejevi skupovi [53].

Kompletno binarno drvo podrazumeva da iz svakog ¢vora uvek nastaju samo dva nova
¢vora. Dakle, svaki red, oznacen sa rednim brojem 4 Stern-Brokot drveta sadzi 2 ¢lanova.
Takva notacija podrazumeva da se koren drveta - razlomak % smatra nultim redom i takva
notacija ce biti koristena u daljem tekstu.

Drvo je beskonacno jer ne postoji ogranic¢enje na broj redova. Autori su Stern-Brokot drvo
konstruisali iz tehnickih razloga za potrebe pravljenja satova [51]. Dakle, do kog reda ¢ce se
drvo konstruisati zavisi samo od konkretnih potreba. Kasnije se ova konstrukcija koristila za
Sto bolju aproksimaciju iracionalnih brojeva pomocu racinoalnh brojeva pa je maksimalan red
drveta najcesée bio odreden tehnickim ograni¢enjima.

Iz geometrijske konstrukcije sa slike [4.2] se vidi da se ¢lanovi Stern-Brokot drveta stvaraju
istim pravilom po kom se stvaraju i ¢lanovi Farejevih nizova, uz razliku da pri konstrukeiji
Stern-Brokot drveta ne postoji ograni¢enje imenioca. Upravo se zbog toga Stern-Brokot drvo
naziva brzim algoritmom za aproksimaciju iracionalnih brojeva [52] jer se Zeljenom iracional-
nom broju sukcesivno priblizava birajuéi sve manje i manje intervale u kojima se on nalazi.

Posto je drvo kompletno binarno, prava povucena kroz razlomak koji predstavlja koren
drveta %, tako da preseca bilo koju pravu sa slike (osim koordinatnvih osa i njihovih paralela)
u maksimalno jednoj tacki (%, %), predstavlja osu simetrije drveta. Clanovi koji su simetri¢ni
u odnosu na osu drveta su aritmeticki simetri¢ni.
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Detaljna analiza Sapiro stepenika

[strazivanje Sapiro stepenika u raznim sistemima se, izmedu ostalog, svodi na ispitivanje pravila
po kojem se javljaju kao i ispitivanje njihovih strukturnih stabilnosti. U radu [39] je otkriveno
da se Sapiro stepenici u disipativnom FK modelu javljaju prateé¢i Farejevu konstrukciju dok
se strukturna stabilnost gapiro stepenika ispituje pra¢enjem promena izazvanih promenom
parametara sistema. U ovom poglavlju su predstavljeni rezultati ispitivanja dejstva parametara
F,cirna pojavu i veli¢inu harmonijskih i subharmonijskih éapiro stepenika u disipativhom FK
modelu sa w = % Sva ispitivanja su se vrsila za sistem podlegnut naizmeni¢noj sili frekvencije

vo = 0.2.
/3\1 / \
/ \ H/ \_ _1/ N\ / \
7/ \ 4/\ 15/8\18 17/7\13 14/7\19 21/8\18 17/7\19 /\1

Slika 5.1: Deo Stern-Brokot drveta na kom su prikazani svi ¢lanovi Farejevog reda Fg i
mnostvo ¢lanova visih Farejevih nizova koji se moraju konstruisati da bi se na drvetu nalazili
svi Clanovi Fg.

Intervali F' izmedu dva harmonijska stepenika, u opstem sluc¢aju, rastu sa porastom rednog
broja harmonika izmedu kojih se posmatra interval kao $to se moze videti sa slike [3.4] Pri
fiksiranom parametru F,., oblast F izmedu zaklju¢anog stanja © = 0 i prvog harmonijskog
Sapiro stepenlka = sadrzi sve subharmonike kao i interval izmedu bilo koja dva uzastopna har-
monijska stepemka Medutim, njihova relativna Sirina je manja od relativnih Sirina stepenika
koji se javljaju izmedu bilo koje dve harmonijske rezonance Optlmalnl opseg F' za istrazivanje
pOJaVG i veli¢ine Sapiro stepenika j je opseg izmedu prvog =1 drugog harmonijskog stepenika
jer Sapiro stepenici imaju dovoljno velike girine da se mogu detektovatl i da dovoljno dobro

40
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oslikavaju svojstva subharmonijskih stepenika izmedu bilo koja dva harmonka. Na slici je
prikazano nekoliko prvih iteracija Stern-Brokot drveta na kojem se nalaze stepenici u ovom
opsegu.

U celom intervalu F,. koji je ispitivan svi ¢lanovi Farejevog niza Fig bili su prisutni na
svakoj vrednosti F,. za koju je izvrSena simulacija. Zbog preglednosti rezultata analizirace se
samo pazljivo odabrani Sapiro stepenici.

5.1 Relativne veli¢ine Sapiro stepenika

FK model se ispituje vrienjem numerickih simulacija koje resavaju sistem jednacina |(3.1)
u odredenom vremenskom intervalu i za odredeni interval sile F'. Uvid u relativne veli¢ine
proizvoljnih Sapiro stepenika ostvaruje se koristenjem programa za analizu opisanog u dodatku

Al

5.1.1 Kriti¢na sila i prvi harmonijski Sapiro stepenik

Na slici se vidi da povecanje deformacionog parametra znatno utice na oblik i karakteristike
kriti¢ne sile F,. Vrednost kriticne sile pri F,c. = 0 raste pove¢anjem r jer, iako se visine poten-
cijalnih barijera ne menjaju, sa porastom r raste i visina jedne od dve barijere prvog izvoda
deformisanog substratnog potencijala Kriticna sila u sva tri sluc¢aja deformisanog substratnog
potencijala tezi nuli F, — 0 kada F,. — oo §to je bilo i nasluéeno na slici

Pri najmanjoj vrednosti deformacionog parametra r = 0.01 kriti¢na sila ispoljava Be-
selovsko oscilovanje u zavisnosti od F,.: prvi maksimum je najveéi dok je svaki slede¢i mak-
simum manji od prethodnog. Takode period oscilacije opada sa pove¢anjem F,.. Ovakvo
ponasanje kriticne sile je zabelezeno i u standardnom FK modelu sa proizvoljnim srednjim
rastojanjem izmedu cestica.

Povecanje deformacionog parametra dovodi do postepenog gubitka Beselovkse forme os-
cilovanja F, sa F,.. Ve¢ pri r = 0.25, kao i pri r = 0.5, oscilovanje se ne moze nazvati
Beselovskim jer svaki slede¢i maksimum krive oscilacije nije manji od prethodnog. Medutim,
moze se primetiti da oscilovanje jeste Beselovsko ako se oscilacija kriti¢ne sile razlozi na dve
oscilacije i to tako da svaki drugi maskimum pripada istoj vrsti oscilacije, odnosno da parni
maksimumi pripadaju jednoj Beselovskoj oscilaciji dok svi neparni maksimumi pripadaju dru-
goj Beselovskoj oscilaciji. Tada se moze re¢i da su obe sastavne komponente ovog oscilovanja
ponaosob Beselovske jer je svaki parni maksimum oscilacije F. manji od prethodnog parnog
maksimuma, $to se moze reéi i za neparne maksimume. Opravdanje za razlaganje oscilacije
F. na dve nezavisne nalazi se u ¢injenici pri ovakvim deformacijama dve uzastopne jame sub-
stratnog potnecijala imaju razli¢ite energije pribadanja cestica.

Oscliacija Sirine prvog harmonijskog Sapiro stepenika je u (savrSenoj) antifazi sa oscilacijom
F¢ pri najmanjoj vrednosti deformacionog potencijala » = 0.01 jer svaki maksimum Sirine
stepenika % odgovara minimumu F.. Obe oscilacije imaju svaki sledeé¢i maksimum manji od
prethodnog i smanjenje perioda oscilacije sa pove¢anjem F,.. Moze se re¢i da pri ovom r
kriti¢na sila F¢ osciluje sli¢no nultoj Beselovskoj funkciji dok Sirina prvog harmonika AF (%)
prvog harnomika osciluje nalik prvoj Beselovskoj funkciji.

Povecanje deformacije menja ovakav odnos F, i AF (%) iprir=0.251r = 0.5 indukuje
oscilovanje u fazi F. i AF (%) Ove dve veli¢ine su i dalje u direktnoj korelaciji Sirom ispitivanog
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‘— Critical force - F, --- Width of the first harmonic 1/1

[10-7]
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Slika 5.2: Kriti¢na sila F¢ i sirina AF' prvog harmonijskog Sapiro stepenika % u funkeciji Fjc za
tri razlic¢ite vrednosti deformacionog parametra r.

opsega F;. osim u oblasti koju prekriva prvi maksimum Sirine AF' (%) Za razliku od sistema sa
malom deformacijom, pri r = 0.25 prvi minimum F¢ uopste ne utice na Sirinu prvog harmonika.
Pri ovoj vrednosti deformacije na AF (%) utice tek drugi maksimum F; izazivajuéi maksimum
AF (%) i dalje oscilovanje u fazi. Na jo§ vec¢oj deformaciji, » = 0.5 na oblast prvog maksimuma
AF (%) ne utice ni drugi maksimum F. veé¢ tek drugi minimum izazivajuéi prvi minimum
AF (%) nakon kojeg ove dve funkcije nastave oscilovanje u fazi.

5.1.2 Stepenik 2

Prema Farejevoj konstrukciji prvi subharmonijski stepenik koji se javlja izmedu prvog i drugog
harmonijskog gapiro stepenika je stepenik % Oscilovanje Sirine ovog stepenika sa Fj. za tri
razli¢ite vrednosti r prikazano je na slici [5.3|

U modelu veoma slicnom standardnom FK modelu, » = 0.01 $irina ovog stepenika AF (%)
ne ispoljava Beselovsko oscilovanje. Svi maksimumi osim prvog imaju priblizno iste veli¢ine i
period oscilovanja se ne smanjuje povecanjem F,.. Minimumi i maksimumi oscilovanja AF (%)
nisu u direktnoj korelaciji sa ekstremima oscilovanja F, sa Fj. jer se neki ekstremi poklapaju
dok su drugi ekstremi indukovani mehanizmom ¢iji se uticaj ne vidi u funkciji oscilovanja
kriti¢ne sile.

Povecanje deformacije dovodi do narusSavanja pravilnosti o opadanju relativne Sirine Sapiro
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Slika 5.3: Sirina AF prvog subharmonijskog Sapiro stepenika prema Farejevoj konstrukeiji %
u funkciji Fjc za tri razli¢ite vrednosti deformacionog parametra 7.

stepenika sa porastom imenioca. Kada je deformacioni parametar » = 0.25 tada najveci
subharmonijski stepenik ima veéu 8irinu od prvog harmonijksog stepenika AF (%) > AF (%)
Sa slike [5.2] je bilo primec¢eno da prvi harmonijski stepenik ne osciluje Beselovski dok se sa slike
primecuje da prvi subharmonijski stepenik ispoljava pravilno Beselovsko oscilovanje koje
li¢ci na Beselovu funkciju prvog reda. Ekstremi AF (%) su direktno korelisani sa ekstremima
F¢ nakon $to F; dozivi drugi minimum nakon kojeg ove dve funkcije osciluju u kontra fazi.

Na najvec¢em ispitivanom deformacionom parametru r = 0.5 Sirina AF’ (%) ispoljava anoma-
Ino Beselovsko oscilovanje koje bi na slican kvalitativan nac¢in moglo da se objasni pomoc¢u dve
nezavisne Beselove funckije koje opisuju ponaosob parne i neparne maksimume slicno kao i
prilikom analize osiclovanja AF (%) Kao i u sluc¢aju funckije oscilovanja AF (%) sa F, pri
ovom deformacionom parametru, na funkciju oscilovanja AF (%) prvi put poc¢inje da utice tek
drugi minimum kriti¢ne sile. Medutim, Sirina stepenika % osciluje u kontra fazi sa F a samim
tiiu kontra fazi sa prvim harmonikom.

Uvid u relativne Sirine prvog harmonijskog Sapiro stepenika pokazuje da se pri maloj defor-
maciji r = 0.01 Beselovsko oscilovanje gubi ve¢ u prvoj iteraciji Stern-Brokot drveta. Takode
je pokazano da se pogodnim odabirom r moZe indukovati model u kom je prvi subharmoni-
jski stepenik veéi od dva harmonijska stepenika izmedu kojih se javlja. Sa slika i se
moze zakljuciti da je pri » = 0.25 pravilno Beselovsko oscilovanje odlika najveceg stepenika.
Ovakav zakljucak ne stoji pri velikoj deformaciji jer je tada sistem toliko izmenjen u odnosu na
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standardni u kom je vazila jedna¢ina |(3.16)| da se jasne Beselovske oscilacije ni ne pojavljuju.
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Slika 5.4: Sirina AF subharmonijskih Sapiro stepenika % i g u funkciji Fj. za tri razlicite
vrednosti deformacionog parametra r.

Prelaskom iz Farejevog niza F5 u Farejev niz F3 ili izvodenjem druge iteracije Stern-Brokot
drveta javljaju se dva nova razlomka: % 1 5. Sirine Saplro stepenika koji se javljaju na brzinama
koje odgovaraju ovim razlomcima prlkazane su na slici za tri vrednosti r.

Kada je deformacija izuzetno mala r = 0.01 Sirine stepenika AF (%) i AF (%) su jednake
pri malim vrednostima Fj,.. Funkcije Sirina ova dva stepenika pocinju da se razlikuju u okolini
F;c = 0.58 na kojoj kriti¢na sila ima drugi maksimum i u ostatku ospega F). osciluju u kontra
fazi. Tako jaca izrazenost jednog od stepenika podrazumeva slabu izrazenost drugog, moze se
re¢i da ova dva stepenika imaju priblizno jednake Sirine.

Povecanjem deformacije na r = 0.25 nestaje simetrija izmedu stepenika % i g Iako oba
stepenika pripadaju istom nivou Stern-Brokot drveta, u opsegu malih vrednosti Fj. postoji
jasna izrazenost samo stepenika g Kao i u priblizno standardnom slucaju, povecanje Fj,c
oznad odredene vrednosti dovodi do oscilacije ova stepenika u kontra fazi sa priblizno jednakim
amplitudama. Vrednost F,. na kojoj dolazi do oscilovanja oba stepenika odgovara drugom
minimumu F¢, tj. F,c ~ 0.6. U funkcijama Sirina ovih stepenika prisutan je i blag uticaj prvog
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minimuma kritice sile F,. ~ 0.42. U predelu F,. u kom je prisutno oscilovanje oba stepenika,
oscilovanje Sapiro stepenika koji odgovara veéem od ova dva razlomka g odvija se u fazi sa
oscilovanjem kriti¢ne sile dok je oscilovanje Sapiro stepenika koji odgovara manjem razlomku
% u kontra fazi sa oscilovanjem Fr.

Kada se substratni potencijal uveliko razlikuje od savrSeno simetri¢nog standardnog poten-
cijala, r = 0.5, oblast u kojoj je izrazen samo veéi razlomak je proSirena do vec¢ih vrednosti
F,.. Povecanje deformacije izazvalo je potpun nedostatak stepenika % sve dok vrednost Fj.
ne dostigne F,c ~ 0.9 sto odgovara drugom minimumu kriti¢ne sile. Pojavljivanje stepenika
% praceno je kratkim nepravilnostima u dotadasnjem oscilovanju dok intenzitet naizmenicne
sile ne prede F;c = 1 na kojoj kriti¢na sila ima tre¢i maksimum nakon ¢ega ova dva stepenika
osciluju u kontra fazi sa priblizno jednakim amplitudama.

Relativne Sirine ova dva subharmonijska Sapiro stepenika najmanje su pri maloj deformaciji

i najvece pri r = 0.25 $to je bio slucaj i sa prvim subharnomijskim stepenikom % Stepenici 1 i

g su simetri¢ni na Stern-Brokot drvetu i oscilovanje njihovih Sirina moze se smatrati izuzetflo
korelisanim pri maloj deformaciji. Medutim, porast deformacije favorizuje izrazavanje samo
veceg od ova dva stepenika u opsegu malih vrednosti Fj. za dati generalisani FK model. Nakon
oblasti selektivnog izrazavanja stepenika sledi zajednicko oscilovanje u kontra fazi prilikom kog

se amplituda oscilacija povec¢ava sa porastom Fj..

5.1.4 Stepenici % i %

Farejev niz F, razlikuje se od Farejevog niza F3 za dva razlomka: % i 71' Ovi stepenici nalaze

se na tre¢em nivou Stern-Brokot drveta simetri¢no jedan u odnosu na drugi. Zavisnost Sirine
ovih stepenika od amplitude naizmenicne sile prikazana je na slici

Sirine ova dva stepenika su priblizno jednake samo pri maloj vrednosti deformacije r = 0.01
i samo je tada prvi maksimum oscilacija veéi od ostalih. Povecanje imenioca posmatranih
subharmonijskih Sapiro stepenika je u potpunosti narusilo sli¢nost oscilacije sa nekom od Be-
selovskih oscilacija. Degradacija Beselovksog oscilovanja prac¢ena je povec¢anjem kompleksnosti
oscilovanja. Oblast prvog maksimuma se proteze do vrednosti F,. =~ 0.58 §to odgovara drugom
maksimumu kriti¢ne sile. Uticaj prvog minimuma kriti¢ne sile primetan je u funkciji oscilacija
ovih Sirina kao lokalni minimum u oblasti prvog maksimuma funkcija AF (%) i AF (g)

Pri deformaciji » = 0.25 dolazi do jasnog izrazaja samo stepenika E u prvoj oblasti Fjc
koja se prostire do vrednosti F,. &~ 0.42 koja odgovara prvom minimumu kriti¢ne sile pri ovoj
deformaciji. Nakon vrednosti F,. ~ 0.6 stepenici osciluju u kontra fazi priblizno jednakih
amplituda.

Dodatno povec¢anje deformacije substratnog potencijala na r = 0.5 indukuje poveéanje
oblasti F,c u kojoj je izrazen samo ve¢i od dva stepenika : %. Stepenik % se prvi put pojavljuje
na vrednosti F,c =~ 0.9 na kojoj kriti¢na sila ovog sistema dozivljava drugi minimum. Nakon
vrednosti F,. =~ 1, na kojoj kriti¢na sila ima treéi maksimum, stepenici osciluju u kontra fazi
sa priblizno jednakim, rastu¢im, amplitudama.

ici 6 7 839
5.1.5 Stepenici 2, ¢, = 1 ¢

Nastavak povecavanja imenioca dovodi do pojavljivanja cetiri nesvodljiva razlomka izmedu 1 i
2: g, %, % i %. Za razliku od subharmonijskih stepenika koji su prikazani do sada, prelazak iz
skupa F4 u Fy stvara razlomke koji se ne nalaze na istom nivou Stern-Brokot drveta.
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Slika 5.5: Sirina AF subharmonijskih Sapiro stepenika % i g u funkciji Fjc za tri razlicite
vrednosti deformacionog parametra r.

Oscilacije 8irine svih stepenika sa imeniocem jednakim broju 5 prikazane su na slici [5.6]
Leva strana slike poredi stepenike g i & koji pripadaju treéem nivou Stern-Brokot drveta
dok desna strana slike poredi stepenike 2 i % koji pripadaju ¢etvrtom nivou. Oba poredenja
su izvrSena za stepenike koji su simetri¢ni u odnosu na vertikalnu osu Stern-Brokot drveta,
odnosno posmatrani su simetri¢ni parovi.

U priblizno standardnom FK modelu, » = 0.01, poredenje Sirine stepenika koji su simetri¢ni
parovi otkriva priblizno jednake amplitude oscilacije stepenika koji su simetri¢ni na Stern-
Brokot drvetu. Stepenici koji formiraju simetri¢an par osciluju u fazi sa jednakim amplitudama
u oblasti prvog maskimuma koja se proteze do vrednosti F;c ~ 0.6, na kojoj kriticna sila
ima drugi maksimum, nakon ¢ega medusobno osciluju u kontra fazi. Uticaj prvog minimuma
kriti¢ne sile se moze videti kao pojava lokalnog minimuma u oblasti prvog maksimuma oscilacije
svakog od ovih stepenika.

Pripadnici istog Farejevog niza koji su na razli¢itim granama Stern-Brokot drveta razlikuju
se po amplitudi samo u predelu prvog maksimuma oscilacije Sirine i to tako da stepenici koji
su nastali pomoc¢u manjeg broja iteracija Stern-Brokot drveta (nalaze se na nivou nizeg rednog
broja) imaju vecu $irinu od stepenika na nivoima veéeg rednog broja. Nakon oblasti prvog
maksimuma oscilacija F,. > 0.6 svi stepenici Farejevog skupa JF; imaju priblizno jednake
amplitude.

Poredenje simetri¢nih parova stepenika koji se javljaju u generalizovanom FK modelu sa

[[='d



GLAVA 5. DETALJNA ANALIZA SAPIRO STEPENIKA 47

e 85|

« 6/5 e 9/5‘

2.5¢
720
=15 1.5, .01
=1
<4
0.5+
oks
14
121
«‘Tl()—
= 8} 18
= &l lg 7=0.25
<Y
a 4] {4
2], 12
0 0
8 -8
Tt 47
VT67 ’ . ! ’6
| L i . .
25 o . ik
€3 3 0' 13 r=0.5
< 3| -~ {2
.,
1';"- B L E ""'b«-«l" LR -1
0;- i ey ot . : Eg"h._,p oe, 0
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0 12 14 1.6 1.8 2000 0.2 04 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 16 18 2.0
Fac Fac

Slika 5.6: Sirina AF subharmonijskih Saplro stepenika, ¢ 2 5, g i £ u funkciji Fj. za tri razlicite

vrednosti deformacionog parametra r. Medusobno su poredeni stepemcl koji pripadaju istom
nivou Stern-Brokot drveta.

umerenom vrednosti deofrmacije r = 0.25 otkriva jasnu izrazenost samo veceg od posmatrana
dva stepenika u opsegu niskih vrednosti F,.: u tre¢em nivou Stern-Brokot drveta izraZenije
je prisustvo stepenlka , dok je u Cetvrtom nivou izraZeniji stepenik £ 9 Poredenjem sva éetiri
stepenika sa 1men10(:em Jednaklm broju 5 primecéuje se da u oblasti nlSklh vrednosti Fj,c na-
jveéu amplitudu ima stepenik sa najveéim imeniocem i da ona opada sa smanjenjem imenioca.
Oblast F,. u kom dolazi do selektivnog izrazaja subharmonijskih Sapiro stepenika se prostire
do vrednosti F,. ~ 0.6 na kojoj kriti¢na sila ima drugi minimum nakon ¢ega simetri¢ni parovi
osciluju u medusobno tesko opisivom odnosu na ovoj vrednosti deformacionog parametra.

Sistem sa najvecom ispitivanom deformacijom r = 0.5 u oblasti niskih F,. ispoljava isto
ponasanje stepenika sa imeniocem 5 kao i umereno deformisan FK model: Sirina stepenika
opada sa smanjenjem imenioca a u simetri¢cnim parovima do izrazaja dolazi samo veci stepenik
od posmatrana dva.

5.1.6 Stepenici visih Farejevih skupova

Na slici [5.7 su prikazani odabrani stepenici koji pripadaju nizu Fg i visim Farejevim nizovima.
Zajednicko svim ovim stepenicima je njihova lokacija na "ki¢mi" Stern-Brokot drveta, odnosno
na obvojnici u ¢ijoj unutrasnjosti se nalaze svi ¢lanovi beskona¢nog binarnog drveta. Leva
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Slika 5.7: Sirine AF nekoliko subharmonijskih éapiro stepenika koji su deo obvojnice
Stern-Brokot drveta u funkciji Fj. za tri razli¢ite vrednosti deformacionog parametra r.

strana slike poredi stepenike sa leve strane drveta u odnosu na centralnu vertikalnu osu dok
desna strana slike poredi stepenike sa desne strane Stern-Brokot drveta. Posmatranje stepenika
koji se nalaze na ki¢mi drveta obezbeduje simetri¢nost stepenika sa istim imeniocem u odnosu
na centralnu vertikalnu osu. Stepenici koji ¢ine simetri¢ne ¢lanove obelezeni su istom bojom
na slici 5.7

Pri najmanjoj deformaciji, » = 0.01, svi simetri¢ni parovi osciluju na slican nac¢in i imaju
priblizno jednake magnitude oscilacija u ¢itavom posmatranom opsegu F,.. Nakon vrednosti
Fic = 0.58, na kojoj kriti¢na sila ima drugi maksimum, stepenici koji ¢ine simetrican par
osciluju u kontra fazi dok u predelu prvog maksimuma oscilacije njihovih Sirina ima veoma malo
razlike. Svi stepenici sa jedne strane drveta medusobno osciluju u fazi. Povecanje imenioca
jednako utice na stepenike sa obe strane drveta i to tako da se amplituda oscilacija smanjuje
sa porastom imenioca Sto je prethodno utvrdeno i provereno pravilo za stepenike razli¢itih
imenioca. Medutim, primetno je da su kroz ceo opseg F,. prisutni stepenici sa imeinocem
jednakim broju 8 dok se stepenici sa imeniocem jednakim broju 7 sporadi¢no pojavljuju, tj.
Sirine im se razlikuju od nule. NarusSavanje pravila o opadanju Sirina sa porastom imenioca
ne moze da se opovrgne samo ovim primerom jer je ovakvo odstupanje od pravila moguca
posledica izuzetno malih Sirina poredenih stepenika.

Povecanje deformacije potencijala na r = 0.25 dovodi do potpunog nedostatka stepenika
sa leve strane Stern-Brokot drveta sve do vrednosti F,c ~ 0.6 na kojoj kriti¢na sila ima drugi



GLAVA 5. DETALJNA ANALIZA SAPIRO STEPENIKA 49

minimum. Nakon ove vrednosti F,. prisutni su svi stepenici gde se oscilacije simetri¢nih parova
odvijaju u kontra fazi. I pri ovoj deformaciji nema puno razlike izmedu Sirina stepenika iz
sedmog i osmog Farejevog niza ali je potrebna detaljnija analiza da bi se moglo izmeniti pravilo
o opadanju Sirina sa porastom imenioca jer su i pri ovoj deformaciji, na kojoj su subharmonijski
stepenici najizrazeniji, Sirine posmatranih stepenika i dalje izuzetno male.

Pri najvecoj ispitivanoj vrednosti deformacije, » = 0.5 samo stepenici sa desne strane Stern-
Brokot drveta su prisutni u prvoj oblasti F,. u kojoj oscilacija kriti¢ne sile jo$ nije dostigla svoj
tre¢i maksimum. Nakon ove vrednosti dolazi do pojavljivanja svih stepenika. [ako su stepenici
iz F7 i Fg veoma malih Sirina primetno je da su prisutni kada je F;c > 1 i da se samo desna
strana drveta javlja pri F,. < 1.

5.1.7 Zakljucci

Prezentovani rezultati pokazuju da se svi subharmonijski stepenici mogu opisati na slican nacin.
Promena deformacije umnogome menja odziv sistema ali pri sve tri vrednosti deformacionog
parametra r mogu se prepoznati dve odvojene regije parametra Fj:

Pruvi region ili region niskih vrednosti F,. okarakterisan je pojavom prvog maksimuma os-
cilacija svih subharmonijksih Sapiro stepenika pri » = 0.01. U ovoj oblasti Fjc svi simetri¢ni
parovi imaju jednake magnitude. Pri veéim deformacijama, r = 0.25 i » = 0.5, ovaj region
okarakterisan je selektivnim ispoljavanjem stepenika i to tako da su izrazito dominantni ste-
penici sa desne strane Stern-Brokot drveta. Ovakva favorizacija stepenika je prisutna veé na
drugom nivou i postoji u svim sledeé¢im nivoima drveta Sto implicira da bi se takav odnos
zadrzao i pri proizvoljnoj iteraciji Stern-Brokot drveta.

Drugi region, oscilatorni region ili region visokih vrednosti F,. okarakterisan je zajednic¢im
oscilovanjem svih primecéenih éapiro stepenika. Na svim vrednostima deformacije r u ovom
regionu Fj,. stepenici koji ¢ine simetri¢ni par osciluju medusobno u kontra fazi sa priblizno jed-
nakim amplitudama. Kada je sistem izuzetno slican standardnom tada u ovoj oblasti oscilacije
svih Sapiro stepenika se odvijaju sa smanjenjem amplitude pri porastu Fj., dok se pove¢anjem
deformacije osciovanje svih subharmonijskih stepenika (osim %) odvija sa porastom amplitude
pri porastu Fi..

Pri fiksiranoj vrednosti deformacionog parametra struktura oscilacija svih subharmonijskih
Sapiro stepenika je u direktoj korelaciji sa oscilacijom kriti¢ne sile sa F,e i to:

U priblizno standardnom slucaju r = 0.01 vrednost F,. ~ 0.58 se istice kao kraj prvog
regiona zajednickog oscilovanja svih subharmonijskih stepenika. Na ovoj vrednosti F}. kriticna
sila dozivljava drugi maksimum. Uticaj prvog minimuma F¢, tj. pri F,c ~ 0.4, je jasno vidljiv
kao prvi maksimum Sirine prvog harmonika kao i u svim subharmonijskim stepenicima kao
pojava lokalnog minimuma u oblasti prvog maksimuma.

U umereno deformisanom modelu r = 0.25 pocetak drugog regiona zajednickog oscilovanja
svih stepenika se javlja na vrednosti £} ~ 0.6 na kojoj kriti¢na sila dozivljava drugi minimum.
Kraj prvog regiona ili regiona selektivnog izrazaja stepenika zavrsava sa prvim minimumom
kriticne sile koji se javlja pri £, =~ 0.42. Oblast izmedu ove dve vrednosti F}. je okarakterisana
komplikovanim ponasanjem oscilacija koje se razlikuju od stepenika do stepenika. U ovoj
oblasti izmedu prvog i drugog regiona najverivatnije se odvijaju mehanizmi koji odziv sistema
prevode iz stanja selektivnog izrazaja stepenika u stanje kolektivnih oscilacija. Prvi minimum
kriti¢ne sile takode uti¢e na pojavu prvog maksimuma Sirine prvog harmonika.
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U izuzetno deformisanom modelu r = 0.5 pocetak drugog regiona zajednickog oscilovanja
svih stepenika se javlja na vrednosti F,. ~ 1 na kojoj kriti¢na sila dozivljava tre¢i maksimum.
Kraj prvog regiona se nalazi na F,. = 0.9 gde kriti¢na sila dozivljava drugi minimum. Sudedéi
po iznetim rezultatima prvi minimum i drugi maksimum kriti¢ne sile uopste ne uti¢u na Sirine
subharmonijskih stepenika, ¢ak ni na Sirinu prvog harmonijskog éapiro stepenika.

Rezultati ovog istrazivanja pruzili su uvid i na¢un nastanka, odnosno raspodelu Sirina sub-
harmonijskih Sapiro stepenika u FK modelu. Potvrdena je prethodna hipoteza o nastanku
subharmonijskih stepenika uz dodatak njihove hijerarhije prema Stern-Brokot drvetu pri malim
deformacijama. Naime, u prvom regionu stepenici sa istim imeniocem nemaju iste Sirine ako se
ne nalaze na istom nivou Stern-Brokot drveta. Stepenici koji pripadaju nizim nivoima, odnosno
nalaze se blize korenu drveta, imaju veéu Sirinu od stepenika koje se nalaze na visem nivou.
U drugoj oblasti svi stepenici istog imenioca imaju priblizno jednake amplitude. Poredenje
stepenika % i % sa % i % pokazalo je da za ove stepenike ne vazi pravilo o opadanju Sirine sa
porastom imenioca. Posto su apsolutne Sirine ovih stepenika male potrebno je dodatno istraziti
njihove odnose preciznijim simulacijama.

Porast deformacije u potpunosti narusava pravilnost pojave stepenika po Farejevoj kon-
strukciji kakva je bila prisutna u priblizno standardnom nivou. U prvom regionu znazno veéu
Sirinu imaju stepenici sa desne strane Stern-Brokot drveta. Pri izuzetno velikim deforma-
cijama u prvom regionu javljaju se iskljucivo stepenici sa desne strane drveta. U drugom
regionu zajednickog oscilovanja javljau se svi stepenici prema Ferejevoj konstrukeiji. Medutim,
i pri povecanoj deformaciji se i dalje primeé¢uje odstupanje relativnog odnosa stepenika % i %
i stepenika % i % od predvidenog.

Harmonijski stepenici su veéi od bilo kog subharmonijskog stepenika u standardnom i pri-
blizno standardnom FK modelu. U prethodnim radovima utvrdeno je da porast deformacije
moze naciniti prvi subharmonijski stepenik % veéim od harmonijskog. U ovom istrazivanju
pokazalo se da je stepenik % vecéi od prvog haramonijskog % samo kada je r = 0.25 i da su pri
ovoj vrednosti deformacije svi subharmonijski stepenici najvec¢i. Uticaj umereno deformisanog
potencijala, » = 0.25 na prvi subharmonijski stepenik se, pored ¢injenja tog stepenika veceg od
prvog harmonika, moze primetiti Beselovskim oscilovanjem ovog stepenika sa promenom Fj.
Kriti¢na sila i prvi harmonijski stepenik ne ispoljavaju Beselovsko oscilovanje pri ovoj vrednosti
deformacije $to navodi na zakljucak da je Beselovsko oscilovanje (u ovom sluc¢aju oscilovanje
nalik prvoj Beselovoj funkciji) rezervisano samo za stepenik sa veéom amplitudom.
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5.2 Raspon Sapiro stepenika

U ovom odeljku ¢e se prikazati rezultati ispitivanja polozaja stepenika u odzivnoj funkeciji
v (F ) za sve ispitivane vrednosti parametara F,. i r. Polozaj stepenika definisan je njegovim
pocetkom i krajem na F osi dok irina stepenika sledi kao razlika ove dve veli¢ine. Uvid u
pocetak i kraj stepenika omogucen je prilagodavanjem programa opisanog u [Al

Ispitivanje pozicije stepenika izvrSeno je sa ciljem pruzanja dodatnih informacija vezanih
za strukturu odziva FK modela na delovanje ravnomerne i naizmenic¢ne sile koje bi mogle
detaljnije da opisu efekat sinhronizacije u ovim sistemima.

Zarad lakse preglednosti u ovom odeljku ¢e se posvetiti paznja svakom deformacionom

parametru ponaosob.

5.2.1 r=0.01
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Slika 5.8: Pocetak i kraj nekoliko razli¢itih stepenika u ispitivanom opsegu Fj. pri r = 0.01.

Gornja polovina slike prikazuje kritiénu silu, pocetak Fi, (%) i kraj Fax (%) prvog

harmonijskog Sapiro stepenika kao i po¢etak drugog harmonijskog stepenika Fpin (%) Slika
potvrduje direktnu korelisanost harmonijskih stepenika i kriti¢ne sile.
Pocetak prvog harmonika Fpn (%) u potpunosti prati oscilovanje kriti¢ne sile - svaki min-
imum i maksimum Fi, (%) odgovaraju minimumu i maksimumu F; i stoga je funkcija koja
ih povezuje bijekcija. Kraj prvog harmonika nije pod uticajem prvog minimuma kriti¢ne sile
i dozivljava prvi minimum kada kriti¢na sila, samim tim i pocetak %, ima drugi maksimum
nakon c¢eka ove dve veli¢ine osciluju u kontra fazi. Sa slike se vidi da razlika pocetka i kraja
stepenika graficki opisuje oscilovanje Sirine stepenika % u kontra fazi sa kriticnom silom.
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Drugi harmonijski stepenik poéinje na vrednostima F bliskim kraju prvog harmonika impli-
cirajuéi veoma uzak interval F' u kom se nalaze svi subharmonijski stepenici koje smo ispitivali.
Tako uzak, ovaj interval je Siri od razlike pocetka prvog harmonika i kriti¢ne sile. Pocetak dru-
gog harmonika Fpn (%) osciluje u potpunosti prate¢i kraj prvog harmonika i samim tim nije
pod uticajem prvog minimuma kriti¢ne sile. Poznavajuéi ponaSanje Sirine stepenika % sa poras-
tom Fj,. u standardnom FK modelu, koji je veoma slican modelu prikazanom na slici, moze se
zakljuciti da kraj stepenika % nece biti pod uticajem ni prvog niminuma ni drugog maksimuma
kriti¢ne sile ve¢ ¢e doziveti prvi minimum upravo na drugom minimumu kriti¢ne sile nakon
Cega Ce oscilovati u fazi sa kriticnom silom. Ovakav odnos rezultira oscilacijom Sirine % koja je
oblika druge Beselove funkcije.

Donji deo slike podeljen je na dve slike koje zajedno prikazuju ¢itav opseg ispitivanih vred-
nosti parametra F,.. Podela na dve odvojene slike napravljena je sa ciljem lakSeg prikaza
pocetka i kraja subharmonijskih stepenika koji pri ovakvoj deformaciji imaju veoma malu
Sirinu $to implicira da im su im pocetak i kraj veoma blizu.

Leva strana donje slike prikazuje kraj prvog harmonika Fiax (%), pocetak drugog harmonika
Frin (%) i funkcije pocetka Fiin (%) i kraja Fonax (%) prvog subharmonika. Bitna karakteristika
oscilovanja pocetka i kraja stepenika % jeste da obe ove funkcije osciluju u fazi sa krajem prvog
harmonika a samim tim i u kontra fazi sa kriticnom silom. Posto bi ovakvo oscilovanje impli-
ciralo konstantnost Sirine ovog stepenika sigurno je da dolazi do malih perturbacija ovakvog
oscilovanja na mestima gde su u prethodnom poglavlju utvrdeni ekstremi Sirine stepenika %

Desna strana donje slike prikazuje uvec¢an deo ospega F,. koji pripada drugom regionu.
Pored prvog subharmonika prikazani su poceci i krajevi stepenika % i g Vidi se da pocetak i
kraj oba stepenika sa drugog nivoa Stern-Brokot drveta u potpunosti prate oscilovanje pocetka
i kraja stepenika % i da samim tim imaju sli¢ne funkcije Sirine kao i prvi subharmonijski Sapiro
stepenik.

Prema ovakvoj analizi, kraj prvog harmonijskog stepenika odreduje oscilatorno ponasanje
pocetka i kraja svih subharmonijskih stepenika koji se nalaze izmedu prvog i drugog harmonika.
Moglo bi se pretpostaviti da ¢e na slican nacin kraj drugog harmonika odreduvati pocetak i
kraj svih subharmonijskih stepenika izmedu drugog i tre¢eg harmonika itd.

5.2.2 r=0.25

Slike i koncipirane su isto kao slika i prikazuju zavisnosti pocetka i kraja istih
stepenika pri razli¢itim vrednostima deformacije r.

Povecanje deformacije na r = 0.25 izazvalo je znacajne promene pocetka i kraja harmoni-
jskih i subharmonijskih stepenika u odnosu na priblizno standardni model. Na pocetak prvog
harmonika vise ne uti¢e prvi minimum kriti¢ne sile veé¢ Fin, (%) dozivljava prvi minimum na
mestu na kom kriti¢na sila F, dozivljava drugi maksimum. Kraj prvog harmonika, sli¢no kao i
pri r = 0.01 fazno je pomeren u odnosu na pocetak prvog harmonika za jedan ekstrem kriti¢ne
sile. Pocetak drugog harmonika vise nije u direktoj korelaciji sa krajem prvog harmonika veé¢
je fazno pomeren za jedan ekstrem kriti¢ne sile u odnosu na njega.

Posmatranje ponaSanja kraja i pocetka prvog subharmonika % otkriva razlog faznog pomer-
anja za jedan ekstrem kriticne sile svih veli¢ina vezanih za pojavu harmonijskih stepenika. Sa
donje leve slike se primec¢uje da pocetak stepenika % osciluje u direktoj korelaciji sa krajem %
dok kraj stepenika % osciluje u direktnoj korelaciji sa pocetkom % U prethodnom odeljku je

spomenuto da pri deformaciji » = 0.25 prvi subharmonijski stepenik ima vecu Sirinu od prvog
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Slika 5.9: Pocetak i kraj nekoliko razli¢itih stepenika u ispitivanom opsegu Fj. pri r = 0.25.

harmonijskog stepenika i da njegova Sirina osciluje Beselovski sto je odlika samo harmonijskih
stepenika u malo deformisanom i standardnom FK modelu. Fazna pomerenost kraja stepenika
u odnosu na pocetak stepenika je pri maloj deformaciji bilo iskljuc¢ivo karakteristika harmoni-
jskih stepenika. Prisutnost takve zavisnosti kraja i pocetka stepenika % je jos jedna indicija
da prvi subharmonijski stepenik pri deformaciji » = 0.25 uzima ulogu harmonijskog stepenika
i da ga ne treba posmatrati kao subharmonijski stepenik.

Desna strana donje slike pokazuje oscilovanje pocetka i kraja stepenika % i g u odnosu na
pocetak i kraj stepenika % Pored jasnog oscilovanja Fnin (%) i Froax (%) u kontra fazi u celoj
ispitivanoj oblasti Fjc, sa ove slike primetno je da ostali subharmonijski stepenici ne ispoljavaju
takvu vrstu oscilovanja $to je jos jedna indikacija fundamentalne razlike izmedu % i svih drugih
subharmonika. Smatrajuci % nekom vrstom harmonijskog stepenika moze se re¢i da svi ostali
subharmonijski stepenici osciluju u fazi sa krajem njima najblizeg harmonijskog stepenika.
Leva strana donje slike ne prikazuje stepenike iz drugog nivoa Stern-Brokot drveta jer se u
prvom regionu Fj. ne javljaju subharmonici sa leve strane drveta.

Poznavaju¢i ponasanje stepenika % moze se pretpostaviti da stepenik % ispoljava sli¢no
ponasanje sa tom razlikom da minimum pocetka stepenika % osciluje u fazi sa kriticnom silom
kroz ceo opseg ispitivanih vrednosti F,. dok kraj stepenika = osciluje u fazi sa po¢etkom prvog

2
harmonika.

5.2.3 r=20.5

Velika vrednost deformacije potencijala, »r = 0.5, dovela je do pojave oscilovanja pocetka i kraja
harmonijskih stepenika ¢iji ekstremi nisu direktno povezani sa ekstremima kriti¢ne sile ve¢ su
fazno pomereni za neku vrednost. Ista ta vrednost faznog pomeraja odnosu na kriti¢nu silu
prisutna je i prilikom posmatranja Sirine prvog harmonika. Oscilacije svih stepenika su postale
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Slika 5.10: Pocetak i kraj nekoliko razli¢itih stepenika u ispitivanom opsegu Fj,. pri r = 0.5.

znatno komplikovanije.

Prvi subharmonijski stepenik i pri ovoj vrednosti deformacije uvodi fazni pomeraj u funkcije
pocetka i kraja harmonijskih stepenika. Za razliku od priblizno standardnog slucaja, pocetak
drugog harmonijskog stepenika je fazno pomeren u odnosu na kraj prvog harmonika za istu
fazu za koju je i pocetak prvog harmonijskog stepenika pomeren u odnosu na kriti¢nu silu.
Ova fazna razlika nije konstantna kao Sto je bio slucaj u slabije deformisanom sistemu veé se
menja u zavisnosti od vrste ekstrema kriticne sile. Kada kriti¢na sila ima minimume tada
su funkcije pocetaka stepenika u kontra fazi sa kriticnom silom bez faznog pomeraja dok
su krajevi stepenika u fazi sa kriticnom silom bez faznog pomeraja. Fazni pomeraj izmedu
oscilacije kriti¢ne sile i funkcija pocetka i kraja harmonijskih stepenika javlja se samo kada
kriticna sila ima lokalne maksimume.

Prvi subharmonijski stepenik % unosi fazni pomeraj od jedne poluperiode kriti¢ne sile
izmedu kraja prvog i pocetka drugog harmonika. Donja desna slika pokazuje da se % 1 pri
ovoj deformaciji sustinski razlikuje od ostalih subharmonijskih stepenika ¢iji poceci i krajevi
osciluju u fazi sa krajem ili poc¢etkom najblizeg harmonijskog stepenika.

Porast parametra F},. indukuje opadanje pocetka i kraja svih stepenika sto implicira konver-
giranje Sirina stepenika ka nuli, suprotno trendu prisutnom na graficima Sirina subharmonijskih
stepenika pri ovoj vrednosti deformacije.

5.3 Ukupan broj Sapiro stepenika
Analiza Sirina stepenika i njihovih raspona je u predasnjim izlaganjima bila ograni¢ena na

izabran broj stepenika. Ista analiza moze se prosiriti i na proizvoljan Farejev niz F3q ako je od
interesa ponasanje nekih od stepenika koji nisu diskutovani do sada. Do sada je primeéeno da
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Slika 5.11: Ukupan broj N Sapiro stepenika razlicitih od nule iz Farejevog niza F3g u
ispitivanom opsegu F,. i F' pri tri razli¢ite vrednosti deformacionog parametra r.

su Sirine stepenika koji su odlika nizova J7 i Fg veoma male §to ¢ini detaljnu analizu oscilacija
Sirine ¢lanova visih Farejevih nizova teskom jer je dostupan mali broj informacija. Stoga se
analiza svih stepenika koji nisu diskutovani do sada moze svesti na trazenje ukupnog broja
Sapiro stepenika koji se pojavljuju a da im se Sirina razlikuje od nule AF # 0.

Slika |5.11| prikazuje raspodelu ukupnog broja stepenika prisutnih u odzivnoj funkciji v (F’ )
koji su ¢lanovi niza F3 i uticaj deformacije na ovu veli¢inu.

Pri sve tri vrednosti deformacije lokalno se najveéi broj stepenika javlja pri izuzetno malim
vrednostima F,. < 0.05. Imajuéi u vidu da su posmatrani samo stepenici iz Farejevog niza
F30 , koji broji ukupno 278 ¢lanova, vidi se da ovaj maksimum broja stepenika ne sadrzi sve
¢lanove niza Fzq.

Porast F,. indukuje znacajno smanjenje broja stepenika izmedu jednog ili dva reda veli¢ine.
Oblast malog broja stepenika razli¢itih od nule se proteze sve do kraja prvog regiona identifiko-
vanog pri postmaranju funkcija Sirine stepenika. Dakle, pri svakoj deformaciji dolazi do podele
funkcije ukupnog broja stepenika na dva regiona koji se poklapaju sa regionima identifikovanim
u funkcijama Sirina sa tom razlikom da se pri F,. < 0.05 javlja lokalno najveéi broj stepenika.

Drugi ili oscilatorni region okarakterisan je oscilacijom broja stepenika sa porastom Fj,.. Pri
sve tri vrednosti deformacije ukupan broj stepenika raste. Na najmanjoj deformaciji, r = 0.01
maksimumi funkcije N (F,c) odogovaraju minimumima oscilacije stepenika % dok pri veéim
deformacijama takva veza komlikovanija. Tek pred kraj ispitivanog opsega Fj,. broj stepenika
dostize vrednost koja se javlja pri najmanjim vrednostima F,. < 0.05 i ima tendeciju daljeg
rasta. Posto je svaki slede¢i maksimum broja stepenika vecéi od prethodnog, moze se desiti da
se nakon odredene vrednosti Fj. javljaju svi ¢lanovi niza Fsg.

Slika prikazuje istu funkciju kao i slika sa tom razlikom da se sada broje svi
prisutni ¢lanovi niza Fiag. Oblik funkcije N (F,c) i mesta njenih ekstrema su ostali isti kao pri
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Slika 5.12: Ukupan broj N Sapiro stepenika razlicitih od nule iz Farejevog niza Fi90 u
ispitivanom opsegu F,. i F' pri tri razli¢ite vrednosti deformacionog parametra r.

razmatranju ¢lanova skupa Fj3 ali su se apsolutne vrednosti broja prisutnih stepenika uvecale
u veéini opsega Fj.

Prvi maksimum broja stepenika se i dalje javlja kada je F,. < 0.1, ali je aposlutna vrednost
viSestruko uve¢ana. Na srednjem i donjem segmentu slike [5.12 su vrednosti nekoliko prvih
maksimuma uklonjeni sa grafika i istaknuti odvojeno da bi se mogla videti oscilatorna zavisnost
funkcije NV (F,c). Ovako veliko uvecéanje broja stepenika i dalje ne obezbeduje pojavu svih
¢lanova Farejevog niza Fio9 koji broji 4408 clanova. Sa Stern-Brokot drveta moze se
zakljuciti da se prilikom konstrukcije drveta do te mere da su prisutni svi ¢lanovi skupa Fio
obavezno stvaraju i svi ¢lanovi F39. Nedostatak stepenika koji bi ¢inili potpun niz F3¢ i pojava
mnogo veceg broja stepenika prilikom razmatranja niza Fjoy implicira da se ne javljaju svi
¢lanovi svakog niza Stern-Brokot drveta ¢ak ni pri najmanjoj deformaciji » = 0.01 na kojoj
nije bilo selektivnog izrazaja stepenika.

Oblast malog broja stepenika prati prvi maksimum N (F,.) i proteze se do kraja prvog
regiona ili regiona malih vrednosti F},.. Ukupan broj stepenika u ovoj oblasti nije se promenio
posmatranjem posmatranjem mnogo veéeg Farejevog niza Sto implicira da se u ovoj oblasti
zaista ne nalazi velik broj stepenika bez obzira na nacin koji se posmatraju. Drugi ili oscila-
torni region karaketrisan je oscilacijom broja stepenika sa monotono rastu¢im amplitudama.
Apsolutne vrednosti broja stepenika su se u ovom regionu znatno uvecale posmatranjem veceg
Farejevog niza pri malim i umerenim deformacijama dok su u slu¢aju velike deformacije r = 0.5
ostale nepromenjene. OCcito je da se u jako deformisanom FK modelu pri svim vrednostima
F,c, izuzev izuzetno malih vrednosti, javljaju samo ¢lanovi niskih Farejevih nizova.



Glava 6

Fraktalna dimenzija Kantorove funkcije

Odzivna funckija v (F’ ) generalizovanog ili standardnog FK modela prikazana na slici umno—
gome li¢i na Kantorovu funkciju. Promena parametara sistema dovodi do promene oblika
odzivne funkcije v (F ) koja, iako znatno imenjena, zadrzava neke osobine Kantorove funkcije i
stoga ova glava posvecuje posebnu paznju Kantorovoj funkciji i njenim karakteristikama koje
su relevantne za ovaj rad.

6.1 Kantorov skup i Kantorova funkcija

Nemacki matematic¢ar Georg Kantor godine 1883. u svom radu [54] uvodi skup koji kasnije
po njemu dobija ime. Kantorov skup je skup svih tacaka koje preostanu nakon konstrukcije
Kanorotovog skupa. Kantorov skup se konstruise tako sto se u prvom koraku jedini¢ni interval
I =10,1] podeli na tri jednaka dela [O, %}, %, %J i [2, 1} da bi se potom srednji interval (%, %)
obrisao rezultiraju¢i unijom dva intervala |0, 3| U [%, 1}. U drugom koraku se svaki od ovih
intervala pojedina¢no deli na tri jednaka dela i briSe se srednji deo. Postupak se ponavalja
beskonac¢no puta, a prvih nekoliko koraka su prikazani na slici
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Slika 6.1: Cetiri iteracije konstrukeije Kantorovog skupa. Slika preuzeta iz [55].

Kantorov skup je eksplicitno dan sa [56] :

oo 2n7l-1

C=0.1]\ U U <3l<:3: 1’ 3k3:2) (6.1)

n=1

57
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Kantorov skup je neprebrojiv zatvoren skup koji se sastoji jedino od krajnjih tacaka svih
intervala stvorenih konstrukcijom. Posto svaki segment konstrukcije posmatran ponaosob ocr-
tava ¢itavu konstrukciju, Kantorov skup je samoslican [56].

Kantorova funkcija se konstruise tako sto se na dvodimenzionalnom grafiku sve susedne
krajnje tacke intervala nastalih konstrukcijom Kantorovog skupa C), spoje linijama konstante
visine jednake srednjoj vrednosti dvaju tacaka koje se spajaju. Ako su dve tacke koje se spajaju
tacka § i § tada su na dvodimenzionalnom grafiku y(x) one predstavljene tackama M (9 “—*C)

b’ b+d
¢ atc

i N (3, b+—d) koje su spojene linijom y = Zﬁ. Na slici je prikazana Kantorova funkcija

nastala iz Kantorovog skupa C,, n — oo.
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Slika 6.2: Kantorova funkcija ili potpuno davolje stepeniste.

Kantorova funckija [50] je rastuca funkcija jedini¢nog intervala I = [0, 1] na jedini¢ni interval
I koja je na konstantna u rezonantnim intervalima kojih ima beskonac¢no. Pri izvod Kantorove
funkcije je skoro uvek jednak nuli.

Kanotorova funkcija je, kao i Kantorov skup, samosli¢na u tom smislu da bilo koji izabrani
motiv funkcije predstavlja oblik cele funkcije. Posto Kantorova funkcija vizuelno podseca na
stepeniste i posto stepenika u Kantorovoj funkciji ima besokan¢no, za Kantorovu funkciju se
koristi i termin "potpuno davolje stepeniste". Nepotpunim davoljim stepeniStem se naziva
odzivna funkcija koja li¢i na Kantorovu funkciju ali nema beskonac¢no mnogo stepenika.

Sirine platoa na slici opadaju sa porastom imenioca razlomka kojem odgovara visina na
kojoj se plato nalazi. Najveci plato odgovara stepeniku %, sledeca dva najveca platoa po veli¢ini
odgovaraju stepenicima % i g i tako dalje prateéi konstrukciju Stern-Brokot drveta koje je i
samo po sebi fraktal u tom smislu da je beskonacno i da posmatranje nivoa ispod proizvoljno

odabranog nultog nivoa drveta u potpunosti oslikava oblik celog drveta.

6.2 Potpunost davoljeg stepenista

Pristup velikom broju subharmonijskih Sapiro stepenika izmedu prvog i drugog harmonika
modifikacijom programa za analizu ostvaruje moguc¢nost eksperimentalnog izracunavanja frak-
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talne dimenzije dobijenih davoljih stepenista.

Eksperimentalno izracunavanje fraktalne dimenzije izvrseno je Minkovski-Buligan metodom
[63] koji se naziva i metod brojanja segmenata. Osnova ove metode je smanjenje oblasti
posmatranja date funkcije i brojanje koliko se elemenata funkcije nalazi u svakoj izabranoj
oblasti. Posto su fraktali samoslicni promena skale dovodi do oslikavanja svih elemenata koji
su bili prisutni na skali koja obuhvata celokupnu funkciju i stoga ¢e i infinitezimalno mala
skala posmatranja sadrzati sve karakteristike celokupne funkcije. Fraktalna dimenzija se ovim
metodom rac¢una kao:

o log (N (6))
PR e ()

gde je € segment, u istodimenzionom prostoru kao i posmatrani fraktal, unutar kog se broji
koliko je elemenata fraktala N (¢) sadrzano.

Kada se rac¢una fraktalna dimenzija funkcije f (z) tada se promena skale zasniva na promeni
duzine intervala koji se posmatra:

(6.2)

D(f (@) = lim L D)
=0 log (7)

Racunanje fraktalne dimenzije u ovom poglavlju radeno je verzijom Minkovski-Buligan

metode prikazanoj u radu [62] u kom je utvrdeno da zavisnost stabilnosti sistema opisanog

kruznom mapom ima rezonantne intervale na racionalnim vrednostima srednjeg rastojanja

izmedu Cestica. Ova metoda racunanja fraktalne dimenzije moze se primeniti na sve vrste

davoljeg stepenista. Metoda se sastoji u promeni referentnog [ intervala i zatim brojanja S(()

koliko je stepenika prisutno u ¢itavoj odzivnoj funkciji koji su veéi od posmatranog intervala.
Mera broja stepenika pri svakoj vrednosti referentnog intervala potom se rac¢una kao:

(6.3)

1-S5()
-

Racunanje fraktalne dimenzije na ovaj nacin omogucava posmatranje davoljih stepenista
koja nisu preslikavanje jedini¢nog intervala I = [0, 1] na jedini¢ni interval I jer preko S (1)
uzima u obzir eksperimentalno dobijeni interval na kom se celo stepeniste nalazi. U naSem
sluaju taj interval se nalazi izmedu prvog i drugog harmonijskog Sapiro stepenika za koji
je pokazano u glavi [5| da se menja sa promenom F,.. Svi rezultati koji slede ispituju samo
ovaj ospeg i ne uzimaju u obzir Sirine harmonijskih stepenika tako da dobijeni rezultati daju
odgovor na pitanje da li je davolje stepeniSte sastavljeno isklju¢ivo od subharmonijskih Sapiro
stepenika potpuno ili ne.

Nakon dovoljno izvrSenih merenja prema jednacini svi rezultati se nanose na logarita-
mski grafik i vrsi se linearna regresija tj. sve tacke se fituju metodom najmanjih kvadrata. Lin-
earna regresija kao rezultat daje vrednost koeficijenta pravca funkcije log (N (1)) = f (log (1))
sa odgovaraju¢om greSskom. Vrednost ovako dobijog koeficijenta pravca odgovara upravo frak-
talnoj dimenziji D posmatranog davoljeg stepenista, odnosno moze se reéi da je:

Jva>m/(%)D (6.5)

N (1) (6.4)
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U radu [62], odakle je i preuzeta ova metodologija, ispitivana je kruzna mapa:
1
f(@)=0+9Q— 2—sin (270) (6.6)
T

Moze se povuéi analogija kruzne mape sa FK modelom ako se 6 smatra rastojanjem izmedu
Cestica, f () brzinom date Cestice, 2 dejstvom spoljasnjih sila i preostali ¢lan prvim izvodom
standardnog substratnog potencijala sa K = 1.

Fraktalna analiza stepenista dobijenog funkcijom u radu [62] dovodi do rezultata
D = 0.87 $to prema radovima (58] - [62]) implicira da je dobijeno davolje stepeniste ovakve
kruzne mape potpuno.

Prilikom istrazivanja prezentovanog u ovoj glavi ispitali smo, izmedu ostalog, i standardni
FK model sa w = % i K = 1. Ti rezultati nisu predstavljeni iz prakti¢nih razloga ali smo
utvrdili da se pri ovim parametrima sistema uvek javlja potpuno davolje stepeniste sa fraktal-
nom dimenzijom D = 0.87 sto potvrduje ekvivalentnost standardnog FK modela sa kruznom
mapom.

Hausdorfova fraktalna dimenzija dy koristena u radovima ([58] - [61]) i fraktalna dimen-
zija dobijena Minkovski-Buligan metodom D u opstem slucaju se razlikuju kada se ispituju
zatvoreni skupovi. Medutim, kada je eksperimentalno dobijeno davolje stepeniste zaista frak-
tal tada se ove dve vrste fraktalnih dimenzija podudaraju [64]. Posto je analiticki izra¢unata
vrednost Hausdorfove fraktalne dimenzije jednaka d =~ 0.87, kada se vrednost eksperimen-
talno izrac¢unate Minkovski-Buligan fraktalne dimenzije podudara sa ovom vrednosti tada je
posmatrano davolje stepeniste zaista fraktal i tvrdimo da se javilo potpuno davolje stepeniste.

6.3 Fraktalna dimenzija svih dobijenih funkcija v (F)

Modifikacijom programa za analizu tako da izvodi brojanje segmenata i vrsi linearnu regresiju
izrac¢unali smo fraktalnu dimenziju za odzivnu funkciju © (F ) sistema pri svakoj ispitivanoj
vrednosti Fc i r. Na slici prikazan je primer linearne regresije izvrsene za dve vrednosti
F,c i izracunat koeficijent pravca sa odgovarajucom greskom.

4.0

D=0.891+0.033

3.5

3.0

log(V(1)

25 D=0.941+0.017

2.0

1.5

3.0 3.5 4.0 4.5 5.0
log(})

Slika 6.3: Rezultati metode brojanja fitovani metodom najmanjih kvadrata za dve razli¢ite
vrednosti Fj..
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Grafik je u logaritamskoj skali zbog ¢ega birani intervali za posmatranje naizgled nisu
ravnomerno rasporedeni. Medutim, intervali jesu ravnomerni i birani su tako da obuhvate i
najve¢i subharmonijski stepenik % i najmanje stepenike Sirine i do 107°, kao i da ne dovedu do
prevelike reprezentacije odredenih stepenika. Isti raspored intervala za posmatranje primenjen
je prilikom racunanja svih fraktalnih dimenzija. Prilagodena R? vrednost je iznad 0.98 u svim
izvrSenim regresijama Sto implicira da su linearni fitovi odli¢ni.

Obogacenje linearnih regresija dodatnim tackama van opsega prikazanog na slici moze
se ostvariti jedino uklju¢ivanjem harmonijskih stepenika u analizu Sto bi, u opstem slucaju,
dodalo jo$ tacki u opseg log (%) < 3. Dodavanje tacki u ospegu log (%) > 5 moguce je jedino
vrienjem simulacija FK modela sa korakom sile manjim od 107°.

Na slici prikazane su izraCunate fraktalne dimenzile za sve ispitivane vrednosti F,. i r
za davolja stepenista izmedu prvog % i drugog % harmonijskog Sapiro stepenika. Isprekidana
linija predstavlja vrednost D =~ 0.87.

1.0} 1
ae L] (111

oot " o PO L 2 NN X L S LTI T trappt’ " ]

0.8] TSI {r=0.01

0.7+ 1

0.6}

0.5
1.0

. . .
gz - ------ .-.4-"1;; P13 ; - -.-ﬁ--g ;iﬁ*?é“‘.‘.‘ A _
QY L) r=0.25
0.7} ' ]
0.6
0.5
1.0},
0.9}

o] HH{H{ b 1t ' ot |
‘ HHH{*HHHHEH{Hi{{ H{H” bttt b

0.6

0.5 . . w w w w .
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0

Fc

Slika 6.4: Zavisnost fraktalne dimenzije D od amplitude naizmenicne sile F,. za tri vrednosti
deformacionog parametra r. Prikazana fraktalna dimenzija rac¢unata je za davolje stepeniste
izmedu prvog i drugog harmonijskog Sapiro stepenika.

6.3.1 r=0.01

Samo pri najmanjoj vrednosti deformacije » = 0.01 prisutne su ocite pravilnosti u raspodeli
fraktalne dimenzije. Kada je amplituda naizmenic¢ne sile izuzetno mala F,. = 0.01 fraktalna
dimenzija je priblizno jednaka D ~ 0.87 i ta vrednost D se javlja joS dva puta u celom opsegu
F,c. Na nekoliko mesta D periodi¢no tezi vrednosti od D ~ 0.87 ali je diskutabilno da li se
moze tvrditi da se na tim mestima zaista podudara sa D ~ 0.87. U svakom slucaju moze
se red¢i da se potpuno davolje stepeniste bar tri puta ostvaruje u samerljivom FK modelu sa
w=3, K=4ir=0.01
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Porededi sliku koja opisuje r = 0.01 sa odgovaraju¢om slikom [5.11] primecuje se da
postoji pozitivna korelacija izmedu ukupnog broja stepenika i teznji fraktalne dimenzije ka
D =~ 0.87. Pri najmanjem F;. = 0.01 javlja se velik broj stepenika i, kako je intuitivno bilo
pretpostavljeno, tu se javlja potpuno davolje stepeniste. U oblasti Fj. koja sledi javlja se
izuzetno mali broj stepenika dok analiza fraktalne dimenzije ukazuje da se u toj oblasti pri dve
vrednosti Fj,. javlja potpuno davolje stepeniste. U oblasti u kojoj broj stepenika oscilatorno
raste dolazi i do oscilacije fraktalne dimenzije gde maksimumi broja stepenika odgovaraju
vrednostima D najblizim vrednosti D ~ 0.87. Ostvarivanje potpunog davoljeg stepenista u
oblastima malih i velikih brojeva ukupnih stepenika ukazuje na dva razli¢ita mehanizma pod
kojim je potpuno stepeniste ostvarivo pri r = 0.01.

Prva i cetvrta slika na slici prikazuju potpuno davolje stepeniSte ostvareno na dve
vrednosti F,. na kojim se javlja lokalni maksimum broja stepenika. Srednje dve slike na slici
[6.5] prikazuju potpuno davolje stepeniste koje se ostvaruje na dve vrednosti F,. koje se obe
nalaze u oblasti F,. u kojoj se javlja izuetno mali broj stepenika.

0.2

0.1

F F F F

Slika 6.5: Potpuno davolje stepeniste pri r = 0.01, K = 4 na cetiri vrednosti Fj. sleva na
desno: F,. = 0.01, F,. = 0.22, F,. = 0.48, F,. = 0.9.

Uzmajudi u obzir dosadasnje razmatranje relativnih veli¢ina subharmonijskih Sapiro ste-
penika u celom opsegu F;. dolazi se do zakljucka da se maksimumi brojeva stepenika javljaju
kada veli¢ina subharmonijskog stepenika % ima lokalne minimume. Kada veli¢ina stepenika
% ima lokalne minimume tada su priblizno svi subharmonijski stepenici jednakih veli¢ina i
odzivna funkcija v (F’) ima karakteristike fraktala. Racunanje fraktalne dimenzije pokazalo je
da na tim vrednostima F,. davolje stepeniste jeste fraktal ili je veoma priblizno fraktalu. Prva
i cetvrta slika na slici prikazuju izgled odzivne funkcije v (F ) na dve vrednosti F,. na kojim
se javlja lokalni maksimum stepenika ili na kojim Sirina stepenika % ima lokalni minimum.
lako davolje stepeniSte u ovim sluc¢ajevima podse¢a na monotono rastucu funkciju, uveéanje
bilo kog dela ove funkcije pokazuje da je ova naocigled prava linija sastavljena od velikog broja
stepenika i da je cela funkcija sastavljena isklju¢ivo od rezonantnih stepenika. Ovakav oblik
davoljeg stepenista odgovara fraktalu koji je sastavljen od stepenika iste verovatnoce i sa is-
tim FEuklidskim merama za koji je analiticki pokazano u radu [58] da jeste uistinu fraktal sa
fraktalnom dimenzijom D = 0.87.

Druga vrsta potpunog davoljeg stepeniSta javlja se na vrednostima F,. na kojim ima
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izuzetno malo subharmonijskih stepenika i na kojim je Sirina prvog i ostalih subharmonijskih
stepenika u oblasti prvog maksimuma oscilacije Sirine. Pavolja stepenista koja odgovaraju
ovim vrednostima Fj,. prikazana su na srednjim slikama slike Posto subharmnijski ste-
penik nije u minimumu Sirine na ovim vrednostima Fj,., davolje stepeniste viSe nije fraktal
sa jednakim Euklidskim veli¢inama veé¢ fraktal koji odgovara preslikavanju Sirina koje prate
konstrukciju Stern-Brokot drveta. Takav fraktal odgovara Kantorovoj funkciji na jedini¢nom
intervalu i moze se videti slicnost ove dve slike sa slikom Velic¢ine stepenika su manje u
nasem slucaju jer se stepeniste ne ostvaruje na / ve¢ na proizvoljnom intervalu ¢ije je razliko-
vanje od I kompenzovano opisanom metodom ra¢unanja fraktalne dimenzije. U radovima (58]
- [61]) pokazano je da je fraktalna dimenzija ovakvog fraktala D ~ 0.87 i stoga se moze tvrditi
da je na ovim vrednostima F,. ostvareno potpuno davolje stepeniste.

6.3.2 r=0.25

Karakteristika svih fraktala jeste da proizvoljno odabrani segment konstrukcije fraktala oslikava
motiv kakav ima i ceo fraktal. U glavi |5| je pokazano da pri deformaciji » = 0.25 dolazi do
selektivnog izrazaja subharmonijskih stepenika koji pripadaju levoj strani Stern-Brokot drveta
Sto podrazumeva da posmatranje celog intervala izmedu prvog i drugog harmonijskog stepenika
kao na slici ne moze rezultirati ispravnom fraktalnom dimenzijom. Stoga se na slici
analiziraju intervali "levo" i "desno" od prvog subharmonijskog stepenika % za koji je pokazano
da uzima neke karakteristike harmonijskih stepenika.
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Slika 6.6: Zavisnost fraktalne dimenzije D Qd amplitude naizmenicne sile F,. u tri razli¢ita
opsega U (F) prir = 0.25.

Fraktalna dimenzija se razlikuje u dva neekvivalentna intervala izmedu harmonijskih ste-
penika i prvog subharmonijskog stepenika. Ova razlika je primetna samo u regionu niskih
vrednosti Fj. ili regiona u kom dolazi do selektivnog izrazaja subharmonijskih stepenika. U



GLAVA 6. FRAKTALNA DIMENZIJA KANTOROVE FUNKCIJE 64

drugom ili oscilatornom regionu ova dva intervla ¥ su ekvivalentna i fraktalna dimenzija se ne
razlikuje.

Davolje stepeniste koje se javlja u opsegu @ € (0.1, 0.15) uglavnom nije potpuno u oblasti Fj.
u kojoj dolazi do selektivnog izrazaja. Medutim, u istoj toj oblasti ali u intervalu v € (0.15,0.2)
davolje stepeniste je skoro uvek potpuno. Kada je fraktalna dimenzija u oba posmatrana inter-
vala v ista i jednaka D ~ 0.87, davolje stepeniSte je potpuno i na intervalu v € (0.1,0.2). De-
taljnije ispitivanje pojedina¢nih davoljih stepenista pokazuje da se potpuno stepeniste ostvaruje
kao stepeniste sa jednakim Euklidnskim duzinama stepenika jedino pri vrednosti F,c = 0.01
dok se na svim drugim mestima gde je prisutno potpuno davolje stepeniste javlja kao stepeniste
koje prati konstrukciju jedne od strana ili obe strane Stern-Brokot drveta.

Na slici[6.7] prikazana su tri davolja stepenista za koje ra¢unanje fraktalne dimenzije pokazuje
da sadrze potpuno davolje stepeniste u nekom opsegu. Pri F,. = 0.01 fraktalne dimenzije oba
posmatrana opsega se podudaraju i jednake su D = 0.87 sto implicira da je davolje stepeniste
potpuno na u celom opsegu izmedu % i % Slika potvrduje da je potpuno davolje stepeniste
realizovano kao unija stepenika istih Euklidskih Sirina kao $to je bio sluc¢aj u malo deformisanom
sistemu, 7 = 0.01, na malim vrednostima F,.
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Slika 6.7: Pavolje stepeniste pri r = 0.25, K = 4 na tri vrednosti Fj. sleva na desno:
F;c=0.01, F;,c =0.251 F,c = 0.65.

Kada je F,c = 0.25 potpuno davolje stepeniSte prisutno je samo u oblasti v € (0.15,0.2).
Stepenika u opsegu ¥ € (0.1,0.15) ima veoma malo i nalaze se na izuzetno malom opsegu F i
time nisu dovoljno reprezentovani u ra¢unanju fraktalne dimenzije celog opsega v € (0.1,0.2)
Sto je rezultiralo sa dimenzijom D = 0.87 na celom intervalu iako nije prisutan fraktal. Ova slika
potvrduje da se moraju uzeti u obzir svi rezultati prilikom razmatranja fraktalne dimenzije.
lako je analiza dala rezultate potpunosti davoljeg stepenista na celom intervalu v € (0.1,0.2)
detaljnije ispitivanje je pokazalo da stepeniste nije potpuno na intervalu v € (0.1,0.15) i da se
stoga ne javljaju svi subharmonijski stepenici izmedu dva harmonijska.

Pri F,. = 0.65 fraktalne dimenzije oba intervala v € (0.1,0.15) i 7 € (0.15,0.2) su jednake
D = 0.87 implicirajuéi da se potpuno davolje stepeniste zaista javlja izmedu prvog i drugog
harmonijskog stepenika. Slika pruza uvid u vrstu potpunog davoljeg stepenista koje se
javlja i pokazuje da se pri ovoj vrednosti F,. = 0.65 ostvaruje potpuno davolje stepeniste koje
odgovara Stern-Brokot konstrukeiji.
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Cela slika [6.7] pokazuje da informacija o vrednosti fraktalne dimenzije pokazuje samo da li
je davolje stepeniSte potpuno ili ne, i ne nosi informaciju o tome da li je potpuno stepeniste
ostvareno kao stepeniste jednakih Euklidskih Sirina ili kao stepeniste sastavljeno od stepenika
Cije Sirine prate Stern-Brokot konstrukciju. Takode pokazuje da se pre ispitivanja fraktalne
dimenzije moraju uzeti u obzir i prethodni rezultati o relativnim veli¢cinama gapiro stepenika.
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Slika 6.8: Zavisnost fraktalne dimenzije D o_d amplitude naizmenicne sile F,. u tri razli¢ita
opsega U (F) prir = 0.5.

Na slici|6.8| prikazana je zavisnost D (Fj,c) u celom intervalu v i u dva intervala izmedu prvog
subharmonika % i susednih harmonika. Sa gornje slike se vidi da je potpuno davolje stepeniste
ostvareno samo pri vrednosti F,. = 0.05 kada su fraktalne dimenzije svih posmatranih intervala
jednake. Velika rezlika izmedu izracunatih fraktalnih dimenzija u dva intervala ¥ odvojena
intervalom v = 0.15 implicira veliku asimetriju leve i desne strane Stern-Brokot drveta.

Potpuno davolje stepeniste prisutno je u Sirokom opsegu F,. u intervalu v izmedu prvog
harmonijskog stepenika i stepenilfa % Citav ovaj opseg F,. odgovara prvom regionu u kom
su §irine veé¢ine subharmonijskih Sapiro stepenika priblizno jednake nuli. Medutim, fraktalna
analiza pokazuje da se u toj oblasti javlja potpuno davolje stepeniste koje u uslovim malih
Sirina stepenika moze biti ostvareno jedino kao fraktal sastavljen od stepenika istih Euklidskih
Sirina. U oscilatornom regionu gde su svi subharmonijski Sapiro stepenici prisutni ne javlja se
odgovarajuci odnos Sirina stepenika koji bi rezultirao pojavom potpunog davoljeg stepenista u
intervalu v € (0.1,0.2).



Glava 7
Zakljucak

Frenkel-Kontorova model je u ovom radu ispitivan pri promeni nekoliko parametara sistema
od kojih su neki parametri posmatrani skoro kontinualno dok su drugi posmatrani diskretno
na nekoliko izabranih vrednosti. Primeéeno je da promena bilo kog parametra znacajno utice
na pojavu i osobine subharmonijskih éapiro stepenika.

Pri svim kombinacijama parametara sistema pokazano je da su karakteristike svih sub-
harmonijskih éapiro stepenika korelisane sa oscilacijom kriticne sile. Ova zavisnost se menja
odabirom parametara ali se uvek ponasanje subharmonijskih Sapiro stepenika moze umnogome
povezati sa ponaSanjem kriti¢ne sile.

Pokazano je da pri svim deformacijama zavisnost Sirina subharmonijskih Sapiro stepenika
od intenziteta naizmenicne sile moze da se podeli u dva odvojena regiona. Prvi region okarak-
terisan je zajednickim oscilovanjem svih stepenika pri najmanjoj deformaciji dok povec¢anje de-
formacije u ovom regionu dovodi do selektivog izrazaja stepenika gde su favorizovani stepenici
koji odgovaraju razlomcima sa desne strane Stern-Brokot drveta. Drugi region okarakterisan
je zajednickim oscilovanjem svih stepenika bez obzira na vrednost deformacionog parametra.

Detaljna anliza subhramonijskih Sapiro stepenika i njihovih relativnih veli¢ina pokazala je
da se njihove Sirine povinuju raspodeli razlomaka na Stern-Brokot drvetu u priblizno standard-
nom FK modelu. U prvom regionu stepenici sa manjih nivoa Stern-Brokot drveta imaju vece
Sirine od stepenika koji se nalaze na veé¢im nivoma. Posto je takav odnos primeéen i medu
stepenicima sa istom vrednosSéu imenioca pravilo o opadanju Sirine subharmonijskih éapiro
stepenika sa porastom imenioca u standardnom FK modelu mora se upotpuniti pravilom o
opadanju Sirina sa pove¢anjem nivoa Stern-Brokot drveta.

Preslikavanje Stern-Brokot konstrukcije na Sirine subharmonijskih gapiro stepenika nije
ostvareno u znatno deformisanim sistemima jer dolazi do selektivog izrazaja stepenika u prvom
regionu. Oscilovanje svih stepenika u drugom regionu je komplikovano i utvrdivanje opstih
pravila je veoma otezano.

Ispitivanje fraktalne dimenzije funkcije srednje brzine cestica pokazalo je da je potpuno
davolje stepeniste prisutno proizvoljno deformisanom modelu. Potpuno davolje stepeniste moze
se javiti i u obliku fraktala sa svim jednakim FEuklidskim duzinama i u obliku fraktala koji
preslikava Stern-Brokot konstrukciju. U znatno deformisanim sistemima potrebno je podeliti
interval izmedu dva harmonika na dva intervala u koje ne spada prvi subharmonijski stepenik
i odvojeno posmatrati potpunost davoljeg stepenista.

Primena svih zakljucaka na fizicke sisteme slicne FK modelu ostaje kao predmet buduéih
istrazivanja.
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Prilog A
Program za analizu

U ovom dodatku ce se istaci glavne crte programa koji je napravljen za pronalazak i merenje
Sirine subharmonijskih Saplro stepenika. Program sluzi za automatsko analiziranje svih Saplro
stepenika koji pripadaju odabranom Farejevom nizu u rezultatima izvrsSenih simulacija. Pro-
gram za analizu je napisan u programskom jeziku C++ dok su simulacije vrSene u programskom
jeziku Fortran.

Svaka simulacija FK modela u prisustvu ravnomerne i naizmenicne sile pusta ¢itav opseg
vrednosti ravnomerne sile F' za jednu vrednost amplitude spoljaslje naizmeni¢ne sile F,. pri
fiksiranim drugim parametrima sistema. Opseg vrednosti ravnomerne sile F', za jednu vrednost
amplitude spoljaglje naizmenicne sile Flc, bira se tako da pocetnoj vrednosti F' odgovara sred-
nja brzina Cestica manja ili jednaka prvom harmonijskom stepeniku % a krajnjoj vrednosti F
odgovara srednja brzina ¢estica veca ili jednaka drugom harmonijskom stepeniku % Pri svakoj
simulaciji se opseg iznova bira i pokuSava se minimizovati da bi duzina trajanja simulacije bila
$to manja. U okviru izabranog opsega, jaina ravnomerne sile F' se povec¢ava sa inkrementom
od 1075,

Simulacija ispituje srednju vrednost brzine &estica sistema za odreden broj vrednosti F' za
jednu vrednost amplitude spoljaslje naizmenic¢ne sile F,. pri fiksiranim ostalim parametrima
sistema. Vremenski korak delovanja F,. pri svakoj od ovih vrendosti je jednak 1 i simulacija
ispituje ponasanje sistema u toku 1200 vremenskih koraka na svakoj vrednosti F' iz izabranog
opsega. Brzina cestica se u toku jednog vremenskog koraka rac¢una Runge-Kutta metodom
Cetvrtog stepena i usrednjava po svim cCesticama sistema. Krajnji rezultat simulacije jeste
jedna ".dat" datoteka koja sadrzi informacije o srednjoj vrednosti brzine ¢estica za svaku od
sila F.

Istrazivanje sprovedeno u ovom radu ispituje ¢itav opseg Vrednostl F,c na kojima se javljaju
subharnomijski Saplro stepenici izmedu harmonijskih stepemka =1 2 Sto podrazumeva da je
izvrSen velik broj navedenih simulacija. Svi rezultati simulacija kOJe su vrsene za iste vrednosti
ostalih parametara sistema (7, w...) smeStaju se u jednu fasciklu koja sluzi kao unos podataka
u program za analizu. Putanja do fascikle sa rezultatima simulacija kao i putanja do fascikle
u koju ¢e biti smeSteni rezultati se navodi u samom kodu programa pomocéu okruzenja za
stvaranje kodova u programskom jeziku C++.

Pokretanjem programa se od korisnika trazi da unese Zeljeni redni broj Farejevog niza koji
se ispituje. Mehanizam samog programa pre svega stvara zeljeni Farejev niz a potom prelazi
na analizu rezultata simulacija. Automatsko stvaranje proizvoljnih Farejevih nizova ima veliku

prednost u odnosu na ruc¢ni unos c¢lanova odredenog Farejevog niza, ne samo zbog brzine i
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pogodnosti koriStenja veé¢ zato Sto ¢ini dostupnim ispitivanja Farejevih skupova velikog rednog
broja. Iz jednacine se moze izracunati da Farejev niz rednog broja 18 ima 102 ¢lana
dok Farejev niz rednog broja 57 ima 1004 ¢lana. Automatsko stvaranje zeljenog Farejevog niza
omogucava nesmetano ispitivanje ovih, a i ve¢ih Farejevih nizova.

Pre pocetka analize od korisnika se zahteva da unese i Zeljenu preciznost otkrivanja Sapiro
stepenika. Racunski smisao ove preciznosti jeste u tome da program za svaku vrednost unete
srednje brzine ¢estica trazi tri broja r, m i s koji kada se unesu u jednacinu proizvode broj
koji se razlikuje od unesene srednje brzine ¢estica za vrednost manju od navedene preciznosti.
Ako se pronade triplet brojeva (i, j,m) za koje je ovo ispunjeno za odredenu unetu srednju
brzinu tada se ta srednja brzina smatra pripadnikom skupa Sapiro stepenika. Medutim, ako
pronadeni triplet brojeva (r,m,s) uz pomo¢ jednacine ne rezultira brojem koji se od
prethodne ili slede¢e unete srednje brzine razlikuje za manju vrednost od Zeljene preciznosti,
tada je Sirina pronadenog Sapiro stepenika jednaka nuli i takav Sapiro stepenik se moze smatrati
neizrazenim pri zadatim parametrima sistema i vrednosti sile Fjc za koju je simulacija vrsena.

[Enter the order of Farey segquence to be res hed C(integer)

Enter the desired precision (decimal, 1 recommended)

-Bpel
Bl txt
-B5 . txt

212 txt

a
a
B.1._txt
a

exited after 26.18 seconds with return value 8
Press any key to continue . . . _

Slika A.1: Fotografija rada programa za analizu.

Rad programa se moze videti na slici[A.I] Nakon unesenog rednog broja zeljenog Farejevog
niza i unesene preciznosti, program analizira svaku od datoteka iz fascikle koja sluzi za unos i
ispisuje na ekran upravo obradenu datoteku. Broj koji se nalazi iznad naziva svake od obradenih
datoteka predstavlja vrednost srednje brzine ¢estica prve linije datoteke koja se obraduje. Kao
Sto se moze videti na slici svi ovi brojevi su jednaki 1 §to potvrduje da ospeg F na kojem
je vrSena simulacija pocinje sa prvim harmonijskim Sapiro stepenikom %

Nakon $to se sve datoteke iz fascikle za unos ispitaju, ispisuje se ukupan broj datoteki koje
su analizirane i korisnik se pita da li Zeli da proveri ispravan ospeg datoteka sa rezultatima
simulacija. Odabirom opcije "y" na ekran se ispisuju imena svih ispitanih datoteka sa dodatkom
"good" ako ospeg sile F' u toj datoteci podrazumeva i vrednost F' kojoj odgovara harmonijski
stepenik % U suprotnom se ispisuje "not good" pored imena datoteke u kojoj nije zabelezen
drugi harmonijski Sapiro stepenik i korisnik treba da ukloni tu datoteku i iznova pokrene

program za analizu.



PRILOG A. PROGRAM ZA ANALIZU 69

[zvrSenjem programa za analizu stvara se mnostvo tekstualnih datoteka: jedna tekstualna
datoteka koja sadrzi tabelarni prikaz rezultata i koja nalazi u istoj fascikli u kojoj se nalazi i
program za analizu, i po dve tekstualne datoteke za svaku vrednost F,. za koju su simulacije
vrsene koje su sve smesStene u zasebnu fasciklu.

Glavni rezultat programa za analizu jeste tesktualna datoteka ¢iji je primer pokazan na
slici Ime datoteke se sastoji od naziva "TABLE" pored kojeg je naznac¢en broj datoteka
koje su ispitane, izabrana preciznost i vrednosti deformacionog parametra r koja je zajednicka
svim ispitanim datotekama.

Tabela sa slike [A.2] je zapravo odgovarajuée odstampana matrica ¢iji broj redova zavisi od
duzine izabranog Farejevog skupa a broj kolona od broja datoteka koje predstavljaju rezultate
simulacija.

I TABLE63prec0.0001,r-0.01 - Notepad

File Edit Faormak  Yiew Help

Q.0001L O Q.01 .05 0.1 0.12 0.15 0.18 Q.2

GS8 o] 3e-005 O 0 le-005 2Z2e-005 3e-005 Ze-005

8S7 0 0 o o o 0 0 Q

756 o] 3e-005 O 3e-005 de-005 6e-005 Fe-005 8e-005

5,70 0] le-005% O de-005 Ge-005% 0.0001 0.00013 0.00014
5,44 o] d2-005% 3Fe-005% Se-005 0.00013 0.0001% O.00025 0.00028
07 0] 2e-005 0O 2e-005 JFe-005 Se-005 Se-005 S9e-005

4,3 0 2e-005% 5e-005 0.00021 0.0003 0.00044 0,00058 0,00064
118 0] 2e-005 2e-005 2e-005% 2e-005 3e-005 Ge-005 6e-005

750 0 le-005% 1e-005% 3e-0053 7Fe-005 0,00015% 0.00022 0,00024
107 o] 2e-005 2e-0Q05 2e-005% 2e-005 5e-005 3e-005 4e-005

32 0 le-005% 0.000012 0.00011 0.00077 0,00115 0.00153 0,00177
117 o] de-005% 3Fe-005% 1e-005 2Z2e-005 4e-005% 4e-005 3e-005

8./0 0] le-005% l1e-005% 2e-005 52-005 0.00013 0.00022 0.00025
13 /8 o] de-005% 4e-005% 0 le-005 3Fe-005 5e-005 Be-005

5.3 0] de-005% 3Ie-005% 0.00012 1le-005 0.0003% 0.00055% 0, 00065
1257 0 le-005% O le-005 2e-005% 4e-0053 8e-005 00,0001

754 0] S5e-005 4e-005 4e-005 Se-005 0.00007 0.00024 O0.00027
G,/ 0 2e-005% le-Q05 1e-0053 3e-0053 7e-005% 0,00012 O.00014
1154 o] 38-005% 4e-0Q05 2e-005% 3e-005 4de-005 Fe-005 Fe-005

137 0 0 le-0053 O o 0 0 Q

15/8 o] 38-005 2e-0Q05 2e-005% 2e-005 le-005 Z2e-005 3e-005

4 >

Slika A.2: Fotografija rezultata analize u obliku tabele.

Prvi red tabele sadrzi sve vrednosti sile Fj,. za koje su simulacije izvrSene pri jednoj vred-
nosti fiksiranih parametara. Ostali redovi sadrze Sirine odgovarajuc¢ih subharmonijskih Sapiro
stepenika ¢ija se identifikacija nalazi u prvoj koloni tabele. Prilikom grafickog prikaza zavisnosti
Sirine subharmonijskih Sapiro stepenika od intenziteta naizmenicne sile F),., sve vrednosti Fjc
iz prvog reda tabele predstavljaju vrednosti na apscisi dok se na ordinati nalaze sve vrednosti iz
reda koji odgovara zeljenom stepeniku ¢ija se Sirina posmatra. OlakSan pristup proizvoljnom
redu tabele, a time i Zeljenom stepeniku, se prilikom grafickog prikaza vrsi unosom naziva
zeljenog stepenika.

Pored zbirnog zapisa svih nephodnih informacija za analizu subharmonijskih Sapiro ste-
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penika predstavljenih u tabeli sa slike program za analizu stvara i po jednu tekstualnu
datoteku sa imenom "ID" kao i po jednu tekstualnu datoteku sa imenom "Shapiro Spectrum"
za svaku vrednost ispitane amplitude F,.. Takve datoteke kojih ima puno (u ovom primeru
126) sadrze dopunske informacije koje mogu sluziti za proveru tacnosti tabele, kao i za laksi
pregled dobijenih rezultata za jednu vrednost Fj.. Sve ovakve datoteke se automatski smestaju
u fasciklu sa nazivom "Results". Primer dve datoteke za jednu vrednost F,. se vidi na slici

velocity step velocity  step force . i j m ~
1.1 0.1000000040518044 0. 28990009016553497 -3 3 1 1 |
step width: 0. 01486000

S9/8 0.1125039920043115 0.30334999124675761 -1 ] 8 1489

step width: 0. 00003000 —
7/6 0.1166666716559761 0.3057099912584818 -3 5 4] 1463

step width: 0. 00007000

6,5 0.1159999970546518 0.3060699912493874 -4 ] ] 1501

step width: 0. 00013000

5/4 0.1250000013424369 0.3067199912329670 -3 5 4 1515

step width: 0. 00025000

9/7 0.1285763667088391 0.3073799912162940 -1 ] 7 1541

step width: 0. 00008000

I Shapiro spectrum Fac=0.18 - Notepad
File Edit Format Wiew Help

0.1000000052863673 0.30483065012804 598 yes -5 3 1 1.1 1485 A
0.1000000052732262 0.3048495912802072 yes -5 3 1 1.1 1486 0
0.1000000053205337 0.3048599912799546 yes -5 3 1 1.1 1487
0.1000000055482490 0.3048695912797015 yes =5 3 1 1.1 1488
0.1125039590043115 0.3053495912675761 yes -1 B 8 9/8 1489
0.1125040181257500 0.3053505012673235 yes -1 5 8 o9/8 1450
0.1125040325739798 0.3053699912670709 yes -1 B 8 9/8 1491
0.1125043898000560 0.3053799912668183 yes -1 B 8 9/8 1492
0.1166666716550761 0.3057005012584 818 yes -3 5 4] 7/6 1403
0.11666667194 79170 0.30571959912582291 yes -3 B 4] 7/6 1494 —
0.1166666723146054 0.3057299912579765 yes -3 i 4] 756 1495
0.1166666719445185 0.3057395012577235 yes -3 5 4] 7/E 1496
0.1166666720147126 0.3057499912574713 yes -3 B 4] 7/6 1497
0.11666656723011515 0.3057599512572186 yes -3 5 4] 7/6 1498
0.1166666718789233 0.3057699912569660 yes -3 5 4] 7/6 1499
0.1166666717299140 0.3057799912567154 yes -3 B 4] 746 1500
0.1195505570546518 0. 30606050124 03874 yes -4 5 5 6/5 1501
0.1200000027049212 0.30607959912491348 yes -4 B B 6/5 1502
0.1200000023749107 0. 30608999124 8585821 yes -4 i i 6/5 1503
0.1200000022832415 0.3060995912486295 yes -4 5 5 6/5 1504
0.1200000021684174 0.3061099912483765 yes -4 B B 6/5 1505
0.12000000265565874 0.3061195912481243 yes -4 5 5 6,5 1506 3

Slika A.3: Fotografija dva dodatna rezultata analize za silu F,. = 0.18.

Datoteka pod imenom "ID" belezi sve primeéene Sapiro stepenike kao i njihovu Sirinu,
brzinu i silu pocetka stepenika, triplet brojeva (i, j, m) koji odgovaraju tom stepeniku i dodatni
broj koji sluzi za navigaciju. Druga datoteka, "Shapiro spectrum" belezi iste informacije kao
i prva sa tom razlikom da se u ovoj datoteci ispisuju sve vrednosti brzine (prva kolona) i sile
(druga kolona) koje odgovaraju odredenom Sapiro stepeniku identifikovanom u sedmoj koloni.
Osma kolona sadrzi broj za navigaciju koji se koristi tako §to se prvo pronade stepenik koji
korisnika posebno interesuje u datoteci "ID" a zatim se pomocu tog broja pronadu i detaljnije
informacije o tom stepeniku u datoteci "Shapiro spectrum".

Velika pogodnost ovako konstruisanog programa jeste u tome sto omogucava brzu i pode-
sivu analizu velikog broja numerickih rezultata i pruza detaljan uvid u bogatstvo prisutnih
subharmonijskih éapiro stepenika.
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