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Predgovor

Savremena nauka materijala istrazuje moguénost ,pojacavanja”’ odredenih (potrebnih) i ,pri-
gusivanje” drugih (nepotrebnih) fizickih osobina. U tu svrhu su posebno ispitivani niskodimenzioni
kristalni sistemi (ultratanki filmovi, superresetke, te kvantne Zzice i tacke).

Danasnji razvoj tehnike i tehnologije omogucéava pravljenje ovakvih kvantnih sistema, eksper-
imentalni rezultati su prisutni i merna oprema moze da ih prati, ali je u domenu teorijskih raz-
matranja (modelovanja i analitickog resavanja) ostalo dosta prostora za rad.

Najveca poteskoca je upravo u slabo i neadekvatno primenljivom matematickom aparatu. U
ovom radu se pokazuje da se metode diferencnog ra¢una uz odgovarajuéu podrsku numerickih
proracuna mogu uspesno primeniti na iznalazenje zakona disperzije i Grinovih funkcija fonona u
ultratankim kristalnim filmovima.

Fononi su osnovna elementarna pobudenja u fizici ¢vrstog stanja, odreduju sve mehanicke
osobine sistema, ucestvuju u svim transportnim procesima definiSu¢i prakti¢no sve relevantne
karakteristike supstancije. U radu su odredene osnovne mikroskopske fizicke veli¢ine fononskog
podsistema — energije, tj. frekvencije koje karakterisu prvenstveno sva transportna svojstva
kristala.

Ovaj diplomski rad je uradjen pod mentorstvom prof. dr Jovana Setrajéic¢a.

Novi Sad, 04.01.2010.

Igor Mandi¢
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1 Uvod

Za modernu nauku o materijalima danas je najznacajnije precizno strukturiranje materijala
do dimenzija reda veli¢ine nanometara, posebno na polju elektronike, optoelektronike i visokotem-
peraturske superprovodnosti. Teorijska i eksperimentalna istrazivanja osobina niskodimenzionih
sistema (superresetke, tanki filmovi, kvantne zice i kvantne tacke), postala su u poslednjoj deceniji
veoma intenzivna, pa bi se moglo reéi da predstavljaju jedan od udarnih pravaca istrazivanja u
savremenoj fizici kondezovane materije. Razlozi interesovanja za ovakve sisteme, kao realnije
strukture od neograni¢enih, su mnogobrojni. Fenomeni povezani sa tako malim dimenzijama
dovode do pojave novih i drugacijih, odnosno izmenjenih osobina materijala i specificnih pojava
§to je interesantno ne samo sa fundamentalnog fizickog stanovista, ve¢ su takve strukture od Sireg
prakti¢nog znacaja.

Fononi predstavljaju osnovna pobudenja u kristalima i fononski podsistem je u njima uvek
prisutan, bez obzira na to da li se kao glavni nosioci mehanizama koji ,proizvode” odredene
fizicke osobine, pojave i efekte u kristalnim strukturama javljaju elektroni, eksitoni, feroelektron-
ska pobudenja ili neki drugi vidovi elementarnih ekscitacija. Iz tog razloga, ispitivanje udela i
uticaja fononskog podsistema na fizicke karakteristike materijala poseduje veliki znacaj za teoriju
¢vrstog stanja. U ovom radu izvrSena je analiza fononskih spektara ultratankih kristalnih filmova
metodom dvovremenskih temperaturskih retardovanih Grinovih funkcija. Za resavanje ovog prob-
lema razvijen je i niz drugih matematickih aparata (metod Hajzenbergovih jednacina kretanja,
malih perturbacija, talasnih funkcija itd.), ali je pomenuti formalizam odabran iz slede¢ih razloga.

1. Iz opste teorije linearnog odziva sistema poznato je da se formiranjem jednacine kretanja za
funkcije. Sukcesivnim ponavljanjem ove procedure dobija se beskonaé¢ni lanac medusobno
povezanih jednacina za Grinove funkcije, koji se koriéenjem izvesne dovoljno dobre aproksi-
macije prekida na taj nacin sto se visa Grinova funkcija izrazava pomocu prve nize. Od ovog
pravila, medutim, izuzeti su tzv. ,kvadratni” hamiltonijani, ¢ije prisustvo obezbeduje da se
u jednacini kretanja ne pojavljuju Grinove funkcije viseg reda. Kao $to ¢e u daljem tekstu
biti pokazano, hamiltonijan fononskog podsistema superresetke upravo je takvog oblika.

2. Realni deo pola Grinove funkcije odreduje frekvenciju (a samim tim i energiju) elementarnih
ekscitacija koje se javljaju u sistemu, dok je reciprotna vrednost njegovog imaginarnog dela
proporcionalna vremenu Zivota ovih ekscitacija (tj. kvaziGestica).

Da bi se izucile posebnosti karakteristika fonona u ultratankim filmovima, moraju se prethodno
spomenuti te iste karakteristike u neograni¢enim kristalnim strukturama i na osnovu toga izvrsiti
poredenje fundamentalnih karakteristika ovih struktura.
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2 Fononi u kristalima

Najjednostavniji oblik kretanja u ¢vrstom telu jeste oscilatorno kretanje konstituenata od
kojih je sastavljena kristalna resetka (atoma, molekula, odnosno jona) oko odgovarajuéih polozaja
ravnoteze. Ukoliko se posmatrana kristalna struktura moze smatrati neograni¢enom, onda je
ovo oscilatorno kretanje atoma analogno prostiranju talasnih poremecéaja (tj. elasti¢nih tala-
sa) kroz kristal. Ova ¢injenica implicira moguénost uspostavljanja izvesne formalne analogije
izmedu mehanickih oscilacija sredine i prostiranja elektromagnetnih talasa: naime, slicno kao
Sto elektromagnetno polje vrsi razmenu energije sa drugim sistemima u nedeljivim elementarnim
iznosima hw (tj. fotonima), energija vibracije kristalne resetke takode je kvantovana, pri ¢emu
se kvant energije elasti¢nog talasa naziva fononom. S obzirom da nikakav eksperiment direktno
analogan fotoelektricnom efektu - koji predstavlja jak dokaz u prilog kvantovanja svetlosti - nije
do danas izveden sa fononima, postavlja se pitanje eksperimentalne potvrde njihovog postojanja.
Najvazniji dokazi ukljucuju sledece.

1. Udeo resetke u toplotnom kapacitetu ¢vrstog tela uvek tezi nultoj vrednosti kada tempera-
tura tezi nuli. Ovo moze biti objasnjeno jedino kvantovanjem vibracija kristalne resetke.

2. X-zraci i neutroni se neelasti¢no rasejavaju na kristalima, pri ¢emu promene njihove energije
odnosno impulsa odgovaraju kreaciji ili anihilaciji jednog ili vise fonona.

Dakle, fononi opisuju oscilatorno kretanje u posmatranoj kristalnoj strukturii - s obzirom da se
kristal u smislu njegovih oscilatornih karakteristika moze smatrati sistemom povezanih oscilatora
- uvode se prilikom kvantnomehanickih analiza linearnog oscilatora, ¢ija je energija data izrazom:

E, = <n—|— %) Y, ne(0,1,2,..) (2.1)

a prirastaj energije pri prelasku iz stanja n u stanje n + 1 (tj. energija fonona):
Eni1— E, =hQ (2.2)

Energija fonona, preko Q = /C/M, zavisi od mase oscilatora M i konstante C' koja karakterise
elasticnu silu oscilatora, a impuls mu je jednak p = hk. S obzirom da svaki atom prilikom
oscilovanja trpi uticaje okolnih atoma i istovremeno i sam uti¢e na njihovo oscilovanje, fononi
u kristalnim strukturama ne mogu se smatrati kvantima oscilovanja pojedinacnih atoma, veé
predstavljaju elementarna pobudenja ¢itavog kristala.

2.1 Fononi u neogranicenim strukturama

Potencijalna energija kristala na apsolutnoj nuli (tzv. zamrznuti kristal) data je izrazom:
W= S Vi) (23)
= — n-—m .
2 &~
n,m

pri ¢emu je V(77 —m) potencijal interakcije izmedu dva atoma na mestima 7 i m. Ako se temper-
atura povisi, atomi pocinju da osciluju tako da trenutni polozaj atoma ne karakterisu vise vektori
7 1 m, ve¢ vremenski zavisni vektori

n+d(rn,t), m+a(m,t),
gde je (7, t) = @(7) pomeraj atoma iz ravnoteznog polozaja 7i. Tada se mora izvrsiti i prelaz:

V(ii—m)=V,(i—m)— V{({#[A—m)+ [u(@) —a(m)} .
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S obzirom da su na niskim temperaturama pomeraji @(7) mali, koriste¢i standardnu teoriju malih
oscilacija, funkcija V' se razvija u stepeni red po Dekartovim komponentama u, (77) vektora (i)
oko polozaja ravnoteze:

V= )+ @) — T} = Vi =)+ 3 | G fua ) ~ )] +
2V (7 — 1 T
’ % 2 [a(ﬁ ? m)(aa(ﬁ—) m)ﬁ} [1a(7) = ua(m)] [up() —ug(m)] + - (2.4)

(a i [ oznacavaju moguée projekcije vektora na ose Dekartovog sistema). Svaki atom lezi u
nekoj potencijalnoj jami, pa iz uslova stabilnosti kristala sledi da je drugi sabirak s desne strane
znaka jednakosti u izrazu (2.4) jednak nuli. Dakle, oscilovanje karakterise samo treéi sabirak u
izrazu (2.4) - harmonijski ¢lan. Ako se ovaj ¢lan sumira po svim ¢vorovima i doda mu se kineticka
energija Z M ui /2, dobija se oscilatorni hamiltonijan sistema:

a;f

H = Z V47 D Capli ) () — wa()] [us() —us(m)] . (25)

aﬁnm

i — M) 0(7 —m
Posto sile koje deluju izmedu atoma u kristalu brzo opadaju sa porastom rastojanja | 7 — m
izmedu atomal, to se izraz za potencijalnu energiju moze napisati na sledeéi nacin:

2 = 2
gde su Cpp(ii — m) = — OV (7 — ) — - Hukove konstante elasti¢nosti.
’ ( )sl,

1
vy>1.

Tada se izraz za potencijalnu energiju u (2.5) moze napisati u aproksimaciji najblizih suseda, koja
se sastoji u zameni sumiranja 7,m — 71,7 * X, gde X povezuje atom na mestu 7 sa njegovim
najblizim susedima. Kako je intenzitet X za sve najblize susede isti (idealan kristal!), koeficijent
C’ag(X) ne zavisi od X. Na taj nacin oscilatorni hamiltonijan sistema postaje:

H= Z 2R + - Z Cos [ua(ﬁ)—ua(ﬁixﬂ [ug( ) —ug(@EN)] . (2.6)

aﬁ,n X

2.2 Formiranje fononskog modela

Mada u prirodi nema ¢istih izotropnih kristala, niti se oni mogu na danasnjem nivou tehnolo-
gije proizvesti, izucavanje idealnih (beskonacnih) struktura korisno je zbog toga, Sto se za osnovne
fizicke fenomene mogu izra¢unati njihove globalne karakteristike i dobiti ono §to se naziva - kvali-
tativna slika, a zakljucci dobijeni na taj nac¢in, kao i metodologija istrazivanja, mogu se prenositi
na neidealne strukture, a pre svega na kristalne strukture sa narusenom translacionom simetrijom.
Idealne beskonaéne strukture su kristali sa osobinom translacione invarijantnosti u tri uzajamno
nekomplanarna pravca. Ovi pravci, koji se uvode u kristalografiji, ne moraju biti uzajamno orto-
gonalni, pa se zato u teorijskoj fizici kondenzovane materije uvodi dodatni Dekartov sistem. Ovde
ée biti posmatran samo kubni kristal kada su kristalografski uvedeni pravci uzajamno ortogonalni.

'Lenard-Dzonsov potencijal koji je proporcionalan Ar~6 — Br—12

lentnih i molekulskih kristala

, najpogodniji je kod fonona u slu¢aju kova-
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S obzirom na to, hamiltonijan sistema u aproksimaciji najblizih suseda (2.6) moze da se napise
u obliku:

2
Doyt 1 2
H=) S+ 12 Gk (te = togas) (2.7)
o;m

;A

gdejep =M i - impuls atoma kristala, a M - masa tih atoma. Drugi sabirak sa desne strane
znaka jednakosti predstavlja efektivni meduatomski potencijal interakcije (V).

(2) Da bi se shvatio pocetak primene mate-

f L matickog formalizma prilozena je slika 2.1,

Lo koja analiticki prikazuje 7i-ti atom Kkristala

(nx,ny,nzﬂ)af """"""" N u okruzenju svojih najblizih suseda. Radi

_ jednostavnosti, pretpostavlja se da se radi o

E (nx-l,ny,nz) prostoj kubnoj strukturi sa jednim atomom

po elementarnoj ¢eliji (primitivna celija).

) Vidi se da |X|/a moze jedino da uzme vred-

_____ > (Y) nosti: —11 1. U skladu sa svim ovim, izraz

(nony.ny) (nonyt1.ny) za fononski hamiltonijan moZe da se napise u
pogodnijoj (razvijenoj) formi:

(nx,ny-1,n7)

(X)* (nH,ny.n,)

H=T+ Vey, (2.8)
(nx,ny,nz-1) pri éemu su:
2
Slika 2.1: Atom u okruZenju najblizih suseda T— Pagii 2.9
> 5ar (2:9)
Ca ) a;m )
‘/eff - Z I {(ua;mﬂ,ny,nz - uoa;nsc,Ny,nZ) + (ua;nac—l,nymz - ua;n,c,ny,nz) +
ANy, Ny, Nz
2 2
+ (uoﬁnzyny‘f‘lynz - ua;”z,nyynz) + (ua;nz,ny—l,nz - ua;nz,ny,nz) + (210)

2 2
+ (ua§nx7"y7nz+1 - Ua;nx,ny,nz) + (ua;nx,Ny,nZ—l - uamxv"yvnz) .

Torzione Hukove konstante C,3 su zanemarene u odnosu na konstante istezanja Co, = Cya, a
operatori uyz 1 pan = M1uaz zadovoljavaju standardne komutacione relacije:

[tasi, P, | =1h6ap 0am ;s  [Uad, ug, m) = [Pasi> D3, m] =0. (2.11)

2.3 Zakon disperzije fonona

Energetski spektri i stanja, kao $to je u uvodnom delu naglaseno, bi¢e potrazeni metodom
Grinovih funkcija. U tu svrhu posmatra se dvovremenska temperaturska Grinova funkcija:

i (t =) = ((Uagi(t) | uamm(t)) = Ot — ') ([uasi(t), aym ()] o - (2.12)
Dvostrukim diferenciranjem ovog izraza po vremenu i neznatnim sredivanjem, dobija se:
d? ot —t
M E G??:m(t B t/) = —ih 5777771 5(t - t/) + % <Hpa;ﬁ(t)v H(t) ] 5 ua;r?b(t/)] >0 .

Uzimanjem t' = 0 i Furije transformacijom ¢ — w poslednji izraz prelazi u jednakost:

—iw Zh «@ 1
/dw et {2_ O — Mw2Gﬁ7m(u}) ~ (([pa;ﬁ, H} | Ua;m>>w} =0,

™
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koja je zadovoljena za:

ih 1
~Mw*GEa(w) = —— dam + = {([Pagits H] | taym))w - (2.13)
, 27 ih
Dalji postupak odredivanja Grinovih funkcija G3~(w), zahteva izracunavanje komutatora koji
figurisu u visim Grinovim funkcijama ((--- | ---)) iz gornje jednacine.
[p/&mzvmymz ) H] = [pQQmmvmyymz ’ T] + [p/@§m17my7mz ’ ‘/eff] =
C
= [Pomesmyms » Vess] = D

4

AN, My, Tz

X {2 [p,@;mz,my,mza (uoa;nx,ny,nz - ua;nx-i—l,ny,nz)] (ua;nx,ny,nz - ua;nm—l—l,ny,nz)

+
+ 2 [pﬁ;mz,my,mzy (ua;nx,ny,nz - ua;nx—l,ny,nz)] (ua;nx,ny,nz — Ugq, ne—1 ny,nz) +
+ 2 [pﬁ;m,c,my,mzy (ua;nz,ny,nz - ua;nz,ny—i-l,nz)] (ua;nz,ny,nz Uasng,ny+1, nz) +
+ 2 [pﬁ;m,c,my,mzy (ua;nz,ny,nz - ua;nz,ny—l,nz)] (ua;nz,ny,nz Uasng,ny—1, nz) +
+ 2 [pﬁ;m,c,my,mzy (ua;nz,ny,nz - ua;nz,ny,nz—i-l)] (ua;nz,ny,nz Uy, nz,ny,nz—i-l) +
+ 2 [pﬁ;m,c,my,mzy (ua;nz,ny,nz - ua;nz,ny,nz—l)] (ua;nz,ny,nz Uy, nz,ny,nz—l)} =

) C
= —1ih Z 704 50{6 [(5_',% - 5nx+l,mm5ny,my5nz,mz) (uoa;nx,ny,nz - uoa;nx-i—l,ny,nz) +

N, Ny, Nz

(5 mo 6n,c—1 mxany,my nz,mz) (ua;nx,ny,nz — Ugq, Ma— 1ny,nz) +
+ (5ﬁ,ﬁ1 nx,mx(sny—}—l My nz, Z) (ua;nx,ny,nz - ua;nm,ny—l—l,nz) +
+ (5ﬁ,rﬁ nz,m 5ny—1 my nz7 Z) (ua;nz,ny,nz - ua;nz,ny—l,nz) +
+ (5fi, nz,mzény,my ny+1 mz) (ua;nz,ny,nz - ua;nz,ny,nz—i-l) +
+ (5fi,m nz,mzény,my ny—1 mz) (ua;nz,ny,nz - ua;nz,ny,nz—l)] =

- _thﬁ (6uﬁ;mm7my,mz — UBimg+1,my,m. — UBme—1,my,m,

u55mzvmy+17mz - uﬁ3m17my_17mz - u5§mzvmy7mz+1 - uﬁ§mzymy7mz_1)

Ovde su iskoriséene komutacione relacije za pomeraje i impulse (2.11), kao i definicija Kro-
nekerovog simbola. Dalje, uzimajuéi u obzir:

Gem =G

N, My, Nz ;M My My~ <<ua;n,c,ny,nz ‘ ua;mx,my,mz» (214)

i zamenom nadenih komutatora u jednacinu (2.13) sledi:

M 2« _ Zh «
w anvnyvnmmz,my,mz - ot 5n17m15ny7my5n27mz C 6 Gnmnyvnmmz,myymz
Ng+1,ny,nz2 Mg, My, m2 an—lvnyvnﬁmz,my,mz an,ny‘f'l,nz;m:mmyvmz 215
- G2 ~-Ge _go
ng,ny—1L,nzimaz,my,m; N ,Ny,Nz+1imaz,my,m; N Ny ,Nz— 1M, My, mz

—

Primenom nove Furije transformacije (7, m — k):

a 1 —i(i—m)k o 1 —zfiﬁ'L
Gﬁﬁ(w):NZe( )G()' 5,m=NZ€(
k k
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na jednac¢inu (2.15), te nakon neznatnih algebarskih operacija, ona prelazi u:

M e 1 ) C
e —i(i—m)k ar] 2 Yo o _ _ _
E e {27‘(’M G (w) [w +2 i (3 — cos azky — cos ayk, — cos azk:z)] } =0.

Ova jednakost je ispunjena za:

w2 o ih
[Q_g{ + 2 (COS axkx + cos ayky -+ cos azkz - 3):| GE (w) = o Ca ’ (216)
odnosno:
i 1 1
Cow) = — _ | . (2.17)
drM wo(k) |w—wa(k)  w+wa(k)

Odavde se, o€igledno, polovi Grinovih funkcija nalaze kada se imenioci izraza u uglastoj zagradi

-,

izjednace sa nulom. ReSavanjem tog uslova po w = w,(k) dobija se trazeni zakon disperzije
fonona:

Eo (k) = hwa(k) =2 E, \/sin2 Guks + sin? ayhy + sin? a:k (2.18)

2 2 2 7

gde je B, = iy = hy/Cyo/M . Zbog poredenja ove relacije sa odgovaraju¢om za film strukture,
zgodno ju je napisati u sledecoj (bezdimenzionoj) formi:

- N E, 7
£ulF) =2 \[Rlky) 18k 5 £y =T (2.19)
R(kpky) = sin? % + sin? aka:y ; S(k,) = gin? aszz

Ovaj zakon disperzije pogodno je prikazati u obliku: £ = s (R), dakle u funkciji dvodimen-
zione funkcije R(kgk,) € [0,2] pri ¢emu je funkcija S(k) € [0,1] parametar (slika 2.2)
3.5

3.0

2,5

2,0

1.5

1.0

0.5

0 0.5 1.0 1.5 2,0
Slika 2.2: Fononski spektar balk uzorka
S obzirom da k. prakti¢no ima beskonaéno mnogo moguéih vrednosti (a k. € [—7,+7]), to i

S(k,) ima isto toliko. To ima za posledicu da se formira kontinualna zona dozvoljenih fononskih
energija.
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U aproksimaciji malih talasnih vektora k (k =
\/ k2 + k2 + k2) i obelezavanjem: a = a, = ay = a,

poslednja relacija se svodi na:
EK)=ak,

L T T Sto predstavlja tipican i poznat izraz za zakon dis-

|

I/\l' 2 perzije akustickih fonona.

e

Kvanti mehanickih pobudenja sa linearnim zakonom
disperzije, tj. osobinom

li k) =0
1 k1—>mowa( ) ’
nazivaju se akusti¢kim fononima.  Analizom
kristala slozene strukture (sa o podresetki) dobija
se 30 dozvoljenih frekvencija, od kojih tri uvek teze

- 0 +7 k mnuli kada k — 0 (akusticki fononi), dok preostalih
30 —3 frekvencija zadovoljavaju uslov lim w, (k) # 0.
Slika 2.3: Akusticke (1) i opticke (2) k0

Mehanicke oscilacije sa ovom osobinom nazivaju se
fononske grane

optickim fononima.
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3 Fononi u kristalnim filmovima

Tanki kristalni filmovi predstavljaju ograni¢ene kristalne strukture kod kojih se uslovi na
granicama razlikuju od onih u unutrasnjosti, tj. translaciona simetrija naruSena je duz pravca
normalnog na film (z-pravac).

7 A
SPOLJASNJA SREDINA
"""""""""" a+7C
1 C
C
L
Bttt
C o
___________________ aec g oy
SUPSTRAT =

Slika 3.1: Poprecni presek (u X/Y — Z ravni) modela kristalnog filma

Ako unutar filma (izmedu grani¢nih povrsina) nema nikakvih deformacija (narusenja) kristal-
ne strukture (kristalna resetka je bez primesa, vakancija i sl.), onda se on naziva idealnim filmom.
U suprotnom, ako ove deformacije postoje (npr. kao posledice dopingovanja stranim atomima),
tada se ta struktura naziva deformisanim filmom.

3.1 Analiza fononskog modela

Posmatra se idealni? tanki film kubne kristalne strukture nacinjen na supstratu nekim teh-
nicko-tehnoloskim postupkom (naparavanjem, spaterovanjem i sl.), ¢iji su osnovni kristalografski
podaci:

Uy = Qy = Ay = G ; NgmywlO8 > N, ~10;

iy

C_‘v

oL,O0 o
ol =cge =00

- =
,m [N =P

CNz,Nz+1 = CNz+1,Nz = (1 + ’Y)C ) C(—1,0 = C(0,—1 = (1 + E)C ;e =>—1,

Ch ey = Cnanatt s

3

gde je n, - indeks resetke duz z-pravca i n, € (0,1,2, --- , N,). Na osnovu toga, o modelu se
moze zakljuciti sledece.
1. Kristalni film poseduje dve beskona¢éne grani¢ne povrsine paralelne XY - ravnima i to za
z=01iz=L,dok u z - pravcima ima kona¢nu debljinu (L).
2. Duz z - ose locirano je N, 4+ 1 atoma.
3. Torzione konstante C*? zanemarljive su u odnosu na konstante istezanja Cl,.

2Pojam - idealni, koristi se u smislu nenarugenja kristalne strukture (bez prisustva defekata, primesa i sl.), a ne
u smislu njene prostorne neogranicenosti.
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4. Smatra se da atomi, koji pripadaju granicnim slojevima prikazanog tankog filma, intera-
guju sa spoljasnjom sredinom, bez obzira na to §to duz z-pravaca iznad gornje i ispod donje
grani¢ne povrsine nema atoma (motiva, ¢vorova) filma, ali su grani¢ni atomi ,spregnuti”
izmenjenim Hukovim silama za atome sredine, odnosno supstrata. U skladu sa napred nave-
denim uslovima, konstante elasti¢nosti koje opisuju interakciju atoma grani¢nih povrsina sa
spoljasnjim sredinama (supstrat i npr. vazduh), modifikovane su odgovarajuéim koeficijen-
tima € 1 7.

Uzimajuéi u obzir uslove C; = C, (j =1,2, --- ,N,—1,N,) i ¢injenicu da su slojevi za n, < —1
izan, > N, + 1 odsutni, moramo obracunati i sledece:

ua;nx,ny,j =0 ; -1 2,7 A ] > Nz +1 ; (,7 ¢ [07 Nz]) )

C1=01+4¢)C; CNZ+1=(1+’Y)C.

Kada bi bilo: C_1 = Cy,41 =0 (¢ =~y = —1), tada bi grani¢ni atomi za n, = 0in, = N, bili
yzamrznuti”, tj. javio bi se efekat ,krutih zidova”, a ako bi vazilo: C_1 = Cn,41 =C (e =7 =
= 0), bio bi to efekat ,slobodnih povrsina”.

S obzirom na definisani model, hamiltonijan fononskog podsistema opisanog filma u aproksi-
maciji najblizih suseda ima isti oblik kao i kod neograni¢enih kristala - izrazi (2.8-10), ali ga je,
zbog postojanja grani¢nih slojeva, zgodno napisati u razdvojenom vidu:

H=T+V, [ +V.F, (3.1)

gde je T - standardan kineticki ¢lan. Potencijal koji ukljuc¢uje interakcije sa grani¢nim slojevima
je oblika:

C
Veff - Z Ta [ 2 (1 + E) (Ua;nx,ny,0)2 +2 (1 + fY) (ua§"rv"yvN2)2 +

N, Ny
2 2
2 (ua;nz,ny,l - ua;”zynyyo) + 2 (uOl?nccvnysz - ua?"ccy”nyz—l) +

2 2
(tasna+1,my,0 = Uasnamy 0)” + (Uame—1,n,,0 = Uasne,ny0)” + (3.2)

+

+

+ (ua;nz,ny—l—l,O - ua;nz,ny,0)2 + (ua;nz,ny—l,O - ua;nz,ny,0)2 +

+ (ua;nx—i-l,ny,Nz - ua;nx,ny,Nz)2 + (ua;nx—l,ny,Nz - ua;nx,ny,Nz)z +
+

2 2
(ua§n17ny+17Nz - ua?"ccvny,Nz) + (uOf?nzvny_lyNz - ua;”zyny7Nz) .

Potencijal sa interakcijama koje obuhvataju unutrasnje slojeve je onda sledeé¢eg oblika:

C N.—1
VA j : « j : 2 2
‘/Eff = 4 |:(ua§nz+1ynyynz - ua?"ccvny,nz) + (uoﬁnz_lvnyvnz - ua;”zyny7nz) +
Q;Ng Ny n,=1
2 2

+ (U‘X?nacyny'i‘lynz - uﬂ?"ﬂcvnyynz) + (ua§nx7"y_17nz - uoﬁnxvnyvnz) + (33)
N,—2 N.—1
: : 2 : : 2

+ (uC“?nzvnyynz‘Fl - ua?'nccvnyynz) + (uoﬁnzvnyvnz_l - ua;”zvnyvnz)
ny=1 ny=2

Zakon disperzije fonona i u ovom sluc¢aju se nalazi, kao i u prethodnoj glavi, metodom Grinovih
funkcija, traze¢i Grinovu funkciju istog oblika kao i (2.12) pomocu jednacine kretanja (2.13). Za
razliku od (jednostavnije) situacije za idealne strukture, ovde se moraju izracunati odgovarajuéi
komutatori, odnosno odrediti Grinove funkcije posebno za atome grani¢nih slojeva, a posebno
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za atome iz unutrasnjosti filma. Koriste¢i u prethodnoj glavi navedene standardne komuta-
cione relacije za pomeraje i impulse atoma (2.11), kao i ostale neophodne osnovne definicije,
izracunavaju se potrebni komutatori impulsa i hamiltonijana.

Za donju grani¢nu povrsinu za koju je m, = 0:

[p@mxvmyvo’ H] = —ihCq [(6+€) UBimg,my,0
= UBimaz,my,l — UBmg+1,my,0 — (3.4)

- u5§mz—17my70 - u5§mzvmy+170 - u53m17my_170] ’
zal<m, <N, -1,
[pﬁ§mz,my7mz7 H:| = _Zh Ca (6 uﬁymzvmyvmz_

uﬁymz‘f‘lvmyvmz - uﬁvmz_lymyvmz - uﬁymmvmy‘i‘l,mz - (35)

uﬁymzvmy_lymz - uﬁvmzymyvmz‘f‘l - uﬁymmmy,mz_l)
i kona¢no, za gornju grani¢nu povrsinu za koju je m, = N, dobijamo:
[pﬁ§mx7my7Nz’ H] = —ih Ca [(6 + /7) uﬁ§mx7my7Nz_

UBsma,my,No—1 — UBimyg+1,my, N, — (3.6)

- UBmgy—1,my,N. — UBimg,my+1,N, — ,U“ﬁ?macvmy_lyNz]

Zamenom nadenih komutatora u (2.13) i preimenovanjem 8 — «; m — n, dobija se:
-zan, =0,

_ MW2Grimy,0;mz,my,mz = —% 5nx,mx(5ny,my50,mz _
- Ca (6 + 6) Gr?;,ny,o;mz,my,mz_ G%,ny,l;mz,my,mz - G%—l—l,ny,O;mz,my,mz - (37)
- Gno;—l,ny,o;mx,my,mz - Gr?;,ny—l—l,o;m,c,my,mz - Gr?;,ny—l,o;mx,my,mz] )
-zal<n, <N, -1,
_ szcno;,ny,nz;mz,my,mz = —% 5nz,mz5ny,my5nz,mz —
- Ca <6 Gno;,ny,nz;mz,my,mz_ Gr?;—l-l,ny,nz;mz,my,mz - Gno;—l,ny,nz;mz,my,mz - (38)
- Grf;,ny-i-l,nz;mx,my,mz - Gr?;,ny—l,nz;m,c,my,mz - Grz,ny,nz—l—l;mx,my,mz - Gr?;,ny,nz—l;mx,my,mz) )
-zan, =N,,
iR
MW’ GL o Ny e = —;—F GOy ey ON s —
- Ca [(6 + /7) Gr?;,ny,Nz;mx,my,mz_ Grf;,ny,Nz—l;mx,my,mz - Grf;-i—l,ny,Nz;m,c,my,mz - (39)

- G~ -G -G
ng—1,ny,Nzyme,my,m; Ng,Ny+1,Nzmg,my,mz Ng,Ny—1,Nz;mz,my,m»

Primenom delimi¢ne (zbog narusenja translacione simetrije samo duz z-pravaca) Furije trans-
formacije:

GO — G%lm(w) 1 Z e—i[l[(n:z;_mz)kz+(ny—my)ky] GO z(kxyky;w) (3'10)

Nz Ny, Nz M, My M2 s - N N Nz,m
T ke ke
xTHhvy
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na sistem jednacina (3.7 — 3.9), i nakon istovetnih algebarskih operacija koje su iskoriséene na
odgovaraju¢em mestu u prethodnoj glavi, dolazi se do relacija na osnovu kojih se moze uspostaviti
slededi sistem algebarskih diferencnih jednacina:

(or =€) Gom, + G, = K dom.
GO?CmZ + Qka Gl(?mz + Gfmz = K 517mz
G, + 08 Go, +Ga, = K o2,
Gri—l,mz + QkaGnO;,mz + Gri—l—l,mz = K 5”Z7mz (311)
Gﬁz—&mz + QkaGﬁz—Zmz + Gﬁz—l,mz = K 5Nz_2ymz
Gﬁz—&mz + QkaG](\)féz—l,mz + G(](\)féz,mz = K 5Nz_1ymz
GN.—1m. t (0 =) GN.m. = KON m.
gdesw: G2 =G (kp ky;w), K= ﬂ, k=, k2+k2 i
Nz, Mz MNzMy 27_‘_Oa X Yy
2
w ak 5 ak
gka—§—481n27x—4s1n27y—25g. (3.12)

Sistem jednacina (3.11) ima reSenja koja mogu da se prikazu u obliku G, = D,/D, gde je D,
odgovarajuéa zamenska, a D determinanta sistema (obe kvadratne):

o—e 1. 0 -+ 0 O 0
1 o1l -+ 00 0
1o - 00 0
Dn.+1(0) = e . (3.13)
0 00 o 1
0 0 0 1 o 1
0 00 1 07y

3.2 Spektri fonona u filmu

U skladu sa osnovnim zadatkom ovog istrazivanja, a to je odredivanje spektra dozvoljenih
fononskih energija, koji se dobija iz (3.12) i na osnovu osobina Grinovih funkcija, potrebno je da
se odrede polovi trazenih Grinovih funkcija. Jasno je da se ovo svodi na odredivanje korena (nula)
determinante (3.13), odnosno resavanje jednakosti:

DNz-l-l(Q; 57/7) =0 = 0= QV(‘S’/V) ) V= 172737 aNZ +1. (314)

Ovaj zadatak u opstem slucaju nije analiticki resiv (moze se resiti numericki za zadate parametre:
g, vi N,).
U slu¢aju modela slobodnih povrsina, kada su: € = v = 0, ovaj problem ima analiticko resenje:

Dn.+1(¢) = ¢ Pn.(0) — Pn.-1(0) = Pn.+1(0) - (3.15)

Determinanta (3.13) sistema jednacina (3.11) se izrazava direktno preko karakteristi¢nih polinoma
Cebiseva reda N,. Iz uslova (3.14) slede nule Cebisevljevih polinoma, a uzimajuéi u obzir i izraz
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(3.12), jednostavnim algebarskim transformacijama dolazi se do izraza koji daje zakon disperzije
fonona u tankom (strukturno nedeformisanom) filmu:

w (k)
O

£X(R) = =2 \/R(ke ky) + Sy (k=) ; (3.16)

R(ky, k,) = sin® % + sin? aTky . S, (k) = sin® ak‘z(y) .

Na osnovu ovih rezultata zakon disperzije (3.16) graficki je prikazan na slici 3.2 i to: za idealne
beskonaé¢ne strukture (2.19) - isprekidanim linijama, izmedu kojih je on kontinualan, i za tanki
film (3.16) - punim linijama, on je diskretan.

35 —

3,0 B~ el
//’ / -

///
2 o
5 /// //
/// ///
2,0 <

15 |- A,
/'
1.0 4

0.5 4

-
-
-
-
//
7/
Ve
e
7’
-
Ve
e
4

0 0.5 1.0 1.5 2,0
Slika 3.2: Fononski spektar idealnog filma € = &, (R) i parametrom S(v)

Primetni su gepovi i energetska diskretnost (za film), koji su iskljuéiva posledica postojanja pros-
tornih granica.

Na ovaj nacin, izraz za moguce energije fonona po formi je isti kao izraz (2.19) dobijen za
idealne neogranicene strukture, s tom razlikom §to je tamo k, prakti¢no kontinualno promenljivo
(u intervalu [0,7/a]) kao $to su k, i ky, a ovde je izrazito diskretno:

T v
k == — =1,2,3, ...,N,+1. 3.17
Z(V) a NZ _"_ 2 J v Lt A} ) z + ( )
Pored toga, uocava se da je: k™" = k;”m =0; K=k (v=1)= g N. 1o > 0, posto jeu

pitanju tanak film, odnosno N, < (Ng, Ny), i: k' = k' = T, k' =k, (v = N, +1) =
N, +1 -

T NZ i 5 < E. Izmedu minimalne i maksimalne vrednosti za k,, pa prema tome i za &,(k),

a N, a

postoji jos N, — 1 diskretnih vrednosti®. To znaéi da fononi u tankim filmovima poseduju ,donji”

energetski gep:

, T
A= Apin = E7 (b = = Uy hz = ) = 2 si P2V B 1
El (kg =ky =0,k = E]"") sin [2 .t 2)] (3.18)

kao i ,gornji”, ali fizicki manje interasantan gep.

3Ukupan broj moguéih vrednosti kvaziimpulsa k. jednak je broju energetskih i dvodimenzionih podzona: N, +1.
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Ova minimalna energija odgovara aktivacionoj temperaturi:

Q. s

kpTl = E Toe = 27— sin e 1
B-lac 1(0) = lgc kg Sin 2(Nz n 2) (3 9)
U slucaju dvoslojnog filma (N, = 2) i za tipi¢ne podatke visokotemperaturskih keramika:
T9 = (15— 25) K. (3.20)

U toku istrazivanja razradili smo racunarski program pomocu kojeg smo mogli numericki da
nalazimo korene determinante (3.13) za proizvoljan broj atomski ravni filma (n, > 2, n, < 10)
i za proizvoljne vrednosti grani¢nih (perturbacionih) parametara: (e,7) € [-0,99;41,5]. Za
brojeve kristalografskih ravni filma n, < 2 na§ model ,ne funkcionise”, a za n, > 10, efekata
dimenzionog kvantovanja nema. Perturbacioni parametri ne mogu da imaju vrednosti ispod -0,99
jer ve¢ za vrednost -1, nema interakcije graniénih atoma filma sa okruzenjem (supstrat i sredina
u kojoj se sve nalazi). Ako bi ovi parametri bili manji od -1, onda bi se promenio znak (priroda)
meduatomske interakcije. Isto tako i vrednosti preko 1,5 nemaju opravdanje jer je tesko ocekivati
da ¢e interakcija sa okolnim atomima viSe nego 2,5 puta nadjacati elasticnu interakciju izmedu
atoma u unutrasnjosti filma!

Numericka obrada je tako sprovedena da smo, pored brojnih vrednosti za redukovane energije,
odmah dobijali i graficku prezentaciju tih energija u funkciji velicine R, € [0;2]. Na slikama 3.3-5
predstavljeni su karakteristicni slucajevi: v = —0,9 (sl.3.3), v = —0,5 (s1.3.4) iy = 0,0 (s1.3.5), za
najtanji mogudi film — film sa dva sloja (N, = 2). Na svakom grafiku, drugi perturbacioni para-
metar () se menja tako da uzima sledece vrednosti: 0,0; 0,51 1,0. Na taj nac¢in, svaki diskretan
energetski nivo predstavljen je skupom od tri krive iste boje! Crvene krive odgovaraju idealnom
filmu, crne isprekidane oznacavaju balkovske granice, a krive drugih boja predstavljaju raspored
energetskih nivoa fonona u perturbovanom filmu. Dakle, u slu¢aju perturbovanog ultrartankog
filma, zakon disperzije fonona moze biti napisan u istom obliku kao i za idealni film:

-

E/(k) =2\/Ryy+ Sy ; (3.21)
Lo aky .5 ak o0y + 2
R,y = sin? - + sin? 7@, ;0 S, = 1

gde su g, koreni determinante (3.13).
3,5

3.0

2,5

2,0

1.5

1.0

0.5

0 0,5 1,0 1,5 2,0
Slika 3.3: Fononski spektar slabo perturbovanog filma
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Sa grafika (sl.3.2 i 3.3) se vidi da su fononski spektri izrazito diskretni (duz pravca normalnog
na granic¢ne povrsi filma) i ima ih onoliko koliko ima kristalografskih (atomskih) ravni. U nasem
istrazivanom slucaju to su tri: dve grani¢ne i jedna u sredini filma. Dakle, u ovom sistemu se
mogu javiti tri razlic¢ite fononske grane, §to se najlepse vidi na sl.3.2 za idealan ultratanki film.
Kada se u proracun ukljuce i perturbacioni parametri oni pomeraju (,Siftuju”) ovaj spektar, ali
ga i sire/skupljaju.

3.5

3,0

2,5

2,0

1.5

1.0

0.5

0 0.5 1.0 1.5 2,0
Slika 3.4: Fononski spektar jace perturbovanog filma
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Slika 3.5: Fononski spektar jako perturbovanog filma

Negativne vrednosti parametra v (koji umanjuju elasti¢nu interakciju atoma filma sa atomima
ili molekulima spoljasnje sredine) dovode do Sirenja spektra ka balkovskim granicama. Najveéi
uticaj imaju najmanje vrednosti za v = —0,9 (s.3.3), a za ¢ = 0,0 (donja grana) i za ¢ = 1,0
(gornja grana).
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Kada je v = 0,0 (sl.3.5), a za ¢ = 0,0 (donja grana) se poklapa sa ponasanjem donje fononske
grane kod idealnog filma, ali se za ¢ = 1,0 (takode donja grana) poprilicno izdize i povecava
energetski gep za 13,4 %. To ima za posledicu da se aktivaciona temperatura, prema (3.19) i
(3.20), poveca za isti procenat, tj.

TN = (17 - 28) K. (3.22)

U svim perturbacionim slu¢ajevima, gornja fononska grana se priblizava balkovskoj zoni, ali iz
nje ne izlazi. To znaci da sva fononska stanja pripadaju zapreminskim stanjima, nema lokalizacije
ni skin-efekta! Zanimljivo bi bilo nastaviti ova istrazivanja i ispitati ponaSanje fononskog sis-
tema u simetricnim filmovima koji se stvaraju, npr. dopiranjem u nekom supstratu koji ¢e oba
perturbaciona parametra ,podiéi” na pozitivne vrednosti.
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4 Zakljucak

U radu su istrazeni i analizirani energetski spektri (moguéa energetska stanja) fonona u kristal-
nim idealnim beskonac¢nim, tj. neograni¢enim i u jako ograni¢enim stukturama (ultratankim
filmovima), sa primitivhom kubnom resetkom. Na osnovu ovoga se doslo do sledeé¢ih vaznijih
rezultata.

1. Ove analize su pokazale bitne razlike u zakonu disperzije fonona u pomenutim sistemima, kao
iskljucive posledice postojanja granica odgovarajuce strukture, u kojima energetski spektri
poseduju energetske gepove. Velicine gepova zavise od dimenzija uzoraka (debljine filma) i
veoma brzo — prakti¢no paraboli¢ki, opadaju sa njihovim poveéanjem.

2. Postojanje grani¢nih uslova ima za posledicu promenu energetske zone fonona. U odnosu na
zonu dozvoljenih energija idealnih struktura sa prakti¢no kontinualnim rasporedom, zona
fononskih dozvoljenih energija u filmu je izrazito diskretna. Ona se sastoji od dvodimen-
zionih podzona. U svakoj od podzona energija uzima kontinualne vrednosti. Poveéanjem
broja slojeva filma poveéava se broj diskretnih stanja unutar zone dozvoljenih energija.

3. Spektri fonona u film-strukturama poseduju donji (kao i jedan gornji) energetski gep. Posle-
dica postojanja donjeg energetskog gepa moze da se tumaci na sledeé¢i na¢in: on odgovara
energiji osnovnog stanja fononskog sistema i predstavlja najmanju energiju koju treba uloziti
da bi se u filmu pojavili akusticki fononi (optickog tipa). Sve do te energije (aktivacione
temperature) fononi se mogu nalaziti samo u nekim od vezanih stanja, npr. sa elektronima
u Kuperovim parovima. Do te temperature ceo sistem se ponasSa kao zamrznut.

4. Sve razlike izmedju posmatranih (neogranicenih i ograni¢enih) kristalnih sistema su izraze-
nije, Sto je film tanji i is¢ezavaju kada debljina filma tezi beskonacnosti.

Kako su fononi sa nizim frekvencijama i malim talasnim vektorima odgovorni za elektricna
i toplotna (transportna) svojstva materijala, iz ove analize sledi da ¢e film-struktura biti slabiji
elektri¢ni i toplotni provodnik od odgovaraju¢ih masivnih struktura, ukoliko medu njima nema
hemijskih, odnosno strukturnih razlika.
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Abstract

The phonon spectra and states in three-dimensional bounded structures - ideal crystal films were studied
as continuation of the investigation on analogous one- and two-dimensional systems. The comparison to
corresponding unbounded crystal structures was done. Solving the Hamilton’s equation of motion, the system
of homogeneous difference equations for determination of the amplitude of small mechanical disturbances
which extended through the observed system, was formulated. From the condition of nontriviality of the
solutions of this system of equations, the phonon dispersion law with main characteristics - appearance
of energy gap, was obtained. In the model structure, the acoustic phonon branches of optical type arise
as the exclusive consequence of finite boundaries of system. The gap magnitude determining the different
thermodynamical behaviour of film-structures, decreases with increase of film thickness and disappears with
its increase.

6.1 Introduction

The scope of our study in this paper is limited to the analysis of the phonons, i.e. phonon
behaviour in thin layered structures or crystalline films, which implies the existence of two bound-
ary surfaces perpendicular to a preferred direction. Besides that, these film-structures could be
doped by foreign atoms from one or both sides of the boundary surfaces [1,2] in which way the
internal configuration of the atom distribution is disturbed [3,4].

Since elastic constants and atomic masses define phonon spectra and states, we conclude that
they must be different in the film-structures with respect to the corresponding ones in the ideal
unbounded and translationally invariant crystalline structures [5,6].

We shall study the thin film ”cut-out” from the ideal cubic crystalline structure with lattice
constants a; = a, = a, = a. This structure has a finite width in the z-direction, while X'Y-planes
are assumed to be infinite, meaning that the structure possesses two infinite boundary surfaces
(parallel to the unbounded XY -planes) lying at z = 0 and z = L (Fig.1.1). The number of the
atoms located along z -direction is assumed to be IV, and it is also assumed that torsion constants
Cop (o # ) can be neglected with respect to the elongation constants Coq [7,8]. These structures
will be entitled the ideal crystalline films.

The starting point of our study will be the standard Hamiltonian of the phonon system [6-9]
in the nearest neighbor approximation:

1 p% 1 . . 9
Hip = 5 . ]\;ﬁ + Z Zcﬁj( n ﬁ+X) (6’1)
7l x

where: pz and 5z - are the momentum and displacement of the atom of mass My at the crystal
site 7 = a(n€y + ny€y, + n.e), while Cﬁ % = CX - 18 Hooke’s elastic constants between the atom

at the site 7 and its neighbouring atoms at the site m =+ X , X = a(&, + €y +€.).
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Slika 6.1: Schematic representation of the models of ideal crystalline film-structures

6.2 Normal frequencies and normal modes
of phonons in ideal films

The Hamiltonian of the phonon subsystem of the model film-structure in the nearest neighbours

approximation [7-10] is given in the form (1.1), where:
N, N, L
5 Smp< 5ty Np~10%: fe(ny): 0<na<Ney No=—~20.

The concept of the ideal film means here the model of the crystal bounded by two parallel
surfaces which can ”breathe” (no rigid walls) along one crystalographic direction (which we choose
for the positive direction of z-axis) perpendicular to the boundary surfaces and unbounded in the
two other remaining directions. Furthermore, besides boundaries, there are no other defects in
the ideal film, so inside the boundaries we encounter single atom cubic structure.

The Hamiltonian (2.1) adapted to the above mentioned model can be separated into two parts:
the first one Hg, which includes ”surface” terms and the second one Hpg, which includes ”bulk”
terms subject to the conditions (see Fig.1):

anmy,nz =M ; Cno;nynz;nz:l:l,nynz = Cninynz;nzny:l:l,nz = Cno;nynz;nznynz:l:l = COé .
Since there are no layers for n, < —1 and for n, > N, + 1, we must include the following
condition, too:
Uponyy =03 IS-1ANI=N+1 (ielg[0, N.]).
If we would assign C% = Cy ,; = 0, then the boundary atoms (for n, =0 and n, = N,) would
be "frozen”, i.e. we would have the effects of rigid walls [11]. In this way, the expression for the
total Hamiltonian of the ideal crystalline film obtains the following form:

Hiyp=Hgs+ Hp, (6.2)

where:
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i = g2 3 [(hme) + (i) ]
a ng,ny
1 2 2
D55 o) TS BRI
«@ Nz, Ny
2 2
+ <uno;,ny,Nz—1 - uno;,ny,Nz> + (unaz,ny,l - ur?;,ny,O) +
2 2
+ (Ur?;,ny,o - ur(z);—i-l,ny,O) + (ur?;,ny,() - Ur?;—l,ny,o> + (6.3)
2 2
+ <Ur?;,ny,0 - ur(z);,ny—l—l,O) + (ur?;,ny,() - Ur?;,ny—l,o> +
2 2
+ <uno;,ny,Nz - urzojv—i-l,ny,NZ) + (unz,ny,Nz - unz—l,ny,Nz) +
2 2
+ <uno;,ny,Nz - no;,ny—i-l,Nz> + <unz,ny,NZ - r?;,ny—l,Nz) :| 5
1 2 1
HB = mz Z (pr?;,ny,nz> + ZZ Ca X
a ng,Ny @
N.—1 9 9
X Z Z |:<ur?;+1,ny,nz - uno;,ny,nz> + (urﬁ;—l,ny,nz - ur?;,ny,nz) +
nz,MNy (ny=1
2 2
+ <ur?;,ny+1,nz - urf;,ny,nz) + <ur?;,ny—1,nz - ur(z);,ny,nz> :| + (64)

N,—2

2 2
a o a [
+ Z |:<unx,ny,nz+l - unm"yvnz) + (unz,ny,nz—l - unx,ny,nz) :| +

ny=2

We have decided to use the approach of canonical equations of motion [6-9] for the determi-
nation of possible frequencies (energy spectrum) and the states of phonons. We start from the

following system of the equations of motion for the phonon displacements:
-forn,=0:

o 2 « « «
unz,ny,o - Qa (unz—l—l,ny,O + unz—l,ny,O + Un,,ny+1,0 +

« a « —
+ unx,ny—l,O + unx,ny,l - 6unz,ny,0) =0 )

-forl1<n,<N,—1:

e 2 « a «
Ung,nynz  — Qa <unz+17ny7nz + Uy —1,my,m. + Ung iy +1,n2 +
a a « a _
+ unz,ny—l,nz + unz,ny,nz+1 - unz7ny7nz—1 - 6unz,ny,nz) - 0 ?
-forn, =N, :
.

2 « « «
unzvnnyz - QCV (unz‘f‘l,ny,Nz + unz_lynysz + unzyny‘l'lyNz +

«a «a « _
+ unx,ny—l,Nz + unx,ny,Nz—l - 6unx,ny,Nz> =0 )

(6.5)

(6.6)

(6.7)

where Q, = /Co/M. The solution of this system of N.;; homogeneous differential-difference
equations for phonon displacements can be looked for in the form of the product of an unknown
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function (along z-axis) and harmonic function of the position (within XY-plane) known from the
bulk solutions , i.e.

urf;’ny’nz(t) = Z Z/ dw eza(kccnz-l-kyny)—ltw q)ri : (p;;i = (I);L;i (k27 w) ] (68)
koky ks )T
Substituting this expression into the equations (2.5-7) we obtain:
R &g + o =
0 +FROT+dF =
o 1 +ROT+O7 ., = 0 (6.9)

Py, o+ ROy _ +Oy =

Of 1 +ROF = 0.
where: . .
R=W2-4Fy —2; Wa= Qi . Frok, = sin2 aTx + sin? % . (6.10)
(0%

In this way the system of N, + 1 differential - difference equations (2.5 — 7) turns into a system
of N, + 1 homogeneous algebraic-difference equations (2.9). In order that this system possesses
nontrivial solutions, its determinant:

R 1 0 0 00 0 0
1 R 1 0 00 0 0
1 R 1 00 0 0

Dn.+i(R)=| . . . . . .. (6.11)
0000 - 1R 10
0000 -~ 01 R 1
0000 -~ 00 1 R

must vanish. The roots (poles) of this determinant represent one of the forms of Chebishev’s
polynomials of the second order [11-14] and can be written in the form:

sin[(N, +2) £]
sin&

Dn,+1(R) = ;o §#£0, (6.12)

where: R =2cos{. Above mentioned condition (Dy,+1(R,) = 0) is satisfied for:

TV
= ;o v=123, ..., N;+1, 6.13
b= 5 : (613)
whose substitution into (2.10) leads to the expression for demanded (possible) unknown phonon
frequencies:
witk, (1) =2Qa ) G+ Fyhy, (6.14)
where:
Go=s? = ST N 42 p =123, . N1, (6.15)
M 9 ) a Nz +2 ) )y &y )
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One must notice that contrary to k, and k, which range from 0 to m/a, one has:

k;m" =k,(1) =

1 N, +1
g I (6.16)

. KP =k (N, +1) = ,
NZ+1>O’ z (N +1) N, +2 a

el

because N, < (N, Ny).
If one divides the system of equations (2.9) by ®f = ®§(k.) and rejects the last equation, this
system is obtained in the new form:

R,+01 = 0, for: n, =0;
1+ R, 01+02 = 0, for: n,=1; (6.17)
an—1+Ru On, tOon.+1 = 0, for: 2<n,<N,-1,
where:
on. =05 = ()70 = &7 =f o) . (6.18)
The last of the equations (2.17) is satisfied for:
on, = (=1)" {Psin (n,&,)+ Qsin[(n, —1)&]} , (6.19)

and using this and (2.12) it follows:

01 = _PSin(fu) ; 02 = PSin(2 fu) + QSin(fu) :

Substituting these expressions into the first and second equation in the system (2.17) we arrive
to the unknown coefficients P = P, = R, sin™" & and Q =Q, = — sin™! &,, while returning
them into (2.19), and (2.18), it follows:

n. Sinf(nz +1)&]

¥ (k) = (-1) " TR

oY . (6.20)

According to above calculations (combining (2.8), (2.20) and standard normalization [12]), one
can easily obtain the final expression for phonon displacements in the form:

N.+1

U ()= ST N (hahy, ) R GU in (0, 4 1) aka(w)] 5 (6.21)
koky p=1

o = (—=1)"= n
N2 (koky, ) = (=1) ¢ MN,N, (N. +2) w2, (1)

Comparing the result obtained here with the corresponding one for ideal infinite structures, one
can conclude that mechanical vibrations in the ideal unbounded structure are plane waves in all
spatial directions, while in the thin film they represent the superposition of the standing waves in
z-direction and plane waves in XY -planes. It is also evident that the displacement amplitude in
the films is ~ 10*,/2/N, times larger* than the amplitude in corresponding unbounded structures.

Using (2.14) one can determine the dispersion law for phonons in thin un-deformed ideal film®:

B, (W) =hwi, (1) = Ea \/ Gu+ Frr, (6.22)

4For very thin films N, ~ 20, so the factor of the amplitude increase can achieve even 10°.

5Most common treatment is that using classical procedure, for example, second quantization method [14], on
the basis of (2.2-4), (2.15) and (2.21), the Hamiltonian H;r is diagonalized, and then the energy spectrum in the
form (2.22) is readily obtained.
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where E, = 2k}, and which is valid together with (2.10) and (2.15). We represent graphically
this energy spectrum at the Figure 2.1a) in function of XY -plane vector k% = k2 + k;: &=

2
(Ekzzky (,u)/Ez) = ‘sz(u) (kaky), and the Figure 2.1b) shows the same spectrum in terms of

2
z-axis vector k, = k,(pn): & = (Ekzzky (,u)/Ez) = &k, (Gp)-

&: :

15 25
2 ) =,/"//

15 15

05 05

T,

Slika 6.2: Energy spectrum of phonons in the ideal (ultrathin N, = 6) crystalline films in function
of two-dimensional (XY planar) wave vector and perpendicular wave vector. Within the band
of bulk energies with continual spectrum (bulk limits are denoted by solid dashes lines) one can
notice (7) allowed distance photon energies in the film studied (thin solid lines). One can notice
the narrowing of the energy band and the existence of the energy gap.

One can clearly see from the plot explicit discreteness of the allowed energy levels of phonons in
the ideal film with respect to the continuum of these values for the corresponding bulk-structures.
All three acoustic frequencies in bulk-structures vanish when three-dimensional (spatial) vector

k= ‘IZ ‘ vanishes, while the minimal frequencies of phonons in the thin ideal film-structure are:

T
*N,+2
On the other hand, maximal values of the frequencies of acoustic branches in the ideal infinite

crystal tend to the value (wg), . =2, V3 when kq — 7/a (a = x,y,2), while in the studied
ideal film they are:

W™ = walke = ky =0, ks = K" ~ 0 > 0. (6.25)

7'('2
ﬁ} < (WB)paw - (6.24)

It can be also seen from the same figure that the width of the energy band in the film is narrower.
From (2.23) and (2.24) we can determine the total narrowing of the band of allowed energies of
the phonons in the film-structures with respect to the bulk band:

m (N, +3)
(N, +2)*

wgmxzwa(kx:kyzﬂ/% kz:k;nax)%29a\/§ |:1_

W,=h [(w{j)mm - (wmax — wmm)] ~ h Q,

e} e}

> 0. (6.25)
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6.3

Conclusion

Studying and comparing the phonon spectra and states in the ideal unbounded and nonde-
formed (bulk) structures and the structures with broken translational symmetry (films) we have
reached the following conclusions.

1.

o
N

© 0N ot W

—_
e

—_
—_

12.
13.

14.

Mechanical vibrations in bulk structures are plane waves in all directions, while in the films
they represent the superposition of the standing waves in z-directions (perpendicular to the
boundary surfaces) and plane waves in XY-planes (parallel to boundary surfaces).

. The amplitude of phonon displacements in the films depends on the film width and it is

~ 10*\/2/N, times higher than in the ideal structures. This indicates their larger elastic
”maneuvering space” without any negative effect to the mechanical properties of the given
material (for example no breaking of interatomic bonds) which leads to higher resistance
and higher melting point of the films with respect to bulk samples.

All three acoustic frequencies in bulk structures vanish for k — 0, while in the films they
tend toward some minimal value depending on the film width. This means that phonons in
the films possess the energy gap, that for their excitation (creation) one should spend certain
energy, i.e. heat them up to certain - activation temperature, meaning that the system up
to that temperature behaves as the ”frozen” one, as if the phonons were not present.

Phonon gap, besides depending on the film width, depends also on the type of the atoms
and their distribution along z-direction and also on the stechiometric relation of the atoms
injected in the films.
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