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I.Vragovié: Spekiri i termodinamika fonona u filmovima,  dipl.rad 4

1. UVOD

U ovom radu ispitan je uticaj granica na fononski spektar kristalnih filmova kao i njihove ter-
modinamicke osobine.

Kristal mozemo posmatrati kao sistem pravilno rasporedjenih atoma duz tri nekomplanarna pravca,
tj. sistem obrazovan pravilnim ponavijanjem identiénih strukturnih elemenata u obliku paralelopipeda
[1]. Idealna kristalna struktura, koja je beskonaéna, homogena i translatorno invarijantna, se u prirodi
ne javlja. Postojanje granica i anizotropije sistema (defekti, primese,vakancije) dovode do specifi¢nih
efekata u realnim kristalima. Najjednostavniji model ogranicenih kristalnih struktura predstavlja
kristalni film, koji je sistem ogranicen sa dve paralelne povrsine duz jednog kristalografskog pravca,
dok je duz druga dva pravca neograni¢en. Ako unutar filina neia deformacija kristalne resetke naziva
se idealni film, a u suprotnom deformisani.

U kristalu atomi osciluju oko ravnoteznih polozaja. Kako kristal predstavlja sistem povezanih
oscilatora, oscilovanje jednog atoma uti¢e na kretanja svih ostalih atoma, pa se kristal kao celina
nalazi u pobudjenom stanju. Ovo oscilatorno i kolektivno pobudjenje svih atoma kristala naziva se
FONON [2]. Potreba za izuéavanjem fononskog podsistema proizilazi iz ¢injenice da je on uvek prisutan
podsistem u kristalu i da se termalno lako pobudjuje. Toplotne vibracije u kristalima su toplotno
pobudjeni (kreirani) fononi. Fononski spektri u filmovima ispitani su metodom Grinovih funkcija.
Pretpostavljeno je da su temperature niske, tj. da su oscilovanja mala, pa se potencijalna energija
sistema moze predstaviti kao homogena kvadratna funkcija generalisanih koordinata [3].

|
UZIZZZI),‘]'([,'([J (1.1)
J

i

Takodje su ispitane bitne termodinamicke veli¢ine kristalnih filmova na niskim temperaturama i
uporedjene sa odgovarajuéim velicinama idealne beskonaéne strukture.
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L Vragovi¢:  Spektri i termodinamika fonona u filmovima,  diplrad 5

2. ZAKON DISPERZIJE FONONA

Zakoni disperzije za beskonacnu i za film strukturu mogu se dobiti metodom Grinovili funkcija
[2], (u daljem tekstu GF). Formira se sledeéa dvovremenska temperaturska retardovana GF:

G () = ((ui (D1 (0))) = O(){[wi(1), w7 (0)])o (2.1)

¢ijim se dvostrukim diferenciranjem dobija jednadina kretanja za GF:
a3 (D) = =itbadt) + S (52, (1)), w30 (22
Furije transformacijom ¢ — w jednacina prelazi u:
aa l’ A
mﬁwzaﬁ,rﬁ(w) = 2__ am = (([pyw fl] m))w (2‘”

gde je H hamiltonijan kristalnog sistema (u harmonijskoj i aproksimaciji najblizih suseda sa zane-
marenim torzionim konstantama C*#8);

2
-2 oo ,a «
H=T + W= z § : m'”z”ynzun_;ny1lz,(x annynz;nz:t],nynz u‘n,nynz - unz:}:l,nynz +
NaNyNzio :L,nynz,a
«a a T a a 2
+ n,nynz,nlnyd:l n; (unznynz - un,;ny:k:l,nz) (n,nynz,nznynzj:l ( nﬂtynz - u‘nzngnz:&:l) (2-4)

pri cemu dvojui znaci podrazumevaju sumiranje po oba znaka.
Dalji postupak odredjivanja GF zahteva izracunavanje komutatora koji figurisu u visim GF.

a) Beskonaéna kristalna struktura:

Model se pojednostavljuje pretpostavkom da su svi atomi u kristalu iste mase M i da izmedju njik
duz svakog pravca deluju iste sile okarakterisane sa Cz*, Cp* i Cge.

— | - : oo o o
[p:‘:,,-nyn,’H] - [pn,»nynz)w] = —ih [Cz (unznynz - unxil,nynz) +

XX 134 p [43 (g qe] w e %4 3R
( ( n,nyn, - u‘nzuy:tl,n;) + (’ ( n‘uun, u'nxnyn,:hl)] (2-‘))

Zamenom komutatora u jednacinu kretanja za GF ona poprima sledeéi oblik:

MG ()— nsns + [ca (Gge -G )+

NgNyNziMayMyMm, NypTiyMz;MyiyM g nxtl nynzmamym,

ao [s127 Qo oo QY _ (aa B »

Cy (Gn;,nynz,m,mymz - annyﬂ:l,nz;mxmymz) + ( ( nznyn,z;71).1-1”_,/1”z ('n;nynz:tlm,;;my'm.z)] (26)
¢ijom se Furije transformacijom nalazi transformisana GF':
ih 1

() =
Mt - (Cga sin? Safz | Coogin? B2 4 Coogip? ﬂ‘%‘-‘)

(2.7)

e (-
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I.Vragovié: Spektri i termodinamika fonona u filmovima,

Nalazenjem polova GI' (koji su realui) dobija se zakon disperzije fonona:

.  agkg\? ky\ 2 ko \?
E%(k) = hwff = 2h\/(ﬂg°‘ sin a_Q_) + (Q;‘"‘ sin 912—2) + <Q;’°’ sin a2k ) (2.8)

= ,/Cee/M.

gde su radi konciznijeg pisanja uvedene veli¢ine: Q§* =
Gornje reSenje je poznati izraz za zakon disperzije akustickih fonona.

b) Kristalna film-struktura
Posmatra se kristal ograni¢en duz Z pravca, a duz X i Y pravaca neogranien &ije se konstante
elasti¢nosti na povrdinama razlikuju od onih u unutrasnjosti (sl.1).

et =S, w € (LN, -], Q5 =VE-Q, QNN = VI Q0

nznz+1

Slika 1.

Scimnalski prikaz vertikalnog preseka modcla filin-strukture

GF kristalnog filma se nalaze iz jednatine (2.6) uz uslove:

=0, G (w)=0 za n,<0 i u;>N,+1

@
Tngnynamamyim,

un,;nyuz -
Time se dobija sistem od N, jednafina, ¢ijom se delimi¢nom (zbog narusenja translacione simetrije

duz Z pravca) Furije transformacijom :

Ty

10 ( ) - _1_ Z c—i(u,('n,.;-—nu)k;u+uy(ny——my)ky] (e (kw,ky;w)

Ay MMy

kz,ky

dobija sistem N, nehomogenih algebarsko-diferencnih jednacina po trazenim GF G52, (kz,ky;w) [4].

LN [ |



L Vragovié: Spektri i termodinamika fonona u filmovima, dipl.rad 7

P+ (1 -Gy, +Gom, = Kim,
G?,‘;xz + pGg,?uz + Gg,?nz = K:'Z,m,
ng—J,m, + PGZ:‘ + G?:+1,m, = Kum. (2.9)
oo o o .
N:-2m, + pGN(:—l,'an + GN‘:,mz = K‘Nz"lﬂnz
(]]V‘:—l,mz + [P + (1 - 77)] “]1\;:,771; = ,CNz,mz

. _ ih X
gde Je ,Cn;,mz = 2—".161756712,171;7 a .

. , 2 |
W (2% sin? ‘L?,‘,ﬁl + (ng‘) sin? 5’%‘1 \
f= g ! gy - (2:10)

ReSenja sistema su oblika G, = -D—BL, gde je D determinanta sistema jednacina (2.9). Polove

dobijenih GF trazimo iz uslova D = 0 , tj:

p+1-6 1 0 0 | 0 0 0 0

1 p 1 0 | 0 0 0 0

0 1 p1 | 00 0 0

0 01 p | 00 0 0
D= - - = - I - - = — =90 (2.41)

0 000 | p 10 0

0 000 | 1 p I 0

0 000 | 01 p 1

0 000 | 00 1 ptl-y
L. Jd N‘z
Razvijanjem determinante D uslov postaje:

(p+1-0)p+1-n)Dn_a—(p+1-0)Dn_3—(p+1-n)Dn_z+ Dn_g=0 (2.12)

Determinante D,(p) su reprezentacije Cebisevljevih polinoma druge vrste n-tog reda [5], i za njih se
moZe pisati: v |
sin(n + 1),
D = ——
n(p) sin§,
gde je p=2cos€,. Uslov da GF ima pol prelazi u oblik:
sin(N, + 1), +(2—-0 —n)sin N;€,, + (1 — 0)(1 — 9)sin(N, — 1)§,, =0 (2.13)

Nalazenjem reSenja ove jednaline, u skladu sa osobinama GF, dobija se zakon disperzije fonona u
kristalnim filmovima. Analiticka resenja postoje u tri specijalna slucaja.

1N (-



L. Vragovié:  Spektri i termodinamika fonona u filmovima, dipl.rad 8

2.1 Sluéaj 1
Neka su 6 = 5 = 1. Tada uslov netrivijalnosti postaje:
sin(N, + 1)£,, =0 (2.14)

Resenje gornje jednacine je E,(f:) = ﬁ;%i dok se za mogude fononske frekvencije dobija [6]:

. al’k 2 . k z z 2
‘*’I?f,ky,kz = 2\/(an sin ——2-3) + (Q‘y"a sin Ey?-y—) + [an cos 5(1\7;—1/4__13] (2.15)
Smenom indeksa p, = N, + 1 — v, ovaj izraz moZemo napisati i u sledeéem obliku:
:L'k:c 2 k 2 ks 2
‘*’?ﬁk,,k. = 2\/(an sin ol ) ) + (an sin -——a”2 ”) + (Qc;u sin Ltz 2k ) (2.16)
gde je uvedena oznaka:
_ K
T e, N, + 1
uz uslov daje p, =1,2,..,N,.
Za razlikn od k; i k, minimalna vrednost k, je:
: T 1 .
min o > 0 2.17
z az Nz +1 ( )

Analizirajuéi izraz (2.15) mozemo odrediti minimalnu fononsku frekvenciju:

s

o — 29(:(! H
w » sm————-——————2(Nz+1)

min

(2.18)

Sto je film tanji (L = N, - a,), minimalna frekvencija je veéa.

2.2 Slucaj II

U ovom slutaju kristal sa jedne strane ima slobodnu povrsinu, tj. €77, 4 .00 = 0. Tada su
6=01i n=1 dok uslov netrivijalnosti postaje:

sin§,,

tan(NZE,,Z) = —m

(2.19)

Numerickim reavanjem dobija se da je fononski spektar kristala sa jednom slobodnom povrsinom i
sa N, atoma duz Z pravca jednak spektru kristala bez slobodnih povedina i sa M, = 2N, atoma duz
Z pravca, pod uslovom da se uzme svaka druga frekvencija iz M, spektra. Kako je: M, = 2N, i
sin(M, +1) =0 tj. tan(M,E,,) = —228= gledi:

cos £,

tan (N,€,,) = tan (%@J = \/1 — cos (M.¢€,,) _ \/1 —cosf,, sinf,,

1+ cos(ME,,) 1+ cosé,, "1+ cos £,

jer je :
1 1

cos (M€,,) = =
VI (tan(M.6,)7 1+ (tang,,)?

= cosé,,

e [ |



L. Vragovié:  Spekiri i termodinamika fonona u filmovima, dipl.rad 9

Time je pokazano da se numericki rezultati mogu dobiti i analiticki. Za frekvencije se dobija:

” - agk,)? k) 2
WEpihy ke = 2\/<an sin — 5 ) + (Q;‘"‘ sin a—y2—y) + [Q‘;"‘ cos ﬁr—’i—l—] (2.20)
jer je: o o
- 290101 2 . = oo z
Wy, A COS—_——2(MZ+1) = w,, = 20 cos———2NZ+1
uz M, =2N, i 1, = 2v,.
Formalno mozemo uvesti:
o 2u, 1
= a, 2N, +1
uz uslov da je u, =1,2,...,N,. Takodje dobijamo:
: T 1
kman - O
5 W, 2N, +1 >0
Minimalna frekvencija je:
ax n 0 ¢
wf,‘l‘;-‘n = 292 sin m (221)
2

i ona je niZza od minimalne frekvencije odgovarajuéeg kristala bez slobodne povrsine.

2.3 Sluéaj ITI

) : a3 st f o i af e 1 o @ - H oecy — Ty
U ovom sluéaju kristal sa obe strane ima slobodne povisine, (j. (,“_t“y,,M“y0 = (,nwy,\,zﬂk‘_ny,\,:+l
0. Tada su # =1 =0 i uslov netrivijalnosti postaje:

tan (N;€,,) =0

Fononski spektar kristala sa dve slobodne povrdine i sa N, atoma duz Z pravca svodi se na spektar
kristala bez slobodnih povisinaisa M, = N, — 1 atoma duz Z pravca. Vidimo da je broj moguéih
nacina oscilovanja za jedan manji od broja atoma jer se za minimalnu [rekveunciju dobija da je nula.
Ako uzmemo da je frekvencija oscilovanja nula iz jednaéina kretanja sledi:

W [ —_— (43
]—Az— “ v e _ANz

Ovaj slutaj odgovara translaciji celokupnog kristala za A{. Kako je A§ proizvoljna konstanta
mozemo odabrati da je nula, ¢ime smo slucaj sveli na trivijalni koji fizi¢ki nije interesantan, jer se u
kristalu ne desavaju nikava medjusobna kretanja atoma.

Kako je M, = N, -1 i tan(M;§,,) = —tanf,, sledi:

tan (M€, ) + tang,
1 —tan (szuz)ta'n £Vz -

tan (N.€,,) = tan(M, + 1)¢€,, =

¢ime je dokazana gornja tvrdnja o fononskom spektru filina sa dve slobodne povrsine. Iz transformacije:

v,mw

Yo
LA = w,, = 207" cos -

2(M, 4 1) 2N,

Wy, = 200" cos

sledi formula za fononske frekvencije:

e [N |



L Vragovié:  Spekiri i termodinamika fonona u filinovima, dipl.rad 10

.\ 2 2 2

azk a,k T

wEe, o, =2 (Q“"‘ sin li) (Q"“" sin u) Qe cog —= 2.2:
kx,ky,k; r 2 + v 2 + z ¢ 2Nz (222)

Takodje uvodimo da je &k, = i ‘:1. Kako minimalne vrednosti talasnog vektora i frekvencije nisu

fizicki interesantne jer su jednake nuli, bitno je uoéiti najnizu frekvenciju koja je razlicita od nule.

oo _ aa
Wningd1 = 2Qz sin

s

2.2:
A (2.23)
Minimalna fononska fekvencija kristala sa dve slobodne povrsine je visa od minimalne frekvencije za
kristal bez slobodnih povriina.

2.4 Opsti slucaj

Redenja za tri razmatrana sluéaja (a) 8 =9 =1
respektivno su:

, by =0, =1, ¢)0=9p=0)

TV TV, ny, 1 ¢ ¢
S‘:) = ﬁ s ‘(/bz) = m y l(/‘z:) = N 3 Vv, = 1,2, very Nz . (224)
Resenje u opstem slucaju se moze potraziti u obliku:
TV,
£, (2.25)

TN+ f(0,m)

Ako se gornji izraz zameni u uslov netrivijalnosti, jednagina razvije i pretpostavi da su koliénici koji
sadrZe broj atoma duz Z pravca u imeniocu bliski nuli, te se njihovi sinusi mogu uzeti priblizno jednaki
njina samima, a kosinusi priblizno jednaki jedinici, moze se do¢i do aproksimativnog izraza za £,, u
analitickoj formi [7):

_ Ty,

N + (ot
Analiticku formu resenja jednacine (2.13) potrebuo je znati zbog kasnije teorijske analize ostalih fizickih
(termodinamickih) karakteristika posmatranog sistema. Ona daje bolje rezultate ukoliko je v, <
N, 5to je u skladu sa pretpostavkama kori$éenim pri njenom nalazenju. U sledeéoj tabeli dato
je poredjenje numerickih rezultata (dobijenih upotrebom programmskog paketa Mathematica [8]) sa
pribliznim reSenjima koja daje formula (2.26) za desetoslojni film.

5":

(2.26)

n=1

(0]v=10] 9 [ 8 [ 7 [ 6 [ 5 [ 433 [T |
081 0.241 {0525 |0.799 ] 1.055 {12901 1.497 { 1.673 | 1.814 | 1.916 | 1.979 { form.
0.8 0.278 |1 0552 10.817]1.066 | 1.296 | 1.500 1 1.674 | 1.814 | 1.916 | 1.979 | num.
1.0] 0.285 | 0.563 | 0.831|1.081 131011512 1.683 1819 1.919 | 1.980 | form.
1.0} 0285 10.563 108311 1.081 ] 1310|1512} 1.683 ] 1.819 ] 1.919 | 1.980 | num.

1.2} 0.347 | 0.618 | 0.877 | 1.118 | 1.338 | 1.532 | 1.696 | 1.827 | 1.923 | 1.981 | form.
1.2 ] 0.289 10.572 | 0.842 ] 1.094 | 1.323 | 1.532 | 1.692 | 1.826 | 1.922 | 1.981 | num.

RN [ |



I.Vragovié: Spekiri i termodinamika fonona u filmovima,  dipl.rad 11

Kako je w ~ p = 2cos¢,, vidi se da aproksimativno resenje znatnije odstupa od numerickog za
nize frekvencije fonona (donji fononski gep ), dok su odstupanja u oblasti visokih frekvencija (gornji
fononski gep) zanemarljiva. Vidi se da za razliku od fononskih frekvencija u idealnoj strukturi koje
teze nuli kada intenzitet talasnog vektora tezi nuli,u filmu su minimalne frekvencije veée od nule. One
zavise od debljine filma (obrnuto su mu proporcionalne) i u graniénom sluéaju kada N, — oo dobija
se da spektar k, prelazi u kvazikontinuirani spektar idealne strukture unutar intervala [0,7/a.], dok
frekvencioni gep is¢ezava.

2.5 Eksponencijalni model

Do sad je ispitan fononski spektar filma sa promenjeniin povrsinskim osobinana, ali samo na
samoj njegovo) povisini.  Medjutim, nerealno je ocekivali da ée uticaj granica postojati samo za
periferni sloj atoma, veé ée postojali i u dubini filma (naravno manjeg intenziteta). Funkcionalnu
zavisnost slabljenja uticaja granica u zavisnosti od poloZaja sloja atoma odabraéemo tako da veé kod
petog sloja uticaj postane zanemarljivo mali, jer iskusvo pokazuje da u unutrasnjosti filmova debljine
tek deset, petnaest konstanti resetke postaju dominantni efekti masivne strukture. Jedan od moguéih
izbora je opadajuéa cksponencijalna zavisnost:

Cramet1 = L+ (0 — 1)e™ + (n — 1)~ W72 (2.27)
ili konkretno:
Cn~0 CN, Nz41 R 1)
Crz~ 1+ 0.37(6 — 1) CNo—1N:~1+037(n-1)
Caz=r1+0.14(0 - 1) CN,-2,Nz-1 = 14 0.14(n— 1)
Cyy=~1+ 005(0 — 1) . (/'Nz-3,Nz—2 ~ 1+ 005(’!] - 1)
Cys ~ 1+ 002(9 — 1) C'Nz_4,N3_3 =1+ 002(7[ - 1)

0.02(8 — 1), 0.02(y — 1) zanemarujemo. Uslov uetrivijalnosti resenja je:

p—1376-1) 1+037(6-1) 0 0 0 0 | |
14037(6-1) p—051(6-1) 14+0.1460-1) 0 0 0 | |
0 1+014(0-1) p-0.19(6-1) 1+00506-1) 0 0 | |

D= 0 0 14+00560-1) p-0.056-1) 1 0 | | -0
- 0 0 0 1 p 1 | |
0 0 _ 0 0 1 p | |
| | l I A
| | I | I

L - Nz
to jest:

PoPyDn, -8 + [Pogy + 90y} Dny—90 + 969y DNy—10 = A-Dny—s + B- Dy, + C' - Dn,—10 =0 (2.28)
gde su:
px = [p—1.37(z —1)][p—0.51(z — 1)][p — 0.19(z — D)]{p — 0.05(z — 1)] —
[p—1.37(z — D][p — 0.51(z — 1)][1 + 0.05(z — 1)]> — [p— 1.37(z — 1)] x
[p = 0.05(z — D)][1 + 0.14(z — D)J* = [p — 0.19(z — 1)][p — 0.05(z — 1)] x
(140.37(z — D>+ [1 4 0.37(x — 1)]*[1 + 0.05(z — 1)]?

|

X

e [ |



I.Vragovié¢: _Spektri i termodinamika fonona u filmovima, dipl.rad 12

e = [p=0.19(2 — D1 +0.37(x ~ D+ [p— 1.37(z = D)1 + 0.14(z — 1))* -
~ [p—137(z - 1)][p - 0.51(z - 1)][p - 0.19(z — 1)}

ReSavanjem jednatine (2.28) po p, uz zadate parametre 6 i 7) i zamenom u (2.10), dobija se fononski
spektar. U tabelama 8to slede date su fononske frekvencije za slutaj N, = 10, uz k, = ky, = 0.

=05

[nlv=10] o | 8 ] 7 [ 6 [ 58 [ 4 7T 3 [ 2] 1 [ ]
0.5 | 0.236 [ 0.489 [ 0.739 [ 0.976 | 1.196 | 1.394 | 1572 | 1.724 | 1.854 | 1.957 | num.
0.8 | 0252 | 0503 | 0.769 | 1.010 | 1.232 | 1.430 | 1.606 | 1.753 | 1873 | 1.964 | num.
1.0 | 0.059 | 0.525 | 0.783 | 1.027 | 1.251 | 1.452 | 1.627 | 1.774 | 1.891 | 1.971 | num,
12| 0264 | 0.524 | 0.795 | 1.042 | 1.267 | 1.470 | 1.647 | 1.793 | 1.912 | 1.985 | num.
15| 0271 | 0.546 | 0.810 | 1.060 | 1.287 | 1.492 | 1.671 | 1.818 | 1.936 | 2.031 | num.

nlv=10] o | 8 | 7 [ 6 [ 5 ] 4 [ 3 [ 21T |
05| 0.259 |0.525 |0.783 | 1.027 | 1.251 | 1.452 | 1.628 | 1.774 | 1.891 | 1.971 | num.
081 0277 | 0.525 | 0.815 | 1.063 | 1.289 | 1.489 | 1.659 | 1.799 | 1.905 | 1.975 | num.
1.0 0.285 [ 0.563 10.831 ] 1.081 | 1.310 | 1.511 | 1.683 | 1.819 | 1.919 | 1.980 | num.
1.2 0291 | 0.574 | 1.844 | 1.097 | 1.327 { 1.531 | 1.702 | 1.839 | 1.937 | 1.990 | num.
1.5 0.299 | 0.586 | 0.860 | 1.116 | 1.349 | 1.554 | 1.727 | 1.862 | 1.957 | 2.031 | num.

Lnfv=10] 9 | 8 [ 7 | 6 [5 [ 4 ]33 [ 2 [1] ]
05 | 0.271 | 0546 | 0.810 | 1.060 | 1287 | 1.492 | 1671 | 1.818 | 1.936 | 2.031 | wum.
0.8 | 0.290 | 0573 | 0.843 | 1.097 | 1.327 | 1.631 | 1.704 | 1.842 | 1.946 | 2.031 | uuns.
1.0 | 0.299 | 0586 | 0.860 | 1.116 | 1.349 | 1.654 | 1.727 | 1.862 | 1.957 | 2.031 | num.
1.2 | 0306 | 0597 | 0.874 | 1.133 | 1.367 | 1,575 | 1.762 | 1.883 | 1.976 | 2.031 | aum.
15| 0314 | 0.546 | 0.891 | 1.153 | 1.390 | 1.601 | 1.775 | 1.909 | 2.021 | 2.037 | num.

Vidi se da je za 8 = 1 i 7 = 1.5 najvisa fononska frekvencija visa od grani¢ne frekvencije I
Briluenove zone idealnog kristala, tj. 2025“.
Na narednim graficima (sl.2) su predstavljeni spektri za (6,7) € {(1,0.5),(1,1),(1,1.5)}

mie T |
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T [ 2 ;
al 2{);:::') = KK, -+ K‘,z
Z
Z
Tk,

Slika 2:

(raficki prikaz zakona disperzije fonona za vazlicite vrednosti graniénih parametara
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Ako uzmemo da je uticaj granica simetrican, tj. = 7, tada uvrstavanjem u (2.28) p = 2 mozemo
dobiti kriti¢nu vrednost parametra 0, za koju je (bez obzira na N,) w3 = 2wI*

Orr ~ 1.24182 (2.29)

Ovaj rezultat se dobija i sledeéim postupkom. Uslov netrivijalnosti transformisan pomoéu Cebisevlje-
vih polinoma je:

sin N¢,, -[AcosTE,, + Beos8E,, + Ccos9€,.] = cos NE,, - [AsinTE,, + Bsin8,, + Csin9¢,,]

Uvodjenjem sledecili aproksimacija:
v v
=~ 1 5 =—; A=A B=B C=C
fuz Nz + f é"zo Nz ] 0, 0 0
sin NJE,, = —(—1)"*f€,0, cosNE, =(=1)7, sin€, =0, cos§, =1
dobija se: _
f ~ TAo + 8Bo + 9Co
- Ao+ Bo+ Co
Ovo priblizno resenje daje zadovoljavajule rezultate samo za gornji fononski gep (v, = 1 << N;) i
to samo za one vrednosti parametara 6,1, koje su manje od kriticnih vrednosti u kojima f postaje
beskonatno, 5to se vidi iz tabele:

(2.30)

N, =10, v, =1
[ n]o=05] 08 | 1 | 12 | w|

0.5 1.9575 | 1.9638 | 1.9713 | 1.9854 | num.
0.5 1 1.9552 | 1.9620 | 1.9709 | 1.9942 } form.
0.8 - 1.9688 | 1.9750 | 1.9873 | num.
0.8 - 1.9673 | 1.9746 | 1.9945 | form.
1.0 -~ = 1.9796 | 1.9897 | num.
1.0 - - 1.9796 | 1.9951 | form.
1.2 - - - 1.9957 | num.
1.2 - - - 1.9978 | form.

Ako uzmemo da je uticaj granica simetri¢an (8 = 1) i redimo jednatinu:
Ao(0,8) + Bu(0,0) + Cp(6,0) = 0

po 0, dobijamo vredunost parametra za koju f — oo, te je zadovoljeno cos,, = 1 (5to je ranije
uzelo kao aproksimaciju). Iz toga sledi da je p = 2, 1j. Wi, = 2Q7% Znadi da je to kriticna
vrednost parametra simetriénog povrsinskog uticaja za koju se jos uvek mogu dobiti najvise frekvencije
fononskih spektara nize od grani¢ne frekvencije | Briluenove zone idealnog kristala, odnosno 25*. Za
model koji pretpostavlja da uticaj postoji samo na povrdinskom sloju atoma, iz (2.12) sledi 8y, = 2,
dok je za model eksponencijalno opadajuceg uticaja povrdina: g, =~ 1.24182, kao i u (2.29).

Pojavu da je w@® > 2Q%* mozemo objasnili tako $to éemo posmatrani film tretirati kao film sa
sopstvenim konstantama C%® = 6;,C2%, tj. Q% = /B, Q2 =~ 1.11437 Q2°, kod koga postoji ne
uticaj povrsina ve¢ tvz. ”uticaj sredine”, usled kojeg dolazi do smanjenja konstanti (l‘,f‘"‘ od povrsinskih
ka unutrasnjim slojevima. Tada je w32 ispod granitne frekvencije I Briluenove zone filma tretiranog
na ovaj nadin, odnosno 2@;"0‘ ~ 2.2287 Q2. Takodje se i kod ovog modela za 6 = 5 = 0 dobija da je
najniza fononska frekvencija (bez obzira na debljinu filma) jednaka nuli, $to se moze protunaciti kao
translaéija celokupnog filma duz Z ose.

Wl I



LVragovié: Spektri i termodinamika fonona u filmovima, dipl.rad 15

3. NISKOTEMPERATURSKE OSOBINE
KRISTALNIH FILMOVA

Osnovna termodinamicka veli¢ina sistema je njegova unutrasnja energija koja se za bozone racuna
po obrascu [2]: ‘
- - -1
U =Y E°(F) {exp [E2 (F) /6] -1} (3.1)
o,k

dok je E"‘(E) =h -w"‘(E) dato zakonom disperzije. Da bi se unutrainja energija kristalnih filmova
izratunala prelazi se sa sume na integral na sledeéi naéin:

N N, N a® [kmas
Y .-_.?yN_“_ / k- dk
ko kg k2 T 0

U obzir je ve¢ uzela pretpostavka a; = ay = a, Q% = 2y = Q“ koja znatno pojednostavljuje racun.
Uvodjenjem veli¢ina g9 = AQ* , A = hQ"‘azk”“" i k2= kZ + k2 zakon disperzije u dugotalasnoj
aproksimaciji se moze predstaviti izrazom:

E(k) = \Ja2k2ek + A

Smatrajuéi brzine longitudinalnih i transverzalnih talasa priblizno jednakim dobija se:

3 N.NyN, TS I L !
U= —‘—————5;———‘1—/0 & Vatkied + A2 [exp{ Vutkiedl + A%/ H} - l] - dk (3.2)

Integral se re§ava uvodjenjemn smene a?k%e} + A® = (%, razvojem podintegralne funkcije u rved i
parcijalnom integracijom [9]. Definisanjem velicina Ep = a - kyuzéo , Ny = N NyN, i 8A =

E}) + A2, gde je hyaz Debajev talasni veklor za dve dimenzije: kyop = baﬁ, konacan izraz za
unutraSnju energiju postaje:
U= 0 Z - 67
ared U7\ i\ )7

() () e G) 5 () e

Sa Z,(z) je oznatena Dajsonova funkcija Z,(z) = 3°72, j7"exp{—j z}.

Sledeéa bitna termodinamicka veliéina je speciliéni toplotni kapacitet po elementarnoj éeliji (moze
se cksperimentalno odrediti) koji se nalazi po obrascu [2]:

Ll ky oU
' —— = = 3.4
¢ N;OT Ny 06 (3:4)

U razvijenom obliku je [9]:

= 3;25 {% [(e% —1) 7 -8 (e - 1)"1] +3- [z. (%) - 622, (%—)] +
wrvh
@) (el ()2 (B,

L

i (|



1. Vragovié: Spektri i termodinamika fonona u filmovima,  dipl.rad 16

Na sledecim graficima predstavijeni su specificni toplotni kapaciteti u jedinicama kg u zavisnosti od
relativne temperature 2 = % za idealnu i za filmi strukture na niskim temperaturama [10]. Specifiéni

toplotni kapacitet idealne beskonaéne kristalne strukiure je [11]:

I 6\3
Cia = — kg (—) (3.6)
B £o
4 4
C-10
2
15 10

1.5}

Slika 3:

N, =5, 10, 15, 20

0=n=1 :

0.5
5
0.03 T o.08 0.05 ;
4
tC-10

1.75 s
1.5

Slika 4:
1.25

17 =
0.5,08,1,12,15 1
0=1,N,=10 '
0.75
0.5
0.25
0.‘0‘ 0.105 ;

Vidi se da je u podruéju niskih temperatura specifi¢ni toplotni kapacitet nizi kod filma nego kod
masivnih kristalnih uzoraka, dok je pri srednjim temperaturama obratno [12]. Tacka preseka dve krive
se smanjivanjem konstante elastiénosti na povriini filma, kao i povecanjemn debljine filma pomera ka
nizim temperaturama.

1N (I |
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4. ZAKLIUCAK

1. Za razliku od fononskih frekvencija u idealnoj strukturi koje teze nuli kada intenzitet talasnog
vektora tezi nuli, u filmu su minimalne frckvencije veée od nule. Oune zavise od debljine fihma,
tj. obrnuto su mu proporcionalne.

2. Data je priblizna analiticka forma zakona disperzije fonona u filmovima iz koje se vidi da mini-
malne frekvencije opadaju smanjenjein konstanti elasti¢nosti na povrsinama filina.

3. LFrekvenciont gep opada ka nuli pri povecanju broja slojeva (debljine fihma). U graniénom slucaju
kada N, — oo dobija se da spektar k, prelazi u kvazikontinuirani spektar idealne strukture
unutar intervala [0, 7 /a,], dok frekvencioni gep idcezava.

4. Na osnovu postojanja minimalne energije potrebne za pobudjivanje fonona u film-strukturama
zakljutuje se da se sistem do njoj odgovarajuée aktivacione temperature Ty, = S, /kp ponada
kao ,zamrznut”, tj. fononi nisu realno prisutni [13,14].

5. Specifi¢ni toplotni kapacitet tezi nuli za T — 0 i to kod masenih uzoraka kao T, a kod filmova
kao T~ 'exp{— const/T}.

6. Pri niskim temperaturama je specifi¢ni toplotni kapacitet filma nizi nego kod masivne strukture
(film je lakse zagrejati), dok je pri srednjim temperaturama obrnuto.

7. Temperatura pri kojoj su specificni toplotni kapaciteti filma i masivne strukture jednaki opada
smanjenjem fononskog energetskog gepa filma, tj. smanjenjem konstanti elastiénosti na povrsi-
nama filma, kao i povedanjen njegove debljine.

1 R o
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6. Dodatak 1: GRINOVE FUNKCIJE

Bitan zadatak statisticke fizike je nalaZenje srednjih vrednosti dinamickih veliina. Srednja
statisticka vrednost nekog operatora A(z,t) fizicke velicine A definide se kao:

(A(z, 1)) = ( 57" (tt0) Az, 1) 5(t,10) Yo (5.1)

A(z,t) = exp{ H } z,t)ex {Hht}

Sredingerov operator u reprezentaciji interakcije, a S'(t,to) matrica rasejanja [2). U aproksimaciji
linearnog odziva je:

gde je:

$E i) =1+ % ‘ar W (t')
pa je tada: . . ’
: (A(z,t))e = (A(z,t))o + L(2, t0) (5.2)
L(t, t0) = % /to a0t - ¢\ [Alz, 1), W(t)])o (5.3)

gde je L(t,to) linearni odziv sistema. Hamiltonijan spoljasnje perturbacije se vrlo ¢esto moze prikazati
u sledeéoj opstoj formi:

W(t') = / da'B(a', e 1)

Tada se linearni odziv moZe napisati kao:

1 ¢
L(t,10) = Zlﬁ / da’ /t di'e(a! )iz, 251, 1') (5.4)
0

pri emu je:

G(z,z';t,t') = O(t — t')([fi(w,t),[é(a:',t')])o (5.5)

dvovremenska temperaturska retardovana funkcija Grina (GF). Ako je sistem prostorno homogen, a
operatori A i B ne zavise eksplicitno od vremena, GF zavisi samo od razlike vremenskih i prostornih
koordinata ¢t — ' i « — 2’, 1j. od 3N + | promenljive.

(- alil - t') =0 - t') [JAB(:L‘ —alit =)= Jpale — a';l - t')] (5.6)

gde su: . .
Jas(z — a5t - t') = (A=, t)B(z', t'))o

Joale — a5t —t') = (B(z', ") A(z,t))o

korelacione lunkcije sistema. Usrednjavanjem po kanoniékom ansamblu za Furijeove likove korelacionih
funkcija se dobija:

Jsals — a'sw) = szwu VI | A )])(‘xp{—é—}é(w—ﬂu)

Jaa(s - #'30) = exp { 52 } Joala - #'3)

dok je le = (Ek - El)/h

Wi (I |
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Na osnovu prisustva Dirakovih delta funkcija é(w — 4) u dobijenim izrazima, sa obzirom na vezu
korelacionih i GF, mozZe se zakljuéiti da singulariteti GF u kompleksnoj E ravni odredjuju osobine
elementarnih pobudjenja sistena.

Koris¢enjem Hajzenbergove jednacine kretanja dobija se jednalina kretanja za trazene GF

((A(z, 1) | Bz',¢')))

zh%((/i(z,t) | B(a',¢)) = ihd(t — )| A(2,2), B(a', 1) Jo + O(t = ) [A(z,1), Ho(®)] | B(=",¢)))
(5.7)
iz koje se vidi da se funkcija ((A | B)) izrazava preko nove vise GF (([A, ﬁO] | B)). Furijeovom
transformacijom sledi:

(A1 BYe = S2CO)+ (A, Bo] | B (58)

Ova jednaéina je prva u lancu povezanih jednatina u kojima ulaze sve vise GF i taj problem je u
opstem slu€aju nercdiv. Stoga se lanac mora u nckoj fazi prekinuti koridéenjem nekakve, dovoljuo
opravdane, aproksimacije:

([ A, o] | BY) ko = QURN(A | BY)ie

iz koje sledi: :
P, i C(k)

A| B =Glhkw)= —————

((A | Bk (k,w) 2r o~ O0)

Funkcija G(k,w) u kompleksnoj w ravni ima singularitet u tacki w = Q(k) = @'(k) — i2"(k). Realni

deo Q'(k)h predstavlja energiju ekscitacija, dok reciproéna vrednost imaginarnog dela Q”(k) odredjuje
vreme Zzivota ovih ekscitacija.

GF u konfiguracionom prostoru se dobija inverznom Furijeovom transformacijom:

(5.9)

Gla -3t~ ¥) = [ dk do Gl w)e )5t

Pomoéu veza korelacionih i GF:

hw

(¢0 ")pa(z — 2'jw) = ((x -2, w+ i) - Gz — z',w — ib)

6§—+0

hw
(1 —e 0 )Jas(z ~ m’;w)o_“J

mogu se naéi srednje vrednosti proizvoda operatora.

=Gz - 2',w+ i) - Gz — z',w — i6)

. . e Gz -z, w+i0)- Gz - 2',w— C(k)etk(w <) |
(BA@N = [ do,_,, = / PC)
A : oo -2/ t f(z — ' ik(z—z')
(A(z)B(z")) = / dwa_.ﬂ G(z —z',w+ Ib) ~C:E.z ' w— /dkc(k)e )
e —€e" 9

¢ime su odredjene sve bitne karakteristike sistema.

1 T |
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6. Dodatak 2: ZAKON DISPERZIJE FONONA
U IDEALNIM KRISTALIMA

Potencijalna energija kristala u stanju ravnoteze moze se predstaviti u obliku [2]:

y o
U=§ZV(n~m) (6.1)

i,m
Ako atomi osciluju oko ravnoteznih polozaja tada su njihovi polozaji odredjeni vektorima 7 + @(i,t)
gde je w(7,t) pomeraj 7 -tog atoma iz ravnoteznog poloZaja. Potencijalna energija tada prelazi u:

V (7 -+ @i, t) — &(m, 1)) (6.2)

Ako se definise Atzz(t) = i(#d,t) — 4(m,t), atakodjei Auf, = u*(@,t) — u*(Mm,t), razvijanjem u
red (6.2) po malom parametru Au sledi:

OV (7 — T + Atigz(t
V(7 — it + Adza(t)) = V (i - ) + v Aant

Am,a L Wiam Aug =
LU AR

1 OV (7 — @ + Ailgz(t))]

5 2 (5= + At (1) NN (6.3)
2 A 00u] B
1,750, 8 bam@B%m  lawg =084 =0

Indeksi a i # oznatavaju projekcije vektora pomeraja na ose Dekartovog sistema. Ako se za nulti nivo
potencijalne energije uzime potencijalna energija nepobudjenog sistema tada je V(@ —) = 0. Zahtev
da su poloZaji atoma u nepobudjenom kristalu ravnotezni svodi se na uslov minimuma potencijalne
energije u njima:

=0 (6.4)

Aull =0

i}

oV (it — m + Adza(t))
dAug,;

Zanemarivanjem ¢lanova u razvoju (6.3) reda viseg od dva, za ukupnu potencijalnu energiju sistema
se dobija:
1 a3 « Y .
W=2 ), Clabuiabu, (6.5)

o

o

(P predstavljaju Hukove konstante elastiénosti, Ako se pretpostavi da su torzione konstante (P
zanemarive u odnosu na konstante istezanja ('““ i ako atomi interaguju samo sa svojim najblizim
susedima, potencijalna energija sistema moze da se napise u sledeem obliku:

1 2
— § : o o e i
W = Z Cn;p7ly1l‘;7lxi1,7ly'"g (ung,'"-yle “"n.;:i:l,nynz) + (bb)

NaNyNzix

2 2
oo o o an o o
+Cn¢nynz;nx'ny:i:1,nz (unznynz u'n;,ny;tl,nz) + annyn;;nznynz:tl (unxnynz unznynz:tl)

pri éemu dvojni znaci podrazumevaju sumiranje po jednom i po drugom znaku.
Kineti¢ka energija ovog sistema ima uobicajenu formu [2]:

— E ; -2 .
T=_ 7n71:ﬂy7lzun17;y71z;a (67)
NpNyNz;Q

Sa dobro definisanom potencijalnom i kinetickom energijom, dalja analiza atomskih pomeranja moze
se sprovesti u okviru dobro poznate LagranZeve metode [3]. Pomodu Lagranzeve funkcije: L =T-W
jednaéine kretanja atoma oko njihovih ravnoteznih polozaja imaju opsti oblik:

e (I |
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d ( oL ) oL 0 68)
'a - a - .
dt aunznynz unxnynz
odnosno, eksplicitno:
o o o « .
"lﬂzﬂy”zun,uyn, + “Ragnygnzinetlnyng (un;nynz - unl-:tl,nyn;) + (69)

+Caa ua _ ,ua + o uoz -y =0
nznyn,;n,nyi,ln, Ngnyng n;ny:hl,n, n;,nyn,;n,nynz:tl NgNylig nxnynz;tl -

Ove jednatine, s obzirom na njihov generalni karakter, mogu posluziti za izufavanje kretanja atoma i
u uslovima kada sistem ne poseduje komletnu translacionu invarijantnost, odnosno, kada je prisutno
naruSenje translacione simetrije kristala postojanjem grani¢nih povrsina. U idealnoj strukturi su
mase svih atoma medjusobno jednake, a takodje i konstante clasticnosti duz svakog pravea posehno.
Jednacline kretanja su tada:

- axy2 [+ a a .
unxnynz + (Qx ) (2un,ny'n.z - un,-}-l,nynz - u'n.z—l,nyn,) + (610)

2 .
ox 9,0 L X a2 [, Y (Y _
+ (Qy ) -(zunwuuu, - u’n,,-n,+l,n., - “’nxn.,—l,u;) + (Qz ) (zu"u,-.;n,,'n, “"u,.-'u.u'u,;-#l - “’u,-'uy'u.,—l) =0

Radi konciznijeg pisanja uveli smo veli¢ine:

C
axcx __ 1
Q& =
m
Resenja ¢emo traziti u obliku:
u® - Aaei(a;kzn,-}-aykyny+a;kzn,—wt)

NaNyTy

Uvrstavanjem reSenja u izabanom obliku u jedunacine kretanja sledi:

oka )’ ky \? k2 \?
Wheky ke = 2\/(9%0‘ sin 9—2——) + (Qg"‘ sin ay2 y) + (an sin %——) (6.11)

§to predstavlja poznati zakon disperzije fonona u idealnoj strukturi [1]. Prelaz na kvantnomehanicki
tretman problema sastoji se u nalaZenju unitarne transformacije kojom se hamoltonijan sistemna
vezanih oscilatora svodi na hamiltonijan sistema nezavisnih oscilatora [2]. To se postize razvijanjem
pomeraja po ravnim talasima:

. h o - T T -
gy, (1) = g Wl',(k) [b_,-(k)exp ('tkn - zle(k)) + e.c.] (6.12)

Koeficijenti razvoja bj(E) i bf(l:) su boze operatori koji anihiliraju, tj. kreiraju fonone sa energijom
hwj(l;). Vektori l.;(l:) , 7 € {1,2,3} su polarizacioni fononski vektori. Transformacijom hamiltonijan
postaje:

=Y [asB) + 5| s, (B = b, (F) o () (613
k.j

Vidi se da je hamiltonijan celog sistema dat kao suma hamiltonijana nezavisnih oscilatora.

ITI b
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7. Dodatak 3: DEBAJEVA TEORIJA
SPECIFICNIH TOPLOTA

Srednja energija fononskog sistema se izra¢unava po obrascu:

U=(H)=Y hoj(F)(n;(k)) = Z o () {exp [heos (§) /8] — 1} (7.1)

Ej

Uzima se da su-brzine za sve tri komponcnte zvucnih talasa medjusobno jednake i da je na snazi

dugotalasna aproksimacija w(k) k. Veza izmedju brzine zvuka i karakteristiéne [rekvencije
oscilovanja atoma kristala je v = a % = af} = a%. Nakon smene uz prelaz sa sume na integral
dobija se:

3hoV ko -

U= /0 dl; k* [exp (hok/0) — 1] (7.2)
gde je kp = l(67r2)§’ Debajev talasni vektor nadjen iz uslova 371 = N. Za niske temperature se
moze uvesti smena f‘%& = z i gornja granica ﬁ%ﬂ uzeti kao priblizno beskonacna.

v w2V e
dz 23(e® — 1 7.3
27r2(rw)3/ 222 = )7 = (7:3)
Diferenciranjem unutrasnje energije po apsolutnoj temperaturi dobija se specificni toplotni kapacitet
pri stalnoj zapremini: . s
oU  2n? 0 2m? 0\
(= 5= o Vhy () = Nk ( ) 74
aT ~ 5 “(/w) 5 P\ (7.4)
§to je poznati Debajev zakon.
U oblasti visokih temperatura se moze uzeti f‘l’i << 1 paje [exp (h“k) - 1] ~ ﬁg—k. Zamenom
kp i integracijom sledi U = 3N, a zatim poznati Dllon Ptijev zakon
C,=3Nkg = const (7.5)

N i1
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