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J. Vfagovjc: Spektri 1 termodinamika, fonona. u filinovima, dipl.rad

1. U V O D

U ovom radu ispitan je uticaj granica na fononski spektar kristalnih filmova kao i njihove ter-
modinamicke osobine.

Kristal mozemo posmatrati kao sistem pravilno rasporedjenih atoma duz tri nekomplanarna pravca,
tj. sistem obrazovan pravilnim ponavljanjem identicnih strukturnih elemenata u obliku paralelopipeda
[1]. Idealna kristalna struktura, koja je beskonacna, homogena i translatorno invarijantna, se u prirodi
ne javlja. Postojanje granica i anizotropije sistema (defekti, primese,vakancije) dovode do specificnih
efekata u realnim kristalima. Najjednostavniji model ogranicenih kristalnih struktura predstavlja
kristalni film, koji je sistem ogranicen sa dve paralelne povrsine duz jednog kristalografskog pravca,
dok je duz druga dva pravca neogranicen. Ako unutar filma neuia deformacija krislalne resetke naziva
se idealni film, a u suprotnom deformisaui.

U kristalu atomi osciluju oko ravnoteznih polozaja. Kako kristal predstavlja sistem povezanih
oscilatora, oscilovanje jednog atoma utice na kretanja svih ostalih atoma, pa se kristal kao celina
nalazi u pobudjenom stanju. Ovo oscilatorno i kolektivno pobudjenje svih atoma kristala naziva se
FONON [2]. Potreba za izucavanjem fononskog podsistema proizilazi iz cinjenice da je on uvek prisutan
podsistem u kristalu i da se termalno lako pobudjuje. Toplotne vibracije u kristalima su toplotno
pobudjeni (kreirani) fononi. Fononski spektri u filmovima ispitani su metodom Grinovih funkcija.
Pretpostavljeno je da su temperature niske, tj. da su oscilovanja mala, pa se potencijalna energija
sistema inoze predstaviti kao homogena kvadratna funkcija generalisanih koordinata [3].

Takodje su ispitane bitne termodinamicke velicine kristalnih filmova na niskim temperaturama i
uporedjene sa odgovarajucim velicinama idealne beskonacne strukture.
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2. Z A K O N DISPERZIJE F O N O N A

Zakoni disperzije za beskonacnu i za film slrukturu mogu se dobiti inelodoni Grinovih fuukcija
[2], (u daljem tekstu GF). Formira se sledeca dvovremenska temperaturska retardovana GF:

(2.1

cijim se dvostrukim diferenciranjem dobija jednacina kretanja za GF:

Furije Iransforiuadjom t — >• w jednacina prelazi u:

, ff (01 , «&(0)])o (2.2)

ff ],!&»„ (2.3)

gde je // hamiltonijan kristaluog sislema (u hannonijskoj i aproksimaciji najblizih suseda sa zane-
mareniin torzionim konstaritama C"*5*'3):

H — T + W — - 2__, mnxnynzunxnyn2;oi + ^ / J

'iix'iiynz',ot u.xnynz\ (i,a — iia ^ i c<ota l a _ a \xnynz;n:tny±l,ni {"nxnyUz nxny±l,nzj ' ^nxnvuz;nxnynz±\xnynz nxnvnz±\) I

pri cemu dvojui znaci podrazumevaju sumiranjo po oba znaka.
Dalji postupak odredjivanja GF zahteva iziacunavanje komutatora koji figurisu u visim GF.

a) Beskonacna kristalna struktura:

Model se pojednostavljuje pretpostavkom da su svi atomi u kristalu isle mase M i da izmedju njili
duz svakog pravca deluju iste sile okarakterisane sa C£" , Cya i C"a.

Cy" (^'"^n,,?^ ~" Unxnv±.\,u,) + ^V \nxnvnz ~ un*nvn,

Zamenom komutatora u jednacinu kretanja za GF ona poprima sledeci oblik:

~«*a / \ ^" c £ f i f^<aa f /-iota _ /~iaot \
nj:nvnz;m : cmj /mzVu '^ — 9^- n^'m^ n»."1!/ "»*>"»* "" [°x ^"n,n!/?iz;m»j»ismz tjnx±l,nynz;mxmymz ) '

iaa _ stoic* \ (faa _ /yac*
nInynz;mxin!lmz ^-Jnxny±l,nz;mxmvmz ) ' z y l- /nIM1/»iz;ma.Hi!,jiiz v •• rnxnynz

cijom se Furije transformacijom nalazi transformisana GF:

ih 1

£ ^ ~ 7 2 a 2 1"" 2 'a« 22 - 4 C a sin2 + C1"" sin + 6'2a« sin
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Nalazeiijem polova GF (koji su realui) dobija se zakoii disperzijo Ibnona:

E"(k) = sin

gde su radi konciznijeg pisanja uvedene velicine: ft"01 = JC"a /M .

Goinje resenje je poznati izraz za zakon disperzije akustickih fonona.

(2.8)

b) Kristalna film-struktura

Posmatra se kristal ogranicen duz Z pravca, a duz X i Y pravaca neogranicen cije se koustante
elasticnosti na povrsinama razlikuju od oriih u unutrasnjosti (sl.l).

*C«,+i = nr , «* e [i, Nt - i] , sift = x^ • ir;-, $i^iA/2+1 = ̂  •«""

Slika 1.

Scinal.iki prikaz vertikahioy prcstku modcla jiiin-strukturc

GF kristalnog filma se nalaze iz jednacine (-2.(i) uz uslove:

u" n u = 0 , G"an n .,„ ,m „, (w) = 0 za n2 < 0 i nz > Nz -J- 1

Time se dobija sistem od Nz jednacina, cijom se delhnicnom (zbog narusenja translacione simetrije
duz Z pravca) Furije transformacijom :

i
^-'nxii 7i2'mx"i mz\^) = T7 / _, C ' " ' • ^-'iizinz\> !" ̂ '

a^ " kx,kv

dobija sistem Nz nehomogenih algebarsko-diferencnih jednacina po trazenim GF G™mx(kx,ky\u) [4].
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G ctot
l,mz

Gate*
nz-l,mz

, s tact
T C7nz (2.9)

gue J6 _ ik

p = ** (2.10)

Resenja sistema su oblika G°"mj = -5*-, gde je
dobijenih GF trazimo iz uslova D — 0 , tj:

determinanta sistema jednacina (2.9). Polove

D =

p + 1 - 0
1
0
0

0
0
0
0

1
p
1
0

0
0
0
0

0
1
p
1

0
0
0
0

0
0
1
p

0
0
0
0

0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

0
0
0
0

p 1 0 0
1 p 1 0
0 1 p 1
0 0 1 / » + ! - » /

|{a,/,vija.nj<uu i ld.orm'maiiU' D u.slov |)i»sl,a jc:

(p + 1 - B)(p + 1 - r>)£>yv-2 - (p + 1 - 0)DN-3 - (p +1 - ri)DN-3 +

= 0

= 0 (2.12)

Determinante Dn(p) su reprezentacije Cebisevljevih polinoma druge vrste n-tog reda [5], i za njih se
moze pisati:

sin(n + 1)^

gde je /a = 2cos^. Uslov da GF ima pol prela/i u oblik:

sin(^ + 1)6,, + (2 - 9 - r/)sin N^z + (1 - = 0 (2.13)

Nalazenjem resenja ove jednacine, u skladu sa osobinama GF, dobija se zakon disperzije fonona u
kristalnim filmovima. Analiticka resenja postojc u tri specijalna slucaja.
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f. Vragovic: Spektri i termodiaamika fonona u filmovima, dipl.rad 8

2.1 Slucaj I

Neka su B — 77 ~ 1. Tada uslov netrivijaliiosti postaje:

sin(JV2 + 1)6,, = 0 (2.14)

Resenje gornje jednacine je &} = - f f i dok se za moguce fononske frekvencije dobija [6]:

I. \

Smenom indeksa /iz = ^V2 + 1 - vz ovaj izraz luozemo napisati i u sledecem obliku:

gde je uvedena oznaka:

* az Nz + 1

uz uslov daje fiz = l,2,...,Nz.
Za razliku od kx \y minimalna vrednost A,̂  je:

= -
Analizirajuci izraz (2.15) mozemo odrediti niinimalnu fononsku frekvenciju:

Sto je film tauji (L = Nz • uz), minimalna frekveucija je veca.

2.2 Slucaj II

U ovom slucaju kristal sa jedne strane ima slobodnu povrsinu, tj. C'™nyi,nxnso - °- Tac^a su

0 — 0 i T/ = 1 dok uslov rietrivijalnosti postaje:

Nurnerickim resavaujem dobija se da je fononski spektar kristala sa jednom slobodnom povrsinom i
sa Nz atoma duz Z pravca jednak spektru kristala bez slobodnih povrsina i sa Mz = 2NZ atoma duz
Z pravca, pod uslovom da se uzme svaka druga frekvencija iz Mz spektra. Kako je: Mz - 2NZ i
sin(Mz + 1) = 0 tj. tan(Mz^z) = — *"" /* sledi:

.= tan
Y 1 + cos (Mz^z) Y 1 + cos^z 1 + cos^

jer je :

„ /
(tan (Mz&,))2 V1

1 I
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Time je pokazano da se numericki rezultati inogu dobiti i analiticki. Za frekvencije se dobija:

<V*.=2VlftSasin^ + flSa«n-V* + "rcos^jH-r (2.20)s y \

jer je:

'z * 2(M,+ 1)

uz M2 = 27V2 i ?/2 = '2vz.
Formalno mozemo uvesti:

TT 2/iz — 1

uz uslov da je \LZ — 1,2,...,N2. Takodje dobijamo:

*.»»»-JL_i_>0

Minimalna frekvencija je:

cos

i ona je niza od minimalne frekvencije odgovarajuceg kristala bez slobodne povrsine.

2.3 Slucaj III

U ovom slucaju kristal saofouslraiie iiua slobodne povrfiino, Ij.
0. Tada su 6 = ?/ = 0 i uslov uetrivijalnosti postaje:

Fononski spektar kristala sa dve slobodne povrsine i sa Nz atoma duz Z pravca svodi se na spektar
kristala bez slobodnih povrsina i sa Mz = Nz - 1 atoma duz Z pravca. Vidimo da je broj mogucih
nacina oscilovanja za jedan manji od broja atoma jer se za minimalnu frekvenciju dobija da je nula.
Ako uzmemo da je frekvencija oscilovanja nula iz jednacina kretanja sledi:

Ovaj slucaj odgovara translaciji celokupnog kiistala za A". Kako je Af proizvoljna konstanta
mozemo odabrati da je nula, cime smo slucaj sveli na trivijalni koji fizicki nije interesantan, jer se u
kristalu ne desavaju nikava medjusobna kretanja atoma.

Kako je M2 = N, - 1 i tan(M,^J = - tau^, sledi:

cime je dokazana gornja tvrdnja o fononskom spektru fihna sa dve slobodne povrsine. Iz transfonaacije:
'

sledi formula za fononske frekvencije:
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(2.22)

Takodje uvodirno daje kz = f^^jf^-- Kako minimalne vrednosti talasaog vektora i frekvencije nisu
fizicki interesantne jer su jednake nuli, bitno je uociti najnizu frekvenciju koja je razlicita od nule.

(2.23)

Minimalna fononska fekvencija kristala sa dve slobodne povrsine je visa od minimalne frekvencije za
kristal bez slobodnih povrsina.

2.4 Opsti slucaj

Resenja za tri razmatrana slucaja ( a) 0 = >) = 1 , b) 0 = 0 , ?/ = 1 , c) 0 = rj = Q )
respektivno su:

d? = ^T, V, = 1,2, ..., N, . (2.24)

Resenje u opstem slucaju se moze potraziti u obliku:

(2.25)

Ako se gornji izraz zameni u uslov netrivijalnosti, jednacina razvije i pretpostavi da su kolicnici koji
sadrze broj atoma duz Z pravca u imeniocu bliski nuli, te se njihovi sinusi mogu uzeti priblizno jednaki
njima samiina, a kosiausi priblizno jednaki jediaici, moze se doci do aproksimativnog izraza za £Vz u
analitickoj for mi [7]:

TSVZ
*>"* = ~T, i-ti-a\(i—n\)

Analiticku fonmi resenja jednacine (2.13) potrebno je znati zbog kasaije teorijske analize ostalih f izickih
(termodinamickih) karakteristika posmatranog sistema. Ona daje bolje rezultate ukoliko je vz <
Nz sto je u skladu sa pretpostavkama korisrenim pri njenom nalazenju. U sledecoj tabeli dato
je poredjenje numerickih rezultala (dobijeuih upolrebom programskog paketa Mutlicuiulicu [8]) sa
pribliznim resenjima koja daje formula (2.26) za desetoslojni film.

e
0.8
0.8

1.0
1.0
1.2
1.2

i/ = 10

0.241
0.278

0.285
0.285

0.347
0.289

9

0.525
0.552

0.563
0.563

0.618
0.572

8

0.799
0.817

0.831
0.831

0.877
0.842

7

1.055
1.066

1.081
1.081
1.118
1.094

6

1.290
1.296

1.310
1.310
1.338
1.323

5

1.497
1.500

1.512
1.512
1.532
1.532

L 4

1.673
1.674

1.683
1.683

1.696
1.692

3

1.814
1.814

1.819
1.819

1.827
1.826

2

1.916
1.916

1.919
1.919
1.923
1.922

1

1.979
1.979

1.980
1.980
1.981
1.981

form .
num.

form.
num.
form.
num.

I u I I I
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Kako je u ~ p = 2cos^l/z vidi se da aproksimativno resenje znatuije odstupa od numerickog za
nize frekvencije fonona (donji fononski gep ), dok su odstupanja u oblasti visokih frekvencija (gornji
fononski gep) zanemarljiva. Vidi se da za razliku od fononskih frekvencija u idealnoj strukturi koje
teze nuli kada intenzitet talasnog vektora tezi imli,u fihnu su minimalne frekvencije vece od nule. One
zavise od debljine filma (obrnuto su mu propordonalne) i u granicnom slucaju kada Nz —> oo dobija
se da spektar kz prelazi u kvazikontinuirani spektar idealne strukture unutar intervala [0,3T/a2], dok
frekvencioni gep iscezava.

2.5 Eksponencijalni model

Do sad je ispitan fononski spektar film a ,sa, promenjenim povrsii iskim osobimuna, ali samo na
samoj njegovoj povnsini. Mccl j i i l i i i i , ncrealno jc occkivati da c<> u t icaj j^rauica postojali saino za,
periferni sloj atoma, vec ce postojali i u clubini lilma (naravno maiijeg inteuziteta). Funkcionalnu
zavisnost slabljenja uticaja granica u zavisnosti od polozaja sloja atoma odabracemo tako da vec kod
petog sloja uticaj postane zanemarljivo mali, jer iskusvo pokazuje da u unutrasnjosti filmova debljine
tek deset, petnaest konstanti resetke postaju dominantni efekti inasivne strukture. Jedan od mogucih
izbora je op'adajuca oksponendjalua zavisnost:

ili konkretno:

0.37(1?-1)

- 1) , 0.02('/y

S 0
i 1 + 0.37(0- 1)

C-23^ 1+0.14(0- 1)

C-34^ 1 + 0.05(0-1) CW,_3,jv,_2 « l + 0.05(r?-l)
£45 « 1 + 0.02(0 - 1) C'N.-4,N,-3 « 1 + 0.02(r/ - 1)

1) zanemarujemo. Uslov netrivijalnosti reseaja je:

D =

p- 1.37(0- 1)
1 + 0.37(0- 1)

0
0
0
0

1 + 0.37(0- 1)
p- 0.51(0- 1)
1 + 0.14(0- 1)

0
0
0

0
1 + 0.14(0- 1)
p- 0.19(0- 1)
1 + 0.05(0- 1)

0
0

0
0

1 + 0.05(0- 1)
p- 0.05(0- 1)

1
0

to jest:

B

gde su:

(2.27)

0
0
0
1
p
1
11
1

0
0
0
0
1
p
11
1

= 0

-n> - A •

Px = [p -1.37(x-l)][p- 0.51(3 -!)][/> -0.19(x - l)](p - 0.05(* - 1)] -

- (p - 1.37(z - l)][p - 0.51(* - !)][! + 0.05(a; - I)]2 -[p- 1.37(z - 1)] X
X [p - 0.05(x - !)][! + 0.14(a; - I)]2 -[p- 0.19(x - l)][p - 0.05(a; - 1)] X

x [l + 0.37(x-l)]2 + [l + 0.37(x-l)]2[l+0.05(a;-l)]2

,-IO = 0 (2.28)

II I
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- 0.19(x - !)][! + 0.37(a; - I)]2 + [p - 1.37(i - !)][! + 0.14(x - I)]2 -

- l p - 1.37(a; - !)][/> - 0.51(a; - !)][/> - 0.19(x - 1)]

Resavanjem jednacine (2.28) po p, uz zadate parametre 0 i i] \m u (2.10), dobija se fononski
spektar. U tabelama sto slede date su fononske frekvencije za slucaj Nz = 10, uz kx = ky = 0.

0 = 0.5

1)
0.5
0.8
1.0
1.2
1.5

i/ = 10

0.236
0.252
0.259
0.264
0.271

9

0.489
0.513
0.525
0.524
0.546

8

0.739
0.7C9
0.783
0.795
0.810

7

0.976
1.010
1.027
1.042
1.060

6

1.106
1.2:52
1.251
1.267
1.287

5

1.394
1.430
1.452
1.470
1.492

4

1 .572
1 .606
1.627
1.647
1.671

3

1 .724
1.753
1.774
1.793
1.818

2

1.854
1.873
1.891
1.912
1.936

1

1.957
1.964
1.971
1.985
2.031

1
num.
num.
num.
num.
num.

9= 1

•n
0.5
0.8
1.0
1.2
1.5

i/ = 10

0.259
0.277
0.285
0.291
0.299

9

0.525
0.525
0.563
0.574
0.586

L 8
0.783
0.815
0.831
1.844
0.860

7

1.027
1.063
1.081
1.097
1.116

6

1.251
1.289
1.310
1.327
1.349

5

1.452
1.489
1.511
1.531
1.554

4

1.628
1.659
1.683
1.702
1.727

3

1.774
1.799
1.819
1.839
1.862

2

1.891
1.905
1.919
1.937
1.957

1

1.971
1.975
1.980
1.990
2.031

num.
num.
num.
num.
num.

e = 1.5

'/
0.5
0.8
1.0
1.2
1.5

v = 10

0.271
0.290
0.299
0.306
0.314

9 | 8

0.546
0.573
0.586
0.597
0.546

0.810
0.843
0.860
0.874
0.891

7

1.060
1.097
1.116
1.133
1.153

6

1.287
1.327
1.349
1.367
1.390

5

1.492
1.531
1.554
1.575
1.601

4

1.671
1.704
1.727
1.762
1.775

3

1.818
1.842
1.862
1.883
1.909

2

1.936
1.946
1.957
1.976
2.021

1

2.031
2.031
2.031
2.031
2.037

num.
num.
num.
num.
num.

Vidi se da je za 0 — 1 i T) — 1.5 najvisa fononska frekvencija visa od granicne frekvencije 1
Briluenove zone idealnog kristala, tj. 2il"Q.

Na narednim graficima (si.2) su predstavljeni spektri za (0,i)) 6 {(1,0.5), (1,!),(!, 1.5)}

i I
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o . s 1 . S

0.5 1 .5

O . 5 . 5

Slika 2:

Graficki prikaz zukona dispcrzijc. fonoiia za razlicitc vrcdnoxti (jranicnih paruinctara
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Ako uzmemo da je uticaj granica simetrican, tj. & = 17, tada uvrstavanjem u (2.28) p = 2 mozemo
dobiti kriticnu vrednost parametra 0/s,. za koju je (bez obzira na Nz) u — 2u>°

1-24182 (2.29)

Ovaj rezultat se dobija i sledecim postupkom. Uslov netrivijalnosti transfonnisan pomocu Cebisevlje-
vih polinoma je:

sin N^v, • [A cos 7^z + B cos 8&,z + C cos 9^J = cos N^ • [A sin 7^2 + B sin 8&,z + C sin 9&,J

Uvodjenjem sledecih aproksimacija:

f "w c "*" A A a a r< n
^z = N 4. t ' ^"z° = ]v~ ' ~ ~ ' ~

dobija se:
96'0

(2.30)
AO + BQ -f- Co

Ovo priblizno resenje daje zadovoljavajuce rezultate samo za gornji fononski gep (yz = 1 « Nz) \o samo za one vrednosli parametara 0,J/, kojc su manje od kriticuili vrednosti u kojima / postaje

beskonacno, sto se vidi iz tabele:

N, = 10, v, = I

f)
0.5
0.5

0.8
0.8

1.0
1.0
1.2
1.2

0 = 0.5

1.9575
1.9552
-
-

-
-
-
-

0.8
1.963K
1.9620
1.9688
1.9673
-
-
-
-

1
1.9713
1.9709
1.9750
1.9746

1.9796
1.9796
-
-

1.2
1.9854
1.9942

1.9873
1.9945

1.9897
1.9951
1.9957
1.9978

U)

num.
form.

num.
form.

num.
form .
num.
form.

Ako uzmemo daje uticaj granica simetrican (6 — q) i resimo jednacinu:

po 0, dobijarno vrednost parametra za koju / — >• oo, te je zadovoljeno cos^., = 1 (sto je ranije
uzolo kao aproksimacija). h toga sledi da jc /> - 2, tj. ^","ux - 2ft"a- ^»a.ci da je to kri t icna
vrednost parametra simetricnog povrsinskog uticaja za koju se jos uvek mogu dobiti najvise frekvencije
fononskih spektara nize od granicne frekvencije I Briluenove zone idealnog kristala, odnosno 2ii"a. Za
model koji pretpostavlja da uticaj postoji samo na povrsinskom sloju atoma, iz (2.12) sledi O^r — 2,
dok je za model eksponencijalno opadajuceg uticaja povrsina: 0^. x; 1.24182, kao i u (2.29).

Pojavu da je u%*ax > 2Q"a mozemo objasniti tako sto cemo posmatrani film tretirati kao film sa
sopstvenim konstantama C™ = OkrC"?a, tj. ftf* = V^7 Q^a « 1.11437 ftf, kod koga postoji ne
uticaj povrsina vec tvz. "uticaj sredine", usled kojeg dolazi do smanjenja konstanti fl"a od povrsinskih
ka unutrasnjim slojevima. Tada je w£j"x ispod granicne frekvencije I Briluenove zone filma tretiranog
na ovaj nacin, odnosno 2Q"a w 2.2287 fl"a. Takodje se i kod ovog modela za 6 = t] = 0 dobija da je
najniza fononska frekvencija (bez obzira na debljinu filma) jednaka null, sto se moze protumaciti kao
translacija celokupnog ftlma duz Z ose.

I I
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3. N I S K O T E M P E R A T U R S K E OSOBINE
KRISTALNIH FILMOVA

Osnovna termodinamicka velicina sistema jo njegova unutrasnja energija koja se za bozone racuna
po obrascu [2]:

U = £ E°(k) {exp \E" (k) /0] - i}"1 (3.1)
a,k

dok je Ea(k) = h • ua(k) dato zakonom disperzije. Da bi se unutrasnja energija kristalnih filmova
izracunala prelazi se sa sume na integral na sledeci nacin:

' ""*k • dk
27T

U obzir je vec uzeLa pretpostavka ux = av = a , fi" = Ji^* = $1" koja znaluo pojednostavljuje racuu.
Uvodjenjem velicina £Q — h$la , A = h^azk'^in i k2 = k% -\- k* zakon disperzije u dugotalasnoj
aproksimaciji se moze predstaviti izrazom:

E ( k ) =

Smatrajuci brzine longitudinalnih i transverzalnik talasa priblizno jednakha dobija se:

3 N yv,,/v,o'2 /•*••'""* / r r / i i~ 'U = J ' V x J j V V , t t I k ^a2k2£-2 + A2 exp J ya^.2^ + A2 / tf I _ J . ̂ . (3 2)

Integral se resava uvodjenjem smene a2A2£Q -f A2 = t2, razvojem podintegralne funkcije u red i
parcijalnom integracijom [9]. Definisanjem velicina ED — a • klutlxeo , Nj — NxNyNz i ^A =

\iEp-\-A2, gde je kmax Uebajev talasni vekLor za dve diuieuzije: kmax — ~~, koaacan izraz za
unutrasriju energiju postaje:

Sa Zr(x) je oznacena Dajsonova funkcija Zr(x) — Y^fLi J T exP{~J x'}-

Sledoca h i lua termodiiiamicka vuliciaa je u p c c i f i c n i lo|)loiai ka.paciU^t po cloinoalanioj celiji ( I IK»/ ,C
be eksperimeulalao odroditi) koji se aalazi po ol>rasc.u [2]:

J_^/_^^/
^~NfdT~Njd6 ( '

U razvijenom obliku je [9]:

] «•[*(!) -*•

1'

I I
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Na sledecim graficima predstavljeni su speciiicni loplotni kapaciteti u jedinicaina kg u zavisnosti od
relativne temperature x = ̂  za idealnu i za film slrukture na niskim temperaturama [10]. Specilicai
toplotni kapacitet idealne beskonacne kristalne strukture je [11]:

(3.6)

Slika 3:

= 5, 10, 15, 20

e = r=. i

1.5

0.5

C'10

0.02 0.03 0.04 O . O S
X

Slika 4:

i) =
0.5, 0.8, 1, 1.2, 1.5

e = i , N, = 10

1.75

1.5

1.25

0.75

0.5

0.25

0.02

1.5

0.03 0.04 O . O S

Vidi se da je u podrucju niskih temperatura specificni toplotni kapacitet nizi kod filma nego kod
masivnih kristalnih uzoraka, dok je pri srednjim temperaturama obratno [12]. Tacka preseka dve krive
se smanjivanjein konstante elastjcnosti na povrsiai filma, kao i povecanjem debljine filma poiueia ka
nizirn temperaturama.

1 I
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4. Z A K L J U C A K

1. Za razliku od fononskih frekvencija u ideainoj strukturi koje teze nuli kada intenzitet talasnog
vektora tezi nuli, u lilmu su miniiualne fickvencije vece od nule. One zavise od debljine lilnia,
tj. obrnuto su mu proporcionalne.

2. Data je priblizna analiticka forma zakona disperzije fonona u filrnovima iz koje se vidi da mini-
main e frekvenr.ije opadaju smanjenjem konstanti elasticnosti ua povrsinama fihna.

3. Frekvencioni gcp opada ka nuli pri povccaiiju broja slojeva (debljino f i lma) . U gianicuom slucaju
kada Nz —» oo dobija se da spektar kz prelazi u kvazikontinuirani spektar idealne struktuie
unutar intervala [0, Tf/a2], dok frekvencioni gep iscezava.

4. Na osnovu postojanja minimalne energije potrebne za pobudjivanje fonona u film-strukturama
zakljucuje se da se sistem do njoj odgovarajuce aktivacione temperature Tac = E^n/kn pojiasa
kao ,,zamrznut", tj. fononi nisu realno prisutni [13,14].

5. Specificni toplotni kapacitet tezi nuli za T -+ 0 i to kod masenih uzoraka kao T3, a kod filinova
kao T~rexp{- const/T}.

6. Pri niskim temperaturama je specincni toplotni kapacitet filma nizi nego kod masivne strukture
(film je lakse zagrejati), clok je pri srednjim temperatnrama obrnuto.

7. Temperatura pri kojoj su specificni toplotni kapaciteti filma i masivne strukture jednaki opada
smanjenjem fononskog energetskog gepa filma, tj. smanjenjem konstanti elasticnosti na povrsi-
nama filma, kao i povecanjem njegove debljine.

II II i li 1 I
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6. Dodatak 1: GRINOVE FUNKCIJE

Bitan zadatak statisticke fizike je nalazenje srednjih vrednosti dinamickih velicina. Srednja
statisticka vrednost nekog operatora A(x,t) fizicke velicine A definise se kao:

s , t ) ) t = (S-l(t,to)A(x,t)S(t,t0))0 (5.1)

gde je:

ih J

Sredingerov operator u reprezentaciji interakcije, a S(t,to) aiatrica rasejaaja [2]. U aproksiraaciji
linearnog odziva je:

S±l(t,t0)=l±^ f dt'W(t')
in Jtata

pa je tada:
(5.2)

,tQ) = ±.j*dt'Q(t-t')([A(x,t),W(t')})0 (5.3)

gde je L(t, to) linearai odziv sistema. Hamiltoiujaa spoljasnje perturbacije se vrlo cesto raoze prikazati
u sledecoj opstoj formi:

W(t') = Jdx'B(x't1?)e(x',t?)

Tada se linearni odziv moze napisati kao:

, t0) = -i / dx1 / dt?E(x', t')G(x, x'; t,t') (5.4)
t0

pri cemu je: r ,
G(x,x'',t,t') = Q(t - t')([A(x,t),B(x',t')\)0 (5.5)

dvovremenska temperaturska retardovana fuiikcija Grina (GF). Ako je sistem prostorno horaogen, a
operatori A i B ne zavise eksplicitrio od vremena, GF zavisi samo od razlike vremenskih i prostornih
koordinata t — t' i x — x', tj. od 3^V + 1 proatoiiljivc.

- i') [JAa(x - :i;'; i - i') - J

ede su:

korelacioae i'uakcije sislcnia. Usredajavaajeai po kaaoaickoia ansauiblu za Furijeove likove korelacioaili
funkcija se dobija:

JBA(x - x';u) = i^fc | B ( x ' ) | /){/ | A(*)])exp {-^} 6 (u - ftw)
y k,t ( '

JAB(X ~ a;';w) = exp | —

dok je ftw - (Ek -

t I
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Na osuovu prisustva Dirakovih delta funkcija 6(tj — ft^/) u dobijenim izrazima, sa obzirora na vezu
korelacionih i GF, moze se zakljuciti da singuhuiteti GF u kompleksnoj E ravni odredjuju osobine
eleinentarnih pobudjenja sistema.

Koriscenjem Hajzenbergove jednacine kretanja dobija se jednacina kretanja za trazene GF
( ( A ( x , t ) \ B ( x ' , t > ) ) )

ihjt((A(x,t) | B(x',t'))) = ih6(t - t')([A(x,t),B(x',t')])0 + Q(t - t?)(([A(x,t),H0(t)] \

(5.7)
iz koje se vidi da so funkcija {{.4 | B)) izrazava preko nove vise GF {{ L4, //o | B ) ) . Furijeovoin
transformacijom sledi:

<M I B})k» = £c(k) + <( [A, H0] I B))^ (5.8)

Ova jednacina je prva u lancu povezanih jednacina u kojima ulaze sve vi§e GF i taj problem je u
opstem slucaju ucrc.siv. Stoga sc lanac inora n nokoj fa.zi | i r ck in i i t i korisr.Kiijuut uekakvo, dovoljno
opravdane, aproksimacije:

( ( [ A , HQ]

iz koje sledi:

. ((A | %„ S «(t,u) = (6..)

Funkcija G(k,u>) u kompleksnoj w ravni ima singularitet u tacki u = ft(fc) = fl'(k) — i£l"(k). Realni
deo £l'(k)h predstavlja energiju ekscitacija, dok rociprocna vrednost imaginarnog dela ft"(A;) odredjuje
vreme zivota ovih ekscitacija.

GF u konfiguracionom prostoru se dobija inverznom Furijeovom transformacijom:

G(x -x'-t- t') = I dk

Pomocu veza korelacionih i GF:

(1 - e-^^A^x - x';u) - G(x - x',u + 16) - G(x - x',u - i
0 — . ^Q

mogu se naci srednje vrednosti proizvoda operatora.

x x
\\ A, G(x-x',u + t6)-G(x-x,u-i6) I C k e ~
))o = J ^ d^6^0 - ̂ -j - - y dk - ̂ — | — (5.10)

A* °(X ~ X> + itf) ~ G(X ~ *''" ~ l6) f dkC(k}etk(X~X<) f i i n<%_+„ - IfiS - - I d * . - ̂ T l ^
T — « •' — ~

cime su odredjene sve bitne karakteristike sistema.

1: I
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6. Dodatak 2: Z A K O N DISPERZIJE F O N O N A
U IDEALNIM KRISTALIMA

Potencijalna energija kristala u stanju ravnoteze moze se predstaviti u obliku [2]:

n,m

Ako atomi osciluju oko ravnoteznih polozaja tacla su njihovi polozaji odredjeni vektorima n + u ( n , t )
gde je u(n,t) pomeraj n -tog atoma iz ravnoteznog polozaja. Potencijalna energija tada prelazi u:

V(n-m + u(n,t)-u(m,t)) (6.2)

Ako se deftnise Au.,7,n(J) = u(n,t) - u(m,t), a takodje i Au— = ua(n, t) - ua(m,t), razvijanjem u
red (6.2) po maloiu parametru Aw sledi:

V(n - m + A.-««)) = V (8 - ») + £ W(*

2 n,ni;a,/3

Indeksi a i /3 oznacavaju projekcije vektora pomeraja na ose Dekartovog sistema. Ako se zanulti nivo
potencijalae energije uzme potencijalna energija nepobudjenog sisloma tada je V(n - m) - 0. Zahtev
da su polozaji atoma u nepobudjenom kristalu ravnotezni svodi se na uslov minimuma potencijalne
energije u njima:

"" ' " * = 0 (6.4)

Zanemarivanjem clanova u razvoju (6.3) reda viseg od dva, za t i k u p n u potencijalnu energiju sistema
se dobija:

1 ^ „„« . „ . a (65)

CafJ predslavljaju llukove konslaule elasticnosli. Ako se pretpostavi da su lorzioite konslanle C'"^''
zanemarive u odnosu na konstante istezanja Caa i ako atomi interaguju samo sa svojim najblizim
susedima, potencijalna energija sistema moze da se napise u sledecem obliku:

W - 7
x,yz

_i_r'ota (-,,01 — iia \I7l,,?izi7ix7i,/±l,n2 ^"niJiyriz unxny±l,n2J

pri cemu dvojni znaci podrazumevaju sumiranje po jednom i po drugom znaku.
Kineticka energija ovog sistema hna uobicajenu formu [2]:

nxnynz;a

Sa dobro definisanom potencijalnom i kinetickom energijom, dalja analiza atomskih pomeranja moze
se sprovesti u okviru dobro poznate Lagranzeve metode [3]. Pomocu Lagranzeve funkcije: L - T- W
jednacine kretanja atoma oko njihovih ravnoteznih polozaja imaju opsti oblik:

I I
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^- = 0 (6.8)

odnosno, eksplicitno:

'"•JixnyH* «„,„„„, + ('nxnynz;iic±\,nynz \nxnynz ~ Unx±\,nynz) +

->aa / a _ a \ ^.aa / .a _ a \nInvraz;nIri!/±,lnz ^unxnyn, unxnv±l,nzj • ^Jnxnynz;nxnvnz±\xnyiiz "'nxnynz±lj

Ove jednacine, s obzironi na njihov generalni karakter, mogu posluziti za izucavanje kretanja atoma i
u uslovima kada sistem ne poseduje komletnu translacionu invarijantnost, odnosno, kada je prisutno
narusenje translacione simetrije kristala postojanjem granicnih povrsina. U idealnoj strukturi su
rnase svih atoma nHuljiisobno jednake, a takodj(> i konstaute elasticnosti duz svakog pravc.a po.sol)iio.
Jednacine kretauja su tada:

I,» (^"") '

Radi konciznijeg pisanja uveli smo velicine:

Resenja cemo traziti u obliku:

..a _ 401 i(axkxnx+a.vkvny+azkznz-ut)
unxnynz —At

UvrsLavaujeia reseaja u izabaaom obliku u jedaaciae kretaaja sledi:

/ if \
(6.11)

sto predstavlja poznati zakon disperzije fonona u idealnoj strukturi [1]. Prelaz na kvantnomehanicki
tretman problema sastoji se u nalazenju unitarne transformacije kojom se hamoltonijan sisterna
vezanih oscilatora svodi na hamiltouijan sisteuia nezavisnih oscilatora [2]. To se postize razvijaujcm
pomeraja po ravnim talasima:

Koeficijeuti razvoja b-j(k) i 6t(fc) su boze operalori koji anihiliraju, t j . kreiraju fonone sa cncigijoin

huj(k). Vektori l"j(k) , j 6 {1,2,3} su polarizacioni fononski vektori. Transformacijom hamiltoiiijan
postaje:

(6.13)

Vidi se da je hamiltonijan celog sistema dat kao suma hamiltonijana nezavisnih oscilatora.

linn u i I



I. Vragovjc: Spektri i tecmodina.aiika, fonona a filmovima,, d/p/.rad

7. Dodatak 3: DEBAJEVA TEORIJA
SPECIFICNIH TOPLOTA

Srednja energija fononskog sistema se izracunava po obrascu:

U = (H) = £>,-(*)fa(*)> = ]>>u,,(£)exP ftWj-(*)/0 - l '1 (7.1)

Uzima se da su brzine za sve tri komponente zvucnih talasa medjusobno jednake i da je na -snazi
dugotalasna aproksiniacija u>(A;) = v • k. Ve/a izmedju b i z iuc zvuka i karaklcrislicnc IVekveucijc

oscilovanja atoma kristala je v — ay^ = aft = a^. Nakon smene uz prelaz sa sume na integral
dobija se:

3ftt)l^ f^D
U = —5- / dk k3 [exp (hvk/0) - I } ' 1 (7.2)

M Jo

gde je ko = ^(67T2)a Debajev talasni vektor nadjen iz uslova JT^ 1 = A^. Za niske temperature se
moze uvesti smena ^p = x i gornja granica vep uzeti kao priblizno beskonacna.

Diferenciranjem unutrasnje energije po apsolutnoj temperaturi dobija se specificni toplotni kapacitet
pri stalnoj zapremini:

dU 2**,, ( e \ 2 7 r 2 . . . f6\* _ _ .
r» = or = IT™* l i~) =-T- / V A :B(- (7-4)f/r 5 V«"/ 5 \£u/

sto je poznati Debajev zakon.

U oblasti visokih temperatura se moze uzeti ^p « 1 pa je exp f^jpj - l| ~ ^- Zamenom
fcf) i integracijom sledi U — 3N6, a zatim poznati Dilon-Ptijev zakon

Cv - llNkft - coast (7.5)

1 I
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