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1. Uvod

Tradicionalna matematicka analiza fizickih sistema precutno podrazumeva da su svi celi i
realni brojevi, bez obzira koliko veliki ili mali, fizicki moguci i da su sve matematicki moguce
putanje ujedno 1 fizicki moguée.[l] Ovaj pristup funkcioni$e dobro u fizici i1 inZenjerstvu ali ne daje
dobra objasnjenja haoti¢nih sistema, koji su, kako je ve¢ opSte poznato, veoma vazni u proucavanju
velikog broja pojava u stvarnom svetu, od meteoroloskih pa sve do bioloskih sistema. U ovom radu
je napravljen osvrt na pojedine principe modeliranja u fizici, biologiji i hemiji, koje zajedno
predstavljaju nauke o zivotnoj sredini, u njihovom naj$irem okviru. Konkretno, fokus je bio na
autonomnim dinamic¢kim sistemima, koji su ¢esto razmatrana tema u savremenim naukama o
zivotnoj sredini.

Cesto se postavlja pitanje kako zameniti date diferencijalne jednadine kojima se opisuju
pojave 1 procesi u zivotnoj sredini odgovaraju¢im diferencnim jednacinama prilikom modeliranja
tih pojava. Prema van der Vartu™ mnogi modeli koji se bave problemima u Zivotnoj sredini jesu i
bi¢e izgradeni u formi diferencijalnih jednacina ili sistema takvih jednacina. Razvojem racunara
moguce je naci, barem priblizno, resenje tih jednacdina, koje su ranije bile nesavladive. Mnoge
matematicke tehnike i metode su se koristile kako bi se date diferencijalne jednacine zamenile
odgovaraju¢im diferencnim jednacinama. UloZen je veliki napor kako bi se izabrale odgovarajuce
diferencne jednacine Cija su reSenja dobra aproksimacija reSenja datih diferencijalnih jednacina.
Ovo pitanje povlaci sa sobom potrebu za boljim razumevanjem osnovnog problema a to je odnos
izmedu matematike klasi¢nih neprekidnih sredina i stvarnosti koja postoji u naukama Zivotne
sredine. Za mnoge pojave u Zivotnim sredinama neprekidnost, koja je osnova svih diferencijalnih
jednacina, nije prirodna sama po sebi, ve¢ zapravo predstavlja aproksimaciju diskretne situacije. U
ovakvim postupcima aproksimiranja, infinitezimalne duzine koraka sadrzane u pristupu koji vodi ka
diferencijalnim jedna¢inama ne smatraju se uvek infinitezimalno malim, ali su kona¢ne. U
poslednjem koraku postupka, kada se formira diferencijalna jednacina iz diferencijala, ove
infinitezimalne duzine koraka teze nuli, §to predstavlja prethodno pomenutu aproksimaciju. Na
osnovu navedenog deluje prirodnije da se od samog pocetka napravi model baziran na diskretnoj
diferencnoj jednacini, kako bi se zaobiSao proces dvostrukog aproksimiranja, jer prvo treba da se
formira diferencijalna jednacina koja opisuje neki diskretan sluaj a potom da se trazi njoj
odgovarajuca diferencna jednacina zbog numeri¢kog racunanja.

Dalje, za neke pojave koje su opisane jednacinama, ve¢ su poznati odgovarajuci zakoni koji
se izvode iz uslova simetri¢nosti ili zakona odrzanja u prirodi, dok je s druge strane, u velikom
broju ostalih slucajeva potrebno formirati jednacine iz opstih teorijskih ideja ili eksperimentalnih

podataka. Na osnovu toga nikada ne moZemo da budemo u potpunosti sigurni da li su te jednacine
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tacne, ili barem koliko su pouzdane vrednosti parametara u njima. Uvek ostaje pitanje u kojim
situacijama 1 na koji nacin mozemo da budemo sigurni da su jednacine tacne i da su vrednosti
parametara u njima dobre. Kolmogorov (Aunpéit Huxonaesuu Konmoropos) je medu prvima poceo
da razmatra ovaj problem davnih Sezdesetih godina dvadesetog veka. On je izneo dva glavna
razloga zbog kojih matematicki ta¢no reSenje odgovarajuceg sistema diferencijalnih ili diferencnih
jednacina ne mora da bude fizicki moguce: (1) postoji razlika u razumevanju pojma nasumicnost u
matematici 1 fizici (odnosno naukama zivotne sredine) i (2) reSenja datog sistema diferencijalnih
jednacina koja vode nekim brojevima mogu da budu matematicki tacna ali da nemaju fizicki
smisao. [*!

Na kraju, nepravilnosti i haoti¢ne fluktuacije u reSenju diferencijalne jednacine, pri
opisivanju autonomnih dinamickih sistema, mogu da se pojave iz dva razloga: (1) numerickog,
posto pokusavamo da izaberemo odgovaraju¢u diferencnu jednacinu c¢ije reSenje je dobra
aproksimacija reSenja dobijenog diferencijalnom jednacinom 1 (2) fizickog, zbog pojave haoti¢nih
fluktuacija u posmatranom sistemu jer, na primer, sistem ne moze da se odupre velikoj koli¢ini
energdije koja iznenada pristize.

U ovom radu je razmatrana pojava haosa pri izraCunavanju temperature na dodirnim
povrS§inama u zivotnim sredinama. U odeljku 2 su definisane dodirne povrSine u Zivotnim
sredinama kao kompleksni sistemi (odeljak 2.1) i objasnjeni su autonomni dinamicki sistemi
(odeljak 2.2). Jednacina energijskog bilansa na dodirnim povr§inama u zivotnim sredinama je
predstavljena u odeljku 3 tako Sto je (a) dato izvodenje diferencnog oblika ove jednacine, koji se
koristi za izraCunavanje temperature na dodirnim povrSinama u Zivotnim sredinama (odeljak 3.1) 1
(b) analizirana je stabilnost resenja date jednacine upotrebom bifurkacionog dijagrama (odeljak 3.2)
kao i raCunanjem Ljapunovljevog (Anexcanap Muxaitnosuu JIsmynos) eksponenta (odeljak 3.3.1) i
entropije uzorka (odeljak 3.3.2). U odeljku 4 je opisana i analizirana Kolmogorovljeva
kompleksnost vremenskih nizova dobijenih iz pomenute diferencne jednacine. Zaklju¢ak o pojavi

haosa u posmatranom dinami¢kom sistemu je dat u odeljku 5.



2. Osvrt na osnovne pojmove

2.1. Definicija dodirnih povrsina u Zivotnim sredinama

U polju nauka o Zivotnoj sredini postoji veliki broj razli¢itih dodirnih povrsina i to je pravo
mesto za primenu novog fundamentalnog pristupa koji vodi boljem razumevanju pojava i procesa u
zivotnim sredinama. Stru¢no govoreci dodirna povrsina predstavlja mesto gde se nezavisni sistemi
ili delovi jednog sistema doticu i komuniciraju jedni sa drugima. Dodirne povr§ine mogu da postoje
izmedu delova nekog sistema a takode mogu da postoje 1 izmedu dela sistema 1 njegove zivotne
sredine, ukoliko govorimo o dodirnim povr§inama u zivotnim sredinama. Razmatraju se kao
biofizi¢ke jedinice koje leze izmedu zivotne sredine i uredenog sistema, pri ¢emu imaju sledece
funkcije: (1) da sprece stetne signale koji direktno ulaze u sistem i mogu da uti¢u na pojedinacne
delove ili naruSavaju njegovu strukturu; (2) da objedine razli¢ita uputstva podsistema i uzvrate
odgovaraju¢om operacijom usmerenom ka zivotnoj sredini i (3) da u potpunosti iskoriste
mogucnosti Sistema na racun spoljasnjih faktora. Ovakve dodirne povrSine se nalaze izmedu tela
coveka ili zivotinja i okolnog vazduha, vodenih vrsta i vode ili vazduha oko njih, prirodnog ili
vestackog pokrivaca povrSine zemljiSta (vegetacija, led, sneg, njive, voda ili urbani prekrivac) i
atmosfere. [ Termin moze da bude definisan i na odredeniji nacin §to zavisi od nauke u kojoj se
koristi (ekologija, ekoloska ekonomija, socijalne nauke, programski jezici i drugo).

Ovde ¢e se dodirna povrSina zivotne sredine definisati kao dodirna povrsina izmedu dve
bioticke ili abioticke Zivotne sredine koje su u relativnom kretanju i razmenjuju energiju, materiju i
informacije putem fizickih, bioloskih i hemijskih procesa, koji variraju na prostornoj i vremenskoj
skali.®! Ova definicija naSiroko pokriva neizbezan multidisciplinarni pristup u naukama o zivotnoj
sredini, a istovremeno ukljucuje i tradicionalne pristupe u modeliranju zivotne sredine. Dodirne
povrSine mogu da budu smestene izmedu razli¢itih zivotnih sredina i mogu da budu zastupljene od
mikro razmera pa sve do planetarnih razmera. Primeri procesa koji se odvijaju kroz dodirne
povrSine su razmena jona u metalima €iji su joni 1 metalna jezgra u pobudenim stanjima,
unutarcelijska razmena biohemijskih supstanci, razmena vazduSnih masa velikih razmera u urbanim
sredinama, periodi¢ne migracije izmedu stanovni$tva, razmena energije izmedu materije u ¢vrstom
stanju i gasa u prirodnim uslovima. Dodirne povrsine u zivotnim sredinama su kompleksni sistemi i
kao takvi su otvoreni i hijerarhijski organizovani, medusobna delovanja izmedu pojedina¢nih
delova kroz dodirne povrSine su nelinearna, dok se u interakcijama sa Zivotnom sredinom koja ih
okruzuje javlja Sum. Ovakvi sistemi su veoma osetljivi na pocetne uslove, deterministicke
spoljasnje poremecaje i nasumicne fluktuacije koje su uvek prisutne u prirodi. Proucavanje

neravnoteznih procesa sa Sumovima je osnova za modeliranje dinamike sistema dodirnih povrSina
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u zivotnim sredinama i za razumevanje mehanizama prostorno-vremenskih obrazaca formacija koje
se javljaju u savremenim naukama o zivotnoj sredini. U poslednje vremene je ulozen veliki napor
da bi se razumelo kako se razli¢ite fluktuacije javljaju usled uzajamnog dejstva sa Sumovima,
forsiranja i nelinearne dinamike. U ovom radu fokus je na pojavi haosa pri izra¢unavanju
temperature na dodirnoj povrsini izmedu zemljista 1 atmosfere.

Razumevanje kompleksnosti u okvirima sistema dodirnih povrSina u Zivotnim sredinama
moze da pocne od takozvanih jednostavnih sistema da bi se shvatila sama pojava koja nas zanima a
potom se dodaju detalji koji uvode kompleksnost na razli¢itim nivoima. UopS$teno govoreci, efekte
malih poremecaja i Sumove, Koji su sveprisutni u realnim sistemima, je veoma teSko predvideti a
oni ponekad mogu da dovedu do ponasanja koje se kosi sa intuicijom. Cak i sistemi sa malim
brojem dimenzija pokazuju raznovrsne pojave uzrokovane Sumovima, koje manje ili vise odreduju
dinamiku sistema. Objasnjenje pojma kompleksan sistem je dao Rozen!® u smislu da je to sistem
koji ne moze prosto da se rastavi na svoje sastavne delove koji medusobno interaguju i za koje je on
logican zbir, zbog velikog broja veza izmedu pojedinacnih delova koje upravljaju dinamikom
samog sistema. Autonomni sistemi moraju da budu kompleksni dok drugi tipovi sistema mogu da
budu kompleksni a opet, neki sistemi mogu samo da prolaze kroz kompleksne faze. S obzirom da
ima Siroku upotrebu, pojam kompleksnosti s jedne strane podrazumeva mnogo nejasnoca a s druge
strane moze da se odnosi na sistem koji ne moze precizno da se modelira. U suStini, pojam
kompleksnosti u sebi sadrzi tri nivoa znacenja:

(1) postojanje samoorganizacije i iskrsavanje osobine ili ponaSanja koje pojedinacni

delovi sistema ne pokazuju;
(2) sistem nije centralno organizovan ali u smislu raspodele postoje mnoge veze
izmedu njegovih delova i
(3) tesko je modelirati kompleksan sistem 1 predvideti njegovo ponasanje, ¢ak 1 ako

su u velikoj meri poznati njegovi delovi i veze izmedu njih.

2.2. Autonomni dinamicki sistemi

Teorija dinamickih sistema je veoma razvijena i uspeSna grana matematike za opisivanje
pojava koje su promenljive u vremenu. Siroka oblast primenljivosti ukljuéuje kompleksne sisteme
na razli¢itim prostornim i vremenskim skalama, od jednostavnih modela grabljivica-plen do
komplikovanih putanja za prenos signala u bioloSkim ¢elijama, od njihanja klatna do kompleksnih
klimatskih modela u fizici i drugo. Upravo je ova primenljivost obezbedila veliki uticaj i znacaj

teorije dinamickih sistema, zbog Gega je ona veoma popularna u poslednje vreme.ll Osnovno
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nacelo, pre nego Sto se apstraktni matematiCki aparat primeni na pojave iz stvarnog sveta, jeste
upotreba odgovaraju¢eg modela. Po¢ev od konceptualnog nivoa, pri razvijanju takvog modela
potrebno je izdvojiti posmatrani dinamicki sistem iz njegove zivotne sredine koja ga okruZzuje.
Sistem je predstavljen fizickim zakonima i unutrasnjim povratnim spregama iz kojih sledi jednacina
vremenske promene sistema. Parametri u ovoj jednacini opisuju trenutno stanje zivotne sredine koje
se menja tokom vremena u autonomnim dinamickim sistemima.

Autonomnost dinamickog sistema je sadrzana u ¢injenici da u jednacinama koje opisuju taj
sistem vreme ne figuriSe eksplicitno, iako su promenljive zavisne od vremena. Pretpostavimo da je

X metricki (ili topoloski) prostor. ReSenja autonomnih obi¢nih diferencijalnih jednacina

x = f(x) 1)

ili diferencnih jednacina

Xea = (%) ()

su translacione invarijante u vremenu. Ovo znaci da pored reSenja ¢, takode i pomerena funkcija
p(t+:), pri ¢emu teT, predstavlja reSenje jednacine. Dovoljno je da zadovoljava pocetni uslov,
ograni¢en na pocetni vremenski trenutak 0, dok T predstavlja vremensku osu, i moze da bude u

skupu Z ili R, a njen nenegativni deo se definise kao T, ={t €T :t > 0}.

Na primer, neka je x,(t) jedinstveno reSenje diferencijalne jednacCine (1) napisane u obliku
%X(t) = f (x(t)) pri ¢emu je dat pocetni uslov x(0) = x,. Tada je i x,(t) =x,(t—t,) reSenje date

jednacine posto zadovoljava pocetni uslov Xx(t,) =x,, jer je X,(t,) =x(t, —t;) =%,(0) = x,.
Apstrakcija ovakvog koncepta reSenja vodi do:
Definicija 1 (dinamicki sistem). Poludinamicki sistem je familija mapa ¢, : X — X,teT, koja
zadovoljava:

Q) @o = idy (uslov pocetne vrednosti),

(i)  @wus= @wps za svako s,t € T, (osobina polugrupe) i

(iif)  mapiranje (t,x) — ¢, (x) je neprekidno.
U slucaju da su zadovoljeni gornji uslovi a da se poluosa T. zameni sa T tada se govori 0
dinami¢kom sistemu, za neprekidan sistem je T=R dok je za diskretan sistem T=Z. Cesto se koristi

pogodna notacija ¢,@, = ¢, o, premda se ne uvodi pretpostavka da je ¢ linearno. Takode,
povremeno se zapisuje ¢(t,x) =¢,X. Za dinamicke sisteme mapiranje ¢, : X —> X,teT je

homeomorfizam sa neprekidnom inverznom funkcijom ¢, =g,



Primer 1 (vremensko pomeranje). Ako je X=T , tada je gst=t+s dinamicki sistem u T.

Primer 2 (neprekidan dinamicki sistem). Neka je X=RY, i pretpostavimo da je mapiranje dato sa
f :RY — R" neprekidno i da sva re$enja autonomne obi¢ne diferencijalne jednadine (1) postoje u
R” tada postoje a,b > 0 koji zadovoljavajul f (x)| <a+b|x| za svako x € R*. Ako ¢ predstavlja
opste (vremenski nezavisno) resenje jednacine (1), Sto znaci da ¢(-,§) zadovoljava pocetni uslov
x(0)=&, £ e R, tadaje ¢: RxR® — R%neprekidan dinamicki sistem na R.

Primer 3 (diskretan dinamicki sistem). Pretpostavimo da je f : X — X neprekidno mapiranje.

Iteracije u napred (definisane sa f'"*=fof', za svako teN,) predstavljene kao

o(t,&) = 11(£),t >0 odnosno, svako naredno resenje jednacine, definisu diskretan poludinamicki
sistemg:Z, x X — X. Ukoliko je f homeomorfizam tada iteracije vode diskretnom dinami¢kom
sistemu @:Zx X — X. Treba obratiti paznju na to da se Cesto sre¢e napomena kako svaka
neautonomna jednacina, bilo diferencijalna x = g(t,x) ili diferencna x,, = g(t,X,) moze da se
napise kao autonomna jednacina ukoliko se t posmatra kao promenljiva iz prostora stanja, iz ¢ega bi
sledilo da moze da postoji jednacina p =1 odnosno p,,, = p, +1. S tacke gledista dinamickog

sistema ovakav pristup je beskorisan, a takode i1 besmislen ukoliko obratimo paznju na sledece:

(1) navedena jednacina nema ravnotezno stanje,

(2) niti jedno resenje nije vezano i

(3) svi grani¢ni skupovi, kao i atraktori, su prazni.
Ova prica vodi do autonomne diferencne jednaéine oblika X,,, = f(X,),n € Z" na koju ¢e se posle
svesti jednacina energijskog bilansa, koja predstavlja klju¢nu jednac¢inu u ovom radu.

Diferencna jednacina oblika
Xn+1 = f (Xn) (3)

gde je f:R® — R, predstavlja autonomnu diferencnu jedna¢inu prvog reda u prostoru stanja RY.
Ne gubi se opstost ukoliko se ograni¢imo na diferencnu jednainu prvog reda, jer se diferencne
jednacine viseg reda mogu reformulisati kao (3) koriste¢i odgovarajuée visedimenzione prostore.®!
Uspesna iteracija autonomne diferencne jednacine (3) daje reSenje mapirano sa 7:Z* xR* - R%a
definisano kao x, =z(n,x,) = f"(x,) = f o fo..o f(X,) N puta, koje zadovoljava pocetni uslov

7(X,) = X, 1 0s0binu polugrupe

X, =7z(n,z(mX,)) = f " (m(Mm, %)) = f "o " = f""(x,)=7z(M+n,X,) 4)



zasvako m,ne Z*,x, € R*, pri ¢emu Z" predstavlja nenegativne cele brojeve (slika 1).

o w(m, & (n, xq))

Slika 1. Osobina polugrupe vremenski diskretnog poludinamickog sistema 7:Z" x X — X .
Osobina (4) kaze da reSenje mapirano sa 7 Stvara polugrupu slaganjem, obi¢no je to polugrupa a ne

grupa posSto mapiranje f ne mora da bude inverzno. Pretpostaviée se da je mapiranje f u diferencnoj

jednadini (3) barem neprekidno iz ¢ega onda sledi da su mapiranja data sa 7z(n,”) neprekidna za

svako ne Z". Tada reSenje mapirano sa r stvara vremenski diskretan poludinamicki sistem na RY,

Na primer, diferencna jednac¢ina (3) moze da predstavlja oblik diferencijalne jednacine X = f(X) sa

diskretizovanim vremenskim korakom, i moze da se resi koriste¢i Semu unapred

X = X, +AT- F(X,) (5)
ili Semu unatrag, uz poznate pocetne uslove

Xy = X, +A7- £ (X,) (6)
Jednac¢ina (6) moze da se izrazi pomocu f(x,) ukoliko se ima u vidu da je

f(X,.q)=T(x,)+ % (X,)AX,, pri ¢emu je AX, = X,,; — X, . Zamenom u jednacinu (6) se dobija

of of
X =X +A7- FT(X)+AT—(X )X .. —AT— (X )X_. 6a
n+1 n T (n) Tax( n) n+l Tax( n) n ( )

Ukoliko se sada izvrsi grupisanje pojedinih ¢lanova jednacina postaje



xm[l—Ari(xn)} =X, [1—Ari(xn)} +A7- f(X,). (6b)
OX OX

I na kraju, konacni oblik jednac¢ine ¢e da bude

X o =x BT f(x) (6¢)

1-A7— (X
rw(J

pri ¢emu At predstavlja vremenski korak a n predstavlja broj iteracija. Konkretno, u ovom radu ¢e

biti koriS¢ena vremenska Sema unapred u slucaju jednacine energijskog bilansa.

3. Jednacina energijskog bilansa za dodirne povrsine u Zivotnim sredinama

lako je uspostavljanje organizacije u svakom kompleksnom sistemu, kao i na dodirnim
povr§inama u zivotnim sredinama, od presudnog znacaja za njegovo funkcionisanje treba imati na
umu da postoji i veliki broj drugih uslova koji treba da su zadovoljeni kako bi sistem funkcionisao.
Nema sumnja da je jedan od klju¢nih uslova za funkcionisanje sistema odgovaraju¢i priliv energije.
Na primer, u bioloskim kompleksnim sistemima ovo moze da se ostvari razli¢itim mehanizmima
kao S$to su asimilacija, transpiracija, hemijske transformacije i drugi. U ovom delu rada ¢e biti
razmatrana dinamika razmene energije, zasnovana na jednacini energijskog bilansa. Bazirana je na
temperaturnim razlikama izmedu povrSine ispod i fluida kao Zivotne sredine koja okruZzuje tu
povrsinu. U ovom slu¢aju su to konkretno vazduh i povrs§ina zemljista, ali moze da se koristi pri
analiziranju energijskog bilansa na bilo kojim dodirnim povr$inama u raznim zivotnim sredinama.

Najveci deo energije koju povrSina zemljista kao dodirna povrSina prima, poti¢e od Sunca.
Suncevo kratkotalasno zracenje, direktno i difuzno, dospeva na povrsinu, pri ¢emu se deo reflektuje
dok ostatak biva apsorbovan od strane dodirne povriine.”! Sa ove povriine se istovremeno vrsi
dugotalasno izracivanje kao 1 apsorpcija protivzracenja atmosfere (dugotalasno zracenje koje potice
od oblaka i gasova u atmosferi). Koli¢ina energije zracenja koja preostaje raspoloziva ovoj dodirnoj
povrSini se naziva neto zracenje, i ono pokreée odredene, veoma vazne procese. Jednacina

energijskog bilansa moZe da se napiSe kao

¢ R H-E-s @)
dt
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gde c; predstavlja toplotni kapacitet zemljista (u smislu dodirne povrsine u zivotnoj sredini) po
jedinici povrSine, T; je temperatura na dodirnoj povrSini u Zivotnoj sredini, t je vreme, dok su
¢lanovi na desnoj strani jednacine: R - neto zracenje, H i E — osetna i latentna toplota, redom, koje
se prenose u atmosferu konvekcijom i S — fluks toplote koji se prenosi kondukcijom u dublje slojeve

¢vrste materije ispod (slika 2).

referentni nivo X,

R E H
ukupno zracenje latentna toplota osetna toplota

<>
GAS

dodirna povrS§ina u
Zivotnoj sredini

CVRSTA MATERIJA Xy

toplota u ¢vrstoj materiji

S

dublji sloj u ¢vrstoj materiji

Slika 2. Clanovi u jednacini energijskog bilansa.

Osetna toplota se racuna kao C,, (T, —T,) gde je Cy koeficijent transporta osetne toplote a T(t)

temperatura vazduha na referentnom nivou koja predstavlja gornji grani¢ni uslov. Fluks toplote u
¢vrstu materiju zemljista ispod je dat sa C, (T, —T,) pri ¢emu je Cp koeficijent transporta toplote
kondukcijom a Tq(t) je temperatura u dubljem sloju zemljista koja je data kao donji grani¢ni uslov.

Prema ref. [9] ¢lan koji se odnosi na neto zracenje moze da se napise u formi C, (T, —T,) gde je Cr

koeficijent zracenja. U slucaju kada su male razlike izmedu T, i T; izraz za latentnu toplotu moze da

(Ti -T )2

se napise u obliku C d[b(T, -T,)+b’ Ta] pri ¢emu je C_ koeficijent transporta latentne

toplote, d je pritisak vodene pare pri saturaciji a b je konstanta karakteristicna za odredeni gas i
zavisi od njegove temperature. Na ovaj nacin je izbegnuta eksponencijalna zavisnost saturacionog

pritiska vodene pare od temperature vazduha, ¢ime se umanjuje potrosnja racunskog vremena. Ovaj
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pristup je uobicajen ve¢ duzi niz godina u raznim numeri¢kim modelima atmosfere. U sustini, da bi
izraz za racunanje bilo koje veli¢ine bio koristan, treba da zadovolji dva uslova.' Pre svega taj
izraz mora da bude ta¢an u nekim unapred zadatim okvirima. Idealne vrednosti koje su dobijene
datim postupkom treba da se slazu $to je moguce bolje sa opSteprihvacenim standardima. Kao
drugo, dati postupak treba da utrosi $to je moguce manje racunskog vremena prilikom pustanja
numerickih simulacija, a da se pri tome ne gubi na tacnosti. U pogledu procedura koje se koriste za
racunanje pritiska vodene pare ne postoji jedna zvani¢na relacija ve¢ naprotiv ima pregrst polu-
empirijskih relacija koje mogu da se podele u dve grupe, one koje su u eksponencijalnom obliku (za
njih je potrebno vise rac¢unskog vremena) i druge koje su u obliku polinoma (one su manje ta¢ne ali
daju prihvatljive rezultate). Posmatrajuéi krivu saturacionog pritiska vodene pare (slika 3) dobijenu
eksperimentalnim putem uocavaju se glatke promene vrednosti sa promenom temperature, $to
dozvoljava upotrebu aproksimacija u kojima se koriste polinomi viseg reda, pri ¢emu se javljaju

odgovaraju¢i numericki koeficijenti.

~ 150

Q —
E ]
%) ]
a .
Q —
qc) -
o) 100—_
'8 -
S ]
3 N
5% .
& 50
= .
< -
£ .
(’) —
g -

0 IIIIIIIII|IIIIIIIII
-50 0 50
Temperatura (°C)

Slika 3. Zavisnost maksimalnog pritiska vodene pare u odnosu na ravnu povr§inu vode, od temperature vazduha.
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3.1. Izvodenje diferencne jednacine

Da bi jednacina energijskog bilansa bila pogodna za proucavanje razli¢itih dodirnih povrSina
u zivotnim sredinama, stvorenih na posebne nacine, posmatracéemo je u njenom opstem obliku.
Kako se proces razmene energije u prirodi odvija u kona¢nim vremenskim intervalima odmah moze
da se napise jednaCina u formi konacnih razlika, odnosno da ima oblik autonomne diferencne
jednacine, pri cemu se koristi vremenska Sema unapred

Xing = Xin +AT- T (8)

i,n+1

gde x; predstavlja temperaturu na dodirnoj povrsini u zivotnoj sredini, f,=f(x;n) preciznije f,=(Rn-
Hn-En-Sn)/Cin , pri ¢emu su R,=R(X,) gustina fluksa ukupnog zrafenja, H,=H(X,) gustina fluksa
osetne toplote a E,=E(x,) gustina fluksa latentne toplote, oba za vazduh u ovom slucaju i prenose se
konvekcijom, dok je S,=S(x,) gustina fluksa toplote koja se prenosi kondukcijom u dublje slojeve
Cvrste materije ispod povrsine, $to je u ovom slucaju zemljiste, ¢; predstavlja toplotni kapacitet
zemljiSta po jedinici povrsine kao datu dodirnu povrsinu u Zivotnoj sredini. U daljem razmatranju
jednacina u kona¢nima razlikama ¢e biti napisana u slede¢em obliku

X = Xi,n +A7- f(xi,n - Xr,n) (9)

i,n+1

gde je
f (Xi,n - Xr,n) = {CR,n (Xi,n - Xr,n )_ CH,n (Xi,n - Xr,n )_ CL,n |_es (Xi,n )_ er,n J_ CD,n (Xi,n - Xd,n )}/ Ci,n (10)

pri ¢emu figuriSu sledece veli¢ine: Cr je koeficijent u ¢lanu koji se odnosi na ukupno zraCenje, Xr
temperatura vazduha na referentnom nivou, cy je koeficijent transporta toplote, c_ je koeficijent
transporta vodene pare, €; je saturacioni pritisak vodene pare na temperaturi dodirne povrsine u
zivotnoj sredini, e, je pritisak vodene pare na referentnom nivou, cp je koeficijent prenosenja
toplote kondukcijom a X4 predstavlja temperaturu u dubljem sloju zemljiSta. Za grani¢ni uslov se

uzima da je ox, /ot = 0x, / ot, §to predstavlja spore promene temperature i u vazdu$noj sredini i u

zemljiStu. Imajuéi ovo u vidu jednacina (10) moze da se napiSe u obliku

X Xr,n+1 = Xi,n - Xr,n + {Ar[ac,n - CL,nbdn ]/ Ci,n }(Xi,n - Xr,n)

— Adle, b%d, 12¢, ) )X — %, (11)

in+l
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gde je acn=Crn-Chn-Con dok je b=0.06337 °C™* a d.(mb) se pojavljuje prilikom razvoja izraza
es(Xin)-ern U Tejlorov red. Ukoliko se uvede bezdimenziona temperatura {n=(Xin-Xrn)/Xe (gde je Xe

apsolutna temperatura od 300 K) i uz nekoliko transformacija jednacina (11) postaje

Shet = Angn - Bngr? (12)

pri  Cemu koeficijenti u jednadini imaju slede¢i oblik: Ap=1+[ac,-CL.bdn]AT/Cin i
Bn=[XeCL nb’dn/(2¢in)]At. Fizicki, koeficijenti A, i B, imaju oblik recipro¢nih vrednosti otpora pri
raCunanju gorepomenutih flukseva, i menjaju se periodi¢no tokom dana. U daljoj analizi njihove
promene mogu da se posmatraju u formi sinusnih funkcija A,=A sin(z¢,) 1 B,=B sin(z{, ) s obzirom
na poznati dnevni hod temperature na povrsini zemljista, §to je posledica pre svega dnevne promene
intenziteta sun¢evog zracenja, koje predstavlja osnovni priliv energije u ovaj posmatrani dinamicki
sistem. Uzimaju¢i u obzir opseg fizickih veli¢ina sadrzanih u koeficijentima A, i By, §to se moze
proceniti iz Seme za parametrizaciju povrSinskih procesa LAPS, dobijaju se intervali u kojima oni

imaju fizi¢ki smisao u posmatranoj zivotnoj sredini i u kojima se pojavljuje haos, pa tako A, € (0,2)

i B (0,05).

3.2. Bifurkacioni dijagram

Teorija bifurkacija pokuSava da objasni mnoge pojave koje su otkrivene u prirodnim
naukama u poslednjim vekovima. Osnova lezi u slede¢em, kada vrednost nekog konkretnog
fizickog parametra prede odredeni prag taj dogadaj tera sistem da se organizuje u novo stanje koje
se znacajno razlikuje od prethodnog.[ll] Matematicki reCeno, osmotrena stanja sistema odgovaraju
reSenjima nelinearnih jednaina kojima se modelira taj fizicki sistem. Stanje moze da bude
osmotreno ukoliko je stabilno. Za ocekivati je da male promene parametra sistema nemaju veliki
uticaj ve¢ da se stabilna reSenja neprekidno smenjuju na jedinstven nacin, tako da se nece uociti
velike promene kada se vrednost parametra menja sve dok kontinuirana grupa reSenja oCuvava
svoju stabilnost. Medutim, ukoliko to osnovno stanje izgubi stabilnost kada parametar dosegne
kriti¢nu vrednost, tada stanje vise nije uocljivo a sistem se organizuje u novo stanje koje se racva iz

osnovnog. Bifurkacija je primer nejedinstvenosti u nelineranoj analizi.
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stame

stabilno bifinkaciono stanje

stabilno nestabilno osnovno stanje (himvijalno resenje)

t -

P arametar

Slika 4. Shematski prikaz bifurkacije.

Navedeni scenario u slu¢aju jednacine Ax—x° =0 je skiciran na slici 4, pri ¢emux € R predstavlja
stanje a A € R je parametar, i odnosi se na ra¢vastu bifurkaciju. ReSenja se ra¢vaju u parove koji
opisuju jedno stanje u dve moguce reprezentacije. Takode je tipi¢no i to da stanje koje nastaje
nakon bifurkacije ima manju simetriju od osnovnog stanja (koje se jo§ naziva i trivijalno resenje)
zbog Cega se proces naziva ,,bifurkacija naruSavanja simetrije®.

Da bismo upoznali obilnu dinamiku logisti¢ke familije pri promeni vrednosti parametra od 0
do 4 navesS¢emo jedan primer.[lz] Koriste¢i racunar 1 odgovaraju¢i program moze da se prikaze
dijagram orbite za logisticku familiju f,(X) =Ax(1—X), pri ¢emu se izabere N podjednako
udaljenih 4 vrednosti 11, 4,..., An U intervalu O < 4 < 4. Na primer, moze da bude N=800 a korak
2;=0.005j, j=1,2,3...,N. Za horizontalnu osu izaberemo da bude 1-osa a vertikalna ¢e da bude x-o0sa.

Za svako Jj se iscrtava tacka (4;, f 4 “(0.5)) za interval 50 < k < 250. To zna¢i da radunamo prvih

250 tacaka orbite 0.5 od f j; ali crtamo samo poslednjih 200 tacaka za koje je A= /;. Na ovaj nacin
prikazujemo ,,sudbinu® orbite 0.5. Da bi graficki prikaz bio jasniji uzeCemo samo deo u intervalu

3 <) <4 (slika5).
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3 3.57 3.83 4

Slika 5. Dijagram orbite logisticke familije za 3 <A< 4.

Kada reSenje perioda 1 prestane da bude stabilno dolazi do ra¢vanja i dobijaju se dva reSenja
perioda 2.1 Dalje, svaka od tacaka perioda 2, kada postane destabilizivana tokom daljeg porasta
vrednosti parametra A, stvara dva dodatna resenja, i tako se javlja reSenje perioda 4 nakon odredene
vrednosti A. Zatim se ovaj proces udvajanja nastavlja i vodi u haos. Kao $to se moze primetiti sa
slike, postoje oblasti u kojima resSenje nije haoti¢no nego je umesto toga periodi¢no a te oblasti se
nazivaju ,,prozori‘, i preplicu se sa prozorima neperiodi¢nosti. Oblast ogranicena sa 3 <1 < 3.57 se
naziva prozor perioda 1. Uocava se i prozor perioda 3 u okolini tatke 1=3.83 (preciznije interval je
3.828 < 1 < 3.857), dok uvecano jedno reSenje izgleda kao na slici 6. Nadalje se javljaju prozori
perioda n, nazvani po poslednjem periodu ciklusa u tom prozoru, pri ¢emu rastojanje izmedu

uzastopnih bifurkacija postaje sve manje kako n raste.
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0.578

3.824 5 Z 860

Slika 6. Uvecan jedan deo prozora perioda 3 koji se nalazi u ozna¢enom intervalu.

Na slici 7 je prikazan bifurkacioni dijagram za jednacinu (12). Nacrtan je pri promeni
koeficijenata A i B za 0.005 i 0.05, redom, pri ¢emu B uzima vrednosti 0.2, 0.4, 0.6, 0.8 i 1. Sa slike
se vide haoti¢ne oblasti koje ukazuju na haoti¢ne fluktuacije veli¢ine {. Medutim, unutar haoti¢nih
intervala postoje otvoreni periodi¢ni ,,prozori“. To zna¢i da je posmatrani dinamicki sistem,
odnosno temperaturne fluktuacije na dodirnoj povrsini zivotne sredine, sinhronizovan u pojedinim

oblastima gde preovladava haoti¢ni rezim.

1.0 T T T

0.8

0.6

Je

04

02

0.0 | | | | | | ! | |
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0 1.2 14 1.6 1.8 20

A

Slika 7. Bifurkacioni dijagram jednacine (12) u funkciji od koeficijenta A, € (0,2) i pet vrednosti koeficijenta B (0.2,

0.4, 0.6, 0.8 i 1, predstavljenih sa leva na desno).

17



3.3. Analiza reSenja jednacine (12)

Jednacina (12) je nelinearna autonomna diferencna jednacina koja predstavlja vremensku
promenu bezdimenzione temperature na dodirnim povrSinama u zivotnoj sredini, kao odgovor na
forsiranje zracenjem. Kao $to smo naveli u uvodu nepravilnosti u resenju navedene diferencne
jednacine mogu da se pojave iz dva razloga: (1) numerickog, zbog pokuSaja da se nade
odgovarajuca diferencna jednaCina Cije reSenje je dobra aproksimacija reSenja date diferencijalne
jednacine 1 (2) fizickog, zbog pojave haoticnih fluktuacija u posmatranom sistemu usled toga §to
dodirna povrsSina u zivotnoj sredini ne moze da se odupre velikoj koli¢ina zracenja koja iznenada
pristize do dodirne povrsine. 1z ovoga proizilazi pitanje da li je moguée naci oblast ili oblasti u
kojima postoji reSenje koje ima fizi¢ki smisao. Do toga se moze doci razmatranjem stabilnosti
fizickog reSenja jednaCine (12). Stabilnost, u matematickom smislu, je uslov u kojem mali
poremecaji u sistemu ne uzrokuju veliko ometanje sistema. U pogledu reSenja diferencijalne
jednadine, funkcija f({) je stabilna ukoliko bilo koje drugo resenje jednacine, koje pocinje blizu
njega kada je {=0 i ostaje blizu njega dok se vrednosti ¢ menjaju. Ukoliko razlika izmedu reSenja
tezi nuli kada ( raste, reSenje se zove asimptotski stabilno. Ako reSenje nema ni jednu od navedenih
osobina onda je nestabilno. Stabilnost reSenja je bitna kod fizickih problema iz razloga §to ako za
mala odstupanja od matemati¢kog modela, koja bi uticala na reSenje a koja su uzrokovana usled
nezabilaznih greSaka prilikom merenja, nema odgovarajuceg efekata ublazavanja, tada matematicke

jednacine koje opisuju problem nece pouzdano predvidati budu¢i ishod.

3.3.1. Ljapunovljev eksponent

Stabilnost fizickog reSenja jednadine moze da se analizira pomocu Ljapunovljevog
eksponenta. Pojam Ljapunovljevih eksponenata je nastao jo§ mnogo pre pojave teorije haosa, da bi
opisao stabilnost linearnih i1 nelinearnih sistema. Ljapunovljevi eksponenti su definisani kao
logaritmi apsolutne vrednosti od svojstvenih vrednosti linearizovanog dinamic¢kog sistema
osrednjene po atraktoru.™™ Definicija obuhvata i diskretne i neprekidne sisteme, pri cemu negativne
vrednosti ukazuju na srednju stopu skupljanja dok pozitivne vrednosti ukazuju na srednju stopu
Sirenja trajektorija u faznom prostoru. Atraktor predstavlja odredenu konac¢nu oblast u faznom
prostoru u kojoj se nalaze sva moguca buduca stanja dinamickog sistema.

Racunanje spektra Ljapunovljevih eksponenata je zasnovano na Jakobijanu Df pri cemu je f
funkcija datog sistema. Postoji i drugi metod kojim se racunaju jedan ili dva najveca eksponenta,

zasnovan na glavnim osama Sirenja dinamickog sistemal™!, ali se neée analizirati u ovom radu. Sada
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¢emo da razmatramo diskretan dinamicki sistem S, ,, = f (s, ). Mali poremecaj z, trajektorije s, je

opisan linearizovanim sistemom z, , = Df (s, )z, i nakon L koraka ée da bude z,,, = Df “(s,)z,,

gde je DfL(§k)=HiL: ?Df (Sy.;) - Logaritmi apsolutnih vrednosti od svojstvenih vrednosti ove

matrice, podeljeni sa L, su prva procena Ljapunovljevih eksponenata i nazivaju se lokalni

Ljapunovljevi eksponenti. Zavise od trajektorije s, i pokazuju srednju divergenciju od ove

trajektorije nakon L iteracija. UopsStavanje ka invarijantnim globalnim Ljapunovljevim

cksponentima se postiZe uz pomo¢ multiplikativne ergodicke teoreme Oseledeca. ™ Limes matrice
OSL(L,s) ={Df “(s(n))[Df “(s(n))]"'}"'*" kada L — oo postoji za haoti¢ni sistem i svojstvene
vrednosti ne zavise od trajektorije s, kada je s na atraktoru. Tada su logaritmi apsolutne vrednosti

od svojstvenih vrednosti zapravo globalni Ljapunovljevi eskponenti. U praksi, za funkciju koja
opisuje dati sistem, Oseledecovu matricu treba racunati za veliki broj koraka L da bi se obezbedila
konvergencija i tada u haotiénom sistemu razlika izmedu svojstvenih vrednosti sa pozitivhim i
negativnim eksponentima raste eksponencijalno sa vremenom.

Haoti¢ni sistemi pokazuju nepredvidivo ponaSenje u smislu da za date pocetne uslove
ograni¢ene tacnosti ne moze da se predvidi dugoro¢no stanje, osim da se kaze kako se moguca
buduca stanja nalaze na atraktoru. To znaéi da u pocetku bliske trajektorije mogu da divergiraju
eksponencijalno sa vremenom, pri ¢emu je srednja mera eksponencijalnog divergiranja (ili
konvergiranja) putanja u faznom prostoru upravo Ljapunovljev eksponent, koji na najbolji nacin
kvantifikuje osetljivost dinamic¢kog sistema na pocetne uslove.t"! Ovaj pojam moze da se uopsti na
spektar Ljapunovljevih eksponenata 4; (i=1,2,...,n) tako $to razmatramo male n-dimenzione sfere
pocetnih uslova, pri ¢emu n predstavlja broj jednacina (odnosno broj promenljivih) koje opisuju
sistem. Vremenom sfera evoluira u elipsoid ¢ija se glavna osa §iri (ili skuplja) stopom koju odreduje

Ljapunovljev eksponent (slika 8).
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alt)

Slika 8. Sirenje i skupljanje Lorencovog sistema predstavljeno Ljapunovljevim eksponentima.

Postojanje pozitivnog eksponenta je dovoljno za utvrdivanje haoticnog ponasanja i ukazuje na
lokalnu nestabilnost u odredenim pravcima. Medutim, da bi postojao atraktor sveukupna dinamika
mora da bude disipativna, odnosno stabilna na globalnom nivou i ukupna stopa skupljanja treba da
prevagne nad ukupnom stopom Sirenja. Cak i ako postoji nekoliko pozitivnih Ljapunovljevih
eksponenata, zbir preko celog spektra je negativan. Ljapunovljev spektar moze da se objasni
sledeCom geometrijskom interpretacijom. Prvo se n glavnih osa elipsoida poredaju od one koja se

najbrze §iri (41) do one koja se najbrze skuplja (4n)

(13)

Potom se uocava da je duzina prve glavne ose proporcionalna sa €, zatim da je oblast odredena

sa prve dve glavne ose proporcionalna sa e#**2)'| a zapremina ograniena sa prvih k glavnih osa
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proporcionalna sa e”**=**%)' Na osnovu toga Ljapunovljev spektar moze da se definiSe tako da je
eksponencijalni porast elementa k-dimenzione zapremine dat sumom od k najvec¢ih Ljapunovljevih
eksponenata. Pored toga, ceo Ljapunovljev spektar se ne moze izraCunati tako S$to se uzmu
proizvoljni pravci u kojima se meri razdvajanje bliskih pocetnih uslova ve¢ mora da se meri
razdvajanje duz Ljapunovljevih pravaca koji odgovaraju glavnim osama prethodno pomenutih
elipsoida.

Uopsteno govoredi, stabilnost vremenski zavisnog sistema Og/ot = f(t) u ravnoteznom
stanju (o datom sa Jg,/ot=0= f(t,) moze da se proceni na osnovu pretpostavke o malim
poremecajima (' i linearizacije d(g, +¢")/ot= f(t,)+(of /dg), ¢" ili Og'lot=As", gde je
A =(6f 16¢)¢,) Ljapunovljev eksponent, sa eksponencijalnim re§enjem ¢'= ¢'(t = 0)e™. Sistem je

stabilan ukoliko je /<0 a nestabilan ako je 2>0. Jednacina (12) je tipi¢na autonomna. Posto je poznat

opseg koeficijenata A, i B, moguce je analizirati ponaSanje Ljapunovljevog eksponenta date
autonomne jednacine u odredenim intervalima.l*®

Racunanje Ljapunovljevog eksponenta za trajektoriju pocinje od (o i oblika je
1 n-1
A =lim —ZIn| f'(s) (14)
n—o N i—0

Znak od 1 je karakteristika tipa atraktora. Za stabilnu fiksnu tac¢ku (stabilno stanje) i grani¢ne
cikluse 4 je negativno a za haoti¢ne atraktore A je pozitivno. Za mapu datu jednac¢inom (12) po

definiciji ¢e da bude

n—oo

A = lim %j In|(Ag; - Bg)cos(m;) + (A—2Bg;)sin(zs,)| (15)
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Slika 9. Ljapunovljev eksponent za jednacinu (12) u funkciji razli¢itih vrednosti koeficijenta A i dve vrednosti
koeficijenta B. Korak od A je bio 0.005 (Mihailovi¢ i Mimi¢, 2012).

Svaka tacka na graficima prikazanim na slici 9 je dobijena tako §to se prvo radilo 2000 iteracija od
pocetnog stanja da bi se eliminisalo prelazno ponaSanje a potom je vrSeno osrednjavanje za
narednih 500 iteracija. Poc¢etni uslov je bio {(=0.25. Posmatrajuéi sliku 9 primecuje se da je za B=0.1
resenje jednacine (12) stabilno (1<0) za intervale A<[01.44] i A€[1.72,2.0]. Izmedu njih resenje
je nestabilno (1>0) sa haoti¢nim fluktuacijama, ali sa pojavom prozora stabilnosti u regularnim
intervalima. U sluéaju kada je B=0.5 reSenje jednacine (12) je uvek nestabilno (1>0). Na slici 10 su
prikazane oblasti stabilnih i nestabilnih reSenja jednaCine (12) odredene vrednostima

Ljapunovljevog eksponenta u zavisnosti od koeficijenata A< (0,2)i B €(0,0.5) . Promena vrednosti

za A i B u svakom koraku je bila 0.005.
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Slika 10. Oblasti stabilnih i nestabilnih reSenja jednacine (12) odredenih na osnovu Ljapunovljevog eksponenta (1) u

zavisnosti od koeficijenata A € (0,2)i B € (0,0.5) . Korak od A i B je bio 0.005 (Mihailovi¢ i Mimi¢, 2012).

3.3.2. Entropija uzorka

Pored Ljapunovljevog eksponenta, za analizu stabilnosti reSenja jednacine moze da se koristi
i entropija uzorka. To je mera za regularnost vremenskih nizova podataka u smislu postojanja
sli¢nih obrazaca u vremenskim nizovima. Sto je vremenski niz vise regularan i predvidiv vrednosti
su joj manje a $to je viSe nasumican to su joj vrednosti vece. Sluzi i kao mera kompleksnosti nizova.
Veoma je efikasan metod za analiziranje razli¢itih podeSavanja koja ukljucuju deterministicki haos 1
stohasti¢ke procese, i primenjuje se u analizama psiholoskih, zvu¢nih, klimatskih, kao i signala u
zivotnim sredinama, koji uklju¢uju veoma malu koli¢inu podataka. Faktor praga ili filter r je vazan
parametar. U principu, ukoliko bi raspolagali beskona¢nom koli¢inom podataka njegova vrednost bi
bila jednaka nuli. Sa kona¢nom koli¢inom podataka ili sa greSkom merenja, vrednosti za r variraju
u intervalu od 10 do 20 procenata standardne devijacije vremenskog niza.

Da bismo entropiju uzorka izracunali iz vremenskog niza, X=(X1,X2,...,Xn), treba pratiti

sledeée korake:[*"!

(1) Formirati skup vektora X2, X2, X N definisanih sa

X, = (Xi’x'+l1"" Xi+m—1)1 i=1,...N-m+1;
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(2)

3)

(4)
()

(6)

Rastojanje izmedu X! i X/, d[an, Xni] je maksimalna razlika po apsolutnoj
vrednosti  izmedu  njihovih  odgovaraju¢ih  skalarnih ~ komponenti
d[x!,xJ]= kergg%leHk — Xiy|:

Za dato X!, broji se poj (1< j<N-m+1 j=i), i oznadi sa B;, tako da je
d[X',XJ1<r.Tadaéedabudeza 1<i<N-m,B"(r)=B,/(N-m-1);
Definisati B"(r) kao B™(r) ={ZiN= B (DH(N —m);

Na sli¢an naéin, izracunati A"(r) kao 1/(N-m+1) puta broj od j
(1< j<N-m+1 j=i), tako da je rastojanje izmedu XJ,i X', manje ili

jednako od r. Podesiti da A™(r) bude A™(r) :{Zi':m A" (r)}/(N —m). Smatra

se da je B"(r) verovatnoc¢a da se dva niza preklapaju u m tacaka dok je A™(r)

verovatnoc¢a da se dva niza preklapaju u m+1 tacaka.

| na kraju, definisati SampEn(m,r):Lim{—ln[Am(r)/Bm(r)]} §to  je

prora¢unato na osnovu statistike: SampEn(m,r,N) =—In[A"(r)/B"(r)].

Sada entropiju uzorka moZemo predstaviti kao negativan prirodni logaritam uslovne verovatnoce da

¢e se u nizu podataka duzine N, oni obrasci Sto se ponavljaju za m tacaka sa tolerancijom r,

ponavljati i za m+1 tacaka, bez poredenja sa samim sobom. %

Na primer, ukoliko imamo niz od N vrednosti (tacaka) {v[j]:1< j < N} tada moZemo da

formiramo N-m+1 vektora uy(i) za {i |[1<i < N —m+1} gde m predstavlja broj komponenti vektora

kojeg posmatramo

U, (1) ={Vi iy Vi BTSN —mM+1 . (16)

Na slici 11 je prikazan vremenski niz podataka sa obrascima koji se ponavljaju.? Smatracemo da

se tacka ponavlja ukoliko je apsolutna razlika izmedu nje i naredne odgovarajuce tacke jednaka r.
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Slika 11. Vremenski niz podataka za ra¢unanje entropije uzorka (Chikwasha, 2009).

U slucaju da je m=2 tada je obrazac koji se ponavlja predstavljen sa dve uzastopne tacke V[i] i
v[i+1]. Na slici su iscrtane tackaste horizontalne linije koje ograni¢avaju vrednosti v[1], v[2] i v[3] i
predstavljaju toleranciju xr. Podaci koji odgovaraju tacki v[1] odnosno vektoru u;(1) su takode
ograniceni istim parom tackastih horizontalnih linija. Ukoliko posmatramo dvokomponentni vektor
uz(1) dat sa nizom (v[1], v[2]) ili trokomponenti vektor us(1) koji je predstavljen sa (v[1], v[2], V[3])
uocavamo da postoje jo$ dva niza (v[13], v[14]) i (v[43], v[44]) koja se poklapaju sa navedenim
dvokomponentnim vektorom predstavljenim sa (v[1], v[2]) a samo jedan niz (v[43], v[44], v[45])
koji odgovara trokomponentnom vektoru niza (v[1], v[2], V[3]). Dalje nastavljamo proces za iduci
dvokomponentni vektor u,(2) dat sa (v[2], v[3]) i trokomponentni vektor us(2) dat sa (v[2], Vv[3],
v[4]). Broj nizova koji odgovaraju ovom novom dvokomponentnom odnosno trokomponentnom
vektoru se sabira se rezultuju¢éim brojem iz prethodnog koraka. Postupak se nastavlja za sve
moguce dvokomponentne i trokomponentne vektore u datom nizu podataka, da bi se izracunao
odnos ukupnog broja dvokomponentnih i ukupnog broja trokomponentnih obraza koji se
ponavljaju. Prirodni logaritam ovog odnosa upravo predstavlja entropiju uzorka u slucaju m=2.
Izracunate vrednosti entropije uzorka (SamEn) u zavisnosti od parametra A jednacine (12)
su prikazane na slici 12 (pri ¢emu je r < 0.05 i m=5). Sa slike se vidi da entropija uzorka prati oblik

Ljapunovljevog eksponenta i da je jednaka nuli kada je A<0 ili kada su vrednosti 4 blizu nule. Inace,
vrednosti su joj pozitivne i dostizu do 0.7.
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Slika 12. Entropija uzorka za jednacinu (12) u funkciji razli¢itih vrednosti koeficijenta A i dve vrednosti koeficijenta B.
Korak od A je bio 0.005 (Mihailovi¢ i Mimi¢, 2012).

4. Kolmogorovljeva kompleksnost

Postoje mnogi parametri za opisivanje nelinearnih vremenskih nizova, kao $to su
korelaciona dimenzija, entropija, Ljapunovljev indeks ili mera kompleksnosti. Vecina ovih
parametara moze da se izraCuna ukoliko se fazni prostor preuredi. Posebne odlike mere
kompleksnosti su to Sto nema potrebe za preuredivanjem, veliki dinamicki opseg, kratko vreme
boravka u stabilnom stanju 1 kratki vremenski nizovi podataka, zbog cega je ova veli¢ina
najpogodniji nelinerani dinamicki parametar za opisivanje nelinearnih vremenskih nizova.

Za analiziranje jednacine (12) moze da se koristi Kolmogorovljeva kompleksnost. Ova mera
kompleksnosti, takode poznata i kao kompleksnost algoritma, je definisana od strane Kolmogorova
a kasnije je unapredena od strane Lempela i Ziva. Kolmogorov je definisao kompleksnost binarnog
niza kao broj bitova najkraeg kompjuterskog programa koji moze da proizvede taj niz.
Kolmogorovljeva kompleksnost je povezana i sa Senonovom entropijom u smislu da je o&ekivana
vrednost od K(x) za nasumican niz priblizno jednaka entropiji izvora raspodele procesa koji stvara
taj niz. (3] Razlika je u tome Sto se Kolmogorovljeva kompleksnost vezuje za odredeni string (niz)
vise nego za izvor raspodele, odnosno, Senonova entropija je mera neodredenosti u statistitkom
ansamblu poruka dok je Kolmogorovljeva kompleksnost mera informacije algoritma u pojedinac¢noj
poruci, i moze da se opiSe na sledeci nacin
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K, (0 ={min I(p)} a7)

gde ¢ predstavlja univerzalni racunar, I(p) predstavlja duzinu programa p a x predstavlja dati niz.
Nasumicni nizovi imaju ve¢u Kolmogorovljevu kompleksnost, i to u zavisnosti od njihove duzine,
posto se ne mogu nazreti nikakvi obrasci kojim bi se smanjila duzina programa koji proizvodi dati
niz. Nasuprot toga, nizovi koji imaju veliku uredenost u strukturi imaju malu kompleksnost. Na
primer, ukoliko posmatramo dva niza koja se sastoje od 64 karaktera, predstavljenih u obliku malih
latini¢nih slova i brojeva

(1) abababababababababababababababababababababababababababababababab

(2) 4c1j5b2p0cvawlx8rx2y39umgw5sg85s7traquuxdppalq7nieieqe9nocscvafzf
razlika u njihovoj kompleksnosti je sadrzana u tome §to se prvi niz moze opisati na srpskom jeziku
sa 10 karaktera kao ,,ab 32 puta® dok je za opis drugog niza potrebno navesti svih njegovih 64
karaktera s obzirom da ne postoji nikakva pravilnost u njemu. Kolmogorovljeva kompleksnost niza
na dva racunara se razlikuje za neku poznatu ili odredivu konstantu. Za niz y, i dati niz x koji

predstavlja ulaz, moze da se definiSe kao

min 1(p)

K,p (y|x) — {aJ(pVX)—y (18)

o0

pri ¢emu oo znaci da ne postoji p takvo da zadovoljava ¢(p,x) =y . Na zalost, algoritam potreban

da sprovede gore navedeno nije mogug.

Lempel i Ziv su predlozili algoritam koji rauna upotrebljivu meru duZine traZzenog
programa i analogan je Kolmogorovljevoj kompleksnosti. Razvili su meru kompleksnosti kojom se
procenjuje stepen nereda ili nepravilnosti u datom nizu. Postupak se sastoji u brojanju podnizova
razli¢itih duzina koji se ponavljaju koriste¢i kompleksni broja¢. Algoritam prvo izdeli niz na
podnizove koji prethodno nisu bili uo€ljivi i na taj nacin stvara Sifrarnik koji omogucava da se
dugacak niz kodira sa malim oznakama. Na primer, deljenje niza

1011010010011010010011101001001100010
je odradeno tako $to je stavljen zarez svaki put kada se primeti pod-niz koji u pocetku nije bio
oCigledan. Na ovaj nacin se dobija

1,0,11,01,00,10,011,010,0100,111,01001,001,100,010

Sto se graficki moze prikazati pomocu binarnog stabla.
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1zdeljeni niz: 1,0.11,01,00,10,011,010,0100,111,01001,001,100,010

Slika 13. Binarno stablo koje predstavlja deljenje niza 1011010010011010010011101001001100010. Cvorovi

koji su sadrzani u deljenju su obojeni crno.

Cvorovi obojeni u crno na stablu sa pet nivoa su évorovi koji su sadrzani u deljenju navedenog niza,
dok ¢vorovi koji nisu obojeni ukazuju na S$ifre ili fraze koje nisu ukljuéene u ovoj podeli. Svi
¢vorovi ili fraze se pojavljuju tacno jednom u nizu, sa izuzetkom poslednje fraze koja je uocena veé
ranije. Dobro saZimanje (mala kompleksnost) se dobija kada deljenje sadrzi dugacko, proredeno
stablo dok se slabo sazimanje (velika kompleksnost) dobija kada su stabla kra¢a i u potpunosti
popunjena na svakom nivou. Najvecée sazimanje se dobija ukoliko sve fraze pripadaju istoj grani,
tako ¢e niz

1101011011101101011001011000
podeljen na

1,10,101,1011,10110,101100,1011000
imati najve¢e moguce sazimanje, dok sa druge strane niz

1010110100100101110111000001
izdeljen na

1,0,10,11,01,00,100, 101, 110, 111, 000, 001
zapravo nije sazet po Lempelu i Zivu. Binarna stabla koja odgovaraju ovim slucajevima su

prikazana na slici 14.
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1.10.101.1011.10110.101100.1011000 1,0.10.11,01.00.100.101,110,111,000.001

Slika 14. Primeri veoma saZetog niza (a) i niza koji uops$e nije sazet (b).

Osnovna mera za procenu kompleksnosti je broj fraza pri deljenju. Minimalan broj pod-nizova

prilikom deljenja je broj M takav da je svaki pod-niz za jedan bit duzi od prethodnog pod-niza

M 2
Zm:L:MW+D:M M
et 2 2 2

(19)
ResSavajuci ovu kvadratnu jednacinu po M 1 uzimajuéi u obzir samo pozitivno reSenje dobija se da je
M =(-1++/1+8L)/2. Za nizove znacajne duzine konstanti ¢lanovi mogu da se zanemare pa ce
shodno tome procena najmanje vrednosti za M da bude M > +/2L . Sad kada znamo minimalan broj

fraza koje niz duZine L moze da ima, normalizova¢emo broj fraza pri deljenju u odnosu na ovaj

minimalni, kako bismo mogli da procenjujemo kompleksnost. Na ovaj nacin se definise mera C za

procenu kompleksnosti deljenja na M fraza niza ukupne duzine L kao C =M /~2L . Ukoliko se
mera C primeni za procenu kompleksnosti primera sa slike 14 dobijaju se vrednosti

(@ C(a)=7//2-28 =0.93
(b) C(b)=12/~/2-28 =1.60
Sto zna¢i da niz b ima znatno vecu kompleksnost od niza a, jer vece vrednosti znale vecu

kompleksnost. Ova mera C u sebi sadrzi osobine Lempel-Zivove kompleksnosti bez potrebe da se

obavi proces stvarnog sazimanja niza.
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Za vremenske nizove postupak odredivanja mere kompleksnosti poéinje tako $to se prvo
napravi odgovaraju¢a sekvenca deljenjem datih nizova. Lempel-Zivova kompleksna analiza

vremenskih nizova {x, },1 =1,2,3,4,.., N moze da se objasni na slede¢i nacin.

Korak 1:
Sifrirati vremenske nizove stvarajuéi sekvencu S od karaktera O i 1 napisanu kao

{S(1)},i=12,3,4,...,n naosnovu pravila

_ {O, X, < X.
S(i) = (20)

1Lx =X

pri ¢emu je X~ odabrani prag. U ovom slucaju srednja vrednost vremenskih nizova se uzima kao
prag. 221 Zavisno od svrhe, mogu da se koriste 1 druge Seme za Sifriranje.

Korak 2:

Potrebno je izraCunati kompleksni broja¢ c(n) koji se definiSe kao najmanji broj jasnih obrazaca koji
su sadrzani u datoj sekvenci. Kompleksni broja¢ c(n) je funkcija duzine sekvence n. Vrednost od

c(n) se priblizava krajnjoj vrednosti b(n) kada n tezi u beskona¢nost

n
c(n) =0(b(n)), b(n) = | : (21)
og, n
Korak 3:
Izracunati normalizovanu meru kompleksnosti Cy(n) definisanu sa
c(n) log, n
C,(n)=——=c(n)——. 22
«(n) b(n) (n) " (22)

Parametar Cy(n) predstavlja koli¢inu informacija sadrzanu u vremenskim nizovima, i ima vrednost
nula za periodi¢ne ili regularne vremenske nizove a vrednosti vece od nule za nelinearne vremenske
nizove.

U ovom radu je posmatrana promena mere kompleksnosti vremenskog niza u zavisnosti od
koeficijenata Ae (0,2) i B €(0,0.5)jednacine (12). Vremenski niz {¢;},i =1,2,3,4,..., N je dobijen
tako Sto se prvo radilo 2000 iteracija od pocetnog stanja (=0.2 kako bi se izbeglo prelazno
ponasanje a potom je radeno jo§ N=500 iteracija kako bi se dobio dati vremenski niz. Za sve

vremenske nizove je raCunata Kolmogorovljeva kompleksnost koriste¢i jednaéine (20)-(22).
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Rezultati raGunanja su prikazani na slici 15, gde je Kolmogorovljeva kompleksnost izra¢unata u

zavisnosti od koeficijenta A i B. Sa slike se jasno vidi da postoji oblast (za 1.4 < A < 1.7) u kojoj
mera kompleksnosti vremenskh nizova ima velike fluktuacije.

OOk, WNPEO

Kolmogorov complexity

Slika 15. Kolmogorovljeva kompleksnost jednac¢ine (12) u zavisnosti od koeficijenata A € (0,2)i B € (0,0.5), pri
promeni A i B za 0.005.
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5.Zakljuéak

U ovom radu je razmatrana pojava haosa i Kolmogorovljeva kompleksnost pri ra¢unanju
temperature na dodirnim povrSinama u zivotnim sredinama. Prvo je napravljen osvrt na pozadinu i
definiciju date teme pri ¢emu je definisana dodirna povrSina u zivotnim sredinama kao povrsina
izmedu dve bioticke ili abioti¢ke zivotne sredine koje su u relativnom kretanju i razmenjuju
energiju, materiju i informacije putem fizickih, bioloskih i hemijskih procesa koji se menjaju na
prostornoj i vremenskoj skali. Dodirna povrSina u zivotnim sredinama je predstavlja kao
kompleksan sistem ¢iji pojedinac¢ni delovi medusobno deluju nelinearno i ¢ija interakcija sa
sredinom koja ga okruzuje sadrzi Sum.

Potom su analizirani problemi modeliranja u fizici, biologiji i hemiji, koje se u najSirem
svom okviru mogu nazvati naukama zivotne sredine, konkretno je napravljen osvrt na autonomne
dinamicke sisteme, koji su Cesto razmatrana tema u modernim naukama o zivotnoj sredini.
Razmatrani problemi su: (1) kako zameniti date diferencijalne jednacine odgovaraju¢im
diferencnim jednacinama prilikom modeliranja pojava u zivotnoj sredini; (2) da li matematicki
tacno resenje date diferencijalne jednacine ili sistema jednacina uvek ima fizicki smisao i (3) pojava
haosa u autonomnim dinamickim sistemima u problemima zivotne sredine.

Posmatran je diferencni oblik jednac¢ine energijskog bilansa na dodirnoj povrsini u zivotnoj
sredini, konkretno na dodirnoj povrsini zemljista i vazduha. Racunata je temperatura na povrsini
zemljiSta pri ¢emu su primecene haoti¢ne fluktuacije njenih vrednosti, koje su prikazane na
bifurkacionom dijagramu, a zatim je analizirana ova autonomna jedna¢ina u zavisnosti od svojih
koeficijenata koriste¢i Ljapunovljev eksponent i entropiju uzorka. Pozitivne vrednosti
Ljapunovljevog eksponenta ukazuju na pojavu haoti¢nog ponasanja datog sistema pri odredenim
vrednostima parametara jednacine, a pozitivne vrednosti entropije uzorka koje prate trend
Ljapunovljevog eksponenta to potvrduju.

Na kraju je izracunata Kolmogorovljeva kompleksnost vremenskih nizova dobijenih 1z ove
autonomne diferencne jednacine i analizirana je njena zavisnost od dva koeficijenta iz jednacine, pri
¢emu se u odredenim intervalima primeéuju velike vrednosti Kolmogorovljeve kompleksnosti, $to
jos$ jednom potvrduje veliku haoti¢nost na dodirnoj povrsini zemljiSta 1 vazduha, kao dinamickog
sistema u kojem su prisutna sva tri mehanizma transporta energije u zivotnim sredinama (zracenje,

konvekcija i kondukcija).
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