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l.UVOD

Oscilovanja atoma (molekula ili jona) kristala oko revnoteznog polozaja su

uvek prisutna, bez obzira na vrstu elementame eksiioije kao glavnih nosioca mehanizma

koji proizvode odredene fizicke osobine, pojave, efekte u kristalu. Ova oscilovanja

atoma su prisutna cak pri priblizno apsolutnoj null.

Kristal se moze predstaviti kao sistem u kome se nalaze atomi pravilno

rasporedeni duz tri uzajamno normalna pravca koji su medusobno povezani elasticnim

oprugama sa odredenom konstantom elasticnosti. Sa porastom temperature ove veze

bitno oslabe ili se kidaju.Tada iscezava kristalni oblik supstance, odnosno sa

termodinamicke tacke gledista kristal se topi i ta vrednost temperature, na kojoj se ovo

desava, je temperatura faznog prelaza iz cvrstog u tecno stanje supstance.

U ovom zadatku pretpostavlja se da je vrednost temperature sredine mala. To je

slucaj kada su amplitude oscilovanja atoma oko ravnoteznog polozaja male pa se takav

oblik oscilovanja moze smatrati harmonijskim.

Posto je teorija oscilovanja atoma trodimenzionog kristala vrlo slozena, radi

bolje interpretacije poceto je sa razmatranjem najjednostavnijeg sistema: to je

jednoatomska linearna resetka sastavljena od N istih atoma sa masom M \m

rastojanjcm a I povezani izmcdu scbc elasticnim oprugama konslante C. Ovi atomi su

rasporedeni duz jednog pravca i mogu da se pomeraju samo duz tog pravca. Dalje je

objasnjena dvoatomna linearna resetka. Ona se zapravo sastoji iz atoma sa masom Ml i

atoma sa masom A/2, koji su naizmenicno poredani duz jednog pravca. Rastojanje



izmedu atoma sa istom masom je 2a. Ova dva prethodna razmatranja su iskonstena da

bi se objasnilo oscilovanje atoma todimenzione resetke.

Drugi deo ovog rada obuhvata klasicno ispitivanje oscilovanja atoma resetke

oko ravnoteznog polozaja u idealnim i film strukturama. Kod tankih filmova vazno je

naglasiti postojanje dveju granicnih ravni, kao i fizickc uslovc koji vladaju na

granicama tih ravni. Unutrasnjost filma je zadrzala sve karakteristike idealne strukture.

Dobijeni rezultati pomocu metoda klasicne fizike potpuno su u saglasnosti sa

resenjima kvantne i statisticke fizike, jer fononi - elementarni kvanti oscilovanja atoma

kristahie resetke imaju klasican (male oscilacije i normalne frekvencije) oscilatomi

karakter spregnutih lineamih oscilatora.

U zakljucku rada prebrojani su svi rezultati prethodnih analiza i dat je njihov

kratak komentar.



2. OSCELOVANJE ATOMA KRISTALNE RE§ETKE

U svakom cvrstom telu, na bilo kojoj temperaturi (ukljucujuci i 0 K) atomi

stalno osciluju oko svog srednjeg ravnoteznog polozaja. Ako su amplitude oscilovanja

male, onda se takve oscilacije mogu smatrati harmonijskim. Ovo je slucaj za cvrsta tela

na temperaturama sve do sobnih. Sa povisenjem temperature ove oscilacijese

povecavaju, kao i njihova energija i u blizini faznog prelaza one gvibe svoj harmonijski

karakter, dolazi do kidanja meduatomskih veza itd. Predmet ispitivanja u ovom radu je

ponasanje sistema atoma daleko od faznih prelaza, dakle u harmonijskoj oblasti

oscilovanja.

Posto su atomi medusobno jako povezani (jedan sa drugim), oscilovanje jednog

atoma kristalne resetke prenosi se na druge susedne atome, nastaje mehanicki talas.

Sve moguce oscilacije jako medusobno spregnutih atoma mogu se predstaviti

kao skup interagujucih elasticnih talasa razlicitih talasnih duzina (tj. frekvencija, ...)koji

se prostiru u celoj zapremini kristala. Kako je telo ogranicenih dimenzija na datoj

temperaturi se uspostavlja stanje stacionarnih oscilovanja koje predstavlja superpoziciju

ovih talasa , mogu da nastanu stojeci talasi i ovaj proces je slican prostiranju zvucnih

talasa u cvrstim telima.

Mnoge specificne fizicke pojave i osobine cvrstih tela (specificna toplota,

toplotna provodnost, termicko sirenje, elektricnaprovodnost,...) posledice su ocilovanja

atoma kristalne resetke i ne mogu se kvalitativno ni kvantitativno dobro objasniti, ako



se ovi efekti ne uzmu u obzir. Zbog toga se smatra da su fononi osnovna pobudenja u

cvrstim telima.

2.1 Oscilovanje jednoatomskog linearnog lanca

Posmatramo resetku od N jednakih atoma sa masom M i medusobnim

rastojanjem a koji se pomeraju duz prave linije. Svaki atom u takvom sistemu ima

jedan stepen slobode, a ceo sistem N stepeni slobode.

Ovakav model se dobro opisuje linijskom, primitivnom, Braveovom celijom u

kojoj se polozaj atoma odreduje vektorom translacije T = na gde je n-ceo broj koji

definise ravnotezni polozaj « -tog atoma u lancu.

Neka je un (t) pomeraj «-tog atoma u nekom trenutku / u odnosu na njegov

ravnotezni polozaj sa koordinatom Yn =na. Ako su pomeranja atoma iz ravnoteznog

polozaja mala u poredenju sa rastojanjem a, sile meduatomske intcrakcije mogu se

smatrati kvazielasticnim i u skladu sa Hukovim zakonom one su proporcionalne

pomeraj ima. Atomi resetke su tada medusobno povezani elasticnim oprugama, a svaka

od tih opruga se karakterise konstantom elasticnsti C.

n-6 n-5 n-4 n-3 n-2 n-1 n n+1 n+2 n+3 n+4

M

1 ^

u..,

' r

<U« '

1 J

' u J

1 J

Slika 1. Lineama resetka jednakih atoma

Posto su svi atoi ravnopravni, dovoljfio je naci jednacinu kretanja n-tog atoma.

Pri tome uocljivo je daposmatrani atom interaguje samo sa svojim najblizim susedima.

Rezultujuca sila koja pomera n - ti atom onda ima oblik:

gdc je {3- konstanta sile koja je povezana sa elasticnom konstantom C = fla. Na osnovu

drugog Njutnovog zakona moze se napisati:

(2.2)



M-£L = fi(«^+u^-ty) (2-2)dt2

Kako je un = un (/), resenje jednacine (2.2) moze se potraziti u obliku:

un =M0exp[/ (kna-a>t )] (2.3)

Ovde MO - odreduje amplitudu pomeraja n - tog atoma, k =2n I A - je intezitet

talasnog broja, a co - ugaona frekvencija oscilovanja posmatranog atoma.

Kao sto se vidi iz jednacine (2.3), oblik normalnog harmonijskog modela

oscilovanja atoma je u potpunosti odreden pomeranjem jednog, bilo kog, atoma. Posle

zamene resenja (2.3) u jednacinu (2.2) dobija se:

(2.4)

Odavde se vidi da svakoj vrednosti talasnog broja k odgovara odredena vrednost co2 , pri

cemuseco (k) = co (- K) tj. javljase kao parna funkcija:

(2.5)

Buduci da co ne moze biti negativno, znak minus u jednacini (2.5) odgovara oblasti

negativnih vrednosti k.

Zavisnost funkcije a>=(o(k) je data na slici (2) i vidi se,kao i iz jednacine (2.5),

da frekvencija oscilovanj n - tog atoma ne zavisi od «, sto govori da svi atomi u

posmatranom modelu osciluju istom frekvencijom.

dnsticmzica

Khm

-2jt/a -it/a +TC/H

Slika 2

Kako je k = 2n/A. \i A, = 2 a iz jednacine (2.5) sledi da je:

. 1/2 (2.6)



S obzirom napriblizno lineamu zavisnost co od k, moze se uzeti max « v z v k

, a vz v = ^jc I p - brzina akusticnih talasa.

Pri malim vrednostima k, takode i pri malim talasnim duzinama, a pri velikim

rastojanjima atoma u resetki, to zavisi od k linearno, kao i za neprekidnu elasticnu zicu

sa gustinom p = M / a:

. (40}* . ka (4B*^ka f c V
(2.7)

Razlika izmedu diskretne resetke i neprekidne zice je u odsustvu neproporcionalnosti

izmedu co i A:, sl.2

Brzina rasprostiranja akustickih talasa duz diskretne resetke zavisi od talasne

duzine \:

v =
J3Y . na

In M
sm (2.8)

Rcsenje (2.3)opisujc talasc koji se arsprostiru duz resetke sa faznom brzinom:

sinf^]
co (, /2)

ka.
(2.9)

i grupnom brzinom

dco
v = = v* dk ' cos ka,

(2At)v,

•tn/a

Slika 3.

Sa slike (3) se vidi da pri malim vrednostima k vazi jednakost:

(2.10)



Kao sto se vidi iz (2.9) i sa si. 3 grupna brzina sa kojom se prenosi energija

oscilovanja atoma u resetki za najvece talasne duzine, tj. za k = K I a prelazi u nulu. To

pokazuje da ovi modovi oscilovanja karakterisu stojeci talasi u obliku:

Mn = M0exp/ (&«a-<y/)=M0exp (icotycosnn ...................... (2.11)

koji sc javljaju kao rezultat superponiranja dva talasa jednakih amplituda, frekvencija i

talasnih duzina, ali koji se prostiru u suprotnim smerovima.

Za resavanje jednacine (2.2) potrebno je definisati i granicne uslove, to je

potrebno radi odredivanja intervala promena talasnih brojeva k i broj dozvoljenih

vrednosli k u torn intervalu.

Da bi se izbegle nepogodnosti ogranicenosti resetke tj. da bi se izbeglo

deflnisanje sila koje deluju na krajnje atome, uzima se slucaj kada atomi formiraju

ogroman prsten. Tada se njegove osobine malo razlikuju od osobina linearne resetke,

vaze Bom - Karmanovi uslovi (uslov akusticnosti):

Unoscci rcscnjc (2.3) u jcdnacinu (2.12) dobijasc:

u*+M=exp(ikN a)un ............................................................ (2.13)

Poredcnjem (2.12) i (2.3) sledi:

( N^
kN a=2nv v = 0,±l,±2,±3,... ± — ...................... (2.14)

tj. k — (271 / a) (v / N) kvantuju sc. Vrednosti k leze u intervalu intervalu

-^ < k < ^ ....................................................................... (2.15)
a a

sto odgovara Brilucnovoj zoni, koja sc odnosi na talasni vektor clektrona. Broj lineamo

nezavisnih ne moze da bude veci od N.

Opste resenje linearne jednacine kretanja za harmonijska oscilovanja n - tog

atoma moze sc predstaviti u obliku superpozicije progresivnih talasa. Svaki od njih se

karaktcrisc talasnim brojem A, frckvencijom COA i amplitudom Ak. . Tada se pomeraj wn

moze predstaviti u obliku:

i exp[; (kna - co ki) ............................................. (2.16)
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Odgovarajucim izborom koordinata kretanje bilo kog sistema cestica koji cine

male oscilacije, moze dabude svedeno na kretanje samostalmh osacilatora. Radi toga se

uvode takozvane normalne koordinate qh koje se javljaju kao zavisno promenljive od

vremena, u skladu sa harmonijskim zakonom:

<Jk = Ak • V#exp(/o>A/) ....................................................... (2.17)

Nakon uvodenja (2.17) i (2.16) dobicemo:

exP ikna ............................................... (2.18)

Jasno je da diferencirenjem (2.17) po t dobijamo:

qk + co2(k) qk=Q (k = 1, 2, 3,...., N ......................... (2.19)

Jasno je da se radi o klasicnoj diferencijalnoj jednacini kretanja lineamog

harmonijskog oscilatora. Ukupnu energiju tog oscilatora E^ cini njegova kineticka i

potencijalna energija i odreduje se klasicnim izrazom:

E> = f £ + y "I ll ..................................................... (2-20)

gde je M masa oscilatora. Ukupna energija oscilovanja atomskog lanca je:

k ................................................... (2.21)

gde je T - kineticka energija, a U0 - potencijalna energija u stanju ravnoteze.

Ovde se moze napraviti kvantno mehanicka generalizacija za harmonijsko

oscilovanje. U klasicnoj mehanici za jednodimenzioni harmonijski oscilator

Hamiltonova funkcija ima oblik:

= + ........................................................ (2.22)
2M 2

p x - impuls cestice

x - rastojanje od ravnoteze

M - masa cestice

COK - kruzna sopstvena frekvencija oscilatora

U kvantnoj mehanici se kao jednodimenzioni oscilator podrazumeva sistem

koga opisuje Hamiltonov operator jednak (2.22):

- ................................................................ (2.23)
V '2M 2

d
gde JQ'.px =h~T operator impulsa, a x operator koordinate.

11



Sredingerova jednacina za stacionama stanja oscilatora zapisana je kao:

Kao resenje ove Sredingerove jednacine pojavljuju se mogucc vrednosti

cnergijc:

Ek=fi(ok\n + -\n = 0, 1 ,2 . . . . ) (2.25)

n je glavni kvantni broj (ove vrednosti su diskretne),a ukupna energija atoma u resetki:

' \\)

k k ^ ^y

Clan 1/2 u zagradama predstavlja "nultu" energiju cije je prisustvo uslovljeno

okolnoscu da cak i pri OK atomi se ne mogu nalaziti u svojim ravnoteznim polozajima

saglasno saHajzenbergovom neodredenoscu (ApAx >%).

2.2. Oscilovanje jednodimenzione dvoatomske resetke

Ovaj model - dvoatomska linearna resetka - je lanac duz kojega su naizmenicno

poredani atomi sa razlicitom masom M, i M2, a sile medu parovima susednih atoma su

jednake (sl.4).

2n-2 2n-l 2n 2n+l 2n+2 2n+3

m-
Ml 2a

Slika 4.Dvoatomska linearna resetka atomi sa masom M i masom M

Neka je u^ pomeraj iz ravnoteznog polozaja atoma sa masom Ml duz x pravca u

momentu t, a u2n+i pomeraj atoma sa masom M2 iz njegovog polozaja ravnoteze.

Rezultujuce sile koje deluju na date atome imaju oblik:

12



F2n =
. ^ . ................................. (2.27)

,,+2 ~ M2,,+l)- /%„+! ~ M2,,)

Prema drugom Njutnovom zakonu je:

" U2,,+J _
, 2

f ..................................... (2.28)

Resenja u obliku progresivnih talasa su tipa:

MJ,, = Wj exp[/ (2nka - co /
r/ x ................................. (2.29)

"2/1+1 = M2 exp ; [(2 n + 1 ) k a - a> t

Stavljajuci resenja u jednacine (2.28) i ski'acujuci mnozitelj

exp[/ • (2nak - co • t)] dobijaju se jednacine:

(2 0 - MI co2} u, - 2 p coska u2 = 0
, ,v ......................... (2.30)

- 2ft cos kai^ + (2 ft - M2 <y2) u2 = 0

Ovaj sistem ima netrivijalnih resenja samo ako je determinanta sistema (2.30)

jednaka nuli, odatle se dobija jednacina gde su co i &povezane na sledeci nacin:

' + 2 U2 + .. .. sin2 ka (2.31)

cije resenje za kvadrat frekvencije ima oblik:

.
M, • M2 ) \, • A/2 ) Ml • M2

Negativno co nema fizickog smisla, zato je interesantna samo pozitivna vrednost

co. Iz (2.32) sledi da svakom talasnom broju odgovaraju dve vrednosti co, kao i dva tipa

oscilacija (2.29). Koristeci se granicnim uslovima Karman-Boma (uslov ciklicnosti:

= "2™ il» u2n + i + 2N = «2» + i ) dobijaju se moguce vrednosti k:

= u\P ' [(2W + 2 W) ka - co t\ u\p /' (2nka - co /) exp (/2 N ka)

koji su ispunjeni ako je exp (/ 2 N k a) = 1 , sto je moguce u slucaju:

=> k = — ~ .................................... (2.33)
a N

Odavde se k ogranicava intervalom mogucih diski'etnih vrednosti:

13



- — < k <— (2.34)
2a 2a

Iz poslednja dva izraza (2.34) i (2.33) moze se videti da broj dozvoljenih

neekvivalentnih vrednosti k u intervalu (2.34) i ograniceno grasnicom

- N/ < i/ < + N/ je jednak broju elcmentarnih celija u resetki N. Za svaku vrcdnost k

postoje dva nacina oscilovanja. Ukupni broj jednakih oscilovanja u intervalu (2.34)

jednak je broju stepeni slobode tj. 2N. Interval (2.34) svodi se na Brilueonovu zonu za

dvoatomske resetke.

..••-

-wa

CO

—-..

-Hn'

Slika 5. Disperzione krive za dvoatomske lineame reske

a)suzena, b) prosirena Briluenova zona

Takvo resenje problema oscilovanja dve vrste atoma u ovoj resetki dovodi do

dve krive zavisnosti eo od k, tj. postoje dva zakona disperzije. Grane u Briluenovoj zoni

su prikazane na si.5 za slucaj M, > M2 . Predstavljene zavisnosti co od k u prosirenoj

zoni jednake su njihovim predstavljanjima u suzenoj, ukoliko dodatak u talasnom broju

iz intervala (2.34) vrednosti 27T/2a ne menja oblik resenja. Niza kriva je akusticna

grana, a visa opticka.Vidi se da je u celom intervalu promene talasnog vektora k

frekvencija optickih oscilacija veca od frekvencije akusticnih oscilacija. Za objasnjenje

nastanka ovih grana razmatra se polazna frekvencija oscilovanja pri malim vrednostima

k i pri k = ±n/2a Pri malim k (ha « 1) u izrazu (2.31) razlozi se sinz ka u

Maklorenov red i ogranici na prvi clan razlozenog reda (sin2 ka « k2 a2 V Koristeci se

svojstvima kvadratne jednacine x2 + p x + q = 0 (x, + x2 = - p , x, • X2 = q) i

cinjenicom da se frekvencija oscilovanja opticke grane slabo menja u blizini k = 0,

mogu se naci su koreni jednacine (2.31).

14



optickagrana to = h B\ + — } ............................... (2.35)

2B
akusticna grana ct)2 = ka \ — - ................................. (2.36)

\, -f M,

Poredenjem (2.36) i (2.6) moze se izvesti zakljucak da zavisnost a> = a> (k)

opisuje granu longitudalnih akusticnih oscilacija, koja, kao i u slucaju jednoatomske

resetke, tezi null proporcionalno k. Vrednosti brzine zvuka za tu granu u slucaju dugih

talasa daju izraz:

v7V = a - (2.37)
\M{ + M2 }

Pri malom k fazna i grupna brzina su Vy= v ,̂. = v^. Ako je Ml = M2 izraz (2.37)

prelazi u izraz za brzinu zvuka Vzv = d^Bj M = ̂ Cjp jednoatomske resetke sa

linearnom gustinora p = M/a.

Pri k = ± nj2a, tj. na granici Briluenove zone, frekvencija dostize vrednost

,, kriva postaje nagnuta i grupna brzina prelazi u nulu tj. niza grana je

analogna krivoj za jednoatomsku resetku. Iz pokazanog je jasno zasto je niza grana

dobila naziv akusticna.

Druga grana nastaje pri k = 0 od maksimalne vrednosti frekvencije:

= J2/?(l/A/, +!/ M2 ) koja sa rastom k opada nanize pri k = ± n/2a vrednost joj

je ^2(31M2 . To je optickagrana.

Kao sto se vidi iz si.5, dve grane odvojene zabranjenom trakom frekvencija (na

slici izsrafiranoj) i u oblasti 2/3j'M{ < a> < ^2/?/M2 jednacina (2.27) nema

resenja.

Isto tako, ako bi se u kristalnoj resetki zameni npr. jedan ili visatoma mase M2

sa atomima Ml tj. ako bi se "napravili" defekti u sUiikturi, u zabranjenoj oblasti bi se

javila resenja koje se nazvaju lokalizovanim resenjima.

Ako se u jednacini stavi Mt = M2 = M, resenje dobija oblik:

it), = J cosher = J—— sin k a ili a)2 = (l ± cos k a)
1 V M V M M V '

Resenje sa sinusom se slaze sa resenjern za jednoatomslcu resetku, a resenje sa

kosinusom se moze zanemariti. Alco je sirina zabranjene

15 V.
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A = U/2 f t /A/j - ^2J3/M2\, pri Mt = M2, prelazi u nulu. Na taj nacin pri Mj = M3

zabranjena traka iscezava.

Razlike u fizickom smislu izmedu akusticnih i optickih nacina oscilovanja

atoma u resetki su objasnjena. Izjednaceni su odnosi amplituda oscilovanja u{ /u2 i faze

oscilovanja susednih atoma ujednoj i drugoj grani.

a)
X

b)

Slika 6.Oscilovanje akusticnih modelapri Ar=0:

a)poprecni,

b) uzduzni

Slika 7. Dugotalasni opticki model oscilovanja kretanja atoma sa masom M{ i masom

M2 pomeren sa fazom za 180°

a)poprecni,

b) uzduzni
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Pri malim vrednostima k (tj. pri k « 1) u izrazu (2.29) i posle postavljanja

resenja (2.36) u jednacinu (2.30) pri k= 0 dobija se:

(2.38)

Otuda sledi da oscilovanje susednih atoma u reselki police iz razlike u fazama i

ima jednaku amplitudu.

Ako se u jedacini (2.30) postavi resenje (2.35), za opticke grane pri k =0 dobija

se:

("9)

tj. atomi celije osciluju u suprotnim smerovima, a centar mase svake celije (sadrzeci

atome dve vrste) ostaje na mestu (si. 7) ukoliko amplitude pomeranja centra mase

atoma u celiji zadovoljavaju relaciju: t/j Ml +U2 A/2 =0, sto sledi i iz (2.39).

Da bi bio objasnjen karakter kretanja atoma u blizini granice Briluenove zone

(pri k=n/2a ) postavljena je zavisnost amplituda ul/u2 od talasnog broja k za

akusticne i opticke grane (sl.8). Odatle se vidi da u blizini granice zone odnos amplituda

za akusticne grane tezi beskonacnosti, sto fizicki predstavlja prigusenje amplitude

oscilovanja lakih atoma. Pri tome, kao i pri malim vrednostima k, susedni atomi

osciluju u fazi. Pri k =Jt/2a amplituda oscilovanja lakih atoma postaje jednaka nuli, a

tezi atomi mase A/t osciluju sa pomerenom fazom od 180° u odnosu na susedne teze

atome (si. 9. a).

M ,/M

Slika 8.Zavisnost ul/u2 od talasnog broja k; gomja kriva akusricna, donja kriva

opticka
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9 -»-

a) b)

Slika 9. Kretanje atoma u dvoatomskoj restci u slucaju k = jc/2a\;

b)opticka

Za opticku granu, odnos pri k priblizn n/2a tezi nuli, susedni atomi osciluju u

protivfazi (negativna vrednost u{/u2) kao i pri malim vrednostima k. Pri k=n/2a

odnos M, /u2 — 0 i u torn slucaju atomi mase MZ krecu se sa amplitudom uz i pomerenoin

fazom 180° u odnosu na susedne lake atome (sl.9.b).

Na taj nacin, u celom intervalu: 0 < k < 7i/2a, u resetki sastavljenoj od dve

vrste atoma, sledi podela oscilovanja na opticku i akusticnu granu. Pri tome za akusticni

deo atomi oba tipa krecu se u sazetom talasu zajedno (u fazi). Za opticki deo

oscilovanje susednih atoma odvija se u protivfazi.

2.3. Oscilovanja atoma idealne trodimenzione resetke

Posmatra se trodimenziona resetka koja se sastoji iz jednakih atoma (masa M)

tako da na zapreminu kristala V dolazi // elementamih primitivnih Braveovih celija.

Ukoliko svaki atom ima tri stepena slobode to ceo kristal karakterise 3./V stepeni

slobode. Sada se ovde umesto pomeraja u mora uvesti vektor pomeraja tij u obliku

progresivnih talasa:

RJ -cot)] (2.40)
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gdeje:

k - talasni vektor opredeljenog pravca prostiranja talasa;

A^ - amplituda oscilovanja;

8 v ( k ) - jedinicni vektor polarizacije normalnogmodela, kojim se opisuje pravac u

kom se krecu joni;

Rj- radijus vektor j-tog atoma u ravnoteznoj konfiguraciji.

Postavljeno resenje (2.40) u sistemu 2>N jednacina kretanja daju sistem linearnih

algebarskih jednacina za nepoznate amplitide Ak , koje ima netrivijalna resenja, ako je

determinanta tog sistema jednaka nuli. Iz ovog uslova dobija se polinom treceg stepena

po coz koje, u opstem slucaju, ima tri realna korena. Negativne vrednosti i ovde,

naravno, nemaju smisla.

Slika 10. Disperzione krive za primitivnu 3d restku

Na taj nacin za svaku vrednost talasnog vektora k postoji tri nacina oscilovanja

koji odreduju tri grane (si.9) disperzione relacije:

C0= 0)v (K) (v = 1, 2, 3) (2.41)

gde postoje L - longitudinalni talas i 7\ T2 transferzalni talasi.

Za nalazenje intervala promene i odredivanje broja dozvoljenih vrednosti za k

koriste se ponovo uslovi ciklicnosti Karman - Boma. Za polaznu pretpostavku uzet je

kristal u obliku paralelopipeda sa ivicama Nj^i , N2«j , N3a3 gde su :

5j = a, 32 = b, «3 = c odgovarajuce konstante resetke, a Nt, N2i N3 veliki celi brojevi

(brojevi atoma).

Podudaranje sa uslovom ciklicnosti za svaki poremecaj pise se u obliku:

Sj (Rj + N, a,) = Uj (Rj); i = 1,2,3 (2.42)
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otuda i s obzirom na (2.40) sledi:

kai=27tni/Ni ; «,-ceobroj (2.43)

ili

n, -i *. "i — * 'h i * "i — *k = 2n\ a +-^-b + -i- c (2.44)

gde su 5* 6* c* vektori reciprocne resetke.

Moguce je pokazati da se promene talasnog vektora k mogu ograniciti

granicom prve Briluenove zone (celija Vigner - Zajca), tj.

n
- < k <

a a
(2.45)

Ocigledno je da je broj dozvoljenih vrednosti za k u intervalu (2.45) jednak

broju elementarnih celija N u kristalu.

U slucaju oscilovanja atoma trodimenzione resetke sa bazisom, kada na

elementarnu celiju upada r atoma (sistem sa 3rN stepeni slobode) resenja 3rN jednacina

dovodi do postojanja 3r grana oscilovanja i disperzione relacije tih grana mogu se

zapisati u sledecem obliku:

(v = 1,2,3; s = l,2,3,...,r ...................................... (2.46)

+n/a

Slikall.

Tri nize grane (si. 11) koje pri malim k teze linearno ka nuli nazivaju se

akusticnim, a ostale (3r-3) su opticke. One se takode razlikuju i kao longitudinalne i

transverzalne grane oscilovanja. Brzina rasprostiranja uzduznih talasa veca je od brzine

poprecnih talasa, dok je frekvencija uzduznih talasa veca od frekvencije poprecnih

(COL > o>T^ > O)TJ . Na taj nacin, u najopstijem slucaju, resetka pokretnih atoma moze da

bude predstavljena kao superpozicija 3rN normalnih oscilacija. Svako normalno
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oscilovanje, sa mehanicke tacke gledista, predstavlja harmonijski oscilator za koji

normalne koordinate q^ zadovoljavaju diferencijalnu jednacinu:

1l. +fl>2(*'*K. = ° ....................................................... <2'47>

Energija oscilovanja kristala jednaka je sumi energija oscilovanja 3rN

medusobno neintereagujucih harmonijskih oscilatora. Isto kao i u jednodimenzonom

slucaju, lako je izvesti kvantno mehanicko uopstavanje. Svakom oscilatoru koji oscilujc

frekvencijom (k, s] potrebno je saopstiti energiju:

Eis = h (o (k, s)\n (k, s) + ~\; n(k, s) = 0,1, 2, .. (2.48)

Ukupna energija je suma kineticke i potencijalne energije i ima oblik:

E = S2X- = ZZ o-- (2-49)
Us k s

U0- potencijalna energija atoma u stanju ravnotczc

Svaki talas uporediv je sa oscilatorom koji osciluje sa frekvencijom (k , s\.

Procesi koji nastaju u cvrstim telima povezani su sa oscilovanjima atoma

kristalne resetke koje izgleda prosto, osvrcuci se na najfundamentalniju opstost kvanlne

mehanike u cijoj osnovi je ideja De Brolja o tome da svaki talas sa frekvencijom co i

talasnim vektorom k moze se uporediti sa cesticom energije E = h co i impulsa

p = h k . Tako elektromagnetni talas moze se smatrati kao kvantni oscilator zracenja i

reci da se on sastoji od cestica - kvanata, zvanih fotoni. Svaki foton ima energiju ft co.

Analogno sa osvrtom na fonnulu (2.48) za energiju kvantnog oscilatora, to znaci da se

mehanicki talas sa talasnim vektorom k i polarizacijom s, moze razmatrati kao

sveukupnost n(k ,s) kvanata sa energijama fiG>(k ,s) i plus energija osnovnog stanja 1/2

ho(k ,s). Ti kvanti zvucnih talasa nazivaju se fononima. Fonon nosi najmanju mogucu

energiju kao i kod elektromagnetnog pobudivanja. "Slozeno" pobudivanje je

pobudivanje koje sadrzi puno fonona. Iz pokazanog se vidi da svaki model oscilovanja

sa klasicnom frekvencijom &(k , s) moguce je izazvati sa celobrojnim kvantom energije

h K>(k , s) pri tome velicina n(A: , s) u formuli (49) ima prosti smisao - to je broj fonona

date vrste sa impulsom p i energijom h &(k , s).

U cvrstom telu moguci su kako akusticni tako i opticki fononi. Ukoliko je

frekvencija oscilovanja optickih fonona veca od frekvencije akusticnih fonona i energija

optickih fonona je veca od energije akusticnih fonona.
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Za razmatranje ponasanja cvrstih tela pogodno je uvodenje pojma gasa fonona.

Cvrsto telo sastavljeno je od celija u kojima je fononski gas zatvoren. Fononi, kao i

cestice obicnog gasa, krecu se od zida do zida takve celije, sudarajuci se jedan sa

drugim; u rezultatima ovih interakcija, fononi mogu se stvarati i iscezavati. Fononski

gas je zato neobicni gas. Broj fonona u cvrstom telu nije konstantan: vise ih je cim je

visa temperatura i obmuto. Fononi se mogu pobudivati i mehanickim putem.
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3. FONONIU REALNIM KRISTALNIM STRUKTURAMA

Realne kristalne strukture, za razliku od idealnih, su nepravilne sa defektima,

primesama i si. Odsustvu translacione invarijantnosti takvog sislema sigurno, a mozda i

u najvisoj mcri, doprinosi konacnosti dimcnzija kristalnog uzorka. Postojanjc granicnih

povrsina kristala, kojc bitno uticu na promenu fizickih karakterislika istog, vcoma

komplikuje teorijska razmatranja. Razvoj savremene tehnologije izrade kristala,

omogucio je stvaranje uzorka vrlo malih dimenzija. Medu njima veoma su znacajne tzv.

film - strukture cije su dimenzije L, i L2 mnogo vece od debljine L3 . Fizicke osobine

tankih filmova uzduz njegove debljine jako se razlikuju od istih osobina uzduz druga

dva pravca. Zato je interesantno istraziti upravo taj uticaj granica sistema na fononska

stanja i spektre.

3.1. Normalne mode oscilovanja atoma u tankim strukturama

Posmatrajmo tanki film "istrgnut" iz izotropne kubne idealne strukture sa

konstantama resetke ax = ay — az = a. Pretpostavimo da film ima konacnu debljinu u z-

pravcu, dok suAT-ravni beskonacne.

Hamiltonijan fononskog podsistema opisanog filma u aproksimaciji najblizih

suseda moze biti napisan na sledeci nacin:

H = HB +HV (3.1)
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gde su:

HB . 2-. ^a.a •n"a:«,,,V0 Ma,n, +1.^,0 j +^a:»1.n,,0 M«,n, -!,«,_„ J + ̂ a:»,,n,.0 Ma,H,,n,+l.oJ
" a n, Hy v.

f« -u }"+(u -u ¥+(u -u }\2u2 0 +

/ \ / \ 2

^ain^./V, ~ Ua.n,+\,ny,N, J '~\fla:n,,,ny,N! ~ ^a,n,,ny JVZ-1 j ~*~^ M a:n,.»y,N,

2 A/ 4 ^^""1 V""-"""^"' "*"•"' +1'">'"'
A «.,.My.HJ ^" ^ a.w,,"^ n,=l L

\ / _ \ / _ \

+("«,,,.„,.„, -"a..̂ ,̂ ) +(»«:.,.»,... -«a..,^^,-l)\* * y * / \r x y * /

(3.2)

U navedenim izrazima //predstavlja oscilatomi hamiltonijan filma u kojem je

jcdino narusenje simetrije odsustvo slojcva nz= -1 i nz = Nz +1. Hamiltonijan //razbijen

je na dva dela, gde HB obuhvata granicne slojeve, a Hv unutrasnjost filma.

U ovim fontiulama ua su projekcije atomskog pomaka, pa = M ua su

odgovarajuci impulsi. M su mase atoma i C su Hukove konstante. Indeks a= x, y, z

oznacava projekciju na odgovarajuce ose Dekartovog sistema, dok resetkini indeksi «x,

ny i nz leze u intewalima

; P = x, y
(3.3)2 2

H e [0, W 1 AA « A^ « 10" N « N Ni L ' z J * y z * y

Da bismo odredili konacne jednacine kretanja za pomeraje krenucemo od

klasicnih Hamiltonovih jednacina:
^3t7

(3.4)

a:n,,ny,nt a

Nakon sredivanja dobijamo

Pn,,,.n.n ~ Ca a (Uan +! .».« +««.«-!,\ y • i Y x * y l x

a:nxiny,n, a,nxtnytnt+l atnx,ny,nx~\x,ny.nt I

a,nx,ny-\,n,
(3.5)

u
M

P = Miia:nx,ny,ng a:n (3.6)

Ako u jednacinu (3.6) uvrstimo izraz (3.5) dobicemo:
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n, + Ua,n,-\,ny,n, ^U a:ns.ny.n,

>.
, J = ®

gde je Hao = ̂ /Q0 /M i one vaze za «z e (1,2, . . ., Nz - 1)

Za slucaj nz= 0 ova jednacina ima oblik:

.. (3.8)

a za «z=

a:n,.nf,N ,

)
.

= 0

Resenja sistema diferencijalnih jednacina (3.7), (3.8) i (3.9) potrazicemo u

obliku:

w - ^ A
" - A

U navedenom izrazu/4«nz predstavlja amplitude oscilovanja. Nakon uvrstavanja

jednacine (3.10) i njenih prvih i drugih izvoda u jcdnacine kretanja (3.7), (3.8) i (3.9)

dobijamo sistem jednacina:

^.A4^(*> 0 i<n, < N, - 1 (3.11)

')=0J ". = 0 ............. (

gdeje

-2 .............. (3-14)

Ako stavimo da je A^ kt ) = ̂ B ; Nz = N i p = pa.^ ̂

eksplicitni oblik jednacine je:

pA(l+Al +0 + 0 + 0+-- -+0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 = 0 .............................. (3.15.1)

A0+pA1 +/12+0 + 0+---+0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 = 0 ............................ (3.15.2)

= 0 ............................ (3.15.3)
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+ 0-0 (3.15.N-1)

0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0+- • -+0 + Afl_l +pAJf,J + A# = 0 (3.15JV)

0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0+---+0 + 0 + AN_t +pAN -Q (3.15.N+1)

Da bi prethodni sistem jednacina imao netrivijalna resenja, determinanta sistema

mora biti jednaka nuli (jer je to sistem homogenih algebarskih jednacinapa/4n):

p 1 0 0 ••• 0 0 0 0
1 p 1 0 ••• 0 0 0 0

0 1 p 1 ••• 0 0 0 0

DN+l(p)= : : : : ' : : : : : (3.16)

0 0 0 0 ••• 1 p 1 0

0 0 0 0 ••• 0 1 p 1

0 0 0 0 ••• 0 0 1 p

Determinanta (3.17) predstavlja jednu od reprezentacija Cebisljeovih polinoma

druge vrste i za nju se moze pisati
£

(3.17)

Izjednacavajuci determinantu (3.18) sa nulom dobijamo

^'=F72' "<=1'2'3>-'^ + 1 <3'18>

/V=2cos-^:, (3.19)

Zamenjujuci (3.18) u (3.14) dobijamo izraz za normalne (fononske) frekvencije

u nedeformisanom filmu:

ak.
|+cos2| _,*V* J (3.20)

\ ) \

Nakon smene indeksa jus = Ns +2 - vz. vf =\,2,3....NZ +1 formula (3.20)

moze biti napisana u simetricnom obliku:

ak. i\"h_ ,^2^ ... (3.21)

pn cemuje :

z a N + 2 '
= 1,2,3, ,Nz+\)
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Vidi se, za razliku od A* i Ay cija je minimalna vrednost jednaka nuli,

* ; i"=F7if>0 ' jer je ^<<(Ar*^)-
Ako sistem jednacina (3.11), (3.12) i (3.13) podelimo sa nultom amplitudom A0

dobija se sistem jednacina u novom obliku:

5, + p = 0 , za «r = 0 (3.24)

B2 + p Bl + 1 = 0 , zawz = 1 (3.25)

je BN = Ba nz = A~\a „ jednacina (3.26) je zadovoljenaza :

sin (£ nt) + q sin [£ (nz - l)] (3.27)

i odavde jednacina (3.17) sledi:

B^ = — p sin £ ; 2?2 = p sin (2 £) + q sin £

Zamenjujuci ove izraze u (3.24) dobijamo koeficijente/7 i q

p 1 , ft*1 — * • f* — • f- -f- M
r — ' T — > 9sin ^ sin ^

Vracajuci izraze zaplqu (3.27) dobijamo :

sin If (V + ll^=(- o%
iz cega sledi:

. sin [̂  (n, + 1)1 ̂
= - '

Zamenjujuci ovaj izraz za nadene amplitude atomskih pomeraja u (3.10)

dobijamo konacan oblik izraza za atomske male pomeraje oko ravnoteznih polozaja:

sin /fl'«.*,.*^^/ x ,(3.

Posle normiranja (odreduje se Aa0) on postaje

"«.»,",».*"- Y* T&MNxNy(N,+2)*a.kkk °a,Kx,Ky,Ks y x y\ ' u,Kx,Ky,K,z

(3.31)

Na ovaj nacin odredene su kanonske jednacine fononskih pomeraja (3.31) i

njihove frekvencije (3.21), odnosno energije. Bitno je uociti da one zavise od debljine
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filma i da u granicnom slucaju; kad Nz —» ( Nx,Ny) —> oo, ovaj izarz prelazi u klasican

trodimenzioni fononski slicaj (2.3).
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4. ZAKLJUCAK

Interpretirajuci dobijene frekvencije oscilovanja atoma kristalne resetke i

njihove pomeraje u idealnim i film-strukturama pomocu klasicne fizike dobijena su

resenja koja su identicna sa resenjima sto daje kvantna i staticka fizika. Ovo je zapravo

potvrda toga da su fononi realni kvanti energije harmonijskog oscilovanja.

Uporedujuci rezultate koji su dobijeni za tanke filmove sa odgovarajucim

idealnim beskonacnim stmkturama moze se zakljuciti sledcce:

a) Mehanicke vibracije u idealnoj beskonacnoj strukturi su ravni talasi u svim

smerovima a mehanicke vibracije u tankom filmu su spoj stojecih talasa u z-pravcu i u

XY ravnima.

b) Amplituda pomaka u filmovima je a IQ4^J2/N!, (N. « 103 -f 104 j puta veca

nego amplituda pomaka u idealnim beskonacnim strukturama sto sledi iz zadnje

jednacine.

c) Tri akusticne frekvencije u masenim strukturama teze nuli kada ATtezi nuli. S

druge strane minimalne frekvencije u tankom filmu su date kao

sn
n

.. (4.1)

To znaci da fononi u tankom filmu poseduju fononski gep iz koga sledi da je

aktivaciona temperatura filma
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T = 2h .
= —sin

n
(4.2)

tj. temperatura neophodna za eksitaciju fonona data gornjim izrazom, ima konacnu

pozitivnu vrednost.

Vidi se da aktivaciona temperatura opada sa povecanjem debljine filma tj.

porastom Nz. Za izuzetno tanke filmove aktivaciona temperatura je relativno visoka.

Prema tome prisustvo fononskog gepa i odgovarajuce aktivacione temperature

za pobudivanje fonona predstavlja mozda moguce objasnjenje cinjenice da tanki filmovi

imaju visu kriticnu temperaturu nego manje idealne beskonacne strukture.
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