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1. UVOD

Oscilovanja atoma (molekula ili jona) kristala oko revnoteZnog poloZaja su
uvek prisutna, bez obzira na vrstu elementarne eksitaije kao glavnih nosioca mehanizma
koji proizvode odredene fizi€ke osobinc, pojave, efckte u kristalu. Ova oscilovanja
atoma su prisutna Cak pri pribliZno apsolutnoj nuli.

Kristal se moZe predstaviti kao sistem u kome se nalaze atomi pravilno
rasporedeni duZ tri uzajamno normalna pravea koji su medusobno povezani elastidnim
oprugama sa odredenom konstantom elastidnosti. Sa porastom temperature ove veze
bitno oslabe ili se kidaju.Tada isSezava kristalni oblik supstance, odnosno sa
termodinami&ke tatke gledista kristal se topi i ta vrednost temperature, na kojoj se ovo
desava, je temperatura faznog prelaza iz &vrstog u teno stanje supstance.

U ovom zadatku pretpostavlja se da je vrednost temperature sredine mala. To je
slu€aj kada su amplitude oscilovanja atoma oko ravnoteZnog poloZaja male pa se takav
oblik oscilovanja moZe smatrati harmonijskim.

Posto je teorija oscilovanja atoma trodimenzionog kristala vrlo sloZena, radi
boljc interpretacije poleto je sa razmatranjem najjednostavnijeg sistema: to je
Jednoatomska linearna reSctka sastavljena od N istih atoma sa masom M i medusobnim
rastojanjem «a 1 povezani izmedu scbe clastiénim oprugama konstante C. Qvi atomi su
rasporedeni duZ jednog pravca i mogu da se pomeraju samo duZ tog pravca. Dalje je
objasnjena dvoatomna lineama reSetka. Ona se zapravo sastoji iz atoma sa masom M, i

aloma sa masom M,, koji su naizmmeniéno poredani duZ jednog pravca. Rastojanje



izmedu atoma sa istom masom je 2a. Ova dva prethodna razmatranja su iskoriStena da
bi se objasnilo oscilovanje atoma todimenzione resetke.

Drugi deo ovog rada obuhvata klasiéno ispitivanje oscilovanja atoma reSetke
oko ravnoteZnog poloZaja u idealnim i film strukturama. Kod tankih filmova vazno je
naglasiti postojanje dveju graniénih ravni, kao i fiziC¢ke uslove koji vladaju na
granicama tih ravni. Unutra$njost filma je zadrZala sve karakteristike idealne strukture.

Dobijeni rezultati pomoéu metoda klasiéne fizike potpuno su u saglasnosti sa
reSenjima kvantne i statistiSke fizike, jer fononi - elementarni kvanti oscilovanja atoma
kristalne reetke imaju klasian (male oscilacije i normalne frekvencije) oscilatorni
karakter spregnutih linearnih oscilatora.

U zakljucku rada prebrojani su svi rezultati prethodnih analiza i dat je njihov
kratak komentar.



2. OSCILOVANJE ATOMA KRISTALNE RESETKE

......

stalno osciluju oko svog srednjeg ravnoteznog poloZaja. Ako su amplitude oscilovanja
male, onda se takve oscilacije mogu smatrati harmonijskim. Ovo je slugaj za &vrsta tcla
na temperaturama sve do sobnih. Sa poviSenjem temperature ove oscilacijese
povecéavaju, kao 1 njihova cnergija i u blizini faznog prelaza one gube svoj harmonijski
karakter, dolazi do kidanja meduatomskih veza itd. Predmet ispitivanja u ovom radu je
ponaSanje sistema atoma daleko od faznih prelaza, dakle u harmonijskoj oblasti
oscilovanja.

Posto su atomi medusobno jako povezani (jedan sa drugim), oscilovanjc jednog
atoma kristalne reSetke prenosi se na druge susedne atome, nastaje mehani&ki talas.

Sve moguce oscilacije jako medusobno spregnutih atoma mogu se predstaviti
kao skup interagujucih elasti¢nih talasa razlicitih talasnih duzina (tj. frekvencija, ...)koji
se prostiru u celoj zapremini kristala. Kako je telo ograni€enih dimenzija na datoj
temperaturi se uspostavlja stanje stacionarnih oscilovanja koje predstavlja superpoziciju
ovih talasa , mogu da nastanu stojeci talasi 1 ovaj proces je sli€an prostiranju zvuénih
talasa u ¢vrstim telima.

Mnoge specificne fizicke pojave 1 osobine Cvrstih tela (specificna toplota,
toplotna provodnost, termicko Sirenje, elektri¢na provodnost,...) posledice su ocilovanja

atoma kristalne reSetke i ne mogu se kvalitativno ni kvantitativno dobro objasniti, ako



se ovi efekti ne uzmu u obzir. Zbog toga se smatra da su fononi osnovna pobudenja u

&vrstim telima.

2.1 Oscilovanje jednoatomskog linearnog lanca

Posmatramo reSetku od N jednakih atoma sa masom M i1 medusobnim
rastojanjem a koji se pomeraju duZ prave linije. Svaki atom u takvom sistemu ima
Jedan stepen slobode, a ceo sistem N stepeni slobode.

Ovakav model se dobro opisuje linijskom, primitivnhom, Braveovom ¢elijom u
kojoj se poloZaj atoma odreduje vektorom translacije T =nd gde je n-ceo broj. koji
definiSe ravnotezni poloZaj n -tog atoma u lancu.

Neka je u, (¢) pomeraj n-tog atoma u nekom trenutku ¢z u odnosu na njegov

ravnoteZni poloZaj sa koordinatom Y, = na. Ako su pomeranja atoma iz ravnoteznog

poloZaja mala u poredenju sa rastojanjem a, sile meduatomske intcrakcije mogu sc
smatrati kvazielastiécnim 1 u skladu sa Hukovim zakonom one su proporcionalne
pomnerajima. Atomi resetke su tada medusobno povezani clasticnim oprugama, a svaka

od tih opruga se karakterise konstantom clasticnsti C.

n6 n5 nd4 n-3 n2 n-1 n n+tl n+2 n+3 n+4
———~—~—-\<—o-<—o-<—o—<—o ————— > > > 2 e s
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Slika 1. Linearna reSetka jednakih atoma

Posto su svi atoi ravnopravni, dovolno je naéi jednacinu kretanja n-tog atoma.
Pri tome uogljivo je da posmatrani atom interaguje samo sa svojim najblizim susedima.

Rezultujuéa sila koja pomera n - ti atom onda ima oblik:

gdc je - konstanta sile koja je povezana sa clasticnom konstantom C= fa. Na osnovu
drugog Njutnovog zakona moZec se napisati:
d’u,
dr’




2
d’u,

7 Bty + g = 202) i (2.2)
Kako je u, = u, (), reSenje jednagine (2.2) moZe se potraZiti u obliku:
, =ty expli (kna =t )] 2.3)

Ovde u, - odreduje amplitudu pomeraja n - tog atoma, k =21 / 1 - je intezitet

talasnog broja, a o - ugaona frekvencija oscilovanja posmatranog atoma.

Kao Sto se vidi iz jednaline (2.3), oblik normalnog harmonijskog modela
oscilovanja atoma je u potpunosti odreden pomeranjem jednog, bilo kog, atoma. Posle

zamene reSenja (2.3) u jednaginu (2.2) dobija se:
—Ma)2=,B[exp(ika)+exp(—ika)—2] .................................. (2.4)

Odavde se vidi da svakoj vrednosti talasnog broja k odgovara odredena vrednost | pri

gemu se 0> (k) = o (- k) tj. javlja se kao parna funkcija:

W = 1(4 %)l ? sin(k % ) .................................................. (2.5)

Budu¢i da © ne moZe biti negativno, znak minus u jednadini (2.5) odgovara oblasti

negativnih vrednosti £.

Zavisnost funkcije w=w(k) je data na slici (2) i vidi se,kao i iz jednadine (2.5),
da frekvencija oscilovanj n - tog atoma ne zavisi od », §to govori da svi atomi u

posmatranom modelu osciluju istom frekvencijom.

\ w /
/, \\

Slika 2.

Kako je |k| = 27/A i pri A = 2 a iz jednaine (2.5) sledi da je:
D=0 pax=@ B/ MM % oo, (2.6)



S obzirom na pribliZno linearnu zavisnost ® od k, moZe se uzeti ., ® v,, k

,a V,, =.Jc/p - brzina akustiénih talasa.

Pri malim vrednostima £, takode i pri malim talasnim duZinama, a pri velikim
rastojanjima atoma u reSetki, o zavisi od k linearno, kao i za neprekidnu elastiénu Zicu

sa gustinom p=M/a:

(4BY . ka_(4B Y ka_(c) _
W -(MJ sin ~(M) > _(p) SV K e 2.7

Razlika izmedu diskretne resetke i neprekidne Zice je u odsustvu neproporcionalnosti

izmedu ik sl.2

Brzina rasprostiranja akustickih talasa duZ diskretne reSetke zavisi od talasne

duZine A;

v=22 (BN 0% e (2.8)
2r M A

Rcsenje (2.3)opisuje talase koji se arsprostiru duZ resetke sa faznom brzinom:

1 grupnom brzinom

w
vV, =——=vy
t Pk 7

=(*%)

(2h)ve

+n/a

Slika 3.

Sa slike (3) se vidi da pri malim vrednostima k vaZi jednakost:

VTV, TV, ittt st st ssne e ns (2.10)
J

gr zv



Kao 3to se vidi iz (2.9) i sa sl.3 grupna brzina sa kojom se prenosi energija
oscilovanja atoma u reSetki za najveée talasne duZine, tj. za k=1 / a prelazi u nulu. To
pokazuje da ovi modovi oscilovanja karakteridu stojeéi talasi u obliku:

u,=u,expi (kna-wt)=u,exp (i t)cOSAL ...c.ccc............ (2.11)
koji sc javljaju kao rezultat superponiranja dva talasa jednakih amplituda, frekvencija i

talasnih duZina, ali koji se prostiru u suprotnim smerovima.

Za resavanje jednafine (2.2) potrebno je definisati i graniéne uslove, to je
potrebno radi odredivanja intervala promena talasnih brojeva k i broj dozvoljenih

vrednosti £ u tom intervalu.

Da bi sc izbegle nepogodnosti ograniGenosti reSetke tj. da bi se izbeglo
definisanje sila koje deluju na krajnje atome, uzima se sludaj kada atomi formiraju
ogroman prsten. Tada se njegove osobine malo razlikuju od osobina linearne resetke,
vaZe Born - Karmanovi uslovi (uslov akusti&nosti):

Sy et ee e (2.12)

un +N n

Unoscéi reSenje (2.3) u jednaginu (2.12) dobija sc:
Uy =OXP (RN QYU oo, (2.13)
Porcdenjem (2.12) 1 (2.3) sledi:

kN a=27nv (v=0,i1,i2,i3,...ig) ...................... (2.14)

y. k= (2n/ a) (v/N) kvantuju sc. Vrednosti k leZe u intervalu intervalu

Sto odgovara Brilucnovoj zoni, koja sc odnosi na talasni vektor clektrona. Broj lincarno

nezavisnih ne moZe da bude veéi od N.

Opste reSenje lineame jednafine kretanja za harmonijska oscilovanja n - tog
atoma moZe sc predstaviti u obliku superpozicije progresivnih talasa. Svaki od njih se
karakteriSc talasnim brojem £, frckvencijom o, i amplitudom A,. . Tada se pomeraj u,

mozZc predstaviti u obliku:

t,= 2 Ay expi(kna—2) ..o (2.16)
k
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Odgovarajué¢im izborom koordinata kretanje bilo kog sistema Zestica koji &ine
male oscilacije, moZe da bude svedeno na kretanje samostalnih osacilatora. Radi toga se
uvode takozvane normalne koordinate g, koje se javljaju kao zavisno promenljive od

vremena, u skladu sa harmonijskim zakonom:

Qi = A NN XPUDLE) coovvoeeeeoeeoeeeeeeeeeeee oo, (2.17)

Nakon uvodenja (2.17) 1 (2.16) dobiéemo:

1
u, = ﬁ E q; exp (ikna) ............................................... (2.18)
k

Jasno je da diferencirenjem (2.17) po ¢ dobijamo:
G+ (k) g =0 (£=1,2,3,.., N v, (2.19)

Jasno je da se radi o klasi¢noj diferencijalnoj jednadini kretanja linearnog
harmonijskog oscilatora. Ukupnu energiju tog oscilatora E, &ini njegova kineticka i
potencijalna energija i odreduje se klasiénim izrazom:

M, M .,

Ek = —é—' qk + —2— a)k qk ..................................................... (2.20)
gde je M masa oscilatora. Ukupna energija oscilovanja atomskog lanca je:
E=T+U =Uy + D E; oo (2.21)

gde je T - kineti¢ka energija, a U, - potencijalna energija u stanju ravnoteZe.

Ovde se moZe napraviti kvantno mehani¢ka generalizacija za harmonijsko
oscilovanje. U klasi¢noj mechanici za jednodimenzioni harmonijski oscilator
Hamiltonova funkcija ima oblik:

o= &2_ N Mao?x?
2M 2
p« - impuls Cestice
X - rastojanje od ravnoteZe
M - masa Cestice
o, - kruZna sopstvena frekvencija oscilatora

U kvantnoj mehanici se kao jednodimenzioni oscilator podrazumeva sistem

koga opisuje Hamiltonov operator jednak (2.22):

f=2Ps
M 2

d A .
gde je: p, = hi— operator impulsa, a X operator koordinate.

dx

1]



Sredingerova jednagina za stacionarna stanja oscilatora zapisana je kao:

N dZ\P+Mw,§f_ 224
="M g2 5 TEY (2.29)
Kao reSenje ove Sredingerove jednadine pojavljuju se¢ moguéc vrednosti
cnergije:
1
Ek =hwk(n+-£) (n=0, 1,2 ) .......................... (2.25)
n je glavni kvantni broj (ove vrednosti su diskretne),a ukupna energija atoma u resetki:
1
E=Uy+ ) E, =Uy+ Zhwk(n +5) ............................... (2.26)
k k

Clan 1/2 u zagradama predstavlja “nultu’” energiju &ije je prisustvo uslovljeno
okolnos¢éu da &ak i pri 0K atomi se ne mogu nalaziti u svojim ravnoteZnim poloZajima

saglasno sa Hajzenbergovom neodredeno$éu (ApAx > % ).

2.2. Oscilovanje jednodimenzione dvoatomske resetke

Ovaj model - dvoatomska lincarna reSetka - je lanac duZ kojega su naizmeni&no
poredani atomi sa razli¢itom masom M, i M,, a sile medu parovima susednih atoma su
jednake (sl.4).

2n-2  2n-1 2n 2n+l1  2n+2  2n+3

Slika 4. Dvoatomska linearna reSetka atomi sa masom M, i masom M,

Neka je u,, pomeraj iz ravnoteZnog poloZaja atoma sa masom M, duZ x pravca u
momentu f, a uz,.; pomeraj atoma sa masom M, iz njegovog poloZaja ravnoteZe.

Rezultujuée sile koje deluju na date atome imaju oblik:
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F;n = IB(u2n+1 - u2n)— ﬂ(uZn - u2n—l)
F;n+l = ﬂ(u2n+2 - uZn+l)— ﬂ(u2n+l - u2n
Prema drugom Njutnovom zakonu je:

d’u,,
1 dt22'+] = ﬂ(u2n+l + uZn—l - 2u2n)
d*u,,
2 dt22' = ﬂ (u2n+2 + u2n

ReSenja u obliku progresivnih talasa su tipa:
Uy, = U exp[i (2nka - a)t)]
Uy, = U, XP i [(Zn + l) ka-wt

-2u

2n+l

Stavljajuéi  reSenja u  jednaline (2.28) i  skraéujudi mnoZitel)

expli -(2nak - w - t)] dobijaju se jednagine:
(Z,B—Ml a)z)u1 -2 fBcoskau, =0
-2/ cos kau, +(2,B-— M, c<)2)u2 =

Ovaj sistem ima netrivijalnih re$enja samo ako je determinanta sistema (2.30)

Jednaka nuli, odatle se dobija jednadina gde su o i k povezane na sledeéi nadin:

2
W -2p(MFIM) ey 4B Gk @2.31)
Ml'Mz Ml'Mz ‘

¢ije reSenje za kvadrat frekvencije ima oblik:

2
M+ M M+ M "
W =gl Mt M, it M in®ka (232
'B(MI-MZJ 'B\/(M,-sz M, M, " (2.32)

Negativno @ nema fizickog smisla, zato je interesantna samo pozitivna vrednost

. Iz (2.32) sledi da svakom talasnom broju odgovaraju dve vrednosti o, kao i dva tipa
oscilacija (2.29). Koriste¢i se graniénim uslovima Karman-Borna (uslov cikli¢nosti:
Uppaoy = Uy, oy, .\ oy =1, ., ) dobijaju se moguée vrednosti k:

Upp ooy = U, XP I [(272 + ZN) ka-w t]: u, exp i (ana - t) exp (i2Nka)
koji su ispunjeni ako je exp (i2Nka) =1, Sto je moguée u sludaju:

Nka=2zv = k==Y
a

2

V=0£142, ., £

Odavde se & ograni¢ava intervalom moguéih diskretnih vrednosti:

13



AP,

2a  2a
Iz poslednja dva izraza (2.34) i (2.33) moze se videti da broj dozvoljenih

neckvivalentnih vrednosti &k u intervalu (2.34) 1 ograniCeno grasnicom
- ]% Sv<+ % je jednak broju clementarnih éelija u resetki N. Za svaku vrednost &
postoje dva naina oscilovanja. Ukupni broj jednakih oscilovanja u intervalu (2.34)

jednak je broju stepeni slobode tj. 2N. Interval (2.34) svodi se na Briluconovu zonu za

dvoatomske resetke.

I | | o 1
| o | f 1
l dagan : l
-~ i

: l‘ \__Il L. P by ~ae l-/

[ |

1 :
) % [°=-
| i | 1
] - ' t
| Aasticagram ! i
| | K t | N k
i J : 1 |l Al

-n2a 0 +n2a k -wa -n2a 0 +wla +n

Slika 5. Disperzione krive za dvoatomske linearne reske

a)suZena, b) prosirena Briluenova zona

Takvo reSenje problema oscilovanja dve vrste atoma u ovoj resetki dovodi do
dve krive zavisnosti ® od &, tj. postoje dva zakona disperzije. Grane u Briluenovoj zoni
- su prikazane na sl.5 za slucaj M, > M, . Predstavljene zavisnosti @ od k u proSirenoj
zoni jednake su njihovim predstavljanjima u suZenoj, ukoliko dodatak u talasnom broju
iz intervala (2.34) vrednosti 27/2a ne menja oblik re$enja. NiZa kriva je akusti¢na
grana, a viSa optika.Vidi se da je u celom intervalu promene talasnog vektora k
frekvencija optic¢kih oscilacija veca od frekvencije akustiénih oscilacija. Za objaSnjenje
nastanka ovih grana razmatra se polazna frekvencija oscilovanja pri malim vrednostima
kipr k=2%n/2a Pri malim k (ka <<1) u izrazu (2.31) razlozi se sin® ka u
Maklorenov red i ograni€i na prvi &lan razloZenog reda (sin2 ka~k® az). Koristeéi se
svojstvima kvadratne jednadine x> + px + g =0 (xl +xX,==p,X - X,= q) 1
¢injenicom da se frekvencija oscilovanja opti¢ke grane slabo menja u blizini £ = 0,

mogu se naci su koreni jednacine (2.31).

14



opticka grana W, = \/2 ﬂ(ML + ML] ............................... (2.35)

akustiCna grana (), = ka 2B (2.36)

Poredenjem (2.36) 1 (2.6) moZec sc izvesti zakljuak da zavisnost w = w (k)
opisuje granu longitudalnih akusti€nih oscilacija, koja, kao i u sluéaju jednoatomske
reSetke, teZi nuli proporcionalno k. Vrednosti brzine zvuka za tu granu u sludaju dugih

talasa daju izraz:

v, =a B e (2.37)
M + M,

Pri malom k fazna i grupna bizina su v, = v, = v,,. Ako je M, = M, izraz (2.37)
prelazi u izraz za brzinu zvuka V,, = Cl\/B/_A/[ = \/Z‘/_p jednoatomske reSetke sa
linearnom gustinom p = M/a.

Pri k = + 7/2a, tj. na granici Briluenove zone, frekvencija dostiZe vrednost

= W , kriva postaje nagnuta i grupna brzina prelazi u nulu tj. niZa grana je
analogna krivoj za jednoatomsku reSetku. Iz pokazanog je jasno zaSto je niZa grana

dobila naziv akustiéna.

Druga grana nastaje pri £ = 0 od maksimalne vrednosti frekvencije:

= \IZ,B(I/M‘ +1/M, ) koja sa rastom k opada naniZe pri £ = * x/2a vrednost joj

je J28/M, . To je opticka grana.

Kao $to se vidi iz sl.5, dve grane odvojene zabranjenom trakom frekvencija (na

slici izSrafiranoj) i u oblasti 28/M, <w < J2B/M, jednaSina (2.27) nema
reSenja.

Isto tako, ako bi se u kristalnoj resetki zameni npr. jedan ili visatoma mase M,
sa atomima M,_tj. ako bi se “napravili” defekti u strukturi, u zabranjenoj oblasti bi se
javila resenja koje se nazvaju lokalizovanim reSenjima.

Ako se u jednacCini stavi M, = M, = M, reSenje dobija oblik:

1’ coska—d sinka ili w2=%(licoska)

ReSenje sa sinusom sc slaZze sa reSenjem za jednoatomsku resctku, a reSenjc sa

kosinusom se  moZe  zanemariti Ako je  Sirina  zabranjene  trake
P

A
fre %
Fr¥
gy -
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= (\/Z,B/M1 - J28/M, ) pri M; = M,, prelazi u nulu. Na taj nain pri M, = M,
zabranjena traka is€ezava.

Razlike u fizickom smislu izmedu akustidnih i opti¢kih na&ina oscilovanja

atoma u reSetki su objaSnjena. Izjednaceni su odnosi amplituda oscilovanja u, /u,i faze

oscilovanja susednih atoma u jednoj i drugoj grani.

AN AN
< N

a) -

SMOVWIIWAOWWOMOWWSWWOVWRAMD WIMAO WW

— Yy ey 5 e

b)

Slika 6.Oscilovanje akustiénih modela pri 4&=0:
a)poprecni,

b) uzduzni

N N
P e

W@WOWWOWWOWWOW MW@

— e —5 e— —>

b)

— «— —— >

Slika 7. Dugotalasni optic¢ki model oscilovanja kretanja atoma sa masom M, i masom

M, pomeren sa fazom za 180°
a)popreéni,

b) uzduzni
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Pri malim vrednostima & (tj. pri £ << 1) u izrazu (2.29) i posle postavljanja

reSenja (2.36) u jednacinu (2.30) pri k=0 dobija sc:

u
[ LY (- (ﬂj oo (2.38)
Usann ) 4, u,

Otuda sledi da oscilovanje susednih atoma u resetki potide iz razlike u fazama i

ima jednaku amplitudu.
Ako se u jedacini (2.30) postavi reSenje (2.35), za opticke grane pri k=0 dobija
se:
M s e (2.39)
u2 Ml

tj. atomi Celije osciluju u suprotnim smerovima, a centar mase svake éelije (sadrZeéi
atome dve vrste) ostaje na mestu (sl. 7) ukoliko amplitude pomeranja centra mase
atoma u ¢eliji zadovoljavaju relaciju: Uy My +U, M, =0, §to sledi i iz (2.39).

Da bi bio objasnjen karakter kretanja atoma u blizini granice Briluenove zone
(pri k=n/2a ) postavljena je zavisnost amplituda # /u, od talasnog broja k za
akusti¢ne i opticke grane (sl.8). Odatle se vidi da u blizini granice zone odnos amplituda
za akustiCne grane teZi beskonalnosti, $to fiziCki predstavlja priguSenje amplitude
oscilovanja lakih atoma. Pri tome, kao i pri malim vrednostima % susedni atomi
osciluju u fazi. Pri k =x/2a amplituda oscilovanja lakih atoma postaje jednaka nuli, a
teZi atomi mase M, osciluju sa pomerenom fazom od 180° u odnosu na susedne teZe

atome (sl.9.a).

e : .~ R

M M,

Slika 8.Zavisnost #, /u, od talasnog broja k; gornja kriva akusti¢na, donja kriva

opticka
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Slika 9. Kretanje atoma u dvoatomskoj restci u sluaju &k =7 /2a;
a)akusti¢na;

b)opticka

Za opticku granu, odnos pri k priblizn 7/2a teZi nuli, susedni atomi osciluju u
protivfazi (negativna vrednost # /u,) kao i pri malim vrednostima k. Pri k=7/2a
odnos u, /u, = 0 i u tom sludaju atomi mase M, kreéu sc sa amplitudom u, i pomerenom
fazom 180° u odnosu na suscdne lake atome (s1.9.b).

Na taj na€in, u celom intervalu: 0 < k < z/2a, u reSetki sastavljenoj od dve

vrste atoma, sledi podela oscilovanja na opticku i akustiénu granu. Pri tome za akustiéni
deo atomi oba tipa kreCu se u saZetom talasu zajedno (u fazi). Za optitki deo

oscilovanje susednih atoma odvija se u protivfazi.

2.3. Oscilovanja atoma idealne trodimenzione reSetke

Posmatra se trodimenziona reSetka koja se sastoji iz jednakih atoma (masa M)
tako da na zapreminu kristala ¥ dolazi N elementamih primitivnih Braveovih éelija.
Ukoliko svaki atom ima tri stepena slobode to cco kristal karakterise 3N stepeni

slobode. Sada se ovde umesto pomeraja ¥ mora uvesti vektor pomeraja u4; u obliku

progresivnih talasa:

i =4, (l'c’)-exp[i (kR - w r)] ...................................... (2.40)
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gde je:

k - talasni vektor opredeljenog pravca prostiranja talasa;

Ay - amplituda oscilovanja;

€y (I? ) — jediniéni vektor polarizacije normalnog modela , kojim se opisuje pravac u
kom sec kreéu joni;

R - radijus vektor j-tog atoma u ravnoteZnoj konfiguraciji.

Postavljeno resenje (2.40) u sistemu 3N jednadina kretanja daju sistem linearnih
algebarskih jednacina za nepoznate amplitide A, , koje ima netrivijalna reSenja, ako je
determinanta tog sistema jednaka nuli. Iz ovog uslova dobija se polinom treéeg stepena
po @ koje, u opstem slu¢aju, ima tri realna korena. Negativne vrednosti i ovde,

naravno, nemaju smisla.

Slika 10. Disperzione krive za primitivnu 3d restku

Na taj na€in za svaku vrednost talasnog vektora & postoji tri nadina oscilovanja

koji odreduju tri grane (s1.9) disperzione relacije:
o=, (k (V=1,2,3) e, (2.41)
gde postoje L - longitudinalni talas i T, i T, transferzalni talasi.

Za nalaZenje intervala promene i odredivanje broja dozvoljenih vrednosti za k
koriste se ponovo uslovi cikli¢nosti Karman - Borna. Za polaznu pretpostavku uzet je
kristal u obliku paralelopipeda sa ivicama N;d, , N,d, , N;d, gde su :
a,=a,a, =b, d = ¢ odgovarajuée konstante reetke, a N;, N, i N, veliki celi brojevi
(brojevi atoma).

Podudaranje sa uslovom ciklinosti za svaki poremeéaj piSe se u obliku:

i (R +Nd)=u (R) i=1,2,3 e (2.42)

i
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otuda i s obzirom na (2.40) sledi:

ka, = 272, [N, 5 1= CRODBIO] oo (2.43)
ili
F=2nl 2 g v B e e (2.44)
Nl NZ N3

P I . . v v
gdesua b ¢ vektori reciprodne resetke.

Moguée je pokazati da sc promene talasnog vektora k& mogu ograniditi

granicom prve Briluenove zone (¢elija Vigner - Zajca), tj.

Ocigledno je da je broj dozvoljenih vrednosti za k u intervalu (2.45) jednak
broju elementarnih éelija N u kristalu.

U sludaju oscilovanja atoma trodimenzione reSetke sa bazisom, kada na
clementarnu éeliju upada r atoma (sistem sa 3rN stepeni slobode) reSenja 3rN jednagina
dovodi do postojanja 3r grana oscilovanja i disperzione relacije tih grana mogu se

zapisati u sledecem obliku:

0L (k) (v=123; 5=123,.,F oo (2.46)
I |
—— Lo
| |
L"_—/\—l$18

|
: W | :
| |

i
: L
| i
r ' T,
I 1
] 1 T2
[ )
-n/a 0 +n/a

Slika 11.

Tri nize grane (sl.11) koje pri malim k teZe linearno ka nuli nazivaju se
akusti¢nim, a ostale (3r-3) su opticke. One se takode razlikuju i kao longitudinalne i
transverzalne grane oscilovanja. Brzina rasprostiranja uzduznih talasa veéa je od brzine

poprecnih talasa, dok je frekvencija uzduZnih talasa veéa od frekvencije popreénih
(a) L > O > wr,)- Na taj nacin, u najopstijem sluaju, reetka pokretnih atoma moZe da

bude predstavljena kao superpozicija 3rN normalnih oscilacija. Svako normalno
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oscilovanje, sa mehanidke tatke gledifta, predstavlja harmonijski oscilator za koji

normalne koordinate g, zadovoljavaju diferencijalnu jednacinu:

PR (L T R ———— 2.47)

Enecrgija oscilovanja kristala jednaka je sumi energija oscilovanja 3rN
medusobno neintereaguju¢ih harmonijskih oscilatora. Isto kao i u jednodimenzonom

sludaju, lako je izvesti kvantno mehanidko uopstavanje. Svakom oscilatoru koji oscilujc

frekvencijom (l; R s) potrebno je saopstiti energiju:

E, =h ok, s)[n (k.s)+ %] D ok, s)=01,2, . (248
Ukupna energija je suma kineti¢ke i potencijalne energije i ima oblik:
E=YYE =2 [n (k. s)+ %] no(k,s)+U,... 249
ks k s
U, - potencijalna cncrgija atoma u stanju ravnoteZe
Svaki talas uporediv je sa oscilatorom koji osciluje sa frekvencijom (I? , s).
Procesi koji nastaju u &vrstim telima povezani su sa oscilovanjima atoma
kristalne reSetke koje izgleda prosto, osvréuéi se na najfundamentalniju opStost kvantne
mehanike u &ijoj osnovi je ideja De Brolja o tome da svaki talas sa frekvencijom o 1
talasnim vektorom k moZe se uporediti sa Zesticom energije £ =h o i impulsa
p=h k. Tako elektromagnetni talas mo¥e se smatrati kao kvantni oscilator zragenja i
reéi da se on sastoji od Sestica - kvanata, zvanih fotoni. Svaki foton ima energiju /1 .
Analogno sa osvrtom na formulu (2.48) za energiju kvantnog oscilatora, to znali da sc
" mehani¢ki talas sa talasnim vektorom k i polarizacijom s, moZe razmatrati kao
sveukupnost n(l? ,s) kvanata sa energijama hco(l? ,s) i plus energija osnovnog stanja 1/2

h m(E ,8). Ti kvanti zvuénih talasa nazivaju se fononima. Fonon nosi najmanju mogucu
energiju kao i kod -elektromagnetnog pobudivanja. “SloZeno” pobudivanje je

pobudivanje koje sadrzi puno fonona. Iz pokazanog se vidi da svaki model oscilovanja
sa klasiénom frekvencijom (0(/? , 8) moguée je izazvati sa celobrojnim kvantom energije
h (D(/; , ) pri tome veliCina n(E , s) u formuli (49) ima prosti smisao - to je broj fonona
date vrste sa impulsom p i encrgijom h(o(l:; , 8).

U &vrstom telu moguéi su kako akustidni tako i opti¢ki fononi. Ukoliko je

frekvencija oscilovanja optikih fonona veéa od frekvencije akusti¢nih fonona i energija

optickih fonona je veéa od energije akusti¢nih fonona.
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Za razmatranje ponaSanja Cvrstih tela pogodno je uvodenje pojma gasa fonona.
Cvrsto telo sastavljeno je od ¢elija u kojima je fononski gas zatvoren. Fononi, kao i
Cestice obinog gasa, kreéu se od zida do zida takve Eelije, sudarajuéi se jedan sa
drugim; u rezultatima ovih interakcija, fononi mogu se stvarati i i$¢ezavati. Fononski
gas jo zato neobiéni gas. Broj fonona u &vrstom telu nije konstantan: viSe ih je &im je

visa temperatura i obrmuto. Fononi se mogu pobudivati i mehanikim putem.
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3. FONONI U REALNIM KRISTALNIM STRUKTURAMA

Realne kristalne strukture, za razliku od idealnih, su nepravilne sa defektima,
primesama i sl. Odsustvu translacione invarijantnosti takvog sistema sigurno, a moZzda i
u najviSoj meri, doprinosi konacnosti dimenzija kristalnog uzorka. Postojanjc graniénih
povrSina kristala, kojc bitno uti¢u na promenu fizi€kih karakteristika istog, vcoma
komplikuje teorijska razmatranja. Razvoj savremene tehnologije izrade kristala,
omogucio je stvaranje uzorka vrlo malih dimenzija. Medu njima veoma su znadajne tzv.
film - strukture ¢ije su dimenzije L, i L, mnogo veée od debljine L, . Fizicke osobine
tankih filmova uzduZ njegove debljine jako se razlikuju od istih osobina uzduz druga

~dva pravca. Zato je interesantno istraZiti upravo ’taj uticaj granica sistema na fononska

stanja 1 spektre.

3.1. Normalne mode oscilovanja atoma u tankim strukturama

Posmatrajmo tanki film “istrgnut” iz izotropne kubne idealne strukture sa
konstantama reSetke a, = a, = a,= a. Pretpostavimo da film ima konaénu debljinu u z-
pravcu, dok su XY-ravni beskonaéne.

Hamiltonijan fononskog podsistema opisanog filma u aproksimaciji najbliZih
suseda moZe biti napisan na sledeéi nadin:

F2 - A O (3.1)



1 2 2 2
HB = Z az Ca.a (ua:nx.ny,o - ua,n,+l‘ny.0) +(ua:n,.n,.0 — Uy, _1."”0) +(ua:”ﬂ"’_0 - ua,nx,nyﬂ’o) +

2 2 2
2
+(utz:n,.ny.0 ua,n_, -l.ny.O) + (ua:n,.ny.o ua,n, +1.ny‘l) + (ua:nx,ny‘N, ua.n,.ny+l,N,) +2u ang,n,,0 +

2 2
2
+(ua:ny.N, - urz.n,+l,ny.N,) +(u¢z:n,,ny,N, _ua.n,,ny.N,—l) +2 u “:”r"y'Nx}

2
1 Pa'n n,.n, 1 Lt 2
_ Wy Ny, 0, _
HV - 5 Z M +Z z zCa a (ua.nj,,n},.nz u(z.n,+l.ny,n,) +
Ry 1y a,n,,ny, ng=1

+
=

2 2 2
ang,ny,.n, - ua.n, .ny-l,n,) +(ua:nx.ny,n, - ua,n,,ny+].n,) +(ua:n,.ny.n, - ua.n,.ny—l,n,) +

2 2
(ua:n,.ny.n, - ua.n,.ny,n,«bl) +(ua:nx.n,.n, - ua.n,‘ny.n,-l) ]

+

U navedenim izrazima H predstavlja oscilatorni hamiltonijan filma u kojém je
jedino naruSenje simetrije odsustvo slojeva n,= -1 i n,= N, +1. Hamiltonijan H razbijen
je na dva dela, gde Hg obuhvata graniéne slojeve, a Hy, unutrasnjost filma.

U ovim formulama u, su projekcije atomskog pomaka, p, = M i, su

odgovarajuéi impulsi. M su mase atoma i C su Hukove konstante. Indeks o= x, y, z
oznalava projekciju na odgovarajuée ose Dekartovog sistema, dok reSetkini indeksi n,,
ny in, leZe u intervalima

N, N

B B
== B=xy

g 27 200 T (3.3)
n,elo,N,] N,~N,=10° N, <<N_N,

n

Da bismo odredili konagne jednaine kretanja za pomeraje krenuéemo od

klasi&nih Hamiltonovih jednacina:

P:—ﬁiﬁ ,uaﬁ=—jgﬁ XY A0 p— (3.4)

Nakon sredivanja dobijamo

])a:nx ny.ny - Ca @ (uan_‘ +Hony.ny + urz.n, =Ly, 2'ua:n',‘ My, + ua.n, oy, + ua.nx =L,

(3.5)
—zua:n,,ny.n, + ua.n,,ny.n,ﬂ + ua.n,,ny,n,—l - 2uat:n,.n},.n,)
_ a;nx,ny.n‘ - _ .
VA =D P = Mgy s 3.6)

Ako u jedna&inu (3.6) uvrstimo izraz (3.5) dobi¢emo:
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.o 2
umr:n_‘.n.‘,.nz - Qa ar(umrnJl oy, + utz,n, =Ln,.n, - 21’lct:prx.n),.nx -'-utz,n,.n“,ﬂ.nx +
(3.7)
-*-uzz.nJl ny,=ln, - zua:n,.ny,n, + ua.nx.n,,,n,ﬂ + ua.n,,ny.n,—l - 2uar:nj,.n_,,,n‘.) = 0
gdeje Q,, =4/C,, /M ionevazezan, e(12,...,N, - 1)
Za slucaj n,= 0 ova jednadina ima oblik:
. 2
ua;nx.ny,o - Qa a(uan, +L,n,.0 + un.nx—l.ny.o - 2ua:n,,ny.0 +ua.n,,ny+l,0 +
.. (3.8)
+ua,n, Wy, -1,0 - 2’ua:n,,( 0 + ua.n, L - 2uur:n,,,ny,(]) =0
azan=N,
. 2
ua;n,,ny,N, —Qa a(uan,-f-l‘ny,N, +ua.n,—l.ny.N, —zua:n,.ny,N, +ua.nx.ny+l.N, +
(3.9)
+ua.n,.ny—l,N, - Zua:n, My N, +ua.n, My N, - 21'laznx,n,,,N,) = 0

Resenja sistema diferencijalnih jednacina (3.7), (3.8) i (3.9) potraZiéemo u
obliku:

Uy = Oy Ay, (B YT (3.10)

kok Kk,
U navedenom izrazu A,,, predstavlja amplitude oscilovanja. Nakon uvrstavanja
Jednagine (3.10) i njenih prvih i drugih izvoda u jednagine kretanja (3.7), (3.8) i (3.9)
dobijamo sistem jednadina: ‘

Ay (k) + A4, (k. )+ Pakip A, (k.)=0 {Sn, <N, -1 (3.11)

A (k) + A4, 1 (k,)+ Pakiop, A, (k) =05 1, =0 (3.12)
A, (k) + Possp A (R)=05 n, =N, . (3.13)
gde je
‘02; xoky ks . akx . ak
Peasob b, = —-Q*—i"a—’— - 4(sm2 -+ sin? —21) 2 e, (3.14)

Ako stavimo daje 4, (k,)=A4,; N,=N i p=p, .,

cksplicitni oblik jednacine je:

PA+A +0+0+0+-4+0+04+04+0+0+0+0=0 ...cccoeriiiiinnnnn... (3.15.1)
Ay +pA +A4,+0+0+-4+0+0+0+0+0+04+0=0.....ccoccrirnn.. (3.15.2)
0+A4,+pA, + A, +0+-4+0+0+0+0+0+0+0=0.....ccecinrinnnnnenn. (3.15.3)

............................................................................



0+0+0+0+0+0--+A4, ,+pA, . +4, +0=0 ... (3.15.N-1)
0+0+0+0+0+0+-+0+4, +p4, +4, =0 . (3.15.N)
0+0+0+0+0+0+-+0+0+4,_ +p4y, =0 s (3.15.N+1)

Da bi prethodni sistem jednadina imao netrivijalna reSenja, determinanta sistema

mora biti jednaka nuli (jer je to sistem homogenih algebarskih jednacinapa An):

p 1 00 -0 0 0 0
1 pt 0 - 00 0 0
01 p1 02000

Dy.(p)=| i 1 1 & oi b b (3.16)
0000 -1p 10
0000 -« 01 p 1
0000 001 p

Determinanta (3.17) predstavlja jednu od reprezentacija Cebisljcovih polinoma

druge vrste i za nju se moZe pisati

sin (N, +2)&,

N + (p)_(—g) , fvl =0, p= 20056',' ................ (3.17)
Izjednaéavajuéi determinantu (3.18) sa nulom dobijamo
g VS 2 TOOR A S T 3.18
N 2 (3-18)
v,

=2C08—E—, e 3.19
Py, N +2’ (3.19)

Zamenjujuéi (3.18) u (3.14) dobijamo izraz za normalne (fononske) frekvencije

u nedeformisanom filmu:

k,
W,y =20, \/sinz(ﬁgl)+sin [a J+cos[ S 2)) (3.20)

Nakon smene indeksa u, =N, +2-v,. v,=1,23... N, +1 formula (3.20)

moze biti napisana u simetri¢nom obliku:
€y v, =200 \/sm ( 5 )+ sin (TJ+sm 2z

pri emu je :

) - (3221)
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Vidi se, za razliku od k, 1 k Gija je minimalna vrednost jednaka nuli,

1 =z .o
! =Nz+2;>0,JerJe NZ<<(Nx,Ny).

Ako sistem jednagina (3.11), (3.12) i (3.13) podelimo sa nultom amplitudom 4,

min

dobija se sistem jednagina u novom obliku:

B +p=0, zan =0 .. (3.249)
B,+p B, +1=0, zan, =1 .ccoviiiiiee (3.25)
By w+By _,+p B, =0, ma2<n, SN, -1 ... (3.26)

gdeje By = B, n, = 4., 4, , jednalina(3.26) je zadovoljena za :

B, = (— 1)"’ {p sin (f nz) + g sin [5 (n, - 1)] ................. 3.27)
i odavde jednacina (3.17) sledi:
B, =—-psin ¢ Bz=psin(2§)+qsin§
Zamenjujuéi ove izraze u (3.24) dobijamo kocficijente p i ¢
P 1
= ; = - ; #0
P= sin £’ 7 sin & d

Vraéajuéi izraze za p i q u (3.27) dobijamo :

S [{;’ (n, + 1)]
B, =(-1) G g (3.28)

iz Cega sledi:

Aa. ", v, = (— 1)

Zamenjujuéi ovaj izraz za nadenc amplitude atomskih pomeraja u (3.10)

Lo e 0]E,

sin &,

@0 trerreeresrececsoees .

dobijamo konadan oblik izraza za atomske male pomeraje oko ravnoteZnih poloZaja:

Uy, nen,n, = Z(— 1)”:

x Ny 1
askx’ky9 Vz Sm 6‘/2

sin (nz + 1) gy, y ia(ngk,+n,
e

k iw{x.kx.k .w’
.0 ’} » " (3.30)

Posle normiranja (odreduje se 4, ) on postaje

h ia(nk+nk )—iwm Ky k!
y (t) _ Z(— l)n, e xx THyly xRy Rz
a,n, n)’ " a,kx,ky’kz MNxNy(M+2)w a;kx’ky’kz

(3.31)

Na ovaj nain odredene su kanonske jednafine fononskih pomeraja (3.31) i

njihove frekvencije (3.21), odnosno energije. Bitno je uoCiti da one zavise od debljine
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filma i da u grani¢nom slucaju; kad N, - (N N y) —» o0, ovaj izarz prelazi u klasi¢an

trodimenzioni fononski slic¢aj (2.3).
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4. ZAKLJUCAK

Interpretirajuéi dobijene frekvencije oscilovanja atoma kristalne reSetke i
njihove pomeraje u idealnim i film-strukturama pomocu klasi¢ne fizike dobijena su
reSenja koja su identina sa reSenjima Sto daje kvantna i staticka fizika. Ovo je zapravo
potvrda toga da su fononi realni kvanti energije harmonijskog oscilovanja.

Uporedujuéi rezultate koji su dobijeni za tanke filmove sa odgovarajuéim
idealnim beskonaénim strukturama moze se zakljuéiti sledeée:

a) Mechanicke vibracije u idealnoj beskonaénoj strukturi su ravni talasi u svim
smerovima a mehanicke vibracije u tankom filmu su spoj stoje¢ih talasa u z-pravcu i u

XY ravnima.
b) Amplituda pomaka u filmovima je = 10*,/2/N, (Nz ~ 10’ + 104) puta veéa

nego amplituda pomaka u idealnim beskonaénim strukturama Sto sledi iz zadnje
jednaéine.
¢) Tri akustine frekvencije u masenim strukturama teze nuli kada K teZi nuli. S

druge strane minimalne frekvencije u tankom filmu su date kao

indeg p, 4, 4, }= 0 (ks = Ky = 0k, = KIR) =500, sin[ . @1

x oy stz

-
2N, +2)]
To znaci da fononi u tankom filmu poseduju fononski gep iz koga sledi da je

aktivaciona temperatura filma
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ho,pin  2H . /2
T = > Y | | B Rl TP TP
a k, k, [2(N, + 2)]

tj. temperatura neophodna za eksitaciju fonona data gornjim izrazom, ima konadnu

pozitivu vrednost.
Vidi sc da aktivaciona temperatura opada sa poveéanjem debljine filma t].

porastom N,. Za izuzetno tanke filmove aktivaciona temperatura je relativno visoka.
Prema tome prisustvo fononskog gepa i odgovarajuée aktivacione temperature
za pobudivanje fonona predstavlja moZda moguée objasnjenje &injenice da tanki filmovi

imaju visu kriti¢nu temperaturu nego manje idealne beskonadne strukture.
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