
0
: 

H
^

 
<:

H
 

bi
H3 

fo
<3 

(si
h3 

H

t~J
•̂

H

OoCO

C
h

OO
'

MCOH

O
 

'
H

-J

»—
%

CO



T A C N 0 H E S E NJ E

I Z I N G G V O G M O D E L A

DANICA GAJI6



Zaavaljujem se dr Mariu Skrirgaru i dr Darku Kaporu
na poraoci prilikom izrade diplomskog rada.



S A D H Z A J

I AiZNI PRb'LAZI 1

II IZ1NGOV MODj-1-.- 5

III PRIl-k,HA IZIHGCVGG HODELA 7

l.Peroiaagnetizam 7

2.Antiferomagnetizain 8

3»Sesetkin gas 9

4.Binarne legure 12
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I
FAZIII PHELAZI

Veliki znacaj koji se u okviru fizike kondensovanog

stanja pridaje probiemu faznih prelaza, uslovljen je i cirgeni-

coia da taj problem obuhvata niz razlicitih fizickih objekata-

tecnosti, rnagnetike, binarne smese i binarne legure, superpro-

vodnike,DKIC, polimere ltd,

U jednoj od najposnatijih klasifikacija faznih prelasa,

Erenfestovoj, pored faznih prela?a prve vrste, za koje je karakte-

ristican skok prvih izvoda terinodinamickog potencijala u tacki

prelaza, uvodi se i pojam faznih prelaza druge vrste. Za ove pre-

laze su prvi izvodi termodinamickog potencijala u tacki prelaza

neprekidni, a skok trpe izvodi drugog reda.

lirenfestova klasifikacija nije bila dovoljno opsta,

jer nije niocla. da opise niz faznih prelaaa. Opstija, Piserova

klasifikacija, pored prelaza prve vrste, odredjenih skokon prvih

izvoda termodinamickog potenci<jala u tacki prelaza, definise kon-

tinuirane fazne prelaze, u kojinia su prvi izvodi termodinamickog

potencijala neprekidni, a drugi izvodi u tacki prelaza ili trpe

skok ili tese u beskonacnost.

Usled neprekidaosti termodinamickih funkcija stanja

( entropije, specificne zapremine itd.), kontinuirani fazni pre-

lazi, za raaliku od faznih prelaza prve vrste, nisu praceni emi-

sijom ili apsorpcijom latentne toplote prelaza.

U tacki faznih prelaza prve vrste su terinodinaraicki

potencijali obe faze medjusobno jednaki. Ovi potencijali iraaju

sinisla na obe strane od tacke prelaza, gde odgovaraju nekom rav-

notegnoia, ialvo mozda metastabilnom stanju tela. Kedjutim, termodi-

namicki potencijali na suprotnim stranazna tacke kontinuiranih faz-

nih prelaza, ne odgovaraju nikakvom ravnoteznoia, pa cak ni meta- /

stabilnom stanju tela. Na osnovu toga se zakljucuj'e da nijedna faza

ne moze postojati na suprotnoj strani od tacke kontinuiranih pre-

laza.

Za kontinuirane fazne prelaze, tacka prelaza sa mate-

matickog aspekta predstavlja neku narocitu tacku termodinaaigkog

potencijala. Tacka prelaza je, ustvari, tacka neanaliticnosti ter-
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modinaiaickog' potencijala. Posto su za sve konacne sisterue stati-

sticke sune analiticke funkcije ( mogu se u toj tacki razviti u

Tejiorov rod), zakljucuje se da se u konacnom sisteam ne inoze ja-

viti fazni prelaz. Samo ako se pretpostavi da je sistein beskonacan,

i ako se potrazi limes termodinaraickog potencijala po jednoj ces- -

tici ( lead "broj cestica tezi u "beskonacnost ), tada potencijal i-

ma svojstva neanaliticnosti u tacki prelaza. Ovaj uslov istice

neopb-odnost nalazenja termodinamickog limesa u izucavanju faznib.

prelaza» Sera toga,, prelazom na termodinamicki lines se dobijaju

jedinstveni statisticki rezultati u tacki prelaza, bez obzira na

to Icoji se ansambl koristi za opisivanje sisteraa: u terinodinamic-

kom limesu su svi ansarabli ekvivalentni.

Pazni prelazi tecnost-gas, £eromagnetni prelazi, pre-

lazi u binarnim legiorama itd., karakterisu se kriticnom tackom

pri odredoertiia vrednostima tenaodinamickih promenljivib.. To je

tacka na faznoj ravni ( npr. P-T za sistem tecnost-gas ) u kojoj se

zavrsava Icn-iva fazne ravnoteze. Iznad kritipne tacke nestaje raz-

lika izmedju faza, i sistem je uvek homogen. Posto se kriva fazne

ravnoteze zavrsava u kriticnoj tacki, zakljucuje se da se moze iz-

vrsiti kontinuirani fazni prelaz^ obilezeci kriti2nu tafiku, bez

proaccanja linijo fazno ravnotoze.

SI. 1.1 Tecni sictem: projekcija povrsif^l na ravan PT

I- cvrsta fazaj II- tecna faza; III- gasovita faza

Ponatianjo rnr.licitih riKicIcih volicina u olcolini ki'i L;i-i
one tacko so raoze na zadovoljavajuci nacin opisuti uvocloci pojan
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kriticnih elcapoiienata*
Neka bezdimenziona promenljiva 6

O = — — - - — r- — 1 . * . (.4. O
\ k

pokazuje stepen odstupanja temperature od kriticne. Ako je neka

fizicka velicina ^ CO pozitivna i neprekidna za dovoljno laalo £

i ako postoji limes

Uv t
tada taj limes predstavlja kriticni eksponent, i fiaicka volici
na ̂ »(.O se xaoae napisati u obliku proste stepene zavisnosti:

Sa <L je oznacen kriticni eksponent.

Kao kvantitativna karakteristika promene strukture

tela pri prolasenju kros kriticnu tacku, uvodi se pararaetar ure-

djenosti. Odred^en je na takav nacin da uzima vrednosti razlici-

te od nule na ternperaturaiaa ni2im od kriticne, a iznad nje je jed

nak nuli. Svaki sistera je potptino uredjen samo na apsolutnoj nuli

Povecanjem temperature, i njenici priblizavanjem kriticno j , u sis-

temu nestaje makrouredjenost , koja se karakterise parametrom ure-

djenosti, U sistemu se, ipak, iznad kriticne temperature zadrzava

uredjenost na malom broju medjuatomskih rastojanja, koja je ozna-

cena kao mikrouredjenost.

ailco se funkcija uredjenosti nekog fizickog sistema oz-

naci sa FCT), tada se ona moze prikazati u obliku

FcT) -
Sa fb je oznacen kriticni eksponent, Na osnovu eksperimentalnih

merenja na razlicitim fiaickim Gistemiraa, za vrednost kriticnog

eksponeiita funkcijc urodjenosti se dobija pribli2no iota vred-

nost: [b » -£* , koja se razlikuje od teorijeki dobijenoh. rezulta-

ta, kako u klasicnim, tako i u savremenim teorijaraa faznih. pre-

laza i kriticnih pojava ( tabela 1 )*
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II
IZINGOV

lako postoji mnostvo eksperimentalnih cinjenica ve-

zanih za fasne prelaze, oci kojib. su neke poznate dugi niz godi-

na, fazni prelasi su sa teorijskog aspekta jos neresen problem.

Usled mateiuatickih. osobenosti termodinamickih velicina u kriti-

cno,j tacki, niz pribliznih teorija koje su postavljene ne daje

zadovoljavajuce rezultate, i zato se ualazenje tacnog resenja

javlja kao neophodnost.

Pocetkom XX veka u teoriji magnetnib. faznih prelaza

postignuti su znacajni rezultati. Jedna od najuspesnijih je Vaj-

sova teorija feromagnetizma, zasnovana na pretpostavci da magnet-

ni moment! interaguju preko vestacki uvedenog takozvanog inoleku-

larnog polja, proporcionalno srednjoj magnetizaciji. U modelima

koji.su se kasnije pojavili pretpostavljalo se da su magnetni

moment! lokalizovani u odredjenim cvorovima resetke, da je njiho-

va interal̂ cija pao?nog karaktera, a energija interakcije dostize

maksimuin pri medjusobno paralelnoj orijentaciji inomenata.

Jedan od tipova interakcije koji i danas zauzima zna-

cajno mesto u teoriji faznih prelaza, predlozio je Lenc u modelu,

koji se danas naziva Izingovim modelom.

U Izingovom modelu feromagnetizma se razinatra sistem

n fiksiranih tacaka, cvorova resetke, koji obrazuj'u d-dimenzionu

periodicnu resetku ( d« 1,2,3 )• Svakom cvoru resetke se pridruzuje

spinska proinenljiva /-bju ( i» l,2,...,n ), koja uzima brojne vred-

nosti +1 i -1. Ako je s^= +1, podrazumeva se da je u i-tom cvoru

resetke spin usmeren navise, a za ŝ  = -1, spin i-tog cvora je us-

cieren nanize. Dati skup brojeva \&*^ odredjuje konfiguracio'u ce-

log sisteriaa. U too konfiguraciji, hamiltonijan sistema je:
n

u ̂ A; - B L ̂  '•• tl-1)

Simbol (ij ") oznacava par spinova najblizih susednih cvorova.

Posto izncdju <ij) i <di> nema nikakve razlike, suma po <ij> sa-

drzi -~ clanova; sa f je oznacen brot"j na.jbliXih suceda datog

5vora. iipoljafinje polje jc zadana konctanta. iia J^ jo oznacena

energija int crake! je ili takozvani integral izmene. Ako je inter-

akcija izotropna, OL se svodi na konstantan broj 3 , tako da
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je liarailtonijan

_
Slue a J J > U odgovara feromagnetizrau, a J^O - antiferornagnetizmu.

Pretpostavljalo se da ce ovako odredjen Izingov model
med̂ ucesticne interakcije inoci opisati magnetne fazne prelaze,
odnosno onoguciti nalazenje tacnog resenja. Medoutiin, Izing ^e
uspeo da resi svoj model samo za slucaj jednodimenzione resetke^
pri ceniu n±oe otkrio fazni prelaz. Po zakljuccima Vajsove teori-
je molekularnog polja fasni prelaz ne zavisi od dimenzije reset-
Ice, tako da bi se inorao pojaviti i u Izingovom linearnom lancu
na temperaturi T0 razlicitoj od nule. Posto se u svakon sistemu
na apsolutnoj null uspostavlja makrourecljenost, moze se roci da
"fee-u Izingovom lancu fazni prelas dogadja na teinperaturi To - 0 *

Pri razmatranju Izingovog modela, veliki znacaj se
pridaje Onsagerovom resenju, koje je on dobio za dvodimenzionu
resetku u odsustvu spoljasnjeg magnetnog polja. Onzager j*e tac-
no resio Izingov dvodimenzioni model, i dokazao postojanje faz-
nog prelaza. Tacan statisticki racun kô ji je Onzager priinenio
je dokaz priraenljivosti statisticke xaehanike na izucavanje faz-
nih prelaza.

Trodimcnzioni Izingov modol do danac ni.jo tacno ro3cn,
ali poetoji niz pribliznih toorija za taj alucaj.
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III

lain^ov model, koji je prvenstveno uveden da bi opisao

feromagnetne f azne prelaze , moze da se priineni i za opisivanje

faznih. transf ormacija u drugiin sistemima. Ovde ce, pored karak-

teristika magnetika u blizini kriticke tacke, biti pokazana i

ekvivalentnost Izingovog modela i modela resetkinog gasa kô ji

opisuje fazne prelaze u sistemu tecnost*-gas, kao i mogucnost pri-

meae u objasn^avanju transformacije "uredoeno-neuredjeno" u bi«

narnim legurama*

4

1. PEHOIlAGlTETIZJill

Za f eromagnetike je karakteristicna pojava spontane

magnetizacije, koja postoji cak i u odsustvu spoljasnjeg magnet-

nog polja* Spontana magnetizacija ukazuje da sile inter akcije iz-

med^u spinova elektrona spontano orijentisu spinove u pravilan,

paralelan polozaj. To stanje se realizu^e samo na temperatiirama

nizim od karakteristicne, Kirijeve teraperatxire- kriticne tempe-

rature feromagnetika. " Naime, povecanjein temperature se narusava

spinska uredjenost, jer se orijentisucem dejstvu sila interakcije

suprotstavl^ja toplotno kretanje, tako da je iznad Kirijeve tempe-

rature spontana magnetizacija jednaka null. Posto je ispod kri-

ticne temperature razlicita od nule, a iznad nje jednaka nuli,

spontana magnetizacija je za feromagnetike parametar uredjenosti.

Kirijeva tacka razdvaja neured^jenu, pararaagnetsku fazu, sa haotic-

no orijentisanim spinovima, zaT>Tc, od uredjene, f eromagnetske

faze, u kojoj su spinovi medjusobno paralelni, za\<.Tc.

Treba napomenuti da je sistem potpuno uredjen samo'na

apsolutnoj nuli* Ali, iako je iznad Kirijeve temperature rezultu-

"̂uca magnetizacija jednaka nuli tojest broj spinova orijentisaniii

navise jednalc je broju spinova orijentisanih nanize, ipak u siste-

mu mogu postojati velike dimenzije oblasti sa uredtjenim rasporedora

cpinova^ talcva ured.jenost ne naziva TQikroiiredjenorjcu.

lalco je iznad Kirijeve temperature magnetizacija jedna-

ka nuli u odsustvu spoljasnjeg polja, izotermna susceptibilnost

moze biti predstavljena i kao drugi izvod Gibso-
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T-
funkcija }r neograniceno raste, tezi u beskonacnost, ukazu,juci

na pojavu spontane magnetizacije.

Priblisavanjem KIrijevoj temperaturi, kako sa jedne,

tako i sa druge strane, zapaza se anomalijar toplotnog kapaciteta,

korji u tacki Kiri tezi u beskonacnost. Toplotni kapacitet oe ve"

zan sa drugin izvodom termodinamickog potencijala.

Armlizirajuci fazni dijagram feromagnetika ( H-T ravan ),

zakljucuje se da se obilazeci Kiri tacku, kcga se nalazi na kraju

linije koja deli Taze, uioze izvrsiti kontinuirani prelaz ia ^

magnetne faze u druscu

£1. 3«1 Wagnetni sistem: projekcija povrsi na ravan HT

Izingov hamiltonijan za f eromagnetike, cija je konfigura—

cija odredjena skupom ̂ vj oe dat jednacinom ( 2.1 ). Statisticka

sutaa je

k- Bolcmanova konstanta T- apsolutna temperatura

Svaka proinena^iva ŝ  , ( i=l,...,n ), nezavisno od drugih, uaima

vrednosti +1 i -1, tako da u sumi ima ukupno 2n clanova* Znajuci

statisticku sumu inogu se, polazeci od nje, odrediti ostale termo-

dinamicke velicine.

2. ANTI^ilOKAGNETIZAM

Antiferomagnetizam se javlja u slucaju kada je antipara-

lelna spinska konfiguracija energetski povoljnija od paralelne.
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Antiferomagnetilc se moae predstaviti kao kristal sa dve

netne reijetlce: spinovi su rasporedjeni na takav nacin da su naj-

blizi susedi spina ±z jedne podresetke, spiriovi druge podresetke.

Prclas iz neuredjenog, paramagnetnog stanja u uredjeno,

antiferomagnetno se karalrterise vise ill marge ostrim maksimumom

na krlvoj zavisnosti susccptibilnosti od temperature. Tacka fazaog

prelaza, na kojoj se .javlja taj maksimura, je kriticna tacka anti-

feromagnetika takozvana Nelova tacka,

Pri fasnom prelazu se pojavljuju i ostri maksimumi top-

lotnog kapaciteta i koeficijenta toplotnog sirenja. Ova anomalija

toplotnog kapaciteta na Nelovoj temperaturi, ukazuje da se u anti-

feromagnetiku uspostavlja neka uredQenost na temperaturama nisim

od Nelove.

U eksperimentima rasejanja neutrona je utvrdjeno da u

blizini ITelove temperature postoji izvesna fflikrouredjenost, koja

se narusava daljim rastom temperatiire, i kadT""*0̂  , raspored postaj«

iiaotican.

Hera makrouredjenosti koja se javlja ispod Nelove tempe-

rature u antiferomagnetiku je magnetizacija podresetke. Ona je

uvek kompensovana jednalcom i suprotno usmerenom magnetizacijon

druge podre^etke. Porastora temperature magnetizacija "brzo opada^

i na KelovoQ temperaturi je jednaka nuli.

U Izingovom hamiltonijanu, kada se primenjuje na antifero-

magnetike integral izmene je 3^0 .

^. RESETKIH GAS
i

Pre nego sto se napravi analogija izmedju Izingovog mo-

dela i inodela resetkinog gasa, ukratko o rezultatima eksperimental-

nih. ispitivanja ponasanja sistema tecnost-gas u okolini kriticne

tacke.

Projekcioom P̂ T - povrsi na npr. rf^- i rT -ravan, raogu

se, na osnovu dobijenih faznih dijagrama, doneti odredjeni zak-

l^ucci o ponaSanju sistema tecnost-gas u okolini kriticne tacke*

Posto se kriva isparavanja, duz koje se nalaze u ravno-

teai tocna i gasovita faza, zavrSava u kriticno(j tacki, zaklnucu-

je se da se rno2e izvrsiti kontinuirani fazni prelaz, bez preseca-

nja linije fazne ravnoteze.
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Na temperaturama niSim od kriticne, rri7.lik.-i f,ur,tina
tocnonti 1 (jjatfa ;jo vo.lika; priblii;,avaiijoin kritiSnoj tacki , ta

ruzlilcu GC postepeno smanjuje, i postaje jednaka null na kritic-

noj teraperaturi T = ic * tfazlika gustina Qu~Qc, Oe P^rametar uredje-

nosti za sistem tecnost-gas.
U neposrednoj blizini kriticne tacke iaoterme na Po

dijagramu imaju zaravnjen deo, na osnovu cega se zakljucSuje da na-
rtN P *T* "T* *

gib r — teai nuli, kad 1 ' ' \ . Posto je iaotermni kompresibilitet
definisan kao KT*^C^p\ znaci, priblizavanjem kriticno^ tacki,
on tezi u beskonacnost. Zakljucuje se da je osetljivost gustine na
vrlo male fluktuacije pritiska u blizini kriticne tacke beskonacno
velika.

Sksperiraentalno je utvrdjeno da toplotni kapacitet iiaa

maksiinum isnad 11 , za ̂ "9^ » i *aG maksimum ratse priblizava-
njeia'kriticnoo temperaturi od-|-k na izmerenu 11-12 put a vecu vred-
nost. lako eksperimentalno nije mogla biti dokazana "beskonacnost"

toplotnog kapaciteta, zakljucuje se da

Cv ">• <«> T ̂  Tc* » ) ... ^- ̂

Vrlo cesto se pravi analogija izmedju feroraagnetnih sis-

tema i tecnosti, pretpostavljaguci da je polje H analogno pritisku

P, spontana magnetizacija razlici gustina Ou- q̂  ^ a funkciji KT» ;

koja karakterise reakciju tecnosti na spoljasnji pritisak, u mag-
, /^n \a sistenu je analogna susceptibilnost J^1* \?R >T > koja u bli-

zini kriticne tacke tezi u beskonacnost, i vezana je sa ogroranin

fluktuacijama inagnetizacije.
Pojave u blizini kriticne tacke tecnosti se mogu razmat-

rati pomocu niodela resetkinog gasa. Pomocu ovog modela moze da se

napravi analogija izrfiedjju Izinpovog feromagnetika i proste ,1odno-

komponoutnu "UoCj'ioNLi , 1/.f«ko flu no î ln,p;ov modol mo/.o$ pod o(h.*o*l;j<j-

aim ur;lovini'i , primonibi i na model reftetkinog ga^a.
U raodolu reSetkinof7; gasa se pretpoctavlja da jc zapromi—

na teciionti V izdcljena na celije zaprcmine v, pri cemu ,jo z-'jpro-
laina colijc priblizno (jednaka zapremini molekula tecnosti. 6elija

je zauzcta> ako ni nju pada centar Jednog molekula, ali sarai mole-
kuli nisu ograniceni tim celioama. Zbog pribliznih velicina zapre-

nina celije i xaolekula, celiju mose zauzimati nagvise jedan raolekul

Visestruka naseljenost celije se zabranjuje pretpostavkon da je
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potencijal intcrakcijo izijiedju nrgblx2ih cuoodaili colija i i ;}
oblilca

f
, ako je i-j; obe celije zauzete

'U \**}\> 5 < - "D , ako su i i j susedne celije; obe zauzete ...(

0 5 u svim drugim slucajevima

Svaka celija je ili zauzeta ili prazna. Stanje celije

se odredjujc promenljivom

/> _ f 1 ? â ° de celija j zauzeta . ,x
* LO , ako ge celija ^ prazna

U Izingovom modelu feromagnetika spinska promenljiva s;

je odredjena na slican nacin:

*

,+1 , ako je spin u cvoru Q usmeren navise f

Ok 5 1 . , . v ' • • Uj-1 , ako je spin u cvoru 3 usineren nanize

Zauzeta celija u modelu resetkinog gasa moze se iz^jedna-

citi sa Izingovim spinom usmerenim navise, ako se stavi da je
^ / ,

Praznoj celiji odgovara Izingov spin usmeren nanize.

Ua osnovu ovih pretpostavki ocekuje se da postoji podu-

darnost izmedju Izingovog modela i raodela resetkinog gasa. Ova po-

dudarnost postoji ako je kanonicka statisticka suma Izingovog modela

proporcionalna velikokanonickoj sumi modela resetkinog gasa.

Weka je statisticka suma Izingovog modela

— . —— —̂-

~ ICY i ^ s KT

Ako Jc^ukupan broj molekula u konfiguraciji odrcd.jcnoj

skupom î jednalc

tads. Je velikokanonicka statisticka suma resetkinog gasa
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V I. *!***?( 1i L

gde je ii*e^(p>^ - aktivnost, ^ - heiaijslci potencijal. Pomocu
izraza ( 5.8 ) ova suraa se transformise u oblik

koji se sffienon, kcgom se od kvadratnih clanova po -&; prelazi na
kvadratne olanove po /S^ , transfortaise u oblik analogan Isingovoj
statisticlcoj sumi za f eroraagnetike. Sinena je:

p / > . ±. P . . t — f « - > - * ss; ^ *- ^r * '• (b .A-^ )
* \ \ ^ • ^

Poredjenjera sa suiaom ( 3»7 ) taoze se pronaci veaa izae-
dju odgovarajucdJa velicina koje karakterisu Izingov feroiaagnetik

i resetkin gas. Ako su poznata resenja za Izingov model, izraenom

oznacavanja mogu se dobiti resenja za model resetkinog gasa.

4. BINAHNE LEGUSE

U binarniin legurama se javlja fazna transfonnacija izmo-

dcju uredjcnof; i ncuredtjenog stanja, pracena toplotnira anornalijama.

Legura, sastavlfjena iz jednakog broja raetalnih atoma dve
vrste, A i B, urecijena je, ako su atomi pravilno periodicno raspo-

redjeni jedni u odnosu na druge, i neuredjena, ako je njihov raspo-

red haotican. Potpuma uredgenost legure postoji samo na apsolutnoj

null. Povecanjem teinperatiire narusava se uredjeni raspored atoma

i potpuno nestaje na teraperaturi transformacije, Nestaje makroure-

djenost, all se mo2e zadrzati izvesna mikrouredjenost - ured<jenost

na malom broju raedjuatomskih ractojanja, odnosno korelacija izmedju

polozaja najblizih suseda^

U legurama tipa AB se javlja fazni prelaz druge vrste

pracen anonialnim ponasanjeia toplotnog kapaciteta koji u tacki pre-

laza ima ostar maksimum.

Uajpoznatija legura tipa AB je P - raesing, legura bak-
ra i cinka* U uredjenom stanju prostorna resetka [̂  - inesinga je

prosta kubnaj motiv je sastavljen iz jednog atoma C u u ( 0 0 0 ) i

;jodnop; atoma Zn U-C^T gT ) •
t'auiwnitl maata, uli Jo verovfttho6a nalasenja atoma Sn u
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/\m polozaju <je veca od — . Iznad temperature prelaza,

svi cvorovi resetke su medjusobno ekvivalentni, i verovatnocu
/\a atoma Zn u pravilnom polozaju je tacno — . Za rnotiv

postage jednako verovatno da se atom Zn ill Cu nalazi u polozaju
(000) odnosno (~ ~ ~ ) .

'!ransf ormacija izinedju uredjene i neuredjene faze fb
mesinga se raoze eksperimentalno posmatrati preko difrakcije X - z
ka. r'okazuje se, izracunavanjem difrakcionog strukturnog faktora,
da se u uredjenoj leguri javljaju svi refleksi za prostu kubnu re
setku, dok rezultati, dobijeni difrakcijom na neuredtjenoj leguri,
pokasuju da je resetka kubna, zapreminslci centrirana.

Isingov model za f eromagnetike se odgovarajucom izmenom
u oanacavargu, moze primeniti u objasnjavanju faznog prelaza iz
"oredj'enog u neircedjeno stance u binarnim legurama,

Protpostavlja se da model binarne legure cini skup dve
vrste atoina, oznacenih sa A i B, i da je broj tih atoma, rcspek-
tivno, NK i Nb • Atoiai su rasporedjeni u cvorovima resetke: sva
kom cvoru odgovara ̂  najblizih suseda ( ̂  - koordinacioni broj
resetke ). iiko se u svakom cvoru resetke moze nalaziti samo jedan
atom, ukupan broj atoma je N-N^^Nft. Postoji tri tipa najblisih
parova - AA, BB, AB ( AB = BA ) , a njihov broj je, respektivno

Ako se zanemari kineticka, i uracunava samo energija ve-
ze najblizih suseda, ukupna energija sistema je

E
Posto brojevi NXJ^ , N^fe i nK?> nisu medjusobno nezavisni, stanje
sa energijorn E je u opsteca slucaju degenerisano. Veza izmedju ovih
brojeva se moae odrediti na vrlo jednostavan nacin, ako se u kvad-
ratnoj resetki, sastavljenoj od atoma A i B, na primer atom A spo-
0*i linijama sa najblizim susednim atomima vrste A. Ukupan broj li-
nija 30 za sve atome A resetke, 6 H\ . Izmedju svakog para AA su
povucene dve linije, ̂ xB - jedna, BB- neraa lini^ja, tako da je

Analogno, za atome vrste B je ukupan broj linija:



Is ove dvo, i relacije hi" ru * N*> inogu se elirainisati bilo koja

tri broja, tako da zamenom u jednacinu ( 5»12 ), dobijeni izraz

za energiju od.reovara nedegenerisaniin stanjima:

E
Izraz u srednjoj zagradi je konstantan, tako da energija zavisi

samo od broja parova najblizih suseda'tipa rU* .

Izirigov model se moze prirneniti na binarne legure, ako
'+

se izjecinaci broj Izingovib. spinova usmerenih navise, N , sa bro-

jem atoraa vrste A, N^ t u binarnim leguraraa. -^roju atoiaa vrste B,

Si%,aW-Wk, ce odgovarati broj Izingovih spinova usmerenih nani2et

N". Energi-ja Izingovog modela se taoae izraziti u zavisnosti od

broja spinova usmerenih navise i broja parova susednih spinova

usmerenih navise prirnenjUQuci postupak analogan napred opisanoia

za binarne legure. Poredjenjem ta dva izraza za energiju, inogu se

odrediti veze koje postoje izmedju odgovarajucih velicina koje

karakterisu £eromagnetike i binarne legure.
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IV

JLDHODIMiNZIONI IZINGOV MODEL

•• Jednodimenzioni Isingov model u odsustvu spoljasn(jeg

polja je predstavljen linearriim lane em, sastavljenim od n Bpi-

nova, Konfiguracija modela je odredjena skupom \^\ Protpos
tavlja so da postoji sarao interakcija izmedju najblizih suscda
Za ovaj slucag liaiailtonijan ima oblik:

Spin si iraa saino dve diskretne vrednosti , -t-1 i -1. Sa Oi. je oz
nacena energija interakcije izmedju para nâ jblisila suseda - spi

nova, rasporedjenih u cvorovima i i i+1, pri cemu Je uvedena
kraca oznaka oos Jv^Ui, .

Statisticka suma je fxonkcija oblika

Zw-
/

4 4 4•I I ...I
•— s foJi je oznacena bezdiinenziona encrgija interakcije.

Posto ŝ  ima dve orijentacije, sumiranje se vrsi po svim 2n kon-
figuracionira stanjima sistema. Da bi se dobila statisticka suma

u zatvorcnoin pblilcu, posmatra se ef ekat dodavanja jos jednog spi

na na kraju lanca. Statisticka suma "produ2enog!l lanca je

L 9,.t «*P ̂  ^ X L

Ako se odvojeno posmatra poslednja suma, vidi se da se, posto ne

zavisi od jorijcntacije spina, svodi na jednostavan oblik:

tako da je

Posle jcdnostavne interakcije, i uracunavanja cinjenice da je Zn
tojest odgovora bro^u ili sumi stanja jednog spina, dobija oe ko
nacan oblik nt.'itir.ticko numo 1 nn.cn od n npinova
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n-i

L* * 2-T ,̂

Ova 3 rezultat je dobijen za slucag proizvoljne interak-

cijc izmcdtju par ova najjblizih suseda. Ako je intorakcija hoinogena,

oi- u za svaki cvor i, i statisticka suma za ta,j slucaj je:

n- 2.
Ini*ormacitie o temperaturi lc/ , na kojoj se javlja ure™

djenost sistema, mo^u da se dobiju na jednostavan nacin> preko

dvospinske korelacione funkcije I k CY^ :

Suiaira se po svim stanjima sistema, kojih ima 2n. °a r je oznaceno

rastojanje iznaedju spinova, izraaeno u jedinicama konstante reset-

ke. Korelaciona funkcija najblizih suseda je v/

UopStavanjeiu, za proizvoljno r je

Posie naznacenog dif erenciranja, za korelacione funkcije se dobija

U
Ako Je interalccija homogena, ui s J : korelaciona funkcija ne sa

visi od cvora

Makr our edj enost sistema, odnosno spontana magnetizacija

razlicita od nule se javlja na temperaturi na kojoj dvospinska

korelaciona funkcija dovoljno sporo opada sa medjuspinskim rasto-

janjem r. Keka je sa
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oznacena normirana magnetizacitja u nultooi polju. lada j

Analizirajuci izraze ( 4.9 ) i ( 4.1o ), vidi se da su>

aa konacne vrednosti ft. , odnosno za temperature raalicite od nulo,

vrednosti tangensa hiperbolnih manje od jedinice, tako da njihov

proizvod, lead r -* oo , tezi null. Medjutim, kad je T*0 t svi

A^^^^^vJS" Jje2G "u. beskonacnost , a proisvodi tangensa hiperbolnih

u ( 4.9 ) i ( 4-.lo ) tese jedinici. Na osnovu toga se zakljucuje

da se u Izingovom lancu na svim temperaturama razlicitim od nule

javlja nulta spontana magnetizacija, .a na teiaperaturi T*lc30

magnetisacioa skokora dostize svoju punu vrednost* ^ako, znaci,

Izingov Jednodimensioni model ne predvidja fazni prelaz, cesto se

govori da se on dogadja na apsolutnoj nuli, jer se na toj tempe-

raturi u sistemu javl̂ 'a laakrouredjenost,

Susceptibilnost u 'nultom polju za jednosiraenaioni Izin-

gov lanac se moze jednostavno izracunati polazeci od flviktuaciono-

dislpativne relacige

gde Je jU<^y* . ( g- Landeov faktor, ̂«? - B-QTOV magneton ). Za

homogenu interakciju j.e

tako da jednostavno suiniranje za jednosimensioni slucaj daje rezul1

«x <\-i

Odgovaraju6izn tronsformacijama izraz za eucceptibilnost se cvodi
na oblik koji prec-istavlja tacno resenje dvospinske korelacione

funkcije za otvoren lanac od n spinova:

U termodinainickora limesu, kad T\-*- ̂ ^ , susceptibilnost je:

Iz por.lodivjc ;jcc1nac5inc no vidi cU> re ouncopti'bilnoot u mil torn JM!

u blizini Icriticne temperature \c"*0 , menja sa temperaturom po
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zakonu •n

~

Znaci, susceptibilnost u nultom polju tezi u beskonacnost, kad
b o

Moae se pokazati da toplotni kapacitet jednodimensionog

sistenia ncma singulariteta kad T™*" itc-^To-O , sto je jos jedna pot-

vrda zakljucka da se u jedriodimenzionom sisterau ne javlja fazni

prelaz, Û.co je entalpija za slucaj proizvoljne interakcije data

sa

saa za homogenu interakciju, kad 'Je o^5 o

toplotni kapacitet j U *

C. LT^
Analizom ovih rezultata, vidi se da je, kad I"*** U ,Tc*0
lotni kapacitet Izingovog lanca konacan-tezi nuli. Oblik zavisno
sti toplotnog kapaciteta Izingovog lanca u nultom polju od tempe
rature je identican obliku zavisnostl toplotnog kapaciteta para-
magnetika, uz uslov J *̂ " n .

SI. 4.1 Toplotni kapacitet Izingovog lanca
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Posinatrajuci izraz 2a entropiju u sluca^u hornogcn-
akcig'e

zaklgucuje se da entropiga na niskim temperaturama tezi vrednosti

&£x\ <C ̂^ w£. sa nultim nagibom, a na visokim temperaturama tezi

vrednosti AX w 1. , sto je pokazatelj tendencija jednodixaenzionog

sistema ka slucao'noin, haoticnom rasporedu na TV 0 .

SI. 4.2 Zavisnost entropije Izingovog lanca od temperat\ore

I kao zakljucak, na osnovu prethodno datih rezultata,

moze se reel da se u Izingovom jednodimenzionom modelu nikada ne

javlja fazni prelaz na temperaturama razlicitiia od nule. To se rao-

ze objasniti cinjenicoru da se na proizvolQnoj tcmperaturi u siste-

mu srednja konfiguracija odredjuje dvema konkurentnim tendencija-

ina, suprotnog znaka: tendencijom ka potpunoj uredjenosti, koja vo-

di minimalnoo vrednocti unutrasn,jo energi.je, i koja ,jc, uslcd nedo-

voljnog broja najblizih suseda u jednodiraenzionom sistemu vrlo sla-

ba, i tendencijom ka slucajnom rasporedu, koja uslovljava maksiraal-

nu vrednost entropije. I kao njihov rezultat, slobodna energija

A = U - TS postaje minimalna, jednodimenzioni sistem nestabilan,

tako da u njemu ne moze postojati uredjena faza na temperaturi
T>0 .

Izingov jednodinienzioni sistem u magnetnora polju se mose

na .iednoHtaVc'^n naciu analir.irati pol^ssoci od hftmiltoni.1«na oMilcn

Usled periodicnog granicnog ualova
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Izingov lanac u magnetnom polju je zatvoren, oblika krugnice. Cva;j

granicni uslov omogucava da se statisticka suma formulisana u mati-

cnom obliku, jednostavno izracuna kao trag matrice. All bas zbog

tog granicnog uslova, rezultat za statisticku suinu Izingovog Ian-

ca u taagnetnom polju razlikuje se od rezultata dobij'enog za lanac

u odsustvu polja. Moze se pokazati, da u termodinacaickom limesu,

lead VX-v*o ^ GIbsov potencijal za otvoren i zatvoren Izingov lanac

ima istu vrcdnost, tako da se i u ovom slucaju dobija da je spon-

tana magnetizacija po spinu za sve T>0 jednaka null. Znaci i

laingov zatvoren lanac ne otkriva feroinagnetizaia, odnosno uredje-

nu fazu.

Pokazano je da se poznavanjem dvospinske korelacioue

funkcije mo.̂ u ispitati ninoga svojstva feromagnetnih interakcija.

Kezultati o antiferomagnetnim interakcijama, kada je o^O , mogu

GG dobiti jcdnostavnom proraenora znaka u prethodniin rclacijama.la-

ko u torn slucaju spinska korelaciona funkcija menja znak od cvora

do cvora, pokazuje se da entalpija, toplotni kapacitet i entropija

u nultom polju ostaju neizmenjene u odnosu na feroinagnetni slucaj.

All, za razliku od feroraagnetne, antiferomagnetna susceptibilnost

ostaje konacna za sve temperature. Naime, susceptibilnost je vezana

sa suiniranjem dvospinske korelacione funkcije po svim cvorovima lan-

ca, i korelaciona funkcija u torn slucaju menja znak od cvora do

cvora.
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V

HLSEUJE DVODiriiNZIOHOG IZINGOVOG MODELA

Uspesnost Izingovog modela medjucesticne interakcije
je potvdjena mnogo godina nakon njegove formulae!je Gnzageroviia
tacnim resenjem dvodimenzionog Izingovog modela, u kojem je poka-
zano da sc u dvodimensionom sistemu vrsi fazni prelaz na tempera-
turi Tl razlicitoj od nule.

Onzagerov matematicki postupak za dobijanje tacnog rese-
nja je vrlo slozen, zasnovan na matricnom racizau sa spisnkim opera-
torima. Ovde ce "bit! opisan jedan od najkracih pristupa kojim se
do*bija tacno resenje, Kaufmanov.

Tacno, Onzagerovo resenje za dvodimenzioni Izingov model
raoze da se dobije primenom raalicitih metoda.

U kombinatornom metodu Kaca i Uorda uvodi se determinan-
ta koja uracunava odred^ene konfiguracije resetke,

Harst i Grin nalaze tacno resenje dovodjenjem statistic-
ke suiae u oblik klasicne algebarske forme, takozvane Pfafove forme,
Kastlejn uproscava ovaj racun uvod^jenjem pojma dimera-tecnog Tlmole-
kula" koji zauaima dva cvora u resetki. Hesenje koje se dobija poz-
nato je pod imenom diinerno resen^e.

To su saiao neki od metoda koji dovode do tacnog resenja
dvodimenzionog Izingovog modela. All, svima njima je zajednicki
rezultat - siraetrican logaritamski simularitet specificnog toplot-
nog kapaciteta, i na osnovu toga zakl^ucak o neanaliticnosti slo-
bodne energise ( Helmholcovog terraodinamickog potenci.jala )• U svim
metodima, za sve tipove dvodimenzione resetke, izracTinavanja spon-
tane magnetizacije daju istu vrednost njenog kriticnog eksponenta
[̂ -"̂ r , 3ia osnovu cega se zakljucuje da ponasanje bilo kog dvo-
dimenzionog sistema u kriticnoj tacki ne zavisi od detalja struk-
txzre resetke.
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1. MAOSICN-a FOEMULACIJA PHGBLi-KA

laingov dvodiiaenzioni model predstavlja kvadratnu ro:';ct-
*~y

lea, sastavl<jena iz n vrr/ba n kolono, sa N=n epinova, ru.sporcd.jc-
nih u cvorovima, resetke, Pretpootavlja DC da co rouotkn. uvc6;ivn
sa jednu vrctu i jednu kolonu na takav nacin, da su konfiguracijo
( n+1 )-vc vrste i (n+1 )-ve kolone identicne, respektivno, koafi-
gxiracijaiaa prve vrste i prve kolone. Usled ovakvog granicnog uslo*
va, resetka ima topoloska svojstva torusa. ( si. 5«2 )

v b

1:
> a

fUA*';

>> • • • •U4

SI. 5-1 Dvodiinenziona
Izingova reuetka

Ako je sa H^ ( <L = 1,
dinata <k - vrste

SI. 5-2 Topologija laingove
resetke

,n ) oznacen skup svih. spinskih koor-

tada je toroidalni granicni uslov dat jednakoscu;

Konfiguracija resetke kao celine je odredjena skupom \.̂ >̂ )--) J**}
Pretpostavlja se, u skladu sa opstim principima Izingo-

vog modela, da interaguju samo najblizi susedi. Znaci ij - vrsta
interaguje samo sa ( <k - 1 ) -vom vrstoia i ( <b + 1 J -vom vrs
tom. Neka '̂e sa

"vrste 1(^4-1 )-ve vrs-oznacena enrgija interakcije izmedju
te, a sa
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zbir energise interakcije spinova unutar <k - vrste i energije

interakcijc till spinova sa spoljasnjiia magnetniin polo em. £/ je

integral izmene. Sa W i W je oanacen skup spinskih koordinata
dve susedne vrste

Usled toroidalnog granicnog uslova^ u svakoj vrsti mora biti: ispu
njen uslov

A ^ c .- («•«»)OvvvN ^>\ konfiguraciji resetke, odredjenoj skupom \J*«> --^

ukupna energija interakcije, ili hamiltonijan resetke je

a statisticka susia e

Statisticka suma se moze transformi^ati uvodjenjem 2n~dimenaione
raatrice P, ̂ dred^ene inatricnim eleraentima

Katrica P 30 2 -dimenziona, jer svaka od n spinskih koordinata ia

nkupa IjA i ^ matricnih elomenatu m&trice P iroa dve orijontacijo

-*1 i -1.

Ovde je iskoriscen uslov HnM * p* > koji transforiaise dvodimenzio-
nu resetku "a cilindar, tako da se statisticka suina moze izraziti

kao trag matrice:

Zs (.W L <



i'oirUo trajj; mntrico no zavisi od reprezentacije matrice, nuka jo

matrica P dijagonalna

(S.AY)

nsa 2 sopstvenih. vrednosti ^ ^ . .

dijagonalna, sa inatricnim eleiaentiiaa (

statisticka suma data kao njihov zbir:

-X%<\a Pn je takodje

. ... tako da je

Znaci, zadatak izracunavanja statisticke sume se svodi

na nalasen^e sopstvenih vrednosti zaatrice P. Ali, moze se pokazati

da se komplikovan zadatak odredjivanja 2n sopstvenih vrednosti mat

rice P, u slucaju razmatranja "beskonacnog sistema- kad je n velik

broj t u terraodinamickom limesu svodi na odredjivanje najvece sop-

stvone vrednonti matrice P*

Iz iaraza ( 5«9 ) se zakljufiuje da ce, poSto su E(̂ t))i')

i (̂̂ ^ reda velicine n, sopstvene vrednosti matrice P biti re-

da en, gde je n velik broj. Ako je ^f*,™. najveca sopstvena vred-

nost matrice P, ocekuje se da Je

—• konacan broj

Ako je ovao uslov ispunjen, i ako su sve sopstvene vrednosti pozi-

tivne ( -^^>0 ), tada je

rv r?-

U termodinamickoia limesu, kad VX -* oo 9 prethodni izraz se svodi
na oblik iz kcgeg se vidi da je za resenje problema dovolnno naci
najvecu sopstvenu vrednost matrice P:

Polazeci od jednacina ( 5.3 ), ( 5.̂ - ) i ( 5*9 )> matric-

ni element! matrice P se mogu napisati u obliku



Ako su inatrice Y

na sledeci nacin
odredjene svojim matricniia elementiraa

fct *>* **

T v̂ ^ - Kronekerov simboli matrice

je matrica P data kao proisvod

w»4
vtn
VA

i V> su dijagonalne ) tada

Matrice Y/\ Vz i V*, se mogu predstaviti u pogodnijem
obliku, uvodeci specijalne spinske inatrice. To su 2n-diiaenzione
matrice X^ , Y^ > 2̂  odredjene sledecim jednakostima:

. . .' * X K . . . mnozitelja

- » -

Za ove matrice, za fv f vaae sledece komutativne relacije

Na mestu <w - mnozitelja u matricaaia
Paulijeve spinske matrice

su 2-dimenzione

cu ooobxnaiua
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YM

XY*YX-o, YZ. + ZY-0, ZX*XZ»o

, YZ-U, IX

koje za svako <k =1,2,..., n vaze i za matrice X^ , Y^ > 2^ .
Pokazuje se da se matrice V^ t Vx i V^ mogu predstaviti

preko matrica X^ , Y^ i Zp .
, Polazeci od jednacine ( 5*15 )» raoze se matrica V^ pred-

staviti u o"bliku direktnog proizvoda n identicnih 2̂ dimenzionih
matrica

odredjenih matricnira eleiaentinia

Posto s i s1 nezavisno jedan od drugoga uzimaju vrednosti +1 i -1,
matrica a u eksplicitnom obliku je

vX

Koristeci tvrdjenje da je za svaku matricu Z ciji oe kvadrat

nak jedinicnoj inatrici

dobija se konacan izraz za matricu a

Q^/a* î wî t) e
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Zaraenom dobijenog izraza aa a u ( 5«21 ), dobija se da

Koristeci ocobine direktnog proiavoda moze se izvrsiti tranforrnaci-r

QK OK

. .- • .

tako da je

VA - [ l*Vv(lfot>rV

riatrice V^ i V*, izrazene preko 2n-dimenzionih spinskih
matrica su

v\ n
n,-n

pri cerau je ZntA =Z^ . Zamenom u jednacinu ( 5-18 ) odgovarajucih.
izraza za V^ $ V^ i Vb , zavrsava se matricna formulacija Izingo-
vog dvodimcnaionog modela:

Ako je spol.jasnje magnetno polje B=0, u prethodnom izrazu je V>, =1
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2. liATEI'IÂ lCKA DOPUNA

U iarasima ( 5.26 ) i ( 5.2? ) matrice V^ i \u pred-
stavljenG prol;o dvodrednih spinskih natrica X^ i Z^ f kojo mogu
da izrase ccuao cinjenicu da spinska koordinata ima dve orijenta- ••
ci^e^ all aac i dvodineazionalnost Iziagovo kvadratne re5ctke» Za-
to so uvodi nova klasa matrioa {.^ i „ cije ce osobino biti nave-
dene u ovon odeljku^ i preko kojih laogu da se iarazo Y, i Vz na
takav nacin da pored dve diraenzije cpina budu uracunate i dve di-
menaijo lain̂ ove ro2etko»

Blcup od 2n matrica P̂  ( ̂  » I,..»f2a ) ̂ e definisan
relaci^oia:

Dimenzija Vj*j no mo2e biti manja od 2n. Ako uporado sa ckupoia
I'TyA poatodi i drugi ckup matrica vY \ koji takodjo r-adovo-
Ijava aatilcomutaciona relacije ( 5«29 )t tada postoji nosingular*
na xmitarria niatrica S, takva da transformise jedan skup u drugi:
n d r*l ĉ ~̂^* ol^O • Svaka 2 -diraenziona mntrica $e linearna kombinacija
^edinicne matrice, ciatrica l^ f i svih nezavicnih proizvoda
\^\] , r^u u t*•.

Sa n«lf relacija ( 5»29 ) odredju^e dve dvodimenzione
Paulijevo spinslce matrice* Za n=2f relacijom ( 5«29 ) su odredjene
cetiri 4-dinenaione Dirakove matrice ̂  *

Jedna od mogucnosti predstavljan̂ a skupa \Fj*j 2
sionim matricazaa, koja ce biti iskoriscena pri transforiaaciji

Vi , jet

I
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Ncka je zadan odredjeni skup matrica Vn*\ i nekn jo

2 - dimonziona matrica iLnoarno ortogonalne tramil'ormucijc

^
- su icompleksni brojevi, odredjeni relacijom

ill, u matricnom obliku

CJTUJ - A

Sa W ^je oznacena inatrica, transponovana u odnosu na W . Ako
se l^ rasmatra kao komponenta nekog vektora u 2n-dimensionom
prostoru, tada transf ormacija sa matricom ttf predstavlja rotaci-
ju u torn prostoru.

Posto skup TIH zadovoljava relaciju ( 5»29 )» moze
se unitarno transformisati pomocu 2n-dimenzione nesingularne matri
ce , tako da j

Zakljucuje se da postoji korespodencija

kojom se oW*) odredjuje kao 2n-dimenziona reprezentacija rotaci-
je OJ u 2n-dimenzionom prostoru* Iz ( 5*31 ) i ( 5»32 ) se dobi-
ja jednakost

p
koja povezuje rotaciju W u 2n-dimenzionom prostoru, sa spinskom
reprezentacijom rotacije ô W) u torn istom prostoru.

Na primer rotacija u dvodimenzionoj ravni H^ u 2n-dimen'
zionom proctoru, za ugao 9 , je data transforniacijama:
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Matrica rotacige C)J{̂ 3\Q) u eksplicitnom obliku je:

Nisu napisani matricni element! jednaki jedinici na glavnoj dija-
gonali, x null na svim ostalim mestima. Za matricu W^^\9^ ^ koja

se oznacava kao ravna rotacija u ravni U>) za ugao 6 , vaze
sledeca svojstva:

U sledecini lemama su navedena svojstva matrica Cx7 i

Ako postoji korespodencija Owv\9j , tada

LEMA 2.

So"ostvene vrednosti matrice W(^\9) su nednake 1 ( ste-
. ICQ

pen degeneracije 2n-2 J i e ( nedegenerisane )• Sopstvene vred-

nosti matrice o v (Q) su e--2> ( stepen degeneracije svake ^e 2 )•
J

•Neku ;jo -proiavod n komutirajucih ravnih rotacija :

«!* ozna

. Tada
gde su V4^,.t<)0n - kompleksni brcgevi, a sa
cena permutacija skupa celih brojeva {l,2..., 2n-l, 2n

je:

- ̂ 1*-^ -? ̂ ^
«. ^ . • t

b). 2n sopstvenih vrednosti matrice OJ su
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,

T"l C*

,,^-j, c). 2 sopstvenih vrednosti matrice o(w) su

pri ceiau se ziaaci " + V i "-Ir uzimaju nezavisno.
Na osnovu LEME 3« se zakljucuje da se sopstvene vredno-

sti matrice w{O3*) mogu dobiti neposredno iz sopstvenih vrednosti

matrice OJ ^

Dalj'e ce biti pokazano da se matrice VA i V^ mogu trans-

formisati pomocu skupa matrica \»^J > tako da predstavljaju spin-

sku repreaentacij-u proizvoda ravni komutirajucih rotacija.



3. ONZAGESOVO RLSENJE

II odsustvu spoljasnjeg magnetnog polja ( B=0 ), u matri
ci P 'e V =1

tako da se relacija ( 5»14 ) svodi na oblik

UYYV i- Zx (0,-n - ~ U LlMv(lfê  * tun ^ ̂  A
H— oo N rv-»-»o

gde ae

A. najveca sopstvena vrednost matrice V

Helacija ( 5«38 ) vazi pod uslovom da su sve sopstvene vrednosti
matrice V pozitivne, i da postoji lim ̂  tif\ * ̂ alji zadatak se,
na osnovu ( 5-38 )» svodi na dijagonalizaciju matrice V, odnosno
na nalazenje njene najvece sopstvene vrednosti.

Hatrice V^ i VL se mogu pomocu skupa matrica V«f \-
ko transformisati, da matrica V bude izrazena preko spinskih re-

.
prezentacija rotacije.

Jednostavnim transformacijama, koristeci jednacine ( 5*5
matrica VA se dovodi u oblik spinske reprezentacije proizvoda ko-
m-utirajucili ravnih rotacija:

v,-n *•
*M

Matrica Vx ? tcnnnrormiflnna preko nkupn ( U»\ noma oblik

K,^ ... X* -•• C
Sazlog je prvi mnozitelj, koji je posledica ispunjavanoa periodic-
nog granicnog uslova sn¥^ £ s4 na svakoj vrsti resetke.

Koristeci osobine matrice U
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1. UM , U <

2. u- rnn....r1n
5. U komutira sa proizvodom parnog broja matrica \y> , a antiko
mutira sa proizvodom neparnog broja

posle jednostavnih izracunavanja matrica

wor,r,n f ft -v<^rui ( n -̂ »̂  i
fc [He IIIU 1

|bt 1

se transformice u oblik

V- (̂

u kojem su matrice V i V" spinske reprezentacine rotacige
wt ti^ar«f nr\A
V * «̂  U £

Matrice Ut V i V , preko kojih je izrazena matrica V
) nedjuso"bno komutiraju, tako da mogu biti istovreiaeno dija-

""'gonaliaovane. U otm cilju se matrica V unitarno transformise , ta-
ko da matrica U "bude dijagonalna, dok matrice V i V* ne inoraju
biti dijagonalne. Pogodnim izborom matrice transformacije, pola-AI
aeci. od ( 5»4-3 ), dobija se dijagonalna m_atrica U, sa sopstvenim
vrednostima 11 ( ima ih 2n ) » raspored^enim na dijagonali, Iz poz-
natog oblika matrice U, i iz uslova komutativnosti unitarno trans-
forinisanih matrica Uf V* i v ,» odred.ju.jo se oblik matrica V1 .
Njihovim ian.oXcn;jern oa -2. ( 1+U) i i- ( l-U ) t ronpckUivno, pokaasu-

*" r*'
je se da sistom copstvenih vrednosti matrice V cini kombinacija

*** *Lpolovina sistema' sopstvenih vrednosti V1 »
Posto je matricni sistem sopstvenih vrednosti invarijan-
C r*

tan u odnosu na unitarne transformacije, matrice V i V moraju imati
jednak sistem sopstvenih vrednosti t pa se zadatak svodi na dijago-

*v
nalizaciju V.

Analizom u suprotnoin smeru, zakljucuje se da se dijago-
r-*

nalizacija V svodi na odvojenu i nezavisnu dijagonalizaciju matri-

ca -r- ( 1+U )V* i -r ( 1-U )T" . Ali, prethodno se moraju odvojeno
rs'̂ -i nezavisno dijagonalizovati matrice V- , pri cemu ce se dobiti



dvaput vise sopstvenih vrednosti nego sto je potrebno. Posto se

u termodinarnickora limesu, kad n-^c<?, trazi samo najveca sopstvena

vrednost, nije potrebno eksplicitno odredgivati koja polovina sopst
/N/-tvenih vrednosti rnatrica V treba da se odbaci.

î.Sistem sopstvenih vrednosti inatrica V"* je, usled invari-

jantnosti pri unitarnim transforraacijataa, jednak sisterau sopstvenib.

vrednosti matrica V* , tako da se dalji zadatak di^agonalizacije

matrice V svodi na odvojenu i nezavisnu dij§gonalizaciju matriQa

V* .

Matrice V , date jednacinocn ( 5-4-5 ) i su spinake repre-

zcntacije rotacija. Koristeci Li,HU 3., n,jihove sopstvene vredno-

sti mogu da se odrede na jednostavan nacin, ako 'su poznate sopstve-

ne vrednosti rotacija, cije su one spinske reprezentacije.

Neka su te rotacije X, 2n^dimenzione matrice, i neka

postoji korespodencija

tada je, na osnovu (
A""4

R

ovde je sa W(̂ \ * OJ ( ̂ J* \'L") odredjena ravna rotacija

u ravni ^v za ugao 6 , odredjena jednacinom ( 5»57 )• -^osto

matrice Sw i W e ̂  $1" A imaju jednak sistem sopstvenih

vrednosti, gde je sa A oznacena unitarna matrica

dalji zadatak se svodi na odredjivanje sopstvenih vrednosti matri-

gde je

vO...W(£*l,ln-llU*o]

liatrice LA i } se napisu eksplicitno, i posle mno-

zenja ( 5.48 ), dobija se i eksplicitni oblik matrice W .

Sopstveni problem matrice tjj dat matricnom jednacinon

Y * AY
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w
gde je T sopstvcni vektor OJ , odredjuje sopr.tvene vrednooti

Aw 0 mutrico W Jcno

cemu se ciose pokazati da matrici
koje je

odgovaraju one
Svako;j vrednosti k odgovaraju dve sopstvene vrednosti Av

za

k

a matrici

k= It3t**« ,2n-l

Vrednosti eksponenta
resenje jednacine

b

oK

Za vaz

se odredjuju kao pozitivno

0<
r s

Koristeci cinjenice da matrice W i Si iiaaju jed-
nak sistem sopstvenih vrednosti i da su matrice Sw proizvodi
komutirajucih ravnih. rotacija, na osnovu LEWE J-t^iogu se napisati

nsvih 2 sopstvenih vrednosti matrica V

^Sopstvene vrednosti V su

*Sopstvene vrednosti V" su x/

pri cemu je labor znakova "- " nezavisan*
Sistem sopstvenih vrednosti matrice V cini polovina

stvenih vrednosti V"*" i polovina sopstvenih vrednosti V"" . Posto su
sopstvene vrednosti matrica V" pozitivne, reda e , i sopstvene
vrednosti raatrice V .su pozitivne, reda en, cime je ispunjen uslov
pod kojim vazi JednacSina ( 5»38 ).
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U daljem postupku nalasenja najvece sopstvene vrednostl
matrice V, jos jednora dolaze do izrazaja olaksice koje unosi ma-
trica U, uvedena radi uracunavanja granicnih uslova sn^ ŝ̂  na
svakoj vrsti rcsetke.

I-latrice . ~ ( 1+ft )V* i ~r ( 1-U )V" se niogu transf ormisati
pomocu 2 -dlmenzionih unitarnih. matrica tako da dobijene matrice
VD budu dijagonalnei na njihovim dijagonalama se nalasi po polovina
sopstvenih vrednosti ( 5.52 ) i ( 5.53 ).' Watrice transf ormacije
_se mogu talco izabrati da samo premestaju sopstvene vrednosti ±1

r*

matrice U dus dijagonale; odnosno, da ill komutiraju ill antikomu-
tiraju sa matrioom U, Reziultat takvog izbora matrica transf ormacije
je da zaatrice VB imaju zajednicki faktor

Posto su sopstvene vrednosti matrice Zw , t lt mo£e se napisati
ualov pomocu Icojog se mop;u odrediti sopetveno vrednooti matricu
VD , odno:;no nujvecu oopotvcna vrodnoot V:

/ v - » 3e Paran ̂ ôj sopstvenih vrednosti Ẑ  jednak ?
( A-U ] = *i

0, ako je neparan broj sopstvenih vrednosti Ẑ jednak ?

Uaimajuci u obair, pored uslova ( 5-5̂  ) i invarijantnost
sistema sopstvenih vrednosti pri unitarnim transf ormaci jama, usled

***+ ^koje unitarno transf ormisane matrice V^ i V" imaju sistem. vrednosti

kao i matrice V* i V" - jednaki su sa tacnos^cu do moguce izmene
numeracije- dobija se da je, kad n — *• «o

v

Uajveca sopstvena vrednost V^

Najveca sopstvena vrednost V£"

osnovu uslova ( 5.51 )

dobija se da je nâ 'veca sopstvena vrednost matrice V

Da bi se odredila najveca sopstvena vrednost matrice V
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u eksplicitnoia obliku, u relaciji

•. 9 . * Jy^ \

se smenom

kad n—~CK> , prelasi sa diskretnih na kontinuirane proraenljivo,
sa stuairaaja po k na integraciju po v , tako da je

0 0
Ovde Je iskoriscen uslov periodicnosti

se odredjuje kao pozitivno resenje jednacine

gde o'

'*-

Posle odgovarajucih. transformacija i izracunavanja, dobi
se konacan rezultat za &*j :

gde je

Uvrstavanjeiu izraza

iUvA rr

v> ̂  A u ( 5»38 ) dobija se da j

3. l U

tako flu no moi'»o pro6i nn i/irauuonvonj© od(^ov^ra(juuih

kih vcliciiia i unalizu njihovog ponaBanja u okolini kritiono tacke.
Slobodna energija po spinu je XXj (Ô T)

îoj)̂ ẑ̂ (oj>-u(̂ ^̂  u^ ̂ {̂V̂ VM)- ̂ -
o

Ako se potrazi prvi izvod ovog izraza po p 5 dobice se
izraz za nautrasnju energiju po spinu:
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koji se posle kraceg racuna svodi na oblik

Sde Je

potpuni elipticki integral prve vrste,

Specificni toplotni kapacitet Cŝ Ô T1) ee dobija polaaooi
od formule

Ovde je sa , oznacen potpuni elipticki integral druge yrste:

o
Sada se moze preci na anal'izu dobijenih. rezultata. Iz re

lacije ( 5«65 ) se zakljuSuje da elipticki integral K-\M ima sin
gularitet u okolini tacke za koju $e TL »1 ill 111 =0, tako da se
u okolini te tacke ovaj elipticki integral ponasa kao

Ki (ft * ̂  ~ * * • C
Ov

"a u okolini iste tacke je

«
Da bi se dobio konacan izraz koji ce opisivati ponasanje

toplotnog kapaciteta u okolini kritifine tacke , iz ( 5»66 ) se odre
d-oxije kriticna teiaperatura lc :

Zanenom u izraz ( 5*67 ) za toplotni kapacitet se dobija
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Kad lT~To\~**0 ( priblizavanjein temperature kriticnoj ), toplotni

kapacitet Izingovog dvodirnenzionog modela logaritamski tezi u bes-

konacnost.

Hesultat grafickog prikazivanja zavisnosti toplotnog ka-

paciteta od temperature je simetricna kriva sa obe strane kriticne

temperature, koja na Tc tezi u beskonacnost* oimetricna zavis^

nost toplotnog kapaciteta od temperature nije u skladu ni sa ekspe-

rimentalniia, ni sa rezultatima pribliznih metoda resavanja dvodimen-

zlonog problema Brag-Vilijamsa i Bete-Pajerlsa.

vT

SI. 5*3 Specificni toplotni kapacitet Izingovog dvodimenzionog
modela

lako toplotni kapacitet kao izvod unutrasnje energise

tezi u "beskonacnost priblizavanjem temperature kriticnoj, na osno-

vu ( 5 •64- ) i ( 5-69 ) fio zakl3u2ujfe da tjo unutraSnJa energija

ncpx^ekidna u kriticuoj tacki* Neprekidnost unutrasnje energijet

koja predstavlja prvi izvod slobodne energise ili Helmholcovog

terraodinamickog potencijala, ukazuje da ovaj prelaz nije pracen

emisijom ili apsorpcijom latentne toplote prelaza.

Sinf;ularitet toplotnog kapaciteta i neprekidnoati unu-

trasnje encrgijt! u tacki prelaza ukazuju da se u dvodiraenzionom

Izingovom luodelu vrsi kontinuirani fazni prelaz na nekoj temperaturi

To . Posto je ovaj racun izvrsen za slucaj kada je spoljasnje

polje jednalco nuli, na osnovu njega se ne mogu dobiti informacije

o ponasanju spontane magnetizacije i magnetne susceptibilnosti u

okolini kriticne tacke.



Spontana magnet iaacij a je pokuzatelj makrouredjenostl
sistema, i tek njenim odredjivanjem se maze potpuno sigurno reel

da li se u dvodimenzionom sistemu javlja fazni prelaz ili ne,-Gn-

zager je 194-8. godine objavio same konacnu formulu za spent anu

magnetizacigu, a 1952. godine je Jang uspeo tacnim matematickim

postupkom da dokaze da je spontana magnetizacija po spinu data iz

razom

0, T

T<T«

Pretpostavloa se da je magnetni moment po spinu jednak jedinici i
da je

Temperaturi prelaza odgovara vrednost •̂ft'-'l . Zakljuceno

jje da spontana magnetizacija priblizavanjem kriticnoj tacki tezi

nuli po aalconu

(T-TO
razlikuje od rezultataVrednost kriticnog eksponenta

klasicne teorije faznih prelaza
rezultata ko<ji daju vrednost
koji predvidja naglo opadanje magnetizacije priblizavafcjem kriti5
no,j teaporaturi| do cLanas nlja proveren.

"̂  t a i od eksperimentalnih
" • Ovaj rezultat,

X
Tc

SI. 5.A- Spontana magnetizacija u dvodimenzionom Izingovom modelu
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Znacajno mesto Izingovog modela medjucesticne interak-

cije u okviru klasicnih i savremenih modela interakcije, uslovlje-

no je tacniia Gnzagerovim resenjem dvodiraenzione Izingove resetke,

koje je dalo nadu istrazivacima da se moze tacno resiti i trodimen-

zioni slucaj. Tacno resenje trodimenzionog modela do danas nije

pronadjeno, ali je dobijen'niz rezultata za ovaj slucaj preko pri-

bliznih. teorija, zasnovanih, na izracunavanjima preko Grinovih funk-

cija.

Rczultati koje je dobio Onzager ne poklapaju 8e ni sa

cksperirnentalnim ni sa teorijskim rezultatiraa. Onzagerov model re-

Setke no odgovara nijednom realnom sistemu. lako je tacno rcsio

dvodimenzioni problem, treba napomenuti da je i on, u skladu sa op-

stim zaklouckoia da se u konacnom sistemu ne javlja fazni prelaz,

u svom matcnatickom postupku poomatrao beskonacan sistem, i u terrao-

dinamiclcoia lincsu xiracunavao ne sve sopstvene vrednoGti matrice P,

vec samo najvecu sopstvenu vrednost. Svi realni sistemi su konacni,

ali greska Icoja se unosi u racxm posmatranjem beskonacnog sistema

je izvan granica tacnosti eksperimentalnih merenja*

Inace, jos neresen problem vezan za Izingov model je

slucaj razmatran̂ ja sistema u spoljasnjem magnetnom polju.
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