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I
FAZNT PRELAZI

Veliki znadaj koji se u okviru fizike kondenzovanog
stanja pridaje problemu faznih prelaza, uslovljen je i &injeni-

com da taj problem obuhvata niz razliditih fizidkih objekata-
teCnosti, magnetike, binarne smeSe i binarne legure, superpro-
vodnike DK, polimere itd.

U Jednoj od najpoznatijih klasifikacija faznih prelaza,
Erenfestovoj, pored faznih prelaza prve vrste, za koje je karakte-
ristidan skok prvih izvoda termodinamidkog potencijala u tadki
prelaza, uvodi se i pojam faznih prelaza druge vrste. Za ove pre-
laze su prvi izvodi termodinamickog potencijala u tadki prelaza
neprekidni, a skok trpe izvodi drugog reda.

Lrenfestova klasifikacija nije bila dovoljno opsta,

Jer nije mocla da opiSe niz faznih prelaza. Opstija, FiSerova
klasifikacija, pored prelaza prve vrste, odredjenih skokom prvih
izvoda termodinamilkog potencijala u tadki prelaza, definiSe kon-
tinuirane fazne prelaze, u kojima su prvi izvodi termodinamidkog
potencijala neprekidni, a drugi izvodi u tadki prelaza ili trpe
skok ili teZe u beskonadnoste.

Usled neprekidnosti termodinamidkih funkcija stanja
( entropije, specifidne zapremine itd.), kontinuirani fazni pre-
lazi, za razliku od faznih prelaza bprve vrste, nisu praceni emi=-
sijom ili apsorpcijom latentne toplote prelaza,

U talki faznih prelaza prve vrste su termodinamicki
potencijali obe faze medjusobno jednaki. Ovi potencijali imaju
smisla na obe strane od tadke prelaza, gde odgovaraju nekom rav-
noteZnom, iako moida metastabilnom stanju tela. Medjutim, termodi=-
namicki potencijali na suprotnim stranama tadke kontinuiranih faz-
nih prelaza, ne odgovaraju nikakvom ravnoteznom, pa ¢ak ni meta-
stabilnon stanju tela. Na osnovu toga se zakljuéuje da nijedna faza
ne moZe postojati na suprotnoj strani od tadke kontinuiranih pre-
laza.

Za kontinuirane fazne prelaze, tacka prelaza sa mate-
matickog aspekta predstavlja neku naroditu tadku termodinamidkog
potencijalae. TacCka prelaza je, ustvari, tadka neanalitidnosti ter-
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modinamickog potencijala. Posto su za sve konaéne sisteme stati-
sticke sume analitidke funkecije ( mogu se u toj tadki razviti u
lorov red), zakljuduje se da se u konadnom sistemu ne moZe ja-
i fazni prelaz. Samo ako se pretpostavi da je sistenm beskonadan,
i ako se potra¥i limes ternodinamickog potencijala po jednoj des- .
tici ( kad broj destica te¥i u beskonadnost ), tada potencijal i-
ma svojstva neanalitidénosti u tadki prelaza. Ovaj uslov istide
neophodnost nalaZenja termodinamic¢kog limesa u izucavanju faznih
Prelaza. Sem toga, prelazom na termodinamidki limes se dobijaju
Jedinstveni statistidki rezultati u tadki prelaza, bez obzira na
to koji se ansambl koristi za opisivanje sistema: u termodinamid-
kom limesu su svi ansambli ekvivalentni.
Fazni prelazi teénost~gas, féromagnetni prelazi, pre-

>

lazi u binarnim legurama itd., karakteri$u se kritidnom tadkom

pri odredjenim vrednostima termodinamidkih Promenljivih. To je
tacka na faznoj ravni ( npr. P-T za sistem tednost-gas ) u kojoj se
zavr8ava kriva fazne ravnote¥e. Iznad kriti¢ne talke nestaje raz-
lika izmedju faza, i sisten Je uvek homogen. PoSto se kriva fazne
ravnoteze zavrsSava u kritinoj tadki, zakljuduje se da se moZe iz-
vrsiti kontinuirani fazni prelaz, obilezeéi kritidnu tadku, bez
presccanja linijc fazne ravnoteZe.
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Sl. 1.1 Tecéni sistem: projekcija povrsi Pg\'na ravan P\
I- &vrsta fazaj; II- tedna faza; III- gasovita faza
Ponufanje razlid¢itih fizidkih velidina u okolini kriti-

¢ne tallke se mo¥e na zadovoljavajuéi nadin opisati uvodeli pojam



kriti¢nih cksponenata.
Neka bezdimenziona promenljiva £
= 1ok _ T _ g
T T

pokazuje steven odstupanja temperature od kritidne. Ako je neka

(41.4)

fizicka velidina %(&)pozitiﬁna i neprekidna za dovoljno malo £ g
i ako postoji limes
ity R Ry
o = Um
=0 a b
Tada taj limes predstavlija kritidéni eksponent, i fizidka velidi=
na-%(tﬁse mo%e napisati u obliku proste stepene zavisnosti:

oo (A0)
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} @) ~ wnet © UGS

Sa & Je oznacen kritidéni eksponent.
' Xao kvantitativna karakteristika promene strukture
tela pri prolafenju kroz kritidnu tadku, uvodi se parametar ure-
djenosti. Odredjen je na takav nadin da uzima vrednosti razlici-
te od nule na temperaturama ni¥im od kritiéne, a iznad nje je jed-
nak nuli. Svaki sistem je potpuno uredjen samo na apsolutnoj nuli.A
Povetanjem temperature, i njenim pribliZavanjem kritidnoj, u sis-
Tewu nestaje makrouredjenost, koja se karakterise Parametrom ure-
djenosti. U sistemu se, ipak, iznad kritidne temperature zadriava,
uredjenost na malom broju med;uatomskih rastojanja, koja je ozna-
cena kao mikrouredjenoste.

#lko se funkcija uredjenosti nekog fizidkog sistema oz-
nadi sa F (1), tada se ona mose prikazati u obliku

FD o~ eonst | T-TIF T=T0 v aw

Sa (5 Je oznacen kriticni eksponent, Na osnovu eksperimentalnih
merenja na razlidéitim fizidkim sistemima, za vrednost kritiéﬁog
eksponenta funkcije uredjenosti se dobija pribliZno ista vred-
nost: (5‘ﬁ %; » koja se razlikuje od teorijski dobijenoh rezulta-
- ta, kako u klasiénim, tako i u savreumenim teorijama faznih pre-
laza i kriticdnih pojava ( tabela 1 ).

-
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NeXT KRITICNI LKCPONENTIZas TLCNE I MAGNLTNL SISTLME
( uzete su u obzir samo vrednosti dobijene pribliZavanjem kri-

ticnoj temperaturi sa strane ni%¥ih temperatura )

TABELA 1.1
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B
IZINGOV MODLL

Lako postoji mnoStvo eksperimentalnih ¢injenica ve-
zanih za fazne Prelaze, od kojih su neke poznate dugi niz godi-
na, fazni prelazi su sa teorijskog aspekta Jo§ nereSen problemn.,

Usled matenatickih osobenosti termodinamiékih velidina u kriti-

¢noj tadki, niz pribli¥nin teorija koje su postavljene ne daje
zadovoljavajuée rezultate, i zato se nalazenje talnog reSenja
Javlja kao neophodnost.

Fodetkom XX veka u teoriji magnetnih faznih Prelaza
postignuti su znadajni rezultati. Jedna od najuspesnijih je Vaj-
sova teorija feromagnetizma, zasnovana na pretpostavei da magnet-
ni momenti interaguju preko vestadki uvedenog takozvanog moleku-
larnog polja, DProporcionalno srednjoj magnetizaciji. U modelima
koji su se kasnije pojavili pretpostavljalo se da su magnetni
momenti lokalizovani u odredjenim &vorovima reSetke, da je njiho-
va interakcija barnog karaktera, a energija interakcije dostile
maksimum pri medjusobno paralelnoj orijentaciji momenata.

Jedan od tipova interakcije koji i danas zauzima zna-
¢ajno mesto u teoriji faznih Prelaza, predloZio je Lenc u modelu,
koji se danas naziva Izingovim modelom.

U Izingovom modelu feromagnetizma se razmatra sisten
n fiksiranih tadaka, &vorova reSetke, koji obrazuju d-dimenzionu
periodiénu refetku ( d= 1,2,3 ). Svakom ¢voru reSetke se pridruzuje
spinska promenljiva A, ( i= 1,2,...,n ), koja uzima brojne vred-
nosti +1 i -l. Ako je S, = +l, podrazumeva se da Jje u i-tom &voru
reSetke spin usmeren navise, a za s, = -1, spin i-tog &vora je us-
meren nanize. Dati skup brojeva &&ua odredjuje konfiguraciju ce-
log sistema. U toj konfiguraciji, hamiltonijan sistema Jje:

e L) = ‘Z ]ul ik "E\Z. i ver o (2.9)

i fo

.Simbol (1ij) oznadava par spinova najbli%ih susednih évorova.

Posto izmedju <ij) i {ji) nema nikakve razlike, suma po <{ij) sa-
drzi S%L ¢lanovay sa 4 Je oznaden broj najbli’ih suseda datog
évora. wpoljasinje polje Je zadana konstanta. 5&13% Je oznadena
energija interakcije ili takozvani integral izmene. Ako je inter-
akcija izotropna,-3bk se svodi na konstantan broj J y tako da




Je Bamiltonijan

Telm Y = -3 L winy - bZ A ce (2.2)

{viy
Slucaj LB odgovara feromagnetizmu, a3<0 - antiferomagnetiznu,
' Pretpostavljalo se da ée ovako odredjen Izingov model
medjudestidéne interakcije moéi opisati magnetne fazne prelaze,
odnosno omoguéiti nalazenje tadnog reSenja. Medjutim, Izing je
uspeo da resi svoj model samo za sludaj jednodimenzione reSetke,
pri ¢emu nije otkrio fazni prelaz. Po zakljudcima Vajsove teori-
Je molekularnog polga fazni prelaz ne zavisi od dimenzije refet=
ke, tako da bi se morao pojaviti i u Izingovom linearnom lancu
na temperaturi T; razliditoj od nule. PoSto se u svakom sistemu
na apsolutnoj nuli uspostavlja makrouredjenost, moZe se reéi da
"8e. u Izingovom lancu fazni prelaz dogadja na temperaturi \¢=0Q .
Pri razmatranju Lzingovog modela, veliki znacaj se
pridaje Onzagerovom resenju, koje je on dobio za dvodimenzionu
reSetku u odsustvu spoljasnjeg magnetnog polaa. Onzager' je tad-
~no resio Izingov dvodimenzioni model, i dokazao postojanje faz=-
nog prelaza. Tadan statistidki radun koji je Onzager primenio
Je dokaz primenljivosti statistidke mehanike na izuCavanje faz=-
nih prelaza,
Trodimenzioni Izingov model do danag nije tadéno reden,

ali postoji niz pribliZnih teorija za taj sludaj.
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LRIMENA IHINGOVOG MODISLA

Lzingov model, koji je prvenstveno uveden da bi opisao
feromagnetne fazne prelaze, moZe da se primeni i za opisivanje
faznih transformacija u drugim sistemima. Ovde ée, pored karak-
teristika magnetika u blizini kritidke tadke, biti pokazana i
ekvivalentnost Izingovog modela i modela reSetkinog gasa koji
opisuje fazne prelaze u sistemu tednost-gas, kao i moguénost pri-
mene u objasnjavanju transformacije "uredjeno-neuredjeno" u bi-
narnim legurama.

a4

1. FEROMAGNETIZAM

Za feromagnetike je karakteristidna pojava spontane
magnetizacije, koja postoji cak i u odsustvu spoljasnjeg magnet-
nog polja. Spontana magnetizacija ukazuje da sile interakcije iz-
medju spinova elektrona spontano orijentis$u spinove u pravilan,
Pparalelan poloZaj. To stanje se realizuje samo na temperaturana
nizin od karakteristiéne, Kirijeve temperature- kritidne tempe--
rature feromagnetika. Naime, povelanjem temperature se narusava
spinska uredjenost, jer se orijentiSuéem dejstvu sila interakcije
suprotstavlija toplotno kretanje, tako da je iznad Kirijeve tempe-
rature spontana magnetizacija jednaka nuli. PoSto je ispod kri-
tiéne temperature razlidita od nule, a iznad nje jednaka nuli,
spontana magnetizacija je za feromagnetike parametar uredjenosti.
Kirijeva talka razdvaja neuredjenu, paramagnetsku fazu, sa haotid-
no orijentisanim spinovima, za-r>TE, od uredjene, feromagnetske
faze, u kojoj su spinovi medjusobno paralelni, za—Yiwl.

Treba napomenuti da je sistem potpuno uredjen samo na
apsolutnoj nuli. Ali, iako je iznad Kirijeve temperature rezultu-
juéa magnetizacija jednaka nuli tojest broj spinova orijentisanih
- naviSe jednak je broju spinova orijentisanih nani%e, ipak u siste-
mu mogu postojati velike dimenzije oblasti sa uredjenim rasporedom
spinovaj; talkva wredjenost se naziva mikrouredjenoscu.

lako je iznad Kirijeve temperature magnetizacija jedna-
ka nuli u odsustvu spoljasnjeg polja, izotermna susceptibilnost

M ; < Lt . s s
f1=(gglmm, koja mozZe biti predstavljena i kao drugi izvod Gibso-



--Yog termodinanilkog potencijala, je pozitivma, i kad | — ¢
fuhkcija ff neograniceno raste, teZi u beskonadnost, ukazujuéi
na pojavu spontane magnetizacije.

fribliZavanjeu Kirijevo] temperaturi, kako sa jedne,
tako 1 sa druge strane, zapaZa se anomalija toplotnog kapaciteta,
koji u tacki Kiri teZi u beskonadnost. Toplotni kapacitet je ve-
zan sa drugim izvodom termodinamic¢kog potencijalae
Analizirajuéi fazni dijagram feromagnetika ( H-T ravan ),
zakljuduje se da se obilazeéi Kiri tadku, koja se nalazi na kraju
linije koja deli faze, moZe izvrSiti kontinuirani prelaz iz Jjedne
magnetne faze u drusu

R=0

Sl. 3.1 Magnetni sisten: projekcija povrsi HMT na ravan HT

Izingov hamiltonijan za feromagnetike, &ija Jje konfigura~-
cija odredjena skupom {&u} je dat jednadinom ( 2.1 ). Statistidka
"suma je

2,8 D=2 T . L expl-p W ad )y pek (20

by A Sn
k- Bolcmanova konstanta T- apsolutna temperatura
Svaka promeniljiva s;, ( i=l,...,0 ), nezavisno od drugih, uzima
vrednosti +1 i -1, tako da u sumi ima ukupno 2% &lanova. Znajuéi
statisticku sumu mogu se, polazeéi od nje, odrediti ostale termo-
dinamic¢ke velidine.

2+ ANTIFEROMAGNETIZAM

intiferomagnetizam se javlja u sludaju kada je antipara-

lelna spinska konfiguracija energetski povoljnija od paralelne.
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Antiferomagnetilt se mo¥e predstaviti kao kristal sa dve feromag-
netne resetlke: spinovi su rasporedjeni na takav nadin da su naj-
bliZi susedi spina iz jedne podresetke, spinovi druge podreSetke.

Prelaz iz neuredjenog, para amagnetnog stanja u uredjeno,
antiferomagnetno se karakterisSe viSe ili manje o3trim maksimumom
na krivoj zavisnosti susceptibilnosti od temperature. Tadka faznog
prelaza, na kojoj se javlja taj maksimum, je kritidna tadka anti-
feromagnetika takozvana Nelova tadka.

Pri faznom prelazu se pojavljuju i osStri maksimumi top-
lotnoé kapaciteta i koeficijenta toplotnog 8irenja. Ova anomalija
toplotnog kapaciteta na Nelovoj temperaturi, ukazuje da se u anti-
feromagnetiku uspostavlja neka uredjenost na temperaturama nizim
od Nelove.

U eksperimentima rasejanja neutrona Jje utvrdjeno da u
blizini Nelove temperature postoji izvesna mikrouredjenost, koja
se naruSava daljim rastom temperature, i kad.T"°°, raspored postaj¢
haoticdan.

llera makrouredjenosti koja se javlja ispod Nelove tempe-
rature u antiferomagnetiku je magnetizacija podreSetke. Ona Jje
uvek kompenzovana Jednakom i suprotno usmerenom magnetizacijon
druge podreSetke. FPorastom temperature magnetizacija brzo opada,

i na Nelovoj temperaturi je jednaka nuli.

U Izingovom hamiltonijsnu, kada se primenjuje na antifero-

magnetike integral izmene je J<0

3« RESETKIN GAS

Pre nego Sto se napravi analogija izmedju Izingovog mo-
dela i modela reSetkinog gasa, ukratko o rezultatima eksperimental-
nih ispitivanja ponaSanja sistema tednost-gas u okolini kritidne
tacke.

Projekcijom pgT- povrsi na npr. Pg- i PT -ravan, mogu
se, na osnovu dobijenih faznih dijagrama, doneti odredjeni zak-
ljucci o ponaSanju sistema tednost-gas u okolini kritidne tadke.

Posto se kriva isparavanja, duZ koje se nalaze u ravno-
tezi teCna i gasovita faza, zavrSava u kritidnoj tadki, zakljudu-
Jje se da se moZe izvrSiti kontinuirani fazni prelaz, bez preseca-
nja linije fazne ravnoteze.

-
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Na temperaturama nifim od kriti¢ne, razlika fustina
teCnosti 1 gasa je velikag pribliZavanjen kriticnoj Cadki, tu
razlika sc postepeno smanjuje, i postaje jednaka nuli na kritié-
noJj temperaturi_r=TL. Razlika gustina g,—ggje Parametar uredje-
nosti za sisten teCnost-gas., |

U neposrednoj blizini kritiéne tadke izoterme na EDQ
dijagramu imaju zaravnjen deo, na osnovu dega se zakljuéuje da na-
gidb %E- teZli nuli, kad T-T . fosto je izotermni kompresibilitet
defin%san kao Kq=q4(%%31 » znaci, priblizavanjem kritidnoj tadki,
on tezi u beskonadénost. Zakljuduje se da je osetljivost gustine na
vrlo male fluktuacije pritiska u blizini kritidne tadke beskonadno
.velika,

Lksperimentalno je utvrdjeno da toplotni kapacitet ima
maksimum iznad leo s Z& g==Q¢ s 1 taj maksimum ratse priblizava-
njem kriticnoj temperaturi odn%-k na izmerenu 11-12 puta vedu vred-
nost. lako eksperimentalno nije mogla biti dokazana "beskonadnost”

Toplotnog kapaciteta, zakljuuje se da

v (T“’Tc,t., Q= Q. ) PR % TS 5

Vrlo &esto se pravi analogija izmedju feromagnetnih sis-
tema i teCnosti, pPretpostavljajuéi da je polje H analogno pritisku
P, spontana wagnetizacija razlici gustina gh- Qv » @ funkciji Ky,
koja karakteriSe reakciju tednosti na spoljasnji pritisak, u mag-
netnom sistemu je analogna susceptibilnost f¢= (%% t 3 Koja u bli-
zini kritiéne tadke teZi u beskonadnost, i vezana je sa ogromnin
fluktuacijama nagnetizacije.

Pojave u blizini kritidne tadke teCnosti se mogu razmat-
rati pomocéu modela reSetkinog gasa. Pomodu ovog modela moZe da se
napravi analogija izmedju Izinpovog feromagnetika i proste jqdno-
lomponenbno Lecdnosti, tako da se Lzingov model mozo, pod odred;jo-
nim uslovima, primeniti i na model refetkinog gasca.

U modelu reSetkinog gasa se pretpostavlja da je zapremie-
‘na tecnosti V izdeljena na ¢elije zapremine v, pri Gemu je zapre-
mina ¢elije pribli%no jednaka zapremini molekula tednosti. Cclija
Je zauzeta, ako *u nju pada centar jednog molekula, ali sami mole-
kuli nisu ogranideni tim Celijama. Zbog pribliZnih velidina zapre-
mina ¢elije i molekula, ¢eliju moZe zauzimati najvisSe jedan molekul.

ViSestruka naseljenost éelije se zabranjuje pretpostavkom da je



w 11 =

potencijal interakecije iznpedju najbli%ih susednih ¢elija 1 i J
oblika

00

U(*«)Ps - J

O , u svim drugim slucajevima

ako je i=j; obe éelije zauzete

~

» 8Kk0 su i 1 j susedne éelije; obe zauzete ...(.)

Sveke ¢elija je ili zauzeta ili pPrazna. Stanje ¢&elije
Sse odredjuje promenljivom

o

, = .{1 » ako je Celija J zauzeta (5.4)

O , ako je éelija j prazna Y

U Izingovom modelu feromagnetika spinscka promenljiva 4
Je odredjena na slidan nadin:

&i = B S (5'5>

+1 , ako je spin u &voru j usmeren navise
-1 , ako je spin u &voru j usmeren nanije

Zauzeta ¢elija u modelu reSetkinog gasa mofe se izjedna~-
¢iti sa Izingovim spinom usmerenim navise, ako se stavi da je

ey 3 (1% &) cor (2.0)

Praznoj ¢eliji odgovara Izingov spin usmeren naniZe.

Na osnovu ovih pretpostavki odekuje se da postoji podu-
darnost izmedju Izingovog modela i modela reSetkinog gasa. Ova po-
dudarnost postoji ako je kanonidka statistidka suma Izingovog modela
proporcionalna velikokanonidkoj sumi modela reSetkinog gasa.

Neka je statistidka suma Izingovog modela

Zqug(}\Z Mk v R s e ()
A5y G A

A _ fH
7&2 & W= %ﬁ

Alto je.ukupan broj molekula u konfiguraciji odred;jenoj
skupom {JQ%B Jednak
Qﬁ &N A e (3.8)
0

tada je velikokanonidka statistidka suma reSetkinog gasa
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”&rib“ xp (}Z i ) L. (3.9)

N=0 (Lgv

gde je kauf(py) - aktivnost, {* - hemijski potencijal. Pomoéu
izraza ( 3.8 ) ova suma se transformise u oblik
L)
L oewltnny ws 1] e L a0y

{ey = Ly .
koji se smenon, kojom se od kvadratnih ¢lanova po Q@ prelazi na

kvadratne ¢lanove po zS& s transformiSe u oblik analogan Izingovoj
statistickoj sumi za feromagnetike. Smena je:

A . A
Q;Q(“‘ ':_\' %LS%*'{(%L*&D&Oy Y a oivie (b'/\ﬂ)

Poredjenjem sa sumom ( 3.7 ) mo¥e se pronadi veza izme—
dju odgovarajuéih velidina koje karakteridu Izingov feromagnetik
i resSetkin gas. Ako su poznata reSenja za Izingov model, izmenom
oznadavanja mogu se dobiti resenja za model reSetkinog gasa.

4. BINARNE LEGURE

U binarnim legurama se Jjavlja fazna transformacija izme-
‘dju uredjenopg i neuredjenog stanja, praéena toplotnim anomalijama.

Legura, sastavljena iz Jednakog broja metalnih atoma dve
vrste, 4 1 B, uredjena je, ako su atonmi Pravilno periodidno raspo-
redjeni jedni u odnosu na druge, i neuredjena, ako je njihov raspo=-
red hazotican. Potpuna uredjenost legure postoji samo na apsolutnoj
nuli. Povecanjem temperature narufava se uredjeni raspored atoma
i potpuno nestaje na temperaturi transformacije. Nestaje makroure-
djenost, ali se moZe zadrati izvesna mikrouredjenost - uredjenost
na malom broju medjuatomskih rastojanja, odnosno korelacija izmedju
poloZaja najblizih suseda.

U legurama tipa AB se Javlja fazni prelaz druge vrste
praéen anomalnim ponasanjem toplotnog kapaciteta koji u talki pre-
laza ima oStar maksimum.

Najpoznatija legura tipa AB je - mesing, legura bak-
ra i cinka. U uredjenom stanju Prostorna resetka @ - mesinga je
prosta kubnaj motiv je sastavljen iz jednog atoma Cuu ( 0 0 0 ) i
Jednog atoma Zn u-(%j% %‘). Ako se temporatura povedava, atomi Cu

i Zn wogu smawmeniti mesta, ali je verovatnoda nalaZenja atoma Zn u
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. = s . . ” 4
pravilnom poloZaju je veéa od T e Iznad tewperature Prelaza,
svi ¢vorovi refetke su medjusobno ekvivalentni, i verovatnoéa
- ~ o 3 v . - v 4 -
nalazenja atoma Zn u pravilnom polozaju je tadno = - Za wmotiv
pPostaje jednako verovatno da se atom Zn 1li Cu nalazi u Polozaju
. A A4
( 00 0 ) odnosno k% g s
Transformacija izmedju uredjene i neuredjene faze & -

mesinga se moze eksperimentalno posmatrati preko difrakcije X - zpo-

ka. fokazuje se, izradunavanjem difrakcionog strukturnog faktora,
da se u uredjenoj leguri Javljaju svi refleksi za prostu kubnu re-
Setku, dok rezultati, dobijeni difrakcijom na neuredjeno; leguri,
pPokazuju da je reSetka kubna, zapreminski centrirana.

Izingov model za feromagnetike se odgovarajuéom izmenom
u oznadavanju, moZe primeniti u objaSnjavanju faznog prelaza iz
“uredjenog u neuredjeno stanje u binarnim legurama.

' Pretpostavlija se da model binarne legure ¢ini skup dve
vrste atoma, oznadenih sa A i B, 1 da je broj tih atoma, rcspek-
tivno, bdh t*b - Atomi su rasporedjeni u &vorovima reSetke: sva=
kom &voru odgovara %' najblizih suseda ( § - koordinacioni broj
reSetke ). Ako se u svakom &voru refetke mole nalaziti samo jedan
atom, ukupan broj atoma je N=Na +Ng. Postoji tri tipa najbliZih
parova = A4, BB, AB ( AB = BA ), a njihov broj je, respektivno
NAk ’ Nbb N NAb .

Ako se zanemari kinetidka, i uradunava samo energija ve=-
ze najblizih suseda, ukupna energija sistema Jje )

E. (Nkh,N%b)NAb>= &k Nkk ¥ Exb N'bb ¥ &Ab Nkb veo (5.’\2)

PoSto brojevi bQAk ,t*bb j.\*hb nisu medjusobno nezavisni, stanje
sa energijom E je u opStem sluaju degenerisanc. Veza izmedju ovih
brojeva se.ﬁoﬁe odrediti na vrlo jednostavan nadin, ako se u kvad-
ratnoj resSetki, sastavljenoj od atoma A i B, na primer atom A spo-
Ji linijama sa najbli¥im susednim atomima vrste A. Ukupan broj li-
nija je za sve atome A reéetke,\g‘*A -« lzmedju svakog para AA su

povucene dve linije, AB = Jedna, BB- nema linija, tako da je

\KNA; ZNav *Nas oo {7

Analogno, za atome vrste B je ukupan broj linija:

‘- \GNB'“?_Nbb*NAb
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Iz ove dve, i relacije b&=‘4k+kquogu se eliminisati bilo koja
tri broja, tuko da zamenom u jednadinu ( 3.12 ), dobijeni izraz
za energiju odgovara nedegenerisanim stanjima:

B ONG) = (8o v B 2 e DMan* (¥ (Brom Beda + 3 584MN] oy

Izraz u srednjoj zagradli je konstantan, tako da energija zavisi
Samo od broja parova najbliZih suseda’ tipa hiun . .

Izingov model se moZe primeniti na binarne legure, ako
se izjednaci broj Izingovih spinova usmerenih navise, N*, sa bro-
jem atoua vrste A, Na, u binarnim legurama. Broju atoma vrste B,
Ns'k¢‘¥h, ¢e odgovarati broj Izingovih spinova usmerenih nanize,
. o Energijé Izingovog modela se mo¥e izraziti u zavisnosti od
broja spinova usmerenih navige i broja parova susednih spinowa
usmerenih naviSe primenjujuéi pPostupak analogan napred opisanom
za binarne legure. Poredjenjem ta dva izraza za energiju, mogu se
odrediti veze koje Postoje izmedju odgovarajuéih veli¢ina koje
karakterisu feromagnetike i binarne legure.
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v
JLONODIMENZICNI IZINGOV MODEL

~ Jednodimenzioni Lzingov model u odsustvu spoljasnjeg
Polja je predstavljen linearnim lancem, sastavljenim od n wpi-
nova. Konfiguracija modela Je odredjena skupom {§~ « Pretpos-
tavlja se da postoji samo 1nterak01aa izmedju najbliZih suseda,
Za ovaj sludaj hamiltonijan ima oblik:

t-%\’__, - Z 3'» Nihiga e (“A>
Spin s, ima samo dve dlskretne vrednosti, +1 i -1, Sa N Jje oz~
nadena energija interakcije izmedju Para najblizih suseda - spi-
nova, rasporedjenih u évorovima i i i+l, pri demu je uvedena
T kraéa oznaka % -]‘W** =
Statisticka suma je funkcija oblika

Z ZV\«(aA 3'1. -r 1\:\»\} Z_LXP k‘[’b'}t)

4

=y Z u\? (2_ }35,%”) cee (42)

b GpmA
oa &ezi—— kﬂh Jje oznadena bezdimenziona energija interakcije.
Posto sk ima dve orijentacije, suniranje se vrdi po svim 2% kon-
figuracionim stanjima sistema. Da bi se dobila statistidka suma
u zatvorcnom obliku, posmatra se efekat dodavanja joS jednog spi-
na na kraju 1anca. Statlstlckd suma "produaenog“ lanca je

Lwi ™ Z exp (2_ -Bbdom) }:_ exp ('anng,m}.. (43

%ﬂ %1 Goe-i =4 S
Ako se odvojeno posmatra poslednja suma, vidi se da se, posto ne
zavisi od orlaonta01ge spina, svodi na jednostavan oblik:
L e Q“bnsm) Leh (Jnon) = 2T
L\ L\

tako da je
z.na-o\ = ‘XV\. 'Lv\ ‘oo (4\.‘\>

Posle jednostavne interakcije, i uracdunavanja &injenice da Jje 2, =2,
tojest odgovara broju ili sumi stanja jednog spina, dobija se ko-
nac¢an oblil statistidke sume lanca od n apinova
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wA
n
Z“"Z_ ,ﬂ« ch A}S‘ ees  (49)
"—
Ovaj rezultat je dobijen za slucaj proizvoljne interalk-

cije izmedju parova najblizih suseda. Ako je interakcija homogena,
3;~3 za svaki ¢vor i, i otatlstlcka suma za taj sluéaj je:

Lo 0y e ()

Informacije o temperaturi —Ey y» Da kojoj se javlja ure-
djenost sistema, mogu da se dobiju na jednostavan nadin, preko

dvospinske korelacione funkeije rx..(Y'\
v\-‘\

r’a. (V’) = <}Dh.. 5&.»\*) = Z“ Z ou, Porar Q)C‘? ( 2 73\’>~H> . (q_q)
Y 3
Sumira se po svim stanjima sistema, kojih ima 2%, ®a p je oznadeno

rastojanje izmedju spinova, izrafeno u Jedinicama konstante reSet-
ke. Korelaciona funkcija najbliZih suseda je R(«\;

ZaTu Y = L ttes 2o (T Yebitan ) 2 33 Z (Z st

ks\‘ =1
UopStavanjen, za proizvoljno r je {53

Znﬂ..vaﬁd—\; %‘::1 £ L )

Posle naznadenog diferenciranja, za korelacione funkcije se dobija:

v (1) = W Y cee (49

R(m = (kW Xw\ (K X‘m—ﬂ e (e km—r-«)= \—.\1 v kuk.—« ... (A.9)

Ako je interakecija homogena, 315 3 : korelaciona funkcija ne za-
visi od ¢vora

rk,KF) = <45m/5hrr> = thr % v« (4.40)

Hakrouredjenost sistema, odnosno spontana magnetizacija
razli¢ita od nule se javlja na temperaturi na kojoj dvospinska
korelaciona funkcija dovoljno sporo opada sa medjuspinskim rasto-
janjem r. Neka Jje sa

g = M(T,H=0)
™M (=0,R-0)
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oznadena ﬁormirana magnetizacija u nultom polju. Tada je
0% = W Do (o) vee o (A1)
0

Analizirajuéi izraze ( 4.9 ) i ( 4.1o ), vidi se da su,
Za konalne vrednosti ?@ » odnosno za temperature razlidite od nulec,
vrednosti tanpgensa hiperbolnih manje od Jedinice, tako da njihov
proizvod, kad r-—» o0 , te3i nuli. Medjutim, kad je 1=0 y svi
8‘»"—‘:(‘031‘5 %r teze u beskonadnost, a proizvodi tangensa hiperbolnih
u (4.9 )i ( 4.10 ) tese Jedinici. Na osnovu toga se zakljuduje
da se u Izingovom lancu na svim Temperaturama razliditim od nule
Javlja nulta spontana magnetizacija, .a na temperaturi | =1lc=0
nagnetizacija skokom dostize Svoju punu vrednost. Llaxo, znaci,
Izingov jednodimenzioni model ne predvidja fazni prelaz, Cesto se
govori da se on dogadja na apsolutnoj nuli, jer se na toj tempe-
raturi u sistemu javlja makrouredjenost.

Susceptibilnost u nultom Polju za jednosimenzioni Izin-
gov lanac se moZe jednostavno izradunati polazeéi od fluktuaciono-
disipativne relacije

-,
,A AL n . . A
Jo (T,H=0V= = 2 % PN e (A1)

gde je ﬁS%Yo o ( g- Landeov faktor,Yu = Borov magneton ). Za
homogenu interskeciju Je

<’3L'o}b>=/\f“-%“, = KR N G E

tako da jednostavno sumiranje za jednosimenzioni slué¢aj daje rezul=
tat —, n-4 .
fo (T H=0)= 3 tn P ICR TR
: Wwea
Odgovarajuéin translormaci jama izraz za susceptibilnost se svodi
na oblik koji predstavlja tadno reSenje dvospinske korelacione
funkcije za otvoren lanac od n spinova:

B N SN TG CEV cee (A4
b (T, R 0)~ 5 Ik““ 07 ey \3 R

U termodinamidkon limesu, kad N—=on susceptibilnost je:

W Ay Ra 2
L - 'Q/ . L ) (q"\5>
}T (T-, \-\‘ZO)‘ Ay A=A LAY
Iz poslednje jednadine gse vidi da so susceplibilnost u nul ton pol ju,

u blizini kriti&ne tenperature 1»"0 y Wenja sa temperaturow po
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Zakonu 2

(o)~ & e e (A0)

Znaci, susceptibilnost u nultom polju tezi u beskonalnost, kad
T_"To,Tc,=O by

lMoZe se pokazati da toplotni kapacitet denodlqcnalonob
Ssistema nema singulariteta kad ‘F—-WL Te=0 , Sto je jo$ jedna pot=
vrda zakljucka da se u gednodlmen21onom sistenu ne javlja fazni
prelaz. Ako je entalpija za sluéaj proizvoljne interakcije data

sSa

E(s,v\-oy——— { & Zo(r e 0) - ‘[_ o th
a za homogenu interakeiju, kad je ORI s Sa
E(S,H=0)= -3 (n-4) th}

toplotni kapacitet je Cu= (‘“ W

C. (T, H-0)= k, QS 0«753 e (AN

2
Cu (T, H=0)= & (n-1) (ark\ e (G99
hnalizom ovih rezultata, vidi se da Jje, kad T+ ,-E.zo s top-
lotni kapacitet Izingovog lanca konadan-tedi nuli. Oblik zavisno-
sti toplotnog kapaciteta Izingovog lanca u nultonm polju od tempe-
rature je identidan obliku zavisnosti toplotnog kapaciteta para—
magnetika, uz uslov J— H

Ca )

o

Sl. 4.1 Toplotni kapacitet Izingovog lanca
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Posmatrajuéi izraz za entropiju u sludaju homogens .-

akcije
20\ = n=-A - - GRS
S (T, H20)< & { 0L« (n=1) bnck - (n %’MB N .
zakljuCuje se da entropija na niskim temperaturama teZi vrednosti
ka2 K ok ln2 go nultim nagibom, a na visokim temperaturama teji

vrednosti WV.bml., sto je pokazatelj tendencija Jednodimenzionog
sistema ka sludajnom, haotidnom rasporedu na 1#0 .

—

=

Sl. 4.2 Zavisnost entropije Izingovog lanca od temperature

LI koo zakljudak, na osnovu prethodno datih rezultata,
moze se re¢i da se u Izingovom Jjednodimenzionom modelu nikada ne
‘javlja fazni prelaz na temperaturama razliditim od nule. To se mo-
ze objasniti ¢injenicom da se na proizvoljnoj temperaturi u siste-
mu srednja konfiguracija odredjuje dvema konkurentnim tendencija=-
ma, suprotnog znaka: tendencijom ka potpunoj uredjenosti, koja vo-
di minimalnoj vrednosti unutrasnjc energije, 1 koja je, usled nedo-
voljnog broja najblizih suseda u jednodimenzionom sistemu vrlo sla=—
ba, i tendencijom ka sludajnom rasporedu, koja uslovljava maksimal-
nu vrednost entropije. I kao njihov rezultat, slobodna energija
A = U - IS postaje minimalna, jednodimenzioni sistem nestabilan,
tako da u njemu ne moZe postojati uredjena faza na temperaturi
g T

Izingov jednodimenzioni sistem u magnetnom polju se moZe
na jednostavan naé¢in analizirati polazedéi od hamiltonijana oblikns

P IEERD HPSUTINEL S wee kKA20)
[V ArA
Usled periodidnog granidnog ualova
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/bnn = bA e & Lf-\.';_4\>

Izingov lanac u magnetnom polju je zatvorem, oblika kruznice. Cvaj
granicni uslov omogudava da se statistidka suma formulisana u mati-
é¢nom obliku, jednostavno izraduna kao trag matrice. 4Ali bas zbog
tog granilnog uslova, rezultat za statistidku sumu Izingovog lan-
ca u magnetnom polju razlikuje se od rezultata dobijenog za lanac
u odsustvu polja. MoZe se pokazati, da u termodinamidkon limesu,

- kad W—>e0 , Gibsov potencijal za otvoren i zatvoren Izingov lanac
ima istu vrednost, tako da se i u ovom sludaju dobija da je spon-
tana magnetizacija po spinu za sve T>0 Jednaka nuli. Znaci i
lzingov zatvoren lanac ne otkriva feromagnetizam, odnosno uredje=
nu fazu.

Pokazano je da se Poznavanjem dvospinske korelacione
funkcije mogu ispitati mnoga svojstva feromagnetnih interakcija.
Rezultati o antiferomagnetnim interakecijama, kada je-3<-0 y Mogu
se dobiti jecdnostavnom promenom znaka u prethodnim relacijama.la-
ko u tom slucaju spinska korelaciona funkcija menja znak od &vora
do &vora, pokazuje se da entalpija, toplotni kapacitet i entropija
u nultom polju ostaju neizmenjene u odnosu na feromagnetni sludaje.
4li, za razliku od feromagnetne, antiferomagnetna susceptibilnost
ostaje konacna za sve temperature. Naime, susceptibilnost je vezana
sa sumiranjem dvospinske korelacione funkcije po svim &vorovima 1
ca, i korelaciona funkeija u tom sludaju menja znak od ¢vora do

cvora.




- 3f =

v
TACNO RESENJE DVODINANZIONCG IZINGOVOG MODELA

UspeSnost Izingovog modela medjudestidne interakeije
Je potvdjena mnogo godina nakon njegove formulacije Onzagerovin
taCnim resSenjem dvodimenzionog Izingovog modela, u kojem je poka-
zano da s¢ u dvodimenzionom sistemu vrs$i fazni prelaz na tempera-
turi (o razli¢itoj od nule.

Onzagerov matematidki postupak za dobijanje tacnog rese-
nja je vrlo sloZen, zasnovan na matriénom radunu sa spisnkim opera-
Torima. Ovde ée biti opisan jedan od najkraéih pristupa kojim se
dobija tacno reSenje, Kaufmanov.

Tacno, Onzagerovo reSenje za dvodimenzioni Izingov model
moZe da se dobije primenom razliditih metoda.

U kombinatornom metodu Kaca i Uorda uvodi se determinan-
ta koja uracunava odredjene konfiguracije reSetke.

Harst i Grin nalaze tadno reSenje dovodjenjem statistid-
ke sume u oblik klasidne algebarske forme, takozvane Pfafove forme.
Kastlejn uproséava ovaj radun uvodjenjem pojma dimera-tednog "mole-
kula" koji zauzima dva &vora u refetki. Resenje koje se dobija poz-
nato je pod imenom dimerno reSenje.

To su samo neki od metoda koji dovode do tacnog resenja
~dvodimenzionog Izingovog modela. Ali, svima njima je zajednidki
rezultat - simetridan logaritamski simularitet specifidnog toplot-
nog kapaciteta, i na osnovu toga zakljudak o neanalitidnosti slo-
bodne energije ( Helmholcovog termodinamidkog potencijala ). U svim
netodima, za sve tipove dvodimenzione reSetke, izradunavanja spon-
Tane magnetizacije daju istu vrednost njenog kriti¢nog eksponenta
&ﬁ=%; » Da osnovu Cega se zakljuduje da ponaSanje bilo kog dvo-
dimenzionog sistema u kritidnoj tadki ne zavisi od detalja struk-
ture resetke.
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l. MATRICN. FORMULACIJA PROBLEMA

Izingov dvodimenzioni model predstavlja kvadratna refiet-
kd, sastavljcna iz n vrsta n kolona, sa N=n” spinova, rasporedje-
nih u ¢vorovima reietke. Yretpostavlja se da se refjotka uvecava
za jednu vrstu i jednu kolonu na takav nac¢in, da su konfiguracije
( n+l )-ve vrste i (n+l )=ve kolone identidne, respektivno, konfi-
guracijama prve veste i prve kolone. Usled ovakvog granicnog uslo-
va, resetka ima topoloska svojstva torusa. ( sl. 5.2 )

KOLONE —= ‘ —
A 2 Heoese N Nrda g 1

4 " .

" WOLOWA
%
w b
= .
g .

> 0 WYRSTA
NiAs A

~Sl. 5.1 Dvodimenziona Sl. 5.2 Topologija Izingove
Izingova resSetka reSetke

Ako je sa V“ ( & = ly...,n ) oznaden skup svih spinskih koor=-
dinata & = vrste

ybakh,hvn,mB voue (B.4)

tada je toroidalni graniéni uslov dat jednakoZéu:

y““‘z_ Y«" vie (’).L}

Konfiguracija reSetke kao celine je odredjena skupom {jh,?”.n,rngo'

Pretpostavlja se, u skladu sa opStim principima Izingo-
vog modela, da interaguju samo najbliZi susedi. Znadi & - vrsta
interaguje samo sa ( & =1 ) -vom vrstom i ( d + 1 ) -vom vrs—
tom. Neka je sa ‘

E(%g«‘)nt:i"_‘/omi Con (BB

oznalena enrgija interakecije izmedJju & =vrste i (& +1 )=ve vrs-
te, a sa
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ELN &Z B Buai = bz_ 5 eoe (B4)

U bt 4
zbir energije interakcije spinova unutar & - vrste i energije
interakeije tih spinova sa spoljasnjim magnetnim poljem. J je
integral izmene. Sa g‘\ p | Y’\' Jje oznaden skup spinskih koordinata
dve susedne vrste

e Aoy maly
ya-&bh”.,bgb

Usled toroidalnog granidnog uslova, u svakoj vrsti mora biti. ispu-

. (5.5)

njen uslov
}DV\H\ - ‘D\ 5 e (S'Q’)

U lronflgm:ac:.gl reSetke, odredjenoj skupom U‘, oy Y“B
ukupna energija 1nterah01ge, ili hamiltonijan reSetke je

E {_}‘\*3 s%“ S [E. Qh-.,g&m) x (\M"\] A (5.1

a statisticka suma je

7.y Z f_ u?{pz[g_@..,wyew,% (5.8)

Statisticka suma se moze transformluata. uvodjenjem 2B-dimenzione
matrice P, odredjene matridénim elementlma

fe(wWy+e(w)]
(y\p 3\‘> .Q,P Y # coo (9.9)

Matrica P je = -dimenziona, jer svaka od n spinskih koordinata iz
glcupa X\« - i y«' matriénih elemenata matrice P ima dve orijentacije,

A l j. _:l.-

Ly (0,T)= 2. L <wIPlmd>ClPlpsy < pnlPl

I e e . .
Ovde je iskoriséen uslov Y\nn"' 3“« » koji transformise dvodimenzio-
nu reSetku u cilindar, tako da se statistidka suma moZe izraziti
kao trag matrice:

Z-I (bwT>= ? < SM\P“W\O % %? Pn oo (5:40)
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Poito trayg matrice ne zavisi od reprezentacije matrice, ncka je
matrica P dijagonalna

FAA

P - . vee (5.4%)

L s "y
n . R . n . 2
sa 27 sopstvenih vrednosti Ni,My,...0 Ngn . Matrica P je takodje
- . . W . = - “ n
dijagonalna, sa matridnim elementlma.(%C?,(Aiﬁ’”.)(hfﬁ, tako da je
statisticka suma data kao njihov zbir:

2 %
7. (&.7)= Z; (2 e (B2

Znali, zadatak izradunavanja statistidke sume se svodi

na nalazenje sopstvenih vrednosti matrice P, Ali, moZe se pokazati
da se komplikovan zadatak odredjivanja g sopstvenih vrednosti mat-
rice P, u sludaju razmatranja beskonadnog sistema—- kad je n velik
broj, u termodinamidkom limesu svodi na odredjivanje najveée sop-
stvene vrednosti matrice P,

: Iz izraza ( 5.9 ) se zakljuduje da ée, polto su E_(yyy“)
i E_(y\ reda velidine n, sopstvene vrednosti matrice P biti re-

n

da e, gde je n velik broj. Ako je N wou najveta sopstvena vred-

nost matrice P, ocCekuje se da je

QJLWM %\-’ U Awax  konadan broj ven  (5.4%)
n—

Ako je ovaj uslov ispunjen, i ako su sve sopstvene vrednosti pozi-
tivne ( MadO0 ), tada je

(M) S 7y € T Ouar )

AR Awax € A U Ly € A s YA 2
a n n "
U termodinamicCkom limesu, kad YV -» o0 | prethodni izraz se svodi
na oblik iz kojeg se vidi da je za reSenje problema dovolino naéi
najveéu sopstvenu vrednost matrice P:
U L 8Z; = bw 4 U Auax e (319
N=eo N N0 "N _ .
Polazeéi od jednadima ( 5.3 ), ( 5.4 ) i ( 5.9 ), matrid-
ni elementi matrice P se mogu napisati u obliku
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n A & b & S e

< }Dl)---)’)“lp‘b\ ’D:\>=D Q‘b w QFJ v Oy ,Q/(B '
1

\ 2 '_ L ° . . o . v . -
£ko su matrice V,, V,j V, odredjene svojim matridnim elementima

na sledeé¢i nadin

' ef’bm’b
( %A)... ) g\)f\\\/l\ \ 61\ bn) ﬂ & " “eo 0 (5."5)
A
_ P bty
< "3‘)--‘ aqb“\\/z\ '5:)- °°ﬂ> 855. b.': U R e (B406)
‘ 2 B
S 93«)---, %“\\/bl ,ZM) a:m> 85‘51 s 'a.\':‘ D« 2, .o (%.41)

€ &“. - Kronekerov simbol; matrice Vo i Vo su dijagonalne ) tada
Je matrica P data kao proizvod

P=\L\LV v (5418)

Matrice V, , V, i Vs, se mogu predstaviti u Pogodnijem
obliku, uvodeéi specijalne spinske matrice. To su 2%-dimenzione
matrice X; , Yy , Zg odredjene sledeéim jednakostima:

R = Asdn .« Xx . 24 n nnozitelja

Y&;/\;/\ﬁ...x\(*... | - u _

Z“a’\*/\&...*z_*,,.*/\ - "
L-wnolitey

Za ove matrice, za dv 7‘[5 y VaZe sledeée komutativne relacije:

(K, Kols (%, Yol (2., 1=
(X“’\YP-1= {.X“)Z\‘]' [YN,Z(»J'O

Na mestu b - mnozitelja u matricama Ly Y¢, 3 Z5 su 2-dimenzione
Paulijeve spinske matrice

XS AN = (£ 50 ) LAY (200)

sa opobinama ‘
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K, YA, 754
XY +YX=0, YZ+ZY=0, ZX+XZ-0
AY=2Z ) YZ-aX  ZX=iY

koje za svako v =1,2,.00, n vaZe i za matrice sy Yo, 9 24 o
Fokazuje se da se matrice V4, V, i V4 mogu predstaviti
pPreko matrica X, , Y, i 2, .
Folazeti od jednadine ( 5.15 ), mo’e se matrica V, pred=-
staviti u obliku direktnog proizvoda n identidnih 2-dimenzionih
matrica

\, = Qs Do ook By ot o (5i34)

odredjenih matricénim elementima

AN AY = /ejb%g

PoSto s i s' nezavisno jedan od drugoga uzimaju vrednosti +1 i -1,
matrica a u eksplicitnom obliku je

X3 -po

e € St v
L. = =& + R

CMY o

Koristeéi tvrdjenje da je za svaku matricu X &iji Je kvadrat jed-
nak jedinicnoj matrici

%
e? = o+ Xehd

dobija se konalan izraz za matricu a

O ‘l?.:;v,\.@.gat) eex e (520)

@ s & | 407 14520

gde je
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Zamenon doo,\.dcnogD izraza za a u ( 5,21 i doblaa se da je

& X ox
e (2 o ( ?—Ptﬂ A A, cor (824

Koristeli osobine direktnog proizvoda mo¥e se izvrs§iti tranformacie
Jja:

o eek* L B k)
tako da je
\o = [ 2 ah (z\atﬂ% \VA vee o (5a8)
Voo Tl e S ce (590)
it

Matrice V, i V, izraZene preko 2n-dimenzionih spinskih
matrica su

f"\ PE BT avh - - LBET)
1
n

Ve 11 Pl cee (2D)
«

pri Cemu je Zpe, =24 . Zamenom u jednadinu ( 5.18 ) odgovarajuéih
\

izraza za V4 , V, i V, , zavrSava se matridna formulacija Izingo-

vog dvodimenzionog modelas:

s [ 2 Sk (2 Pt\]& \/b \VAVA aiely (B2%)

Ako je spoljasSnje magnetno polje B=0, u prethodnom izrazu je Vy =1,

e g
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2e MATEMATICKA DOPUNA

U izrazima ( 5.26 ) i ( 527 ) matrice V, 1V, su pred—-
stavljene precko dvodrednih spinskih matrica X, 12, , koje mogu
da izraze samo dinjenicu da spinska koordinata ima dve orijenta= .
cije, all ne i dvodimenzionalnost Izingove kvadratne relectke. Za~
to se uvodi nova klasa matrica U"\u Y s ¢ije ée osobine bitd nave-
dene u ovon odeljku, i preko kojih mogu da se izraze Vi 1 V, na
Takav naCin da pored dve dimenzije spina budu uradunate i dve die=
menzije Izingove reSetke.

Slup od 2n matrica {p (M = 1,4e.,2n ) je definisan
antikomutacionon relacijom:

\\-‘;«r\; + Tv ry\ I 6§w (341\); '\,q_’_._’q_“) vy (%.29)

Dimenzija ‘U}A‘} ne moZe biti manja od 2”. Ako uporedo sa skupom
U’Y‘} rostoJi i drugi skup matrica [\_\'}\5 s koji takodje zadovo=
ljava antiliomutacione relacije ( 5.29 ), tada postoji nesingular-
na unitarna matrica S, takva da transformiSe jedan skup u drugis
r?«" 5F§ Sﬁ . Svaka 2%-dimenziona matrica Je linearna kombinacija
Jediniéne matrice, matrica r}« s 1 svih nezavisanih proizvoda
TR e

Za n=l, relacija ( 5.29 ) odredjuje dve dvodimenzione
Paulijeve spinske matrice. Za n=2, relacijom ( 5.29 ) su odredjene
Setiri 4=~dimenzione Dirakove matrice Yu

Jedna od moguénosti predstavljanja skupa U}qg 2%~dimen-
zionim matricama, koja ée biti iskori¥éena pri transformaciji V, i
- Vy 4 Jes

C‘Z_a r'l.'\(»\

flar™ X‘\ZL Ta
r'b o X'L Zb r""

R Yo
X« X'L Yb

r’)..&.-‘\ b U SRR A L
5 e (5,50)

r'z.h % 7\'\)(9...- K -4 Yo..
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Neka je zadan odredjeni skup matrica &r}.‘} y 1 ncka je

W 2"~ dimenziona matrica Lincarne ortogonalne transformacije
i Lo
V} . 7; 03§v 0 coe (B
¥4
wgw = su kompleksni brojevi, odredjeni relacijom

z_ QJJYN wg.)"‘ 8\))\

oy
ili, u matridnom obliku
T
QW W ~1
LR ” !
- Sa W Jé oznacena matrica, transponovana u odnosu na W , Ako

se F} razmatra kao komponenta nekog vektora u 2n-dimenzionom
prostoru, tada transformacija sa matricom W predstavlja rotaci-
Ju u tom prostoru.

Posto skup W‘ zadovoljava relaciju ( 5.29 ), moZe
se unitarno transformisati pomoéu 2P-dimenzione nesingularne matri-
ce S(W), tako da je

) =A '
Ty =S [} S (w) vee (52)
Zakljucuje se da postoji korespodencija
Cﬂ -— S(w) v (5.’05)

kojom se 5@3) odredjuje kao 2B-dimenziona reprezentacija rotaci-;
je W u 2n-dimenzionom prostoru. Iz ( 5.31 ) i ( 5.32 ) se dobi-
Ja jednakost

S Ny S-Xw) = qi Wy 0 e % OB
A

koja povezuje rotaciju W wu 2n-dimenzionom prostoru, sa spinskom
reprezentacijom rotacije S(w) u tom istom prostoru.

Na primer rotacija u dvodimenzionoj ravni X‘W u 2n-dimen-
zionom prostoru, za ugao S| sy Je data transformacijama:

= M (Arpy ArYY
'\"sl-\}. w8 - T3 vind (@7

Ty =Thsimer(y wsd  (pro)



Hatrica rotacije WI(W19) u eksplicitnom obliku je:

E A —

W (P \e) = vee  (B.54)
C NG 0459+ ) - VR&TA
e u..o;.owx \)w;.ouowé

Nisu napisani matridni elementi Jednaki jedinici na glavnoj dija-
gonali, i nuli na svim ostalim mestima. Za matricuy WWie) | koja
se oznadava kao ravna rotacija u ravni y\\) za ugao © y Vaze
sledeéa svojstva: '

I (W 18) = 63 Iy |-©)
W (p10) T (€)= 1

U sledeéim lemama su navedena svojstva matrica WJ 15((&7\

-
-

LEMAIl.
Ako postoji korespodencija w(g’\\)\e)"’e}w () » tada je
L -8l
ply
S = e SR
LEMA 2. |

Sopstvene v::'ednos;c.i9 matrice Q}J@W\e) su jednake 1 ( ste-
L -~
pen degeneracije 2n-2 ) i e a ( nedegenerisane ). Sopstvene vreds=

ri . -
nosti matrice 53w (8) sue 2 ( stepen degeneracije svake je 2% 1).

LEMA %.
Neka je O proizvod n komutirajuéih ravnih rotacija :

W= O (k19D W ($§102) ... w(pilan

gde su 6«,...,6'\ - kompleksni brojevi, a sa &k,(‘.).,...)y,\)]) je ozna-
¢ena permutacija skupa celih brojeva {.1,2..., 2n-1, 2n5 o Tada
Jes

De WS ann lagn %GR
S+ ¢ 3

b). 2n sopstvenih vrednosti matrice OJ su

S
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‘!.‘\eq | 219, t 1L 0n

e 51 R .),..)Q voe (5.%6)
¢). 2% sopstvenih vrednosti matrice S(m) su

Q/‘i(te«:e*" coe £0n) coe (BT

pri Cemu se znaci "+4% i "=v uzimaju nezavisno.

Na osnovu LLME 3, se zakljuduje da se sopstvene vredno-
sti matrice nD{UJ) mogu dobiti neposredno iz sopstvenih vrednosti
matrice W ‘

Dalje ¢ée biti pokazano da se matrice V, i V, mogu trans-
formisati pomoéu skupa matrica &[}5 y tako da predstavljaju spin-
sku reprezentaciju proizvoda ravni komutirajuéih rotacija.
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3. ONZAGEROVO RLSENJE

U odsustvu spoljasnjeg magnetnog polja ( B=0 ), u matri-
ci P je Wy =1

RPN TSR LAVAVS
~tako da se relacija ( 5.14 ) svodi na oblik
b L 20T = % b [2sh2p]F + Um A taA o (559

“-'.M N\=-»rd
gde je

JAN najveta sopstvena vrednost matrice V voo (9.99)
V=\,\, V von  (BADY

Relacija ( 5438 ) vaZi pod uslovom da su sve sopstvene vrednosti
matrice V pozitivne, i da postoji lim :% WA, Dalji zadatak se,
na osnovu ( 5.38 ), svodi na dijagonalizaciju matrice V, odnosno
na nalazenje njene najveée sopstvene vrednosti.

Matrice V; 1 & se mogu pomoéu skupa matrica {-ri“\b ta=-
ko transformisati, da matrica V bude izradena preko spinskih re-
prezentacija rotacijee.

Jednostavnim transformacijama, koristedi jednadine ( 5.3
matrica V; se dovodi u oblik spinske reprezentacije proizvoda ko-
mutirajuéih ravanih rotacija:

n -A8 (3 ¥ '
Ve ] 680 f] g o o
A w1

Matrica Vi , transformisana preko akupa 'kf}\ y hema oblik spln=-

ke ropraventnel jo rolneljn:

n- A UN Qe -LPQ«VMMRL
?’bz-v\lza { 1 B Lo Z kaa ]g b‘bt - vee (5"‘1)
L oP Rty T 3 1B
\L= & p\fb

A

UEX‘\X‘L...XV\ | v (5-“55

Razlog je prvi mnoZitelj, koji je posledica ispunjavanja periodié-
nog granic¢nog uslova s,,, = s, na svakoj vrsti reéetke.
Koristeéi osobine matrice U
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1. U=1, UWMaU)=4+U  U1-UY=-(1-U)
“20 U= Lnnn...rz.n

5. U komutira sa proizvodom parnog broja matrica FV y @ antiko-
mutira sa proizvodom neparnog broja f}

posle jednostavnih izradunavanja matrica

SAVARY Y A (e B £ -A8 [in Dana
\/ \/4\/1- A, [D\Q’\. L xhl{ﬂe'\ N VRN 1

A

f=pb ) €50 @-prkhwe

se transformise u oblik

V=3 (AeIV « 2 (4-0)V e (5.48)

u kojem su nmatrice V+ i V° spinske reprezentacije rotacije:
Ao -4 LAY -
\/_ «-L‘ﬂ'\"m {' ‘—\ Q'\.‘!ﬁ.&w\ru. ][ r'\ €_~ an Daa- «J} cer (5.49)
&1 A=A
Matrice U, ViV » Preko kojih je izra%ena matrica V
( 5.44 ) medjusobno komutiraju, tako da mogu biti istovremeno dija=-

Tgonalizovane. U otm cilju se matrica V unitarno transformise, ta-

ko da matrica U bude dijagonalna, dok matrice V' i V™ ne moraju
biti dijagonalne. Pogodnim izborom matrice transformac13e, pola=
ze¢i od ( 5.43 ), dobija se dijagonalna matrica U, sa sopstvenim
vrednostima &1 ( ima in 2% ), rasporedjenim na dijagonali. Iz poz=-
natog oblika matrlce U, i 1z uslova komutativnosti unitarno trans-
formisanih matrica U ASE 'S . odredgu)o se oblik matrica V* o
Njihovim mnoZcenjem sa «-( l+U) i ( 1-0 ), rospckblvno, pokazu=-
Je se da sistem sopstvenlh vrednostl matrice V ¢ini kombinacija
polovina sistema sopstvenih vrednosti V* .

' fosto Je matriéni sistem sopstvenih vrednost1 invarijan=
tan u odnouu na unitarne transformacije, matrice V i v moraju imati
Jjednak 51s°em sopstvenih vrednosti, pa se zadatak svodi na dijago=-
nalizaciju V

Analizom u suprotnom smeru, zakljuduje se da se dijago-
nallzac13a V svodi na odvogenu i nezavisnu dijagonalizaciju matri-
( 147 )V* - ( 1-U )¥ . All, prethodno se moraju odvojeno

4 nezav1sno leagonallzovatl matrice V- » Pri Cemu ¢e se dobiti
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dvaput vise sopétvenih vrednosti nego $to je potrebno. PoZto se

u termodinamickom limesu, kad n-—»e0, trazi samo najveca sopstvena
vrednost, nije potrebno ekqp11c1tn0 odredglvatl koja polovina sopst-
venih vrednosti matrica VE treba da se odbaci.,

Sictem sopstvenih vrednosti matrica V* je, usled invari-
Jantnostl pri unitarnim transformacijama, jednak sistemu sopstvenih
vrednosti matrica V* s tako da se dalji zadatak dijagonalizacije
matrice V svodi na odvojenu i nezavisnu dijagonalizaciju matrica
VE '

Matrice Vt, date jednadinom ( 5.45 ), su spinske repre-
zentacije rotacija. Koristeéi LiMU 3., njihove sopstvene vredno-
stl mogu da se odrede na jednostavan nadin, ako su poznate sopstve-
ne vrednosti rotacija, €ije su one spinske reprezentacije.

Neka su te rotacije Slt 2n-dimenzione matrice, i ncka
postoji korespodencija

W e G oo (5.40)

tada je, na osnovu ( 5.45 ) "

n-4
L : . .
Q -~ wa,nls zu){ N w(a.s.m,u.\-wx)n Dw(n,u—«\-u@\hs,n
. A 4
ovde je sa w(w\ £) = W (Q}‘\\’&ﬁ odredjena ravna rotacija
u ravni Y za ugao O odredjena jednadinom ( 5.37 ). PoSto
£ * £ A . ; : .
matrice 3L i W A L A lmaju jednak sistem sopstvenih
vrednosti, gde je sa oznacdena unitarna matrica

\ﬁ\mum,n,\ 2i) = ﬂ 0 (2r-1,20]48)

dalji zadatak se svodi na odredjivanje sopstvenlh vrednosti matri-

ce
= %
W = [&lf A cie (5.49)
gde je '
)(t=w(«,zv\\tuﬂ[w(lb\l‘w)w(«smﬂ...w(zn-z,zml?.m]-
o
Matrice A i f se napisu eksplicitno, i tposle mno-

Zenja ( 5.48 ), dobija se i eksplicitnit?blik matrice W
Sopstveni problem matrice W dat matri¢nom jednacinom

WY =AY
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%
gde je \V sopstveni vektor OJ » odredjuje sopstvene vrednosti

Nw

) x
,» matrice W kao

Yo
Ne = R We0,4,2, ... 204 cee (5.49)

Svakoj vrednosti k odgovaraju dve sopstvene vrednosti XY y Pri
v v - . . + .

ceému se moze pokazati da matrici W odgovaraju one Aw za
koje je

k= 032,000,211"2
a matrici W~
k= 1,3,.-.,211"1
Vrednosti eksponenta %@ se odredjuju kao pozitivno
resSenje jednadine
ch fu = eh 1t eh 20 - L00%Y shatal2e ... (550
Za Bo vazi

‘g'x = K‘M\—b

vee (Bu5)
0< B <6< ... <%

Koristetéi &injenice da matrice th' i 9? imaju jed-
nak sistem sopstvenih vrednosti i da su matrice QF proizvodi -
komutirajuéih ravnih rotacija, na osnovu LEME 3. ,m0gu se napisati
svih 2" sopstvenih vrednosti matrica V* :

£ £ 62T ... £ 6ana)
Sopstvene vrednosti V' su Q%( e i

e o (?_52.)
£ (BT ¥ ) TS
Sopstvene vrednosti V™ su 'Q,"( gl ) ees (5.5%)

pri demu je izbor znakova "t " nezavisan.

Sistem sopstvenih vrednosti matrice V &ini polovina sop-
stvenih vrednosti V¥ i polovina sopstvenih vrednosti V™ . Pofto su
sopstvene vrednosti matrica thpozitivne, reda en, i sopstvene
vrednosti matrice V su pozitivne, reda en, ¢ime je ispunjen uslov
pod kojim vazi jednadina ( 5.38 ).
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U daljem postupku nalaZenja najvele sopstvene vredhosti
matrice V, jo3 jednom dolagze do izraZaja olakSice koje unosi ma-
Trica U, uvedena radi uradunavanja graniénih uslova sn., =s, na
svakoj vrsti recdetke.

Matrice .%;( 1+0 )% 1 %:( 1-U )7~ se mogu transformisati
pomoéu 2n-dimenzionih unitarnih matrica tako da dobijene matrice
Vf budu dijagonalne; na njihovim dijagonalama se nalazi po polovina
sopstvenih vrednosti ( 5.52 ) i ( 5.53 ). Matrice transformacije
.se mogu talko izabrati da samo Premestaju sopstvene vrednosti %]
matrice U duy dijagonale; odnosno, da ili komutiraju ili antikomu=
tiraju sa matricom T. Rezultat takvog izbora matrica transformacije
Je da matrice V: imaju zajednidki faktorp

(4 :0)=-’%_- (AtZ2,1,..14)

Posto su sopstvene vrednosti matrice 2Z,, , * 1, mo¥e se napisati
uslov pomoéu kojeg se mogu odrediti sopstvene vrednosti matrica
. ’

Vo, odnouno najveca sopstvena vrednost V:

4(4’0)__ 1, ako je paran broj sopstvenih vrednosti 2y, jednak 71 (559
(A O, ako“je neparan broj sopstvenih vrednosti Zy jednak ¥ 1

kao i matrice VV i vV~ - Jednaki su sa tadnos3éu do moguce izmene
numeracije- dobija se da Je, kad n —= 00

+

. '\',(fo“'t:.*..."’“'m-x)
Najveéa sopstvena vrednost Vy A

106 S v ina)
Najveéa sopstvena vrednost Vg €

Na osnovu uslova ( 5,51 )
Bo < a< $u< .. < ¥

dobija se da je najveéda sopstvena vrednost matrice V

A= J“‘*{”" oo ¥ Banea) ves (5.55)

Da bi se odredila najveéa sopstvena vrednost matrice V
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u eksplicitnom obliku, u relaciji

do = Li %— n A\ = Um :—-_-‘;\ (S *Bye ... ey

N = 0d N ~» 00

S€ smenom
\G‘(\)B E\g'k.k—( 05% (?_&"\) e (5~56)

kad n-—=o0 » Prelazi sa diskretnih na kontinuirane promenljive,
sa sumiranja po k na integraciju po '0 y tako da je
A i A il ‘ q
L5 loven- & \ sy %0y e (557
0 0
Ovde je iskoriféen uslov periodidnosti f(ﬁ)‘"gtlﬂ'q).

YO se odredjuje kao pozitiwvno resenje jednadine

Ch ¥ QY= eh 1% h20 - 059 52t 020 o (5.59)
gde je
‘ 1= fbt 3 %:‘0 den e
e O=0rkh ©

Posle odgovarajuéin transformacija i izradunavanja, dobi-
ja se konadan rezultat za du :

=L 2 (L@‘Q&) v yd‘?&x\fi(#dl'\-ﬁbu\“ﬁ) v (5:60)

L Lt
gde je
= 2hhapt vee (5.00)
" Uv 2 bt
Uvrdtavanjem izraza du=lm % fn A u ( 5.38 ) dobija se da je

N0

‘ M
L & WL O = W (20hape) + 4 &d‘t g (Ar gt ) e (5.62)

IV N K
Lalco du fio more predi na Larndunavange odpovara jubih Lornod fanm -
kih velicdina i analizu njihovog ponafianja u okolini kritidne talke.
Slobodna energija po spinu je O (0,T)

PO, T)= - L1 (0,T)=- tn (Leh 21pe) - & \?n v T (Ax[a-fmds )+ (599)

Ako se potrazZi prvi izvod ovog izraza po (5 , dobiée se
izraz za unutrasnju energiju po spinu:
' ®

' .1
Ady (0)1) = .3\-? { Yajo,,_ﬁo,'? 3] = =2% Uy 1‘5\‘/ + 1\.,, 3?[}, &0\\‘ i‘?‘;:“&)

0

A =\ A1 st
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koji se posle kraceg raduna svodi na oblik

Me(0,T)=- & ath 2p [ 46 E WKW cee (5.64)
rde Je %
gde J K«Uﬂa& ax oo (5.69)
A=A

potpuni elipticki integral prve vrste.

"&Ealk"% 2—(’0“0"\ —k\}f '8\:’.9-’\ a e (6.6@3

]
Specifidéni toplotni kapacitet Lg(O47) se dobija polazeéi

od formule
A Ra(05TY = = B2 Mel0sT
& P vee (B.6T)

L s (0,TY= 2= (ot A 'LP%)L {'L Ka(w)-2.E.(W)- ('\-M@i *}\'K\b\ﬂl]

Ovde je sa E;(YQ oznaden pot%Pni elipticki integral druge vrste:
B, (W)= &‘o\f A~ P i oo (5.69)

Sada se moze preéiona analizu dobijenih rezultata. Iz re-
lacije ( 5.65 ) se zakljuduje da eliptidki integral \<«(1V)ima sin-
gularitet u okolini tadke za koju je T =1 i11 1C =0, tako da se
u okolini te talke ovaj elipticki integral ponasSa kao

Ka (1) b«»% _ cer (BB
& u okolini iste tadke je _ '
A o, @& «A eres (3.0
el E. (= (5.10)

Da bi se dobio konaCan izraz koji ¢e opisivati ponasSanje
toplotnog kapaciteta u okolini kritidne tadke, iz ( 5.66 ) se odre-
djuje kriticna temperatura T

K-t‘f. = 2.7'2.63 ,\%5 qee (6“‘1)
L

s L 3 A2
F¥fin, shiEon | aIE.E e o

)

Zamenom u izraz ( 5.67 ) za toplotni kapacitet se dobija
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Kad lT~‘TL¥*() ( pribliZavanjem temperature kritidnoj ), toplotni
kapacitet Izingovog dvodimenzionog modela logaritamski teZi u bes-
konacnoste

Rezultat grafidkog prikazivanja zavisnosti toplotnog ka-
paciteta od temperature je simetridna kriva sa obe strane kritidne
temperature, koja na Te te¥i u beskonadnost. Simetri&na zavise
nost toplotnog kapaciteta od temperature nije u skladu ni sa ekspe-
rimentalnim, ni sa rezultatima pribli¥nih metoda reSavanja dvodimen-
zionog problema Brag-Vilijamsa i Bete-Pajerlsa.

& E\ E'L =

Sl. 5.3 Specifidéni toplotni kapacitet Izingovog dvodimenzionog
modela (5, =2.21)

Iako toplotni kapacitet kao izvod unutrasnje energije
teZi u beskonaénost pribliZavanjem temperature kriti¢noj, na osno-
vu ( 5.64 ) i ( 5.69 ) se zakljuduje da je unutradnja energija
neprekidna u kriticuoj tacki. Neprekidnost unutrasnje energije,
koja predstavlja prvi izvod slobodne energije ili Helmholcovog
termodinamickog potencijala, ukazuje da ovaj prelaz nije praéen
emisijom ili apsorpcijom latentne toplote prelaza.

Sinpgularitet toplotnog kapaciteta i neprekidnosti unu-
traéhje encrpije u tacki prelaza ukazuju da se u dvodimenzionon
Lzingovom modelu vrSi kontinuirani fazni prelaz na nekoj temperaturi

T . Posto Je ovaj radun izvrSen za sludaj kada je spoljasnje
polje jednako nuli, na osnovu njega se ne mogu dobiti informacije
0 ponasanju spontane magnetizacije i magnetne susceptibilnosti u
okolini kritidéne tadke.



wpontana magnetizacija je pokuzatelj makrouredjenosti
sistema, i tek njenim odredjivanjem se mo%e potpuno sigurno reéi
da 1li se u dvodimenzionom sistemu javlja fazni prelaz ili ne,-On-
zager Je 1948. godine objavio samo konadnu formulu za spontanu
magnetizaciju, a 1952. godine je Jang uspeo tadnim matematidkim
postupkom da dokazZe da je spontana magnetizacija po spinu data iz~
Tazom

0) T "W

l -
Wy (0,T)= (A+F (4-e 2 30)° eoe (BAA)

= TR

Pretpostavlja se da je magnetni moment po spinu Jjednak jedinici i

da je
-2t
. B
'%\IEQ (‘J o w LB")
Temperaturi prelaza odgovara vrednost 'te‘fi"4 o Zakljudeno
.Je da spontana magnetizacija priblifavanjem kritidnoj tadki tezi
nuli po zakonu

®
We(0,T)= comsk (T-Te)  (T-T) -+ (5@

: A
Vrednost kritiénog eksponenta s se razlikuje od rezultata

klasiéne teorije faznih prelaza [’J'%_ » & 1 od eksperimentalnih
rezultata koJji daju vrednost l’a"% « Ovaj rezultat, ‘b=% .
koji predvidja naglo opadanje magnetizacije pribliZavanjem kritid—
noj temperaturi, do danas nije proveren,

v
&l

Sl. 5.4 Spontana magnetizacija u dvodimenzionom Izingovom modelu
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ZAKLIUCAK

Znacajno mesto Izingovog modela medjudestidne interak-
cije u okviru klasidnih i savremenih modela interakcije, uslovlje-
no je tacnim Onzagerovim reSenjem dvodimenzione Izingove resetke,
koje je dalo nadu istra¥ivadima da se moze tadno rediti i trodimen-—
zioni sludaje Tadno resenje trodimenzionog modela do danas nije
Pronadjeno, ali je dobijen niz rezultata za ovaj sludaj preko pri-
bliznih teorija, zasnovanih na izradunavanjima preko Grinovih funk-
cija.

Rezultati koje je dobio Onzager ne Poklapaju se ni sa
cksperimentalnim ni sa teorijskim rezultatima, Onzagerov model re-
Setke ne odgovara nijednom realnom sistemu. Iako je tacno resio
dvodimenzioni problem, treba napomenuti da je 1 on, u skladu sa op=-
Stim zakljudkom da se u konadnom sistemu ne javija fazni prelaz,

u svom matematickom postupku posmatrao beskonadan sistem, i u termo-
dinamickom limesu uradunavao ne sve sopstvene vrednosti matrice Py
~ve¢ samo najvedéu sopstvenu vrednost. Svi realni sistemi su konaéni,
ali greSka koja se unosi u radun posmatranjem beskonadnog sistema

je izvan granica tadnosti eksperimentalnih merenja.

Inade, joS nereSen problem vezan za Izingov model je
slu¢aj razmatranja sistema u spoljasnjem magnetnom polju.
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