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UVOD

Prilikom teorijske analigze kristala,kada Je cilj ove
‘analize ispitivanje kolektivnih mehanidkih oscilacija sis-
tema,obiéno se atomi ili molekuli kristala gy aproksimaciji
identifikuju sa Svojim centrom mase (tafkasti model) i is-
Pituju se efekti koji dolaze zbog odstupanja poloZaja centra
mase od'njihovih ravnoteznih poloZaja.ia ovaj nadin dolazi
se do kolektivnih mehanidkih Oscilacija celog k. istala i
kvanti ovin oscilacija nazivaju se f ononi.Ovakve me-
hanicke oscilacije,kao &to Je napred re€¢eno, javljaju se kao
posledica promsne tri translaciona stepena slobode moleku-
la ili atoma.

U izvssnim sluCajevima moleirul ili atom nemoZe se apro-
ksimirati materijalnom tackom, jer u suftini svaki od njih
bretstavlja kruto telo koje ima Sest stepeni slobode i to
tri translaciona i tri rotaciona.U sludaju kada potencijal-
na cnergija celog k.istala zavisi ne samo od mesta gde se
centar mace molekulsa nalazi,veé i od orjentacije molekula,
mora se vediti raduna ne samo o promeni poloZaja cenkra mase
ve¢ 1 o promeni tri Ojlerova ugla koji karakteriu rotaci-
one stepene slobode molekula.Usled promene Ojlerovih uglo-
va mogu da se jave kolektivne mehanicke oscilacije krista-
la rotacionog tipa koje cemo,za razliku od -obi¢nih transla-
cionih fonona,zvati angularnin fononina,
Diplomski rad biéde posvelen problemima vezanim za ovu vrstu
fonona. ' :

Na kraju treba napomenuti da se promene rotacionih ste-
peni slotode vrSe kontinuirano Sto pretstavlja bitnu razli-
ku u odnosu na neke druge orjentisane sisteme,kao Zto Jje
naprimer Eajzenbergov feromagnetik u kome spinovi vrSe dis-
Xretne promene svoje orjentacije pri cemu se projekcija na
Osu orjentacije mo¥e promeniti za velidinu < B.Tipiéni
pretstavnik sistema,u kojima se mora voditi raduna o orjen-
taciji molzkula,je kristal sa dipol-dipolnom interakcijom.
Za razliku od feromagnetika,ovde zu bromene orjentacije di-

rola kontinuirane,
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TRANSLACIONTI FONONTI

23 1. Fononi u jednodimenzionalnoj redetci

Razmotriéemo prvo jedan jednodimenzionalni problem vi-
bracija elastic¢nog lanca u kome se nalazi beskonadno mnogo
atoma ili molckula sa medjusobnom udal jenoSéu a.Potencijal-
na enersija ovakvog sistema ima oblik:

U = %;V (n-m) (1.1)

gde su n i m polozaji molekula ili atoma u reSetci,a V(n - m)
Je potencijal koji zavisi od rastojanja izmedju n-tog i
m-tog molekula ili atoma.

Kada jedan atom ili molekul izvedemo iz ravnoteznog po-
lozaja,posSto je u pitanju sistem vezanih oscilatora,nastaje
pomeranje poremeCaja duZ samog pravca.Potencijalna energija
n-tog i m-tog atoma ili molekula,koji se longitudinalno po-
meraju za veliline Un i Um respektivno,je oblika:

-y (n-m)+ (U, -U) . . (1.2)

U
nm

Posto su pomaci mali izraz péd sumom razvijamo u Tajlorov

red po ¢lanu Un - Um i zaustavljamo se na kvadratnom &lanu

(ostajemo u harmonijskoj aproksimaciji).

2
U=3) v a-m ) WWmey g2,
nm ‘b(h-—m\"
nm
Kako mi analiziramo fonone,a oni su uslovljeni pomakom mo-

lekula,za nulti nivo potencijalne energije moZemo uzeti ene-
rgiju stanja mirovanja.Prema tome,efektivna potencijalnea

energija koja dolazi od fononskih poremeéaja je oblika:



: |
i =%Za~—a——7zaw§ = (U, - U2 * (1.3)

nm
U aproksimaciji najbli¥ih suseda,gde m uzima vrednosti n+l
i n-1,i uz pretpostavku da Je reSetka beskonadna n—wn+l,

konacan izraz za efektivnu potencijalnu energiju dobija ob-
lik:

g

/1

0 n Un+l)’ (1.4)

Jl(n o m)l -1 koeficijent koji ka-

rakterise ovu interakciju.
Sila koja deluje na n-ti atom u reSeteci usled pomaka

J
P-- 98t Toy —u . _u | (1.5)
ou, o[ n n+1 n—l] 3 :

Jednadina kretanja n-tog atoma je:
m Un= - fo(2Un— Un+l_ Un_l), (1.6)
¢ije resSsnje se trazi u obliku ravnog talasa:

e ikna - i@ (k)t
U= A 5

n - : : .7)

Unoseéi pretpostavljeno resSenje (4.7) u jednadinu (1.6) do-
bijamo disperzioni zakon za fonone u Jednodlmenz1onalnog
reSetci,koji je oblika:

(A.)=2 —f-o s1nl§—aL . ) (1.8)
m

Iz ovog zakona disperzije sledi da frekvencija vezanih os-
cilatora linearno zavisi od talasnog vektora k za male vre-
dnosti k tj. ka«l, :

Ck) o ka

Znaci,zz male talasne vektore,fononi pretstavljaju z v u -

v

C n e talase u sistemu.
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Hamiltonijan kristala ima oblik:

_ _ I 2 £ ? 2
H=T4+1T = ?Z}In + §O (Un- Un+l) 3 (1.9)
. n : n

a pomeraj pisemo kao razvoj po ravnim talasima:

1kna —1&)(k)t -ikna + iW(k)t
b+
l/ 2mN(.U (k) s

(1.10)

gde je N ukupan broj atoma u kristalu a bk i b; su Boze ope-

ratori.lzrazi za kinetidku i potencijalnu energiju sistema

—21 (k) 2100 ()t
__E)(k){ + Bpby- by b - [ }

~2iW ()t 21 (k)t
__ZO(k) { +opb b, b € o b 3

a hamiltonijan sistema je:

H =Z:\(b£bk. + %) hW(x). (1.15)

Prema tome,sistem vezanih oscilatora sveli smo na sumu re-

zavisnih oscilatora.,

§ 2. Foroni u trodimenzionalncj redeteci =

Za sluCaj trodimenzionalne reSetke ukupna potencijzlna

energija kristala se moZe navisati kao:

U=-§- V(R - ), (

N
s
o

R
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gde su @ i T vektori &vorova refetke na apsolutnoj nuli.

Pri povisSenju temperature atomi podinju da osciluju i sva-
. v v - . . - v ° q

ki od &vorova reSetke dobija neki prirastaj Uﬁ,odnosno

4

N— 0 + fJQ.. i fﬁ—.ﬁ+ﬁa (2.2)

S obzirom na (1.2) i &injenicu da su pomaci Ug = mali,po-

’
tencijalnu energiju kristala mo%emo y,posle razvijanja fun-
kcije u red,napisati kao:

G ;V(n—m) i Uﬁ)] Zv(ﬁ-ﬁ) R
n
1 1 =4 I 2 - -
t 5 ‘M< 2~ 00V gq V2 -B) + Z;[wﬁ‘ Uz) Vag) V(@-2)-
n Am
1 ~ - -
==/ V(@ - 1) +—Z(U U_. == =5 V(3 - 1)
e RZl‘?: Ak a (n H)OL .
1 o & B =
3 ) Uy U0 o) S@E-maE-my A -
AMdp (2.3)
d'[b = Xy Jy2
gde je U% projekcija vektora ﬁﬁ na osu oL .Po&to funkci-

Ja V(i -M) mora imati ekstremume izmedju &vorova,to je:

ﬁa(n’a_ ) V(A - 1) =

za sve B, i L. .
Druge izvode koji figurisu u formuli (2.3) oznadiéemo
sa:

| .
A, G-F) = 2B
dp 3(R-M)a(A-m),

~
()
L]
=

p—

Ove funkcije,ocigledno imaju sledeéa svojstva simetrije

M@ - M@ - Ap@ - -Apu@ - . ==
2.5

Ako odbacimo prvi ¢lan iz formule (2.3%),jer on pretstavlja
potencijalnu energiju zamrznutog kristala,onda nam,kzo po-
tencijalna energija nastala usled poviSenja temperature,
ostaje izraz:
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=%/ N - DO G- v -m) | (2.6)

A&
Sila na A-ti éwor,(tj.njena d:—komponenta),data Je kao

negativni izvod potencijalne energije po projekeiji U;,tj.

Py = - 20 - - > N ysd - 203 3. (2.7)

m 3
Za najbliZe susede A.qs<n ~ Tﬂ)—"/\_dﬂ(\” ./\.\,qb1

gde V spaja najbliZe susede za fiksirani atom.Posto se ra-

s

di o istom rastojanju /\*A(v) ne zavisi od V oZnaci za naj-
bliZe susede:

; = Z_A% ? (Uz- U2, 5 ). 2.8)

Ako sa M oznac1mo masu atoma (molekula),onda,na osnovu II

Njutnovog zakona,moZemo pisati:

Mi% - F Z/\%Zm ) (2.9)

Ako pretpostavimo da su komponente pomaka U; periodicéne fun-

kcije prostora i vremena

ikn - int
o :
Uz = A€ | ) (2.10)

onda,zamenom (2.10) u (2.9) dobijamo sledeéi sistem homo-
genih jednalina za odredjivanje komponenti atomskih pomeraja,

[Axx 2'."']Ui: +J\.x\3U:\ +./\X2U; =O
AU + [Ny = BETUL + AL =0
./\szfﬁ + Ar\a U; -+ [j\.n—

:4-[3'

3
[— |
c—
=T

t
O



gde Jje:

_fE Z'(l— .).

Da ti ovzj sistem 1mao netrivijalna reSenja,determinanta

sistema mora biti jednaka nuli,tj:

M
/\XX-_ ?;- /\XU j\rt
./\.\ax A\ﬁ = —;4-(09; -/\.\at 7 — O

-

K

;\'089

M
/\.;x /\.2\3 Au = ?{w? (2.42)

Ova jedrnzlina daje tri dozvoljene frekvehcije fonona.Pri
tome,u sluéaju proste ¢elije,sve ove tri frekvencije teze
nuli kada XK te?i nuli i takvi fononi se nazivaju a k u -
st icé¢ni fononi.

Kod sloZene resetke za tri frekvencije dobijene iz
(2.12) vazi isto pravilo,tj. kada kK te¥i nuli, OJ@:teZi
nuli,a za preostale 36 -3 frekvencije,frekvencije ne pos-
taju ravne nuli kada kX te¥i nuli i takvi fononi nazivaju se
optickdi fononi, .

Za sludaj proste prostorne resetke svakoj od tri aku-
stilze frekvencije odgovara jedan polarizacioni vektor
E (“; j=1,2,3% 1 ovi vektori zadovoljavaju uslov:,

Ec--, RES NN GUNS

JJ
Cva tTri vsktora odzovaraju trima komponentzama zvuka,jedno]
lonzitudinalnoj i dvema transverzalnim.

LAl

Hamiltonijan sistema i operator pomska imaju sledeéi

oblix:

H = <J:ls2,5)a (2'15>
ikn - 1u); T —ikn + iw= t

5 "

U‘?"_ + b‘ﬁae
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§ 5. Unutrasnja energija i specifiéna toplota kristala

_ Termodinamidke velidine koje karakteridu évrsto telo
odrediéemo primenom poznatih statistickih metoda.

Prilikom izradunavanja termodinamidkih veleCina kris-
tala moramo razlikovati udeo reletke i udeo elektrona u tim
velicdinama.Nage razmatranje biée usredsredjeno na udeo ra-
S=tke u termodinamidkim velicdinama,

Sa mehanicke tadke glediita mo¥emo sistem od 3NV os-
cilatornih stepena slobode posmatrati kao sumu od 3NV ne-
zavisnih oscilatora ,0d kojih svaki odgovara pojedinoj nor-
malnoj oscilaciji.Na osnovu poznatih formula za termodina-
micke velidine,koje se odnose na Jedan stepen slobode osci-
lovanja,moZemo neposredno napisati izraz za slobodnu energi-
Ju cvrstog tela u obliku:
_ B
kT
F = Ne, + kT ;ln(l e ), (3.1)
gde je N broj molekula,a.o broj atoma u molekulu.Sumiranje
se vrS8i po svim 3NV normalnim oscilovanjima koja se numeri-
Su indeksom o .Clan Neo pretstavlja energiju interakcije
svih atoma tela u ravnoteZnom polozaju (tadnije,u stanju
"nultih" oscilovanja).Neophodno je imati u vidu da e ,
uopste uzevii,nije konstantno,nego -je funkecija gﬁstine te-

la.Pri zadanoj zapremtni € ne zavisi od temper-ature:

v
8°=E)°(~ff)-
Posmatraéemo sada dva granidna slucaja.

a) Niske temperature

Za mele vrednosti kT,u sumi po«i,igraju ulogu samo
¢lanovi sz malim frekvenoijama:'BCO‘NJkT.No,oscilacije sa
malim frekvencijama,kao $to je poznato,ne pretstavljaju
nista drugo do obidne zvudne tzlase.Talasna duiina zvucnog

talasa povezana je sa frekvencijon pomocu relacije }_N’ )

o E|E

gde je u brzina zvuka.iod zvudénih talasa talasna dulina se

velika u odnosu na konstantu redetke a (AJ» a).To znadi da

Jje QJ<s5ﬁ-LDrugim recima,da bl se oscilacije mog gle posmatra-
a

ti kao zvulni talasi,temperatura mora zadovol javati uslov,
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koji se moZe napisati u obliku:

kT <K 22 t‘u (3.2)

Broj "sopstvenih oscilacija" u spektru zvudnih talasa
sa apsolutnom vrednodéu talasnog vektora f u intervalu ar
i sa datom polarizacijom iznosi:

2
i
gde je V zapremina tela.Kada predjemo sa talasnog vektora
na frekvencije dobijamo izraz:

dwrdw
Vv —=_= 3,
2> S5

gde je U dato relacijom:

Vv

= D 2 5
= 2/ut + l/ul -

S'J\IJ\N

a U i u; su brzine prostiranja transverzalnih i longitu-
dinalnir talasa respektivno.,
Na osnovu (3.3) i (3.1) dobijamo da je stobodna ener-

gija oblika:
20 _hw

F=Ne +&T m,u._,HnH-E T dw.

0

(3.4)

Ovaj izraz analogan Je formuli za slobodnu energiju zrade-
nja crnog tela.Razlika Je samo u tome $to umesto brzine
svetlosti ¢ stoji brzina zvuka U i u faktoru 3/2.Na osnovu
ove analogije dobijamo konadan izraz za slobodnu enerz ziju
évrstog tela:

7 (AT)"
F=Nee =V Sodar (3.5
Energija vela bide:

T (kT) )
E - NED + V 40 (R )b \Bov)

H
9]
o]
D
Q
[
"4,)
( )(
=

na toplota:

(LT)"V , (3.7

5 H\&)
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Na taj nadin specifiéna toplota &vrstog tela na niskim tem-
peraturama proporcionalna je tretem stepenu temperature.
Za dvrsto telo sa prostom kristalnom redetkom (elemen-

1 i prosta Jedlngenga) zakon T5 za specificnu toplotu fa-

ktidno se podinje ispunjavati na temperaturama reda deseti-
na stepena,a za tela sa sloZenom reSetkom mozZe se ocekiva-
ti ispunjavanje toga zakona samo na znatno niZim temperatu-

rama.,

b) Visoke temperature

hu

Ako je kT ) =—& moze se staviti da je:
_ ba, ;
* kD Wy
L= & N

i slobodna energija Je:

F = Neo + szlnM - (3.3)

i
=< kT

Ako uvedemo "srednju geometrijsku" frekvenciju W) prema de-

finiciji-
& emv E A Wy,

za slobodnu energiju tela dobijamo formulu:

bl

F = Neo - 3NV kTInkT + 3Ny kT In hod (3.9)

gde Je (I)=C-5(%\ ,a energija tela Je:

Q
=

=
1
I
|
=
|

- Ne, + 3N9 kT. (3.10)

Q)

T

Za specifidnu toplotu na visokim temperaturama imamo:

C =0Nc=3Ny k = const, | (3.11)

gde je c=3v k specificna toplota jednog molekula.Prema
tome,na dovoljno visokim temperaturama,specificna toplo-

ta dvrstog tela je konstantna,pri c¢emu zavisi samo od bro-
ja atoma u telu.Ovaj zakljudak je poznati Dilon-Ptiov zakon
koji je dobijen eksperimentalno. 7
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c) Interpolaciona Debgagjeva
formula

U prethodna dva graniéna slucaja,i za niske 1 za vi-
soke temperature videli smo da je mogule dovoljno tacéno
izradunavanje termodinamidkih velidina ¢vrstog tela.Ali u
oblasti temperature izmedju ta dva granicna sluéaja takvo
izraéuﬁavanje je nemoguée jer suma po delovima u (3.1l) bi-
tno zavisi od konkretne raspodele frekvencija po celom
spektru oscilacija datog tela.

Ztoz toga Jje interesantno da se dobije jedinstvena
interpolaciona formula koja bi davala pravilne vrednosti
termodinamidkih velidina za oba granicéna slucaja.

Prema tome za dobijanje traZene interpolacione for-
mule prirodno je poéi od modela u kojem se po celom inter-
valu spektra oscilacija frekvencije raspodeljuju po zako-
nu (3.4).Pri tom se spektar,koji polinje od @ = O,lomi
kod neke konalne frekvencije O=Wwm .

Na taj nadin raspodela frekvencija kod posmatranog
modela daje se formulom:

9
INV —Q‘f‘@ (o & @m) (3.12)
Ww )

gde Jje

by ﬂ( 63‘\3\) v X%

Ako jos uvedemo tzv. Debajevu ili karakteristicénu tempera-

turu teiz O definiZuéi je pomolu relacije:
RO - fom .

gde Je ) funkcija gustine tela 1 izvrsimo integriranje

uvodjenjem Debajeve funkcije:

X
3
5 [ 2 (3.13)
=) == k3 = °
D =55J €4
za slobodnu energiju évrstog tela dobijamo:

)
- % B \
F = Ngg + NQKTXB in(1 - € ) - Dtﬁ)}. (3.14)
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Energija je:

E = N€ + 3Ny kT D(%), (3.15)
.a specificna toplota

. 0
C = 3N\7k{D(%) -%D(—@—)} ; (3.16)

Formule (3.15),(3.16) i (3.17) pretstavljaju interpolacione
formule. termodinamilkih velidina dvrstog tela.Lako Je vide-
ti da ove formule stvarno daju prave rezultate i za oba gra-
nidna sludaja. |

:d‘
Na slici (1) dat je grafik zavisnosti EITSY od. %
40 —
08 P
7
c N, /
= 3NVk

04
02 /
0

0 0.2 04 06 0B 10 12 14 L

¢}

si.i
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GLAVA 1T

ROTACIONTI FONONTI

% 1, UopSte o pobudjenjima rotacionog tipa

Elementi od kojih je sastavljen kristal,a to su
atomi ili molekuli,pretstavljaju svaki za sebe kruto te-
lo koje,kao $to se zna,ima Sest stepeni slobode.Tri ste-
pena slobode vezana su za kretanje centra mase molekulsa
ili atoma,a tri za njegove rotacije oko centra mase.Ovi
rotacioni stepeni slobode poznati su pod imenom Ojlero-
vi uglovi.

Prilikom teorijskih analiza kristala SeSée se u ra-
C¢un uvode samo tri translaciona stepena slobode,$to u
sustini znadi aproksimiranje krutog tela materijalnom ta-
Cckom.Ove promene tri translaciona stepena scobode dovode
do kolektivnih pobudjenja kristala koji se nazivaju fo-
noni i oni interaguju i izmedju sebe i sa ostalim elemen-
tarnim ekscitacijama koje mogu da se pojave u kristalu.
Uzimanje u radun samo translacionih fonona opravdano Jje
u svim onim sludajevima kada potencijalna energija kris-
tala kzo celine pretstavlja sumu Clanova koji su isklju-
¢ivo funkecija rastojanja izmedJju molekula.Ukoliko inter-
akcija izmedju dva molekula ili atoma zavisi & od orjen-
tacije ovih u prostoru,onda ocigledno,sve fizidke karak-
teristike sistema podinju da zavise od promene orjenta-
cije,a to znadi da korektna analiza kristala zahteva da
Se uzmu u obzir i rotacioni stepeni slobode molekula i
kolektivni efekti koji dolaze usled promene ovih stepeni
slobode.Diplomski rad je posveéen izucavanju rotacionih
kolektivnih efekata u sistemima sa dipol-dipolnim inter-
akcljama,pri Cemu je red o elektriénim dipolima.Na ana-
logan n2in mogao bi se ispitivati i sisten magnetnih
dipola,zli s obzirom da je interakcija magnetnih dipola
deset do sto puta slabija od interakcije elektridnih 4di-

ola,zadrzaéemo se samo na sistemu elektric¢nih dipola.
D ’ jS
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Treba,na kraju,napomenuti da ¢e ovde biti ispitivani
efekti koji nastaju usled kontinuirane promene orjentacije
i koji se bitno razlikuju od efekata diskretne promene.or-

" Jentacije.Sludaj diskretnih promena orjentacije imamo u si-
stemu paralelnih spinova (feromagnetik),zatim kod feroelek-
trika sa vodonicénom vezom 1 u teoriji librona,tj.takvih ele-
mentarnin ekscitacija koje nastaju kao rezultat diskretne
promene orjentacije kvadrupolnih osa.

§ 2. Kineticka energija izolomanog molekula

Precpostavimo da Jje molekul troosni elipsoid homoge-
ne gustine S i da mu Jje dipolni moment d uperen duz najdu-
Ze od osa,koja se poklapa sa osom Ox (sl.2).Molekul,kao
kruto teslo,vrsi rotaciju oko nepomicne tacke.Za nepomic-
nu tacdku odabiramo centar mase molekula i u njega postav-
1ljamo koordinatni poletak (sl.2).Sa talke gledista kre-
tanja dipola fizicki efekat mogu da izazovu,u datom slu-
caju, samo promene njegovog pravca,dok su njegove rotacije
oko ose xoja se poklapa sa njegovim pravcem neopservabil-
ne,jer je sam dipol Jjednodimenzionalna figura.Medjutim,
ako %elimo da opiSemo kretanje molekula,posmatranog samo
kao kruto telo,moramo uzeti u obzir sve tri rotacije ko-
je su odredjene trima ugaonim koordinatama.

04 dve,fizicki opservabilne rotacije molekula,pos-
matranog kao dipol,uzelemo da Jje prva rotacija dipola u
x0y ravni,oko ose Oz.Ugao koji zaklapa trenutni polozaj
dipola (OA) sa Ox osom obeleZicamo sa ol .Druga rotacija je
ona koju dipol vrsi u ravni'koju obrazuje Oz osa 1 prava
(OA) kojz u sebi sadrZzZi trenutnu projekciju dipola na xOy
ravan.Ugz20o koji karakteriSe ovu rotaziju je ﬂ).Treéa ro-
tacija je ona koju vr$i molekul, kao kruto telo, oko ose
koja proizzi kroz trenmtni pravac dipola.Ovu rotaciju ka-
rakteriZe ugao ¥ .(sl.2)

Uglove mozZemo pretstaviti kao vektore normalne na
ravan u xojoj leZi ugao,usmerene na osnovu pravila desnog
zavrtnja i po intenzitetu jednake trojnoj vrednosti ugla.

Ocigledno je:
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sy

NeSto je sloZenije odredjivanje orta ugla [ .Sam ugao/5
" je kao vektor paralelan sa xOy ravni i normalan je na ra-
van AOz prema slici 4,

! 4
1 B
ol b ) b
3
ol 4.
o6
A
Xy X'
Znaci:
B = \B) (<Taimd 3 cond)
pa Jje:
ov%/gf-—?,ﬁmo(ﬁe_jwoob
sezime:
otd = % '
ort b = - Taimd, + 7 eord ' (1)

1

Leondcon b+ § 4im deon b+ & wim(b

orl ?

Ako uocimo bilo koji element mase molekula dm,onda

njemu odgovara kineticka energija rotacije:

dl = i v | (A2)
Brzina V¥ je
AF = % - (43)

gde Jje JL elementarni luk koji opige element mase dm prili-

e R
kom tri elementarne rotacije za uglove dd,dpi dY (s1.3).



i =

O¢igledno je:
= o - =
dl = dly, + dlp +dly . (4.2)
. Takodje vaze relacije:
=ly =8 -8
- ™
iy~ dp x 7 (4.%)
=y ==a -
Aer = ciX’ X,
Ispravnost ovih relacija pokazaéemo naihﬂmld&"VEKtor po-
lo%aja T uoéene elementarne mase dm razlo¥imo na dve kom-

ponente, jednu u pravcu Oz ose (r ) a drugu u pravcu orto-

gonalne projekcije vektora T na favan XOy’(wa)

—.

r" Yxoka k.

Aﬁ,u x0y ravnllu&) ]Je isto Sto 1.dl jer se rotacija ze
ugaodd vrsi oko Oz ose,

dl,= ( ) (od dl=%).

rema tome Jje:

- -

(JE'JJ Xo\z deob ob X Y'xo,,b

de& = d(ﬂx-‘;’(%-’r d—lx_‘f?x)

- - = ‘
Jjer Jje dd, X¥y =0 zbog kolinearnosti ovih vektora.
-8 -~ - - — -
dy = dof x (vx%m\- ad x ¥ |
Issto rezonovanje vazi 1 za ostale lukove,
Na osnovu gore navedenog sledi da je kineticka ener-

gija elementa mase dm jednaka:
i yab ddy o2
dT_ -J'm‘“' A [ -a;'\' MXXY} .
PoS8to je element mase dm povezan sa gustinom mokekula
relacijom

dfm,._ % Axd\z) &3;1

a vektori elementarnih uglova rotacijs dati izrazina:
&Z=zuomd=d&2

dB = db ot = dp(-Loimd + 3 cond)

d};= dff ot} = dX”(TcobeLw;{b+}'/>imoLwA(b+Em'mm)




B VR
za kinetiCku energiju dobijamo iéraz:
dT = % %d”}*y’\* {[(?’wcotwa(b—(i:m&,)f +(faimd.con > + w0s )T +
. . % - 12
| e+ Paimp)k ] x (42 Y +1_%)k _ (1.4)

Poznato je da se kvadrat vektorskog proizvoda moZe na-
pisati u obliku:

- - R - 2 - . -
(AxB)2-[ 1AI1B) sing 18] - 4°B%in%y 1B = 4282(1 - cosy i2).

Iz definicije skalarnog proizvoda sledi:

> =

A-B

cos { AB = [TTE

Prema tome moZemo pisati:

(Rx B)2= A%8° - (R.B)2

(1.5)
Ako jo$ uvedemo oznake:
_Q_x=§"w/>oLwA(b— (O i o,
_C)_\z= XIM'Y\CLCOH(,J“\' {500159{/ (1.6)

Qz=d+ FAim b .

izraz za kinetidku energiju dobija oblik:

dT= 7 ¢diygh [ vt (B7f)

dT=4¢ dxdydx { (n31+21)ﬂ1’x + (s 1‘)_0% + () 0 - %Y Ox Ly~
= A% 0x 0y — 2yx Q\a-ﬂll ;

Kako ilhilyﬁlne zavise od x,y i z,ukupna kineticka energi-

Ja molekula dobija konadan oblik:

A % 2 % ,
T:I {“)X "O-X +3\3 _Q.\a +33Q2 = zﬂx\X_Q,L_Q.\A"‘f o

~ lﬂxzﬂxﬂi - ZLT\\F _()_3_(21% )



iy

gde su 'J(,:)vxlajz momenti inercije u odnosu na X,y 1 z osu,
respektivno,definisani izrazima:

_ 2, .2
jx—jdxdydz (y°+ z )3)
' _ e, o2
jy—dedydz (%5+ 29)§ (1.8)
~ 2 2
'JZ—dedydz (x“+ y )g .
a rhz‘FL,iYI? su proizvodi inercije definisani izrazima:

—‘ xy = s dxdydz xyg
T —_ dedydz Xz g

(1.9)

—‘ vz = dedydz ¥z S

Na osnovu (4.6) i (1.7) izraz za kinetidku energiju moZemo
napisati u eksplicitnom obliku:

1= Ht},(\'{’mﬁ& cogp + 5 imtol —
= R foimd, cond cos ) + I, (il cos b +
+ preotel — 2 I Aimdk conel cos(b) +
+ Jg (L' + YM’“/b — 2dfaimp) -
—ﬂgﬁ[yﬁs&mo@m&m’% — (b Aim d, condl, +
+ I (cosd ws{b—dvn‘&cmpg)] ==
=Tl ¥ ks + eord confp aimy —

—oL/b mnd, — [b)'f”/smo(:q&m(b] —



Ny Lpdaind o+ Famdaimp w p +
+oC{b wroh + (bX"cooo(/z«mPJ]E

U aproksimaciji malih uglova i u kvadratnoj aproksimaciji

po uglovima i njihovim izvodima kineticka energija postaje:

T=t {306+ Ll 2n -
“2Mad § = 2MGdp |

Ukupna kineticka energija kristala za jednu,dve i tri dimen-

(1.10)

zije Je,respektivno:
T= %Z{l Yna; X 3\5 (ba;\* +Js °(:\x - Zﬂx\afbmgm_
Nx

- 2,”&0&\‘\* g:\* i Zﬂ?oz,nx r:‘))'"“ } 5 ('1'1'1)

T = % Zn_‘ {Ux 8‘:‘“3 kS J\é r’-)zhm‘a N 3; Oc\m.a" 2 nx\b (br\,g\ax’v\m.B -
NNy

- 2Mado, oy = 2lgaclreny omy | - (01

. .9 7 - v
T — J_Z {Dx r:;nlnt + 3\5 (b NNy Ny + 32 O(m\man* = 2:“1\3 (b“lh.a"\z x;\m \’\k.~
z‘ mnxan,. '

= ?\. ﬂ ix Oénxmanr ?ﬁmﬂk N \—\\31 C.L'“u“z“t {.bhx“a“z k .

(4.1%)
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Potrazimo sada potencijalnu energiju.Potencijalna ener-
gija interakcije dva molekula na mestu 1 iT% je data izrazom:

-\/\/g,-;\ — cln clm :)) (d#- "ﬁ’x)(&ﬁ' am) ’ (/ML‘)

I m IR \Tv“\\s

gde Jje ola dipolni moment molekula na mestu n a RHR rastoja-
nje izmedju n—tog i @m-tog molekula.Za slucag kada su svi di-
poli identidni va%i relacija:

l§ﬁ|= d za sve 1 . (1.15)

U daljem izradunavanju ogranididemo se na taj slucaj.
Ukupna potencijalna energija je data kao:

W=%) War. (4.16)

R
U aproksizaciji najbliZih suseda za prostu kubnu strukturu

imamo:

| Rm! = (413)
Prema relaciji (4.16) ukupna potencijalna energija za jednu,
dve 1 tri dimenzije ima oblik:

W = %_' ; (Wn,nﬂ + Wn,n-a) _ (1.18)

\/\/ = Z\ { W“‘nl \Pasa, Ny + Wmn\a,n‘-.n% T Wn,nj‘n,ﬁj+4 =

n:h\a

|-

an;,mn;-. i (119)

1

\/\/ Z {W"‘x“ “t,“m “t. Al w“t“j“t,“x-\“‘b"x +W'\1“~b“,_,“x“‘3ﬂ“z

'\: f\l Ny
+ Wy h\thx )“‘“'X‘Q“t + W“‘“\a‘\t )Y\,hf’\i,,,\ + W“‘“‘L“t '“‘hlhl-‘ }

| 4.2.0)
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3. ' Stabilizacija sistema

Uz pretpostavku da su u osnovnom stanju svi dipoli
paralelni,biraéemo pravce tako da pocenc13alna energija
ima minimalnu vrednost.Kao &to Jje ve¢ redeno radiéemo u
aproksimaciji najbli¥ih suseda i uz pretpostavku da su
svi dipoli isti.

Vektor dipolnoz momenta je dat izrazom:
d = d (% contaim0® + 1 ANPAEMO + R 1B . (3.1)

a) S1lu?daj Jedne dimenzigje

'Rn,n+4 = a,l" ) ‘ Rn,n-q =-ax. (3.2)

S obzirom na (1.14), (3.1) i (3.2) imamo:

2
W ey, = i,, { 1-3 cooz‘him*@} = Wnnes .
Qa

Ukupna potencijalna energija je prema (1.18) jednaka:

W=24 L {1 -3eninis)

ili,kako je Z.’l=N, imamo:
Nx

(3.5)

Da bi potencijalna energija imala minimalnu vrednost uglo-
vi P10 moraju imati vrednosti O i J‘/2 respektivno.

Znaci:
mW:-ZN% , (N =Ny,

Prema tome,u osnovnom stanju svi dipoli ‘moraju biti usme-

reni duz resetke.

b) S1udédaj dve dimenzije

ol

~R.~°4 b—14 q'-c -) —R~°1=— Q.-T\: I) °b= Q:X ) Rol':—a——x L) (5.‘1’\
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gde su oznake:

\\m%EO') “‘““‘BE A ’\ “M“\;E 2 ') h,h\sﬂs 5 3 h,h.z-,‘aif ]
Prema relacijama (1.14),(3.1) i (3.4) imamo:
Wor = Woa = -A—,, { N - 3cop'y M‘m"@}

Woy = Woxi——— { A= D meS ‘m"@k

S obzirom na (1.19) i (3.5) za ukupnu potencujalni energiju
dobijamo:

”"1 > {2-dant0) (56)

gde Je N=Z’\ .

(35)

Da bi pot encngalne energija bila minimalna mora biti @=%
na osnovu izraza (3.6),tj.

, Nd*
um W =-a'.; )
odnosno

: - 4*
wmm W = er\)\z *a-.; N
Znaci,svi dipoli leZe u xOy ravni iusmereni—su-dus Ox ose

i
D
O
4
]

X sl. b

c) Sludaj tri dimenzije

- — =N . o oy = L - ’
RW\ =aL ) R01.=— al ) R.o‘5= Q‘B ) Rol‘ - aa )
Rog= 06 Rog=-ok, (33)

gde su oz .ake:
hxh\ﬁ“}EO ) ““‘“‘5“35/\.1 “"‘hZ“’:El’ | “x“:w“‘g?' b'u

Ty 4Ny = b wngnga =5 | Ny, = 6.



e

Na isti nadin,kao u prethodna dva sludaja,imamo:

Wo« = WO1= %: {1"2)00'31\me19}
.Wob B WO! o %{{1 "-54‘(/“1\? ’WY\Q'@} (2.8)
Wos = Wae= S5{1~ 2080 }

5 obzirom na (1.,20) i (5.8) imamo:

W =< Y (53}

Nengny
mimW = 0

Znaci,za ovaj sludaj,nema privilegovanih pravaca tj. mogule
Su sve orjentacije dipola.

% 4, LagranZeve jednadine gza sistem dipola

LagranZeve jednadine pretstavljaju jednadine kretanja,
a da bismo ih nasli moramo,prvo,potraziti operator poten-
cijalne energije za sistem dipola.Posmatraéemo opet slucaj
Jjedne,dve i tri dimenzije posebno.“ '

a) S1ugdaj Jedne dimenzije

Pretpostavimo sada da svi dipoli nisu usmereni u prav-
cu reSetke veé da su u prostoru razliéito orjentisani (s1.6),

7249"'4/646" /,A Oma

n-4 n N+1

5l &
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Zbog ulinjene pretpostavke vektor dipolnog momenta ée biti
dat izrazom:

dh‘ = A{z CO’)&:Y\,MPJ\'\, +§M°L“RCD5(B“1+2 M{B"‘a\f

;an= a {2 €0 chngar 05 B+ ] A1 oy OB oy + R “'“(b“m‘i (4.41)

d“‘_‘: C\'{Z cos &‘“b‘lm(b“x—‘\_\_--i&m d"“x-hwb(b“u-ﬁ +?Qw“fb\‘x-ax .

Preza (1.14),(1.18) i (4.1) sledi da je operator potenci-
jalne energije oblika:

W =

2,&'" Z {QU“J'M o (B {’)W\ 4:1\“.\ '3{5"\; AT Am o{.“* ) YO (b.“‘ ™ a
+ ’Wn PJ'“L[-)SK'“ (b’hx-n ¥ M’“(b"\;_;\ — 1 tor &'Y\; wb(bm;lwh tL““‘tD’) (5“‘“‘ 5

+ 0n dimgy €5 gy ) ) ’

255, o~ on, ) (L"l')

S B g . A oo X ~ 1
1l1i,u harmonijskoj aproksimaciji A X 4

W = - wN + 2 & zwﬂ,wmm v *

+4 f))m PJT\x\. (’Jnm Mo, .\ } (4.3)

Ako Jje molzkul simetricna figura homogene sustine p onda
su proizvodi inercije jednaki nuli,pa se operator kinetié-

ke energije,koji—je dat relacijom (1.11) svodi na oblik:

4 0o 9 3 9
T = '—'Z {J"X’“l +3|a():)nx + 3‘10ch k . (L‘L‘)
Lagr¢”23va funkeija,koja je definisana kao: |

L=T-W,

s otzirom na relacije (4.3) i (4.4) ima oblik:
24N
Z_{j 0(:\’\,‘*-3 P.)‘n *-3 X’“‘k a

7

}:{H&“,HLMHM o) * i o * fbm[rbw ne). (45

la hy
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Znajuéi Lagranfevu funkciju moZemo napisati Jednadine kreta-
nja

d L oL _ .
dt 3g,  2q, =0, (4.6)

gde su generalisane brzine i generalisane koordinate respe-
ktivno:

(L: o(:n,g, {.5\'\; ) g\:\&
q.i:- d‘“‘, -(b'“:\, YT\; .

Na osnovu (4.5) i (4.6) dobijamo sledeéi sistem jednadina
kretanja:

Jz imx -6;‘5 {L\O('m" OL'“M«*'O("\ 1}

0 (43)
:)‘j é)mx " .%’- {q (b"‘x a {b‘“x-m e (bmx-'l} - O (118)

Iy ¥, =0 . (49)

ReSenja ovih jednadina trazimo u obliku periodiénih funkcija:

mea — iyt

°me= 0(.0 e

ikmea — Lol
/bm,-‘- A, € (‘MO)

ignga, — iwoa t
X,m, = Y‘o e

S obzirom na relacigu (4.10) iz jednadina (4.7),(2.8) i (4.9)
dobijamo sledeéi sistem jednadina:

2 L0 -iga o
_32601.\.-9\3{11*-6 +~ e )=O ()

_3®_+_&H+e L8 [=0 (4.12)

- Jw,=0 . (4.12)



a8,

ReSenja jednadina (4.11),(4.12) i (4.13) su zakoni disper-
zije za rotacione fonone:

d*

.(0*:: o?Jﬂ/(M- 00/5\90.))

(HAw)
- 2ad |

Wy=0,

(h.1¢)

(4.15)
Na osnovu (4.14) i (4.15) moZemo zakljuciti da je zakon

disperzije definisan u I Briluenovoj zoni.(sl.6).

QL

Lad,

4.6

NS
|

*
d v e

dimenzije

Pretpostavimo sada da su dipoli proizvoljno 6rjentisa-
ni u xOy ravni.(sl.7).

o c r/
/‘;‘x_‘ n} 74{:\2 /V“"H“Lb X
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Analoéno jednodimehzionalnom sludaju imamo:

dnx\\s =d {z M&N“-bw'-’(b “““3+-i M drnm.tto‘s Brany * k Aim fbnmz\

b < - -2 . > .

d“ﬁﬂ“‘bz A \L WA dr‘\‘*‘h COA{))Nﬂh <+ \M&'“KM‘\ co’b{b“n—q\'\a + &M’Y\(}),ﬂ” “‘3}
d’“““‘b“ OL &k CoA ({:\\xn‘a.\‘ CO’)/})n,h\aH * me ‘L“Xhz*‘\ W’Sﬁ)“*h\x“,‘ + % Mm (b“* Z“"}
d.n‘ » T\-f d’ {r ws'i'hm“j oAy, “3"' -'g “m J«m.m\a i (51\;-\'“\3 Al k M/Bmx-q“zs

o= T 001 gy 08 By 3 G indmen 00 B+ Rimpinns|
(419

Na osnovu relacija (1.14),(1.19) i (4#.17) i ranije uvede-
nih oznakza za dvodimenzionalni sluéaj,operator potencijal-

ne energije postaje:

- ‘f Z {Wr\ oo ws(ho[éimot:«wﬂbﬁ’*m‘iawﬁ(bd T
htn‘-a

s LMJ\O CO')(’JO(Q,OI;JA w’:(’h + wbiawﬁ (Bi ] +
+ 200 by LM by + 4im (b, |+ eord, con o, | can dy tos b, +
+ oy dy Con (by] — lh&mdowa(b,i&imogw:(bﬁmdh con(y )+

+ ’ﬂ‘m-/bo | Aim (s + Adm 5y } . : (5.18)

Vraéajuéi se na stare oznake,operator potendijalne enerzi-
, —
je,za dvodimenzionalni slucéaj,u kvadratnoj aproksimaciji

po uglovima,postaje:

W i N + —_ E {QL\'\, ULV\;MY\% T d‘“h‘\“‘zl (bm\'\ ‘ {5‘\1&4“‘% anx-&h-s.l 4

Y\xh\-b

2 .
- 2' OL“*“‘A. d"“x“‘b-\n 2 OL‘\;Y\\%—«\ * l d’“x“\z * 1‘{5“*“3 il

+ fbhx“\%\ h"‘x“v—ﬁ + (b’ﬂx“\x—;&} s (’-\1‘3)
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Na osnovu (1.12) i (4.19) Lagranfeva funkcija postaje:

A 7L 00 > 9 oll
L' = _2'— E {\Ji&’“x“\-bfj‘b(bnmﬁ"':}k y’“l“‘bs x> N _a—?_, e

N "\\3

— 3%13 Z { D('h"h"b ‘.d‘hw\ ma + CL'N-»\“‘A AL (5“1“3[ (b“"“‘t"" ki (b“'nf‘} N

Na n\a

+ [b‘kﬁ{[b“x\-f\“a + (b\'\x-an\a] = '2' Olm,n“{dm‘n‘aﬁ 1.1 OLY\x“\A—«l ¥

9
+ lol,,\xhz - ‘,'L(;;,,m1 } (4.20)

Jednacdine kretanja dobijaju oblik:

- dl N
-J‘t O(J“xm\.a + -a"; { l&m*m"b 2 J""‘M‘\m\a_‘- O('MM'N\X— ld'm‘m‘y-‘\— '2‘ (me'“’a-'\} - O
(4.24)
[y 1
:)\3 {bmxm\a + % &l' ()'.’mxm'a s {5"\x+n"\\5+ {b"‘x-«\mxs"' {bmxm‘“ * (b“\:‘“»\-q } = O
| (4.22)
s Frnumy = O (1.23)

ReSenja jednadina (4.21),(4.22) i (4.23) tra¥imo u obliku
periodicénih funkcija:

k0. + beymgo. ~Leot
Ql.m*m'a = "{oe

kg0, +ikgmya - Lol

b = O (4.24)
m,m\B =

Demya, + Lkgmya — Lok

X"mxmi = i-(‘;: e
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S obzirom na relaciju (4.24) i jednadine (4.21),(4.22) i
(4.23) dovijamo sledeée jednadine:

a¥y -A0Ky law ‘3 -eak

Ty e +‘* {ue +e -ile '« H (4.25)

LQKx -LQK, ck Q, -La\(\z

Gnrdizre re ve e J=0
-~ wa:; =0 — (4.1%)

ReSenje jednadine (4.,26) daje zakon disperzije za rotaci-

one fonone u obliku:
Wp, = q”:l\; 14 0 Ko+ @kya (4.28)

= keor b e emm'

a Y je ugao koji karakteriSe pravac prostiranja roteci-
onih takasa kroz kristal.
U oblasti malih talasnih vektora rela013a (4, 28) prelazi u:

@ (4,29
Jednadina (4.25) daje zakon disperzije u obliku:
co*_/ /’L+ o A~ 1 ¢os iy : (4:0)

koji se u sludaju malih talasnih vektora svodi na:

Wg = CH¥) -k, : (4.24)
qde e -

c) =d / 032 . (1.52)

wy. =0
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e) Bluédaj-tei dimenwzi‘je

Pretpostavimo,kao i u prethodnom sludaju,da su dipoli pro-
izvoljno orjentisani. u prostaru (sl.8).

s1. 8

b\%\
\éL
(@)
N
v
oL

Za bvaj slucaj pperator potencijalne energije ima oblik:

%
W = i— Z: {&mdowodo[ﬂmolnw’ﬂ& + vmd, °°’>°(2]_

L)
la “‘“‘[“t

— 4, won dlo toh b, [cond, cor P, i con dy cond, | +

+ A&m(bo[m (DA +M'm(bA + wselowq(b,,[melbmp:ﬁ Lon oy w:(’m,] -

— L4 do con (o, | Aimdyeon(dy + Aimdy con oy | + “’“{50‘”{’“(55**"‘(’31«\"’
+ wﬁdowh())o‘_mism(hg + tond w>-(5d+ |

+ Mmdo 0 Mo ['ﬁm o5 o5 [hyg + M de 000(’361‘1.4‘(’7\(’30{&’7}(55 A (g ] } )
(L.5%)

U harmonijskoj aproksimaciji operator potencijalne egergi-

je Jje oblika:

J* | * =
W = :Q—q; Z\ { 0L"h‘\"a"\). \J'“u«“‘ant b OL“"“ e .\- {b“*“‘a“t [(5“"""“'3“* N {)3'\;.4“3“;\
h;h‘ﬂk

-2 d“‘"z“t [ &hxﬂznf\x + ol.hg“a-d\x\ B {b“xmanxxfbnmwnt + (bv\,m‘:_‘“}] ny
+= Otmnznz[d'hm-a‘\zﬂ + O[n,manth =8 1‘{5“‘“‘3“2[ (b“"“ln‘*" + {bm%hi_*l } .

(4.24)
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Prema (1.13) i (4.34) LagranZeva funkcija postaje:

L5 _""‘Z‘ah;{ h i“‘“é“" i 3 Bung ™ T ] ~

- ldlm\antiimny,.nz * DL“‘“‘A"“*] = (bﬂmxéhz[(bhm\aﬂ n, al (b"x -A 'lj. i

]
+ &“‘K'\%nl [ annkﬂ Johlh '\; N .k (b'\xh\anz { {bnghzht.}4 + (bv\,“\shi_‘ i } .

(4.95)
Ako za generalisane koordinate i generalisane brzine mzmemo:

q-‘ dn"\\anz ) (bh,"\-a\\k \ X“x“\a“; )

q. d:“x“\gﬂx {’DY\]W\ “k g'n;"l\\.h“l\; )

Lagranzeve jednacine postaju:

o dﬂ.
]& QLm;mwm, {ldmmm\am + 1 dhx-!\""}“‘; “"lm‘mz{.mx

B l‘imm\a_mk +4 Qmm%mm""' ldmmzmﬁ % =0 (4.56)

%2

3\3 P.')m‘(mnm1 + I(;E {‘z'fbmmmam,_ + 2 P‘)’“'-A'“z‘“x + 4 (bm‘mz‘“m{\'
2 2‘ P:)mxmxé-»\‘“x‘ & '(’Jmm%m}“_ 4 [,Jm,mﬁm!_,‘ } =0 (A.'ﬂ')

I, Y... o = 0 7 (4m8)

ReSenje jednadina (4,%6),(4.37) i (4.38) traZimo,respekti-
vno,u obliku:

kMo + Lomya + Lama - iwl
D=, €
mya +iEymya, + ik Ma ~ Lt (JLSQ)
Ibﬂ\:mzmx = fboe '

tumgQ + Ugmya. + bamga - Lot

?"hxm\sm} = Y; e 9
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UvrStavanjem (4.39) u LagranZeve jednadine dobijamo:

¥ PO, ~bKeQ Wl -iga o i
B+ 4 { e €T €% E 0 g

e + {5 ek e [ 270 o
-Jewy =0 (442)
Re3avanje

em kvadratne jednaline (4.40) dobijamo disperzioni
zakon u obliku:

_ /zd"‘
Q, = =3, / Lskwa — L os kya, + tor o (4.4%)

gde su komponente talasnog vektora

= KX HnD | Ky=kaim'f 4N 0 | =K ewsd,
a uglovi Yi 0 karskterusu pravce prostiranja rotacionih
talasa kroz kristal.

U oblasti malih talasnih vektora disperzioni zakon (4,43)
se svodi na izraz:

dx*
aly

wo(.= /5)\4‘(“‘\?&/7\!6—'1

)
ili

Wy = C‘(em.K . (4. 44)

T ' =
Ce(.(@,‘l’) :ET} ‘/'b/sim“‘(’m'm’@-'l ) (4.45)

Takodje,reSavanjem kvadratne jednadine (4.41) dobijamo
disperzionu relaciju:

)
Cdfb=/ld o5 Ky 0, + Lon Kya = & (ob GO

== [446)
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U oblasti malih talasnih vektora,disperziona relacija (4.46)
se svodi na izraz:

C&)p,: C(;,(G) K ' (J‘-Jﬂ)

%
d S eon' 04 :

COy-=‘O.

% 5. Diskusija zakona disperzije

Za male talasne vektore,relacije (#4,14) i (4.15) pre-
laze,respektivno,u:

| ha®
OJJ'— a’)]z \!—5—
4/ 2dr
Wp= V au,'\@,

§to znaéi da frekvencije ne zavise od talasnog vektora i
da pobudjivanje ovakvih fonona zahteva neki minimalni prag
energije eksitatora, '
Emn=Hhan f ((d=dp),

Za dvedimenzionalni sluéaj relacija (4.28) pretstavlja
zakon disperzije rotacionog zvuka,dok se relacija'(4.50)
svodi,u slucdaju malih talasnih vektora,na izraz:

Que= Cu(9)-K |

Haim?9- 1
a s 5
gde je Cul®) brzina prostiranja angularnog zvuka.Iz date rela-

Cel9) = d

cije sledi da se rotacioni zvuk moZe prostirati samo u oblasti °
(-] 1

koja je definisana uglom\f i to zaVﬂ}bﬁzt sto se,u dvodimen-

zionalnom k-prostoru,moZze pretstaviti obladéu izmedju dveju

pravih,¢ije su jednadine:

ky= {%‘?-K,‘ Y Y= tg (T-) - ¥y g
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a koja obuhvata k_-osu.(sl.9).

J 11(«3

N /

AN /
N /

T RO
Z \\

Y
Analiza izraza za Cﬁ“» (4,48) pokazuje da se rotaci-

oni zvuk moZze prostirati samo u konusu oko kz—ose ¢ija Je
* VvV e ° v
velidina poluotvora O=543 (s1.10).
123

Ky si. 10

-——
- -
' -

Kx i
Mada izraz za Cg(0¥) =zavisi i od © iodY moZe se pokazati
da se i ova grana zvudnih takasa moZe prostirati u konusu
v e . e} , « v
8iji je poluotvor 54°30° a osa mu je uperena duz kz—ose.
Van ovih pravaca prostiranja,energija rotacionog pobudje-

nja postaje imaginarna i ovi talasi se prigusuju.’

% 6. Lokalizowana stanja

Pokazaéemo sada,da za dvo- i tro-dimenzionalni slucaj,
sistem Lagranzevih jednadina kratanja moze biti zadovoljen

i aperiodidnim resSenjima.

a)S1ludaj dve dimenzije

Redenje Lagranzevih jednaéina (4,21) traZziéemo u obliku:
'kOJ(‘sVn\a —Ramg - it

dlmumxb = DLQ e 3 : (G-'I)
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Tada se dobija:
v od*
~Ja 00, + ?{’L + w,Mpm—- 2 e0h ak‘é} =0,
U slucéaju malih talasnih vektora, K\ba,)')%a <<’|) mozemo uzeti:

CObaK.-a 1 - ia.x.a

0052\% Ra=1+ "Id"xq“

co&%%?X. €-+€ 5

pa je:
{ \[“z : (6.2)

Dovijena frekvencija vazi za resenja tipa:

=Ramy
<Lt + La\camtt e my>0 (6.5)
=d, €
d‘m*m\& ddo R amx
RO - my <0 . (6.4)

Kao Sto smo videli u §lhza.periodiéna reSenja tipa
takamy + i.o.&am.a-. it

Q
‘rotacioni talasi se priguSuju za sve uglove kojl ne leze
u projexciji konusa,otvora 104 18u k Oky ravni.Sistem La-
granzevih Jjednacdina za ugao d moZe da bude zadovoljen 1
aperiodidaim redenjem tipa (6.3) 1.(6.4),pri Cemu enerzija
talasa,za male vrednosti ki®,ima oblik:

W~ \léi'ae"«- Rty

Ovde vidimo da je za lokalizovana stanja tipa (6.4) ener-
cija definisana za sva vrednosti Wi ,0vi talasi perbodi-
Eno se prostiru duz ky—ose a duz kX-ose opadaju sa poraston
m . .Njihova Jje intanzivnost najvela za mX=O,a to znadi duz

k -
5 ose(gi,11)
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b) S1udaj tri dimenzigje

ReSenje Lagranfevih jedna&ina (4.35) mo¥emo trafiti
i u obliku:
A.ouc gy xam, Y amy - Lot

G(Im&m“(sm, - 0(0 e

Sto daje sledeédu relaciju:

Db Slamhpra oy s neomygata)=o o

: (65)

tg:
.zdL l
Wy, = con huyp N ~2004 Ay + corhyp Ao, (63)
Za male'xdhwz Jednadina (6.6) se svodi na:
_[ad? 7 2. Y R Y
Q)d,—\/ah \/ AR Tl T (6.8)

Frekvencija (6.8) daje reSenje oblika:

[ -xam - Wam,
—ieot & lagmy c My, 70 (6.9)

Jmem\amz, J’ e

N K20

Ram; + Xamy

\ ey <O ) (e40)
ReSenje jednaline za f takodje moZemo izraziti aperiodid-

nom funkcijom:
.,w,,Lomn,= RAM, — xwm%-i.wt

Pmem 2= (. € ) (6.44)

Posle zamene u (4,37) dobijamo:

—B%cot +%{L{wa%xq + s hup Wa — iw'at;;o.}‘;() |
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Posle sredjivanja:

an =\/$ worhup oo, + tontugy R0 ~ 2 oy kxax
a’Yy v ;

(6.42)
dok za male ki\xm“ dobijamo:
Opy =\[ii: \/ R A (6.13)
koje odgovara resSenju oblika:
-zeo.m,-'x“o.m\t
-t + haxymy o MMy 7O (G.14)
(bm,\m\bmk = [be 5 » )
xomy 4+ R'amy
my my 40 (6.15)
NH3€‘7()-

Znadi,sistem Lagranfevih jednadina za uglove i[> mo¥e bi-
ti zadovoljen i aperiodidénim reSenjima (6,8),(6.9),(6.13) i

(6.14).U tom slufaju energije talasa,za male vrednosti kR,
Riwn',imaiu oblik:

9 9% A 9
W, ~ Vji')l +K‘3+Iu

(6.46)
60()3 ~ ERL‘* K; o ¢ Sj_’u'b .

Odavde sledi da su za lokalizovana stanja oblika (6.10) i
- = . . nofl .
(6.15) energije definisane za sve vrednosti Kw,“ﬂf-‘k%‘ .Ovi

talasi su lokalizovani oko k_ odnosno kz ose.
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ZAKLJUCAK

.'.57_

U radu su ispitivane kolektivne mehanicke
oscilacije kristala rotacionog tipa.Razmatrani
su molekularni kristali sa dipol-dipolnim inte-
rakcijama proste kubne strukture i u sve tri
dimenzije.Ispostavilo se da,za kristal kao ko-
lektiv molekula,znacaj imaju promene samo dva
od tri Ojlerova ugla.Treéi ugao,koji karakteri-
e rotaciju molekula oko sopstvene ose,koja e
istovremeno i osa dipola,ne ulazi u racug pri-
likom ispitivanja kolektivnih osobina kristala.
Ovo je potpuno razumljivo Jjer potencijalna ene-
rzija celog sistema ne zavisi od ovog treteg ug-
la.

U jednodimenzionalnoj strukturi pokazujs
se da postoje dve grane rotacionih fonona koje
su definisane za sve vrednosti talasnog vekto-
ra unutar prve Briluenove zone i pri k—O ima-
ju gep koji zavisi od geometrije molekula i
rasporeda mase u molekulu,tj,od momenta inerci-
je molekula,

U dvodimenzionalnoj strukturi jedna grana

angularnih fonona ima zakon disperzije sa g

D
3

[§

i'omu

§

Druga granza ima akusticki zakon disperzije za
male talasne vektore @W=¢w ,pri Cemu,brzina rota-
cionog zvuka c zavisi od pravca prostiranja ro-
tacionih talasa i talasi se ne prigusuju samo

u odredjenim pravcima prostiranja.U onim delo-
vima prostora,gde se periodic¢na resSenja prigu-
Suju zbog imaginarne energije,egzistiraju ape-
riodidna redenja sa imaginarnom komponentom tTa-
lasnog vektora.Ova redenja lokalizovana su duz

Oy ose.



U slucéaju trodimenzionalne strukture oba
zakona disperzije rotacionih pobudjenja su aku-
stickog tipa a pravei prostiranja talasa,u ko-
Jima se ovi ne prigusuju,lefe u jednom konusu
odredjenog otvora ¢ija Jje osa paralelna sa Oz
osom.Kao i u sludaju dve dimenzije,u onim delo-
vima gde se prigudSuju periodilna ceSenja,ne pri-
susuju se aperiodicéna reSenja sa kompleksnim vre-
dnostima talasnog vektora.Ova aperiodidna reSenja
su lokalizovana duz odredjene prave u prostoru.



DODATAK

Moment inerci;]e troosnog elipsoida homogene gustineg

a) Moment inercije troosno g eli-
psoida u odnosu na z-0s8u

Moment inercije u odnosu na z-osu definisan je izrazom:

2= ¢ 15 (#5Y) duoyda . (4)
Jednaéiia elipsoida je:

0 2 n
l\__\.z—-).i-:i

al fpl cﬁ- )

a jednadina elipse u xOy ravni Je:
LSRN

(—1;_+ %,_—A_.

Tada Jje:

W& K_—Q)a]
e ‘_-%\]1—%}; y Q\h-% ]

y B G i
Za Jz moZemo pisati:
o dd—é{ ¢
j}: ggé‘ﬁ S 0(\8 S (X"‘\"‘al) Al (l)
x s —001—§ﬁ ._cd4_!3-%;
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a HT"
Je= 2] fox § (eag \14——E

- ()o\l'rxT

Uvedimo:

@Kx ov 4Ry

Jz= ch{ SX&"\X g \I’Q;L—‘#t% * KAX gha Fi- Q’mAB}-

_e, Q* - __%Qi

ObeleZimo integrale sa:
&Ry

- Siegt
bRy

h
PA _JQX QRX‘@Z) ‘H .

Integral (4) se reSava smenom:

%*zqgmg Iy = bR oy 2oz

q:@ex ’ﬁm%==A &=WL
'3=—%?x rm X =-| x=-Ty
o
QDQx g & = %Q: 1,\
-7,
'ZJP%M"L
%Rx £2x
Jp= ) o (B2 \‘”5 ohy = Q*S%LU L%ﬂ d -

*@Ex
Uvodjenjem smene (6) ovaj im:egral postaje:
Vo
3 K M
Jp= bRy §aiMzeedzda =R T
~Ty,

2.

-
= él— 6%e.,

\“—P)



Prema (7) i (8) imamo:
) J',“_ garo {a % \5

S obzirpm da Jje masa elipsoida data kao:
h
m=7 Yabeg 8

imamo konadno:

Yimgm \ats ],

b) Moment inercije troosnog eli-
psoida uw odnosuna x=-08u

definisan ge izrazom:
TUx=1¢ m \fm) dxdy 0\3:) (9)

a L& ¢ K:-%'
Je= % S‘;" S oy S (“31*2%) o

'C\. bRy _c Q*

Ta (e« e falpleg e
- 9 73 &x QQ_ _: LA A &C O\X ) KR;{ A
M gﬁ'b -gm —22& ) k ~ b L
6Rx 9
gy ) R-EY Ay t0)
60y

Uvod;jen;ieu%L smene (3) 1 (6) integral (10) postaje:
]
Ty= 00 Jeog'zdr = 4RI T,

'3

—\)73 = ﬁ; Q,( (M)



Y= 8 %‘\- >, Sﬁx ox & L S&f&x\]
-Q —Ov )
‘jx: %—g(;\aeoc'%’{(bl CQ%
i fm &%ﬂc“) ] (1)

c) Moment didnercije troosno g2 eli=-
psoida u odnosu na y-0s8u

Na analogan nalin se dobija da je moment inercije troos-
nog elipsoida @ odnosu na y-osu,koji je definisan izrazom:

SR PR R s

Y=g fax § 4§ 0k
\3 - _Q’@ ‘o\’,‘_g_% )

ﬂ%= %-m {a?+c?3_ (A%)

Moment inereije cilindra homogene gustine & ,du¥ine L i po-
luprednika R

a) Moment dinercije u odnosu na gz-osu

definisan je izrazom:

j&= Q SSS (X’-\-‘a’-) Ax&zo\z .

Y

Jednadina cilindra jet
9_ __L\_i
'f#i-Q . k=i %
Znadéi: L
xe [-3,+%)
(\36\-_—‘24)-&?,3

re (g ey
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S VR s
Je- g § o 53\3 | 02490 da
£ - _{EF% N
o= g U5 T by 1ol gy | 14)
Intsgralx -
Iy = S ()" dy | (15)

reéava se smenomt

r«s:Rm‘m% o\\é= R cooz dx A
=R PmE=-l 2=k (16)
g= R ama=4 2T 1
M
Y= [ Reodidh - R T,
'S
L P
i ()
Integral
Y,
Tee ) ot RN 4y (19)
-R
uvodjenjem smene (16) posgaje:
R
i = S Rl‘fﬁmlz A2 da = I,
-R
-
Js - %R”. (19)

S obzirom na (17) i (19) izraz (14) postaje:
R
e 1T LG 5

odnosno:

'UrE'mJLL*“Q}) (1)



- Lh %

gde Jje masa cilindea data izrazom:

m=qfRk,

Na analogan nalitn se dokazuje da je Jy,kodi je definisan
izrazogt 2 ngﬁ
- fax Jdy § e |

(20

Kada R0  (tanak homogen ¥tap) izrazi (20) i (21) se svode
na

L
\J\B:ja-t -;:T'\L

Moment inercije u odnosu na x-osu,koji je definisan izrazom:
—QLi Q, \,Rﬁ_\aﬁ-
Ue= 8  dx 50‘3 ( (yp422) da

o) -
A S T
Jje Jjednak:
1 0
by 5 m R

Dokaz da su proizvodi inerciie za troosni elipsoid i cilindar
homogene gustine ednaki nuli :

Ovo se vrlo lako dokazuje s obzirom da je integral ne-
parne funkeije u simetriénim granicama uvek jednak nuli,
Konkretno za cilindar imamo:



ﬂ? =3 “g 4% 6&(\\% oz

Mgz = ¢ 5& g dy § 2 de
£ =R _\E{%m
R R
Y\\})} = ¢\ {_i"ép}a‘b “S&“éb&“a\}s ©

“"31’—"— “;“S'—'“‘Li =0

Takodje za troosni elipsoid,poizvodi inercije su jednaki

nuli,Sto se moZe lako pokazati na primeru:

o bk c@

Nyx= ¢ S‘J“‘ H‘*ﬁ { =4
—a -6% —c\(g—fj‘%v

o RN ‘]
2 13 \2
Y\\?= cg—io\x-ée“f (R« o o‘\g

88

v ,9.
[ lez- 2 )"y = [ ()= B8 = 0
)

R«

“X\A:—“\é‘{ :nXch



Prilikom radunanja momenata inercije i proizvoda inercije
koriSéeni su sledeéi integrali:

3
LS
2 RN
I‘=St0’3'20\2-—z
-3
1
T
° o
_ s 9 1y Jy = 2
I, = S R tos F dx = 2
* -3
L}
1
1’6=:‘£w>qio\x = “g‘
iy
N
X
L= | w2 coPz dx = O
% 3
L

UATVE S w,)li 0\’} =0

=
St
1]
e — <)
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