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Piilikom teorijske analize kristala,kada ge cilj ove

•analize ispitivanje kolektivnih mehanickih oscilacija sis-

tema,obicno se atomi ill molekuli kristala u aproksimaciji

identifikuju sa svcg'im centrom mase (tackasti model) i is-

pituju se efekci kog'i dolaze zbog odstupanja polozaga centra

mase od. njihovih ravnoteznih polozaja.Na ovaj nacin dolazi

se do kolektivnih mehanickih oscilacija celog k-istala i

kvanti ovih oscilacija nazivaju se f o n o n i.Ovakve me-

hanicke oscilacije,kao sto je napped receno,Javljaju se kao

posledica promene tri translaciona stepena slobode inoleku-

la ill atoma.

U izvesnim slucagevima molekul ili atom nemoze se apro-

ksimirati naterijalnom tackom,jer u sustini svaki od njih

pretstavl.ja kruto telo koje ima sest stepeni slobode i to

tri translaciona i tri rotaciona.U slucaju kada potencijal-

na energies celog k^istala zavisi ne samo od mesta gde se

centar rna^e rnolekula nalazi,vec i od orjentacije molekula,

mora se voiiti racuna ne samo o promeni polozaja centra mase

vec i o promeni tri OJlerova ugla koji karakterisu rotaci-

one stepene slobode molekula.Usled promene Ojlerovih uglo-

va mogu da se jave kolektivne mehanicke oscilacije krista-

la rotacionog tipa koge cemo^za razliku od obicnih transla-

cionih fonona,zvati a n g u l a r n i m f o n o n i m a .

Diplomski rad bice posvecen problemima vezanim za ovu vrstu

fonona.

Na kraju treba napomenuti da se promene rotacionih ste-

peni slobode vrse kontinuirano sto pretstavlga bitnu razli-

ku u odnosu na neke druge orjentisane sisteme,kao sto je

naprimer Hajzenbergov feromagnetik u kome spinovi' vrse dis-

kretne promene svoje orjentacije pri cemu se projekcija na

osu orjentacije moze promeriiti za velicinu - H.Tipicui

pretstavnik sistema,u kojima se mora voditi racuna o orjen-

taciji molekula,je kristal sa dipol-dipolnoia interakcijom.

Za razliku od feromagnetika,ovde su promene orjentacije di-

kontinuirane.



GLAVA I

T R A N S L A C I O N I F O N O N I

H 1. Fononi u jednodimenzionalnoj resetci

Razrnotricemo prvo Jedan jednodimenzionalni problem vi-

bracija elasticnog lanca u kome se nalazi beskonacno rnnogo

atoma ill inolekula sa medgusobnom udaljenoscu a.Potencijal-

na ener^ija ovakvog sistema ima oblik:

U •*£r\n\ (n - in) (1.1)

gde su n i m polozaji molekula ill atoma u resetci,a V(n - m)

je potencijal koji zavisi od rastoganja izmedju n-tog i

m-tog molekula ill atoma.

Kada jedan atom ill molekul izvedemo iz ravnoteznog po-

lozaja,posto je u pitanju sistem vezanih oscilatora,nastaQe

pomeranje poremecaja duz samog pravca.Potencijalna energija

n-tog i m-tog atoma ill molekula,kcgi se longitudinalno po-

meraju za velicine U i U respektivno,je oblika:

.n _ m) - Um) (1.2)

U = 4/ V (n - m) +

Posto su pomaci mail izraz pod sumom razvijamo u 1'ajlorov

red po clanu U - U i zaustavlnamo se na kvadratnom clanu
n m

(ostajemo u harmonijskoj aproksimaciji).

m'

Kako mi analiziramo fonone,a oni su uslovljeni pomakom mo-

lekula, za nulti nivo potencijalne energije mozemo uzeti ene

rgiju stanja mirovanja.Prema tome,efektivna potencijalna

energija koja dolazi od fononskih poreraecaja je oblika:



n - m) ( •_
- m;* v n

U aproksimaciji najblizih suseda,gde m uzima vrednosti n+1

i n-l,i uz pretpostavku da je resetka beskonacna n-»n+l,

konacan izraz za efektivnu potencigalnu energiju dobija ob-
lik: .

W -

gde Je f = n - m)|=l koeficijent koji ka-
B (n -̂ T

rakterise ovu interakciju.

Sila koja deluje na n-ti atom u resetci usled pomaka

je:

Jednacina kretanja n-tog atoma je:

n~ xo n~ n+l~ n-1 '

cije resenje se trazi u obliku ravnog talasa:

ikna - i60 (k)t

V A e • • . (1.7)

Unoseci pretpostavlgeno resenge (1.7) u jednacinu (1.6) do-

bijamo disperzioni zakon za fonone u jednodimenzionalnoj

resetci,koji je oblika:

I
6J = 2 i sin fe . (1.8)

Iz ovog zakona disperzije sledi da frekvencija vezanih os-

cilatora linearno zavisi od talasnog vektora k za male vre-

dnosti k tj.

/ \
\lm° ka '

Znaci,za male talasne vektore,fononi pretstavljaju z v u

o n e talase u sistemu.
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Hamiltonigan kristala ima oblik:

H = T + U = ~
c

a pomeraj pisamo kao razvoj po ravnim talasima:

ikna -iCO(k)t -ikna + i(0(k)t

(1.10)

gde je N ukupan brog atoma u kristalu a b, i b,+ su Boze ope-

ratori.Israzi za kineticku i potencijalnu energiju sistena

su:

-2iOJ(k)t 2iO)(k)t

r V-k^

-2icO(k)t 2i(0(k)t

(1.12)

-

a hamiltonijan sistema ge:

H =) (bjbk +-j ) ̂CO(k). (1.13)
k.

Prema tome,sistem vezanih. oscilatora sveli smo na sumu ne-

zavisnih oscilatora.

O 2. For.oni u trodimenzionalno,-] resetcj.

Za slucaj trodircenzionalne resetke ukupna potencijalna

energija kristala se moze nayisati kao:

U =



gde su n i 5? vektori cvorova resetke na apsolutnoj null.

Pri povisenju temperature atomi pocinju da oscilugu i sva-

ki od cvorova resetke dobija neki prirastaj U-»,odnosno

n— * n + U-» i m— »m + U-, (2.2)n m

S obzirom na (1.2) i cinjenicu da su pomaci U- - mali,po-
zx } in

tencijalnu energiju kristala mozemo ,posle razvijanja fun-

kcije -u red,napisati kao:

(2.3)
- x,y,z

«t -» /
gde je U-» projekcija vekcora U-, na osu oL .Posto funkci

ja V(n - rt̂  ) mora imati ekstremume izmedju cvorova, to je:
*>

za sve n,m i <~ .

Druge izvode koji figurisu u formuli (2.3) oznacicemo

sa:

-
Ove funkcije,ocigledno iinaju sledeca svojstva siinetrije:

- m) = A ( m - n) =^(5 - n) .

Ako odbacimo prvi clan iz formule (2.3),jer on pretstavlja

potencijalnu energiju zamrznutog kristala, onda nam,kao po-

tencijalna energija nastala usled povisenja temperature,

ostaje izraz:
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Sila na n-ti cvor, (t j .njena 06 -komponenta) ,data je kao

negativni izvod potencijalne energije po projekciji U ,tj.

l

Za najblize susede - 3)

—gde V spaja najblize susede za fiksirani atom.Posto se ra-

di o istom rastojanju AeL/»,(V) ne zavisi od V .Znaci za naj-

blize susede:

Ako sa M oznacimo masu atoma (molekula),onda,na osnovu

Njutnovog zakona,mozemo pisati:

II

Ako pretpostavimo da su komponente pomaka U-» periodicne fun-

kcije prostora i vremena

-* -*ikn - i60j*t

ug = /e , ' (2.10)
onda,zamenom (2.10) u (2.9) dobijamo sledeci sistem homo-

genih jednacina za odredjivanje koinponenti atomskih pomeraja.

-o
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gde je

ikv

Da ci ovaj sistem imao netrivijalna resenja,determinanta

sis~ema mora biti jednaka nuli,tj:

A M /x1
Axx ~ 17 <**

A*
M

ft

An-
M

(2.11}

Ova .jedr.acina daje tri dozvoljene frekve&cije fonona.Pri

toEe,u slucaju proste celi.je,sve ove tri frekvencije teze

null kada k tezi null i takvi fononi se nazivaju a k u -

s t i c n i fononi.

Kod slozene resetke za tri frekvencije dobijene iz

"i tezi(2.12) vazi isto pravilo,tj. kada k tezi nui.i,

null, a za preostale 36-3 frekvencije,frekvencije ne pos-

ta^u ravne nuli kada k tezi null i takvi fononi nazivaju se

o p t i c k i fononi .

Za slucaj proste prostorne resetke svakoj od tri ai:u-

sticke frekvencije odgovara jedan polarizacioni vektor

-(k) ,j=l ,2,3 i ovi vektori zadovoljavaju uslov:.

Ova ~ri vektora od.^ovaraju trima komponentama zvuka, jedno.j

lon.i'itudinalnoj i dvenia transverzalnim.

Hamiltonijan sistema i operator pomaka inaju sledeci -

oblli:

oi b«. + i) (d=: (2.13)

2MNtxJT*

^ V kj

ikn - -r t -ikn + ioOr- t

(2.14)



3. Unutrasnja energi.-ja i specificna toplota kristala

Termodinamicke velicine koje karakterisu cvrsto telo
odrediceino primenom poznatih statistickih metoda.

Prilikom izracunavanja termodinamickih velecina kris-

tala moraino razlikovati udeo resetke i udeo elektrona u tim

velicinama.Nase razmatranje "bice usredsredjeno na udeo re-
setke u -termodinamickim velicinama.

Sa mehanicke tacke gledista mozemo sistem od 3NO os-
cilatornih stepena slobode posmatrati kao surnu od 3N^ ne-
zavisnih oscilatora,od kojih svaki odgovara pogedinoj nor-

malnoj oscilaci ji.Na osnovu poznarih formula za termodina-

inicke velicine, koje se odnose na jedan stepen slobode osci-
lovanQa,niozemo neposredno iiapisati izraz za slobodnu energi-
u cvrsto tela u obliku:

,-, kT
F = Ng. -f kT Z_ln(l - C ), (3.D

eC

gde je N croj molekula,a \ broj atoma u molekulu.Sumirange

se vrsi po svim 3N\ normalnim oscilovanjima koja se numeri-

su indeksom oC .Clan N £„ pretstavlja energiju interakcije

svih atoma tela u ravnotesnom polozaju (tacnije,u stanju

"nultih" oscilovanga).Neophodno je imati u vidu da 6»,

uopste uzevsi,nije konstantno,nego "je funkcija gustine te-

la.Pri zadanoj zapremini 60 ne zavisi od temperature:

Posmatracemo sada dva granicna slucaga.

a) N i s k e t. e m p e r a t u r e

Za male vrednosti kT,u sumi poo(,,igraju ulogu samo

clanovi sa malim frekvencijama: n<A)fli)j~ kT.No,oscilacij"e sa

malim frekvencijama,kao sto ge poznato,ne pretstavljaju

nista drugo do obicne zvucne talase.Talasna duzina zvucnog

talasa povezana je sa frekvoncijom pomocu relacije A. ̂  7J >
gde je u crziaa zvuka.Kod zvucnih talasa talasna duzina je

velika u odnosu na konstantu resetke a (A^ a).To znaci da

je CO«~.Drugim reciaia,da bi se oscilacije aogle posmatra-
Ou

ti kao zvucni talasi,temperature raora zadovoljavati uslov,
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koji se moze napisati u obliku:

. (3.2)

Brog "sopstvenih oscilacija" u speircru zvucniii talasa
sa apsolutnom vrednoscu talasnog vektora f u intervalu df
i sa datom polarizacijom iznosi:

gde ge V zapremina tela.Kada predjemo sa talasnog vektora

na frekvencige dobijamo izraz:

« -i -i — "> C3.3)
ZJi 'U5

gde ge u dato relacijom:

a û . i u, su brzine prostiranja transverzalnih i longitu-

dinalnih talasa respektivno.

Na osnovu (3.3) i (3-1) dobijamo da je slobodna ener

gija oblika:
00

IT

OvaJ izraz analogan <je formuli za slobodnu energiju zrace-

nja crnog tela.Razlika je samo u tome sto umesto brzine

svetlosti c stoji brzina zvuka u i u faktoru 3/2. Na osnovu

ove analogize dobijamo konacan izraz za slobodnu energiju

cvrstog T;ela:

Energija "cela bice:

i speciiicna toplota:

C = *£*L (klf-V (5.7)



•

Na taj nacin specificna toplota cvrstog tela na niskiin tem-

peraturama proporcionalna je trecem stepenu temperature.

Za cvrsto telo sa prostom kristalnom resetkom (elemen-

ti i prosta jedinjenja) zakon T^ za specificnu toplotu fa-

kticno se pocinje ispunjavati na temperaturama reda deseti-

na stepena,a za tela sa slozenom resetkom moze se ocekiva-

ti ispunjavange toga zakona samo na znatno nizim temperatu-

rama.

b ) V i s o k e t e m p e r a t u r e
tu

Ako je kT >> — moze se staviti da je:
3.

! p kT ~̂
 kT

i slobodna energija je:

(3.S)

Ako uvedemo "srednju geometrijsku" frekvenciju Cg prenia de

finiciji:

za slobodnu energiju tela dobijamo formulu:

F = Ne, - JN\ kTtnkT + 3N>? kT li\o ^ (3.9)

"*• ___ / \ V

gde je =̂.°̂ (TJ") ,a energija tela je:

O — i

E = F - T-||r = N6o + 3N^kT. " (3.10)

Za specificnu toplotu na visokim temper at urania imamo:

C = N c = 3N^ k = const, (3.11

gde je c=3^ k specificna toplota jednog :fflolekula.Prema

tome,na dovoljno visokim temperaturama,specificna toplo-

ta cvrstog tela je konstantna,pri cemu zavisi samo od bro-

ja atoma u telu.Ovaj zakljucak je poznati Dilon-Ftiov zakon

koji je dobijen eksperiiaentalno.
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c ) I n t e r p o l a c i o n a D e b a O e v a

f o r m u l a

U prethodna dva granicna slucaja,i za niske i za vi-

soke temperature videli smo da je moguce dovoljno tacno

izracunavanje termodinamickih velicina cvrstog tela.Ali u

oblasti temperature izmedju ta dva granicna slucaja takvo

izracunavanje je nemoguce jer suma po delovima u (3«1) bi

tno zavisi od konkretne raspodele frekvencija po celom

spektru oscilacija datog tela.

Ztog toga je interesantno da se dobije jedinstvena

interpolaciona formula koja bi davala pravilne vrednosti

termodinamickih velicina za oba granicna slucaja.

Prema tome za dobije,nje trazene interpolacione for-

mule prirodno je poci od modela u kojem se po celom inter

valu spektra oscilacija frekvencije raspodeljuju po zako-

nu (j.4).Pri torn se spektar,koji pocinge od cO = 0,lomi

kod neke konacne frekvencige vb=.t£><rt\a taj nacin raspodela frekvencirja kod posmatranog

modela daje se formulom:

"3NV

Ako jos uvedemo tzv. Debagevu ili karakteristicnu tempera

turu tela 0 definisuci je pomocu relacije:

k 6 = fcco^ , .
gde je 0 funkcija gustine tela i izvrsimo integriranje

uvodjen^em Debajeve funkcije:

^=
za slobodnu energiju cvrstog tela dobijamo:

_ 0-

F =
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Energija je:

E = N € o + 3NV kT D( -|-),

.a specificna toplota

(3.15)

(3.16)

Formule (3.15),(3.16) i (3.1?) pretstavljaju interpolacione

formule. termodinamickih velicina cvrstog tela.Lako je vide-

ti da ove formule stvarno daju prave rezultate i za oba gra-

nicna slucaja.

Na slici (1) dat je grafik zavisnosti ^ . v- od 4.

0 o.a.

fill



GLAVA II

R O T A C I O N I F O N O N I

1. Uopste o pobudjenjima rotacionog tipa

Element! od kojib je sastavljen kristal,a to su

atomi ill molekulijpretstavljaju svaki za sebe kruto te-

lo koje,kao sto se zna,ima sest stepeni slobode.Tri ste-

pena slobode vezana su za kretanje centra inase molekula

ill atcma,a tri za njegove rotacije oko centra mase.Ovi

rotacioni stepeni slobode poznati su pod imenom Ojlero-

vi uglovi.

Prilikom teorijskih analiza kristala cesce se u ra-

cun uvode samo tri translaciona stepena slobode,sto u

sustini snaci aproksirairanje krutog tela materijalnom ta-

ckom.Ove proraene tri translaciona stepena scobode dovode

do kolektivnih pobudjenja kristala koji se nazivaju fo-

noni i oni interaguju i itmedou sebe i sa ostalim elemen-

tarnim ekscitacijama koje mogu da se pogave u kristalu.

Uzimanje u racun samo translacionih fonona opravdano je

u svim onirn slucajevima kada potencijalna energija kris-

tala kao celine pretstavlja sumu clanova koji su isklju-

civo funkcija rastojanja izmedju molekula.Ukoliko int;er-

alccija izmedju dva molekula ili atoma zavisi i od orjen-

tacije oviii u prostoru,onda ocigledno,sve fizicke karak-

teristike sistema pocinju da zavise od proiaene orjenta-

cije,a ro znaci da korektna analiza kristala zahtevs da

se uzmu u obzir i rotacioni stepeni slobode molekula i

kolektivni efekti koji dolaze usled promene ovih stepeni

slobode.Diplomski rad je posvecen izucavanju rotacionih

kolektiTnih efekata u sistemiuia sa dipol-dipolnim iater-

akcijaina,pri cemu je rec o elektricnim dipolima.Na ana-

logan nacin mogao bi se ispitivati i siscem magnetnih

dipola,ali s obzirom da je interakcija magnetnih dipola

deset do sto puta slabija od interakcije elektricnih di-

pola, zadrzacemo se samo na sistemu elektricnih dipola.
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Treba,na kraju,napomenuti da ce ovde biti ispitivani

efekti koji nastaju usled kontinuirane promene orjentacije

i kogi se bitno razlikuju od efekata diskretne promene.or-

• jentacije.Slucag diskretnih promena orjentacije imamo u si-

stemu paralelnih spinova (feromagnetik),zatim kod feroelek-

trika sa vodonicnom vezom i u teoriji librona,tj.takvih ele-

mentarnia ekscitacija koje nastaju kao rezultat diskretne

promene orjentacije kvadrupolnih osa.

2. Kineticka energi.ia izolomanog molekula

Pre::postavimo da je molekul troosni elipsoid homoge-

ne gustine ̂  i da mu je dipolni moment d uperen duz najdu-

ze od osa,ko,ja se poklapa sa osom Ox (si .2) .Molekul,kao

kruto telo,vrsi rotaciju oko nepomicne tacke.Za nepomic-

nu tacku odabiramo centar mase molekula i u ngega postav-

Ijamo koordinatni pocetak (sl.2).Sa tacke gledista kre-

tanja dipola fizicki efekat mogu da izazovu,u datom slu-

caju?saio promene njegovog pravca,dok su njegove rotacije

oko ose koja se poklapa sa njegovim pravcem neopservabil-

ne,jer Je sam dipol jednodimenzionalna figura.Medjutim,

ako zeli~o da opisemo kretanje molekula,posmatranog saiao

kao kruto telo,moramo uzeti u obzir sve tri rotacije ko-

je su odredjene trima ugaonim koordinatama.

Od dve,fizicki opservabilne rotacije molekula,pos-

matranog kao dipol,uzecemo da je prva rotacija dipola u

xOy ravni,oko ose Oz.Ugao koji zakiapa trenutni polozaj

dipola (OA) sa Ox osom obelezicamo saod.Druga rotacija je

ona koju iipol yrsi u ravni koju obrazuje Oz osa i prava

(OA) ko.js. u sebi sadrzi trenutnu projekciju dipola na xOy

ravan.Ugao koji karakterise ovu rotasiju je /?) .Treca ro-

tacija je ona koju vrsi molekul,kao krmto telo, oko ose

koja prolazi kroz trenatni pravac dipolaeOvu rotaciju ka-

rakterise ugao If .(si.2)

Uglove mozemo pretstaviti kao vektore normalne na

ravan u kojoj lezi ugao,usmerene na osnovu pravila desnog

zavrtnja i po intenzitetu jednake brojnoj vrednosti ugla.

OciKledno ,ie:





c
O



Nesto je slozenije odredjivanje orta ugla fb .Sam ugao /2>

je kao vektor paralelan sa xOy ravni i normalan je na ra-

van AOz prema slici

•V

Znaci :

pa je:

ovt /b « -

- "c

ort?

7 to*> 06

Ako uocimo ̂ bilo koji element mase molekula dm,onda

njemu odgovara kineticka energija rotacije:

[M]

Brzina

A JB
je

gde je at elementarni luk koji opise element mase dm prili-

kom tri elemenfcarne rotacije za uglove old } d[b i (si.3)
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Ocigledno je:

dt-dL + ̂ -f^r. (<.i)
Takod.je vaze relacije:

-
Ispravnost ovih relacija pokazacemo na luku d^.Vektor po

lozaja r uocene elementarne mase dm razlozimo na dve kom

ponente, jednu u pravcu Oz ose (?) a drugu u pravcu orto
-. z -»

gonalne progekcije vektora r na ravan xOy (V«H).

u xOy ravni[UUx J je isto sto i o-i^ jer se rotacija za
i /ugao cfcC vrsi oto Oz ose,

Prema tome je

0

6

. -
jer je a«C XY^*- 0 zbog kolinearnosti ovih vektora

IsfeO rezonovanje vazi i za ostale lukove .

Na osnovu gore navedenog sledi da je kineticka ene:

gija eiementa niase dm .jednaka:

Posto je element mase dm povezan sa gustinom moiekula

relacijom

a vektori elementarnih uglova rotacija dati izraziraa:

- (U

= olft



; - - is -

za kineticku energiju dobijamo izraz:

i o

Poznato je da se kvadrat vektorskog proizvoda moze na-

pisati .u obliku:

(AX B)2=[ \1\\E\^ AB ] = A2B2sin2̂  AB = A2B2(1 - cos24 IS).

Iz definicije skalarnog proizvoda sledi:
•* -»

cos^ AB =7̂ :

Prema tome mozemo pisati:

A^B)2= A2B2 - (A-B)2 . (1.5)

Ako Jos uvedemo oznake:

(1.6)
.

izraz za kineticku energiju dobija oblik:

0 O

Kako -x,-^; ne zavise od x,y i z,ukupna kineticka energi

ja molekula dobija konacan oblik:
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gde su Jjjvkl Jz moment! inercije u odnosu na x,y i z osu,
respektivno, def inisani izrazima:

x= jdxdydz (y2+ z2)j>

y= Jdxdydz (x2+ z2)$ (1<8)

z= Jdxdydz (x2+ y2) J

a ' '3i>4 i In i 1 IMI su proizvodi inercije def inisani izrazima:

I I xy = J dxdydz xy P

= 1 dxdydz xz P
I xz J 5 (1-9)

Pj yz - j dxdydz yz J .

IT a osnovu (1.6) i (1.7) izraz za kineticku energiju mozemo
napisati u eksplicitnom obliku:

~f= -L +

1 ' 0 xu '

• 9. . „ . * •

(b
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-t
-• i
J j

U aproksimaciji malih uglova i u kvadratnoj aproksimaciji

po uglovima i ngihovim izvodima kineticka energija postaje

Ukupna kineticka energija kristala za jednu,dve i tri dimen-

zije Je

11)

' = Y / _ . I ̂ 0 h*n^ "*" J^ (jĥ  ̂ Jj o
a

\

I -

(Mb)



Potrazimo sada potencijalnu, energiju.Pqtencijalna ener-

gija interakcige dva molekula na mestu n i m ge data izrazom:

«L\

gde je ojt dipolni moment molekula na mestu n,a siŜ  rastoja

nje izmedju n-tog i m-tog molekula. Za slucag kada su svi di

poli id-en~icni vazi relacija:

dr\ za sve n . 1 1 15)

U daljem izracunavanju ogranicicemo se na taj sluca j .

Ukupna potencijalna energija je data kao:

U aproksiaaciji najblizih suseda za prostu kubnu strukturu

iinamo:

Prerna relaciji (1.16) ukupna potencijalna energija za jednu,

dve i tri dimenzije ima oblik:

W = T

I L* { Wnsn^ ,n»M)n^ "*" VNn,n^,r\-,
0

W ~ ̂  / . \n<nin>,n,.,'Vnl

Vv
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3. ' Stabilizacija si sterna

Uz pretpostavku da su u osnovnom stanju svi dipoli

paralelni,biracemo pravce tako da potencijalna energiga

ima minimalnu vrednost.Kao sto je vec receno radicemo u

aproksimaeiji najblizih suseda i uz pretpostavku da su

svi dipoli isti.

Vektor dipolnog momenta je dat izrazom:

d = cl (J coot^O +]^1)'y.^0 +^ co60 . (5.1)
a ) S l u c a t j j e d n e d i m e n z i j e

S obzirom na (1.14-), (3.1) i (3.2) imamo:

Ukupna potencijalna energija je prema (1.18) j

W =

ili,kako je 2^> JL = "̂  , imamo
n«

- 3 cooaf -ri
aj v

Da bi potencijalna energija imala minimalnu vrednost uglo-

vi ̂  i © moraju iraati vrednosti 0 i ̂ /2,respektivno.

Znaci:

a.
Prema tome,u osnovnom stangu svi dipoli -moraju" biti usme

reni duz resetke.

b ) S l u c a , j d v e d i m e n z i j e

= a -
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gde su oznake:

Preraa relacijama (1.14-), (3.1) i (3.4) irnamo:

Woi =

S obzirom na (1.19) i (3»5) za ukupnu potencugalnm energiju

dobijamo:

0.6)

gde je N = 21 A

Da bi potencijalne energija bila minimalna mora biti

na osnovu izraza (3.6),tg.

. x -nu/Y\ - - -jp )
odnosno

IN VI = - ̂ xKL ̂

Znaci,svi dipoli leze u xOy ravni

i&gte _ î to— rie

i su dug— Ox- .ose

c ) S l u c a j t r i d i m e n z i j e

= at

= a!

= - a

gde su oz.:ake

2 k ' B ' W x n M a C.



Na isti nacin,kao u prethodna dva slucaga,imamo:

= We* = -̂  \ - b ĉ f̂

ex
(5.6)

S obzirom na (1.20) i (3.8) imamo:

= 0

Znaci,za ovaj slucaj,nema privilegosanih pravaca tj. moguce

su sve orjentacige dipola.

R ̂ . Lagranzeve .jednacine za sistem dipola

Lagranzeve jednacine pretstavljaju Jednacine kretanja,

a da bismo ih nasli moramo,prvo,potraziti operator poten-

cijalne energise za sistem dipola.Posmatracemo opet slucaj

gedne,dve i tri dimenzije posebno.

a ) S l u c a j j e d n e d i m e n z i j e

Pretpostaviino sada da svi dipoli nisu usraereni u prav-

cu resetke vec da su u prostoru razlicito orjentisani (si.6)

sIHA

A
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Zbog ucicgene pretpostavke vektor dipolnog momenta ce biti

dat izrazom:

Pre-a (1.14) , (1.18) i (4.1) sledi da je operator potenci

jalne energise oblika:

W = Ttf*•

ili,u haraonijskoj aproksirnaciji -/ _
c ̂

, - MN,
ir>x

, +

Ako je molekul simetricna figura homogene gustine _f> onda

su proizvodi inercije jednaki null, pa se operator "kinetic-

ke enepgdr^e ,ko ji— -g-g^dat relacijom (1.11) svodi na oblik:

Lagrar.zeva funkcija,koja je definisana kao

L = T - W ,
s oczirom na relaci-je (4.3) i (4.4) iina oblik:
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v

Znajuci Lagranzevu funkciju niozemo napisati |ednacine kreta-

gde su generalisane brzine i generalisane koordinate rsspe
ktivno:

ĉ .= o(.ns Yî (

Na osnovu (4.5) i (4.6) dobijamo sledeci sistem jednacinc
kretanja:

ii y v

-0

R-esenja ovib. jednacina trazimo m obliku periodicnih funkcija:

3 obzirom na relaci^u (4.10) iz Jednacina (4. 7), (4.8) i (4.9)

dobijamo sledeci sistem jednacina:
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Resenga gednacina (4.11),(4.12) i (4.1J) su zakoni disper
zije za rotacione fonone:

60 »*

Na osnovu (4.14) i (4.15) mozeino zakljuciti da je zakon

disperzije definisan u I Briluenovoj zoni.(sl.6).

b ) S l u c a j d v e d i m e n z i j e

Pretpostavimo sada da su dipoli proizvoljno orjentisa-

ni u xOy ravni.(si.7).
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Analogno jednodimehzionalnom slucaju imamo:

. ,
= » \

Na osiiovu relacija (1.14-) ,(1.19) i (4-. 17) i ranije uvede-

nih oznaka za dvoiimenzionalni slucaj , operator potencijal

ne energi.je postaje:

\A/ = — -j ^ \ ofo c»b /bo[^ oU «o*> (^^ 4 vm ̂ j.^'ifb^ ] —

J.

0 [

Vracajuci se na stare oznake, operator potendijalne energi

je,za dvodimenzionalni slucaj ,u kvadratnoj aproksimaciji

po uglovima, postage:

0
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S obzirom na relaciau (4.24) i jednacine (4.21),(4.22) i

(4.23) docijamo sledece jednacine:

!*-a.\eVe" (A.15)

e

, =0

Resenje j'ednacine (4.26) daje zakon disperzije za rotaci

one fonone u obliku:

gde je:

lc tog i, <M

a i je ugao koji karakterise pravac prostiranja rotaci-

onih taiasa kroz kristal.

U oblasti malih talasnih vektora relacija (4.28) prelazi u:

Jednacirxa (4.25) daje zakon d'isperzije u obliku:

kogi se u slucaju malih talasnih vektora svodi na:

a

CO



c ) S l u c a j t r i d i m e n z i o e

Pretpostavimo,kao i u prethodnom slucaju,da su dipoli pro-

.izvoljno orjentisani u prostaru (si.8).

Za ovaj slucaj operator potencijalne energise ima oblik:

W " T~5 L_

-V-

i- tOO<=U ^(bfe J

co.Jift

U harmonijskoj aproksimaciji operator potencijalrie egergi-

je je oblika:

* ^* 1
— A « ^ J "̂

.,] J .



Prema (1.13) i (4- .34) Lagranzeva funkcija postage:

L = y~ L-* I J* oU t̂ * JH fo Wjhj. "*" Jx Onin^ J

" la* / - \̂ n*V*l "»*< V^ V̂* * * î n«V̂  "̂ V*
*V**y*\

l * * " * ̂ °U n* 1 "*" ̂ "^ '

i-i J "" Jj

Ako za generalisane koordinate i generalisane brzine mzmemo

•=. Oof

Lagranzeve jednacine postaju:

fll1
~

Resenje jednacina (̂ -.36) ,(̂ «

vno,u obliku:
i*»*n,.a - icot

m î = /bo G

it
* - ^ P
o tft^TftuiVlftj. *"" Jo *̂"

) ~

( A.

trazimo,respekti
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Uvrstavanjem (4-. 39) u Lagranzeve gednacine dobijamo:

-«.K»a t a -ia î a -t̂ a •»]=o
r â

a[e

<4 = o.
Resavanjem kvadratne jednacine (4.40) dobijamo disperzioni

zakon u obliku:

e su komponente talasnog vektora

© h = K, 006 0

a uglovi f i 6 karakteriisu pravce prostiranja rotacionih

talasa kroz kristal.

U oblasti malih talasnih vektora disperzioni zakon (4

se svodi na izraz:

ili

Takodje,resavanjem kvadratne jednacine (4-.4-1) dobijamo

disperzionu relaciju:

£ |t



U oblasti malih talasnih vektora, disperziona relacija (4.46)
se svodi na izraz:

5. Diskusija zakona disperzije

Za male talasne vektore,relacije (4.14) i (4.15) pre-
laze,respektivno,u:

(XU =

P*a V a'-*j IV •>

sto znaci da frekvcncije ne zavise od talasnog vektora i
da pobudjivanje ovakvih fonona zahteva neki minimalni prag
energije eksitatora,

.

Za dvodimenzionalni slucaj relacija (4.28) pretstavlja
zakon disperzije rotacionog zvuka,dok se relacija (4.JO)
svodi,u slucaju malih talasnih vektora,na izraz:

C.M -
gde je C<!f) brzina prostiranja angular nog zvuka.Iz date- rela-

cije sledi da se rotacioni zvuk nioze prostirati samo u oblasti
8 '

koja ge definisana uglom T i to zaVf\^WM, sto se,u dvoiiimen-

zionalnom k-prostoru,moze pretstaviti oblascu izmedju dveju

pravih,cije su jednacine:

\-
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a koja obuhvata k -osu.(sl.9)
«/

$13

Analiza izraza za ©) (4.4-8) pokazuje da se rotaci-

oni zvuk moze prostirati samo u konusu oko k -ose cija je

velicina poluotvora 0=5̂ 50' (si.10).

si. 10

Mada izraz za (̂[,(6,̂0 zavisi i od 6 ifxAM^moze se pokazati

da se i ova grana zvucnih talasa moze prostirati u konusu

ciji je poluotvor 54°30' a osa mu je upereiia duz kz~ose.

Van ovih pravaca prostiranja,energija rotacionog pobudje-

nja posta.je imaginarna i ovi talasi se prigusuju.'

S 6. Lokalizoizana stanja.

Pokazacemo sada,da za dvo- i tro-dimenzionalni sluca<j,

sistem Lagranzevih jednacina kratanja moze biti zadovoljen

i aperiodicnim resenjima.

a)S l u c a j d v e d i r a e n z i j e

Resenje Lagranzevih jednacina (̂ .21) trazicemo u obliku:

= K. (S.I)
A



Tada se dobija:

fc |OL C

-^ \- cô Jû D-jta - A too a^ j = 0.

'U slucaju malih talasnih vektora, KHOl^Cl«/l mozemo uzeti

Co* aiCu = 1 -

pa je:

Ji
Dotijena frekvencija vazi za resenja tipa:

Kao sto smo videli u ^^-,za periodicna resenja tipa

rptacioni talasi se prigusuju za sve uglove koji ne leze

u projekcirji konusa,otvora 401 1&̂ u k Ok ravni.Sistem La-
, x ^

granzevib jednacina za ugao oL moze da bude zadovoljen i

aperiodicnim resenjera tipa (6.3) irn(6.4),pri cemu enercija

talasa,za male vrednosti kt^iina oblik:

co

Ovde vidirio da je za lokalizpyana stanja tipa (6.4-) ener-

gija drifir.isana za sva vrednosti Vctli .Ovi talasi permodi-

cno se prostiru duz k -ose a duz k -ose opadaju sa porastom
•̂ ^

m . Njihova je intanzivnost najveca za m =0,a to znaci duz



b ) S l u c a j t r i d i m e n z i j e

Resen.je Lagranzevih jednacina (4.36) mozemo traziti

i u obliku:

sto daje sledecu relaciju:

(6.G)

f . \  —  I  "" / uy>nuK> *tu. —?tX)/>a\CH 4-
~~ V â v̂ I/ °i k ¥

Za male ̂ ,̂ 'iKM jednacina (6.6) se svodi na:

./Î ./TTT" ~: • ••

Frekvenci.ja (6.8) daje resenje oblika:

r -uamx-
e

I")

(S.8)

(WO)

Hesenje jednacine za

nom funkci.lom:

takodje mozemo izraziti aperiodic-

Posle zarnane u (4.37) dobijamo:



Posle sredjivanja:

dobijamo:dok za male

«i»-$lV". -
koje odgovara resenju oblika:

-Loot -v e

Znaci,sis79m Lagranzevih jednacina za uglove o(ifb moze bi-

ti zadovol.jen i aperiodicnim resenjima (6.8) , (6.9) , (6.13)

(6.1/4-).U -com slucaju energije talasa,za male vrednosti fc^H,

oblik:

Oclavde sledi da su za lokalizovana stanja oblika (6.10) i

(6.15) energije definisane za sve vrednosti VO,̂ ^ i.*̂  .Ovi

talasi su lokalizovani oko k odnosno k ose.
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ZAKLJUCAK

U radu su ispitivane kolektivne mehanicke

oscilacije kristala rotacionog tipa.Razmatrani

su molekularni kristali sa dipol-dipolnim inte-

rakcijama proste kubne strukture i u sve tri

dimenzije.Ispostavilo se da,za kristal kao ko-

lektiv molekula,znacaj imaju proniene samo dva

od tri Ojlerova ugla.Ireci ugao,koji karakteri-

se rotaciju molekula oko sopstvene ose,koja Je

istovremeno i osa dipola,ne ulazi u racu^ pri-

likom ispitivanja kolektivnih osobina kristala.

Ovo je potpuno razumljivo jer potencijalna ene-

rgija celog sisterna ne zavisi od ovog treceg ug-

la.

U jednodimenzionalnoj strukturi pokazuje

se da postoje dve grane rotacionih fonona koje

su definisane za sve vrednosti talasnog vekto-

ra unutar prve Briluenove zone i pri k-»-0 irna-

ju gep koji zavisi od geometrije molekula i

rasporeda mase u molekulu,tj,od momenta inerci-

je molekula.

U dvodimenzionalnoj strukturi jedna grsna

angularnih fonona irna zakon disperzije sa gepom.

Druga grana ima akusticki zakon ciisperzj.je za

male talasne vektore <*>= O-K. ,pri cemu,brzina rota-

cionog zvuka c zavisi od pravca prostiranja ro-"

tacionih talasa i talasi se ne prigusuju samo

u odredjenim pravcima prostiranja.U onim delo-

vima prostora,gde se periodicna resenja prigu-

suju zbog imaginarne energise,egzistiraju ape-

riodicna resenja sa imaginarnom komponentom ta-

lasnog vekcora.Ova resenja lokalizovana su duz

Oy ose.
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U slucaju trodimenzionalne strukture oba

zakona disperzije rotacionih pobudjenja su aku-

stickog tipa a pravci prostiranja talasa,u ko-

jima se ovi ne prigusuju,leze u jednom konusu

odredjenog otvora cija je osa paralelna sa Oz

osom.Kao i u slucaju dve dimenzige,u onim delo-

vima gde se prigusuju periodicna resen,ja,ne pri-

gusuju se aperiodicna resenja sa kompleksnim vre-

dnostima talasnog vektora.Ova aperiodicna resenja

su lokalizovana duz odredjene prave u prostoru.
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D 0 D A T A K

Moment .iner.oi.1e. ...tro.osnog elipgoida homogene gustine

a ) M o m e n t i n e r c l d ® t r o o s n o g e l i -
p s o i d a u o d n o s u na 2 - o s u

Moment inercije u odnosu na z-osu definisan je izrazomi

Jednacina ©lipsoida jet

x4 tf i1.£- .*. -i. 4. 3- e 1-v

a jednaSina elipse u xOy ravni QS:

Tada je:

a]

Za J moiemo pisati:

i

C \ 4- 3i ."i~ U N J 1 l *«.

U)
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Uvedimo :

-a

ObeleMimo integral© sas

f- J
a y, \k

Integral (4-) se -eiava smenom;

^

Uvodjenoem sraene (6) ovag integral postaje:

c?



Prema (?) i (8) imamo:

S obzirpm da 4® masa elipsoida data kaot

"3

imamo konacno:

*j* •=- -j ± —

b ) M o m e n t i n e r e i j © t r o o s n o g e l i
p s o i d a u o d n o s u n a x - o s u

deflnisan e izrazoau

a .te.

-a

a/

«x

Uvodjenoem smene (3) i (6) integral (10) postage:



Ct CL

- « { ? t ? i J t f j i « vf-ec
1 -a -cv

e ) M o m e n t i n e r c i ^ e t r o o s n o g e 1 i •
p s o i d a u o d n o s u n a y - o s u

Ha analogan nacin se dobija da je moment inercije troos-
nog elipsoida m odnosu na y-osu, koji je definisan izrazom:

*»
jednakj

V 5"

Moaent Ljinerei j e cilindra homofiene j^rustine S _,duzine L i po-
luprecnikar R

a ) M o m e n t i n e r c i j e u o d n o s u n a a-osu

definisan je izrazomi

V

JednaSina cilindra jet

)

Zna5is



fc
J!(kf fI TIT) J

-R,

Integrals

resava se saienom:

M =

Integral
R.

odnosno:

^. iw)
- R

uvodoenjem smene (16) posfeajts

- f i . («)
S obzirom na (1?) i (19) izraz (14) postaje:

do)
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gde je masa cilindsa data izrazom:

Na analogan nacin se dokazmje da je Jy»koji je definisan
Izrazom r-r-r

V

jednak:

Kada R->0 (tanak homogen itap) izraxi (20) i (21) se svode
na:

V1*" rwL"

Moment inerciae u odnosu na x-osu,koji oe definisan izrazom s

fe d

jednaks

4 n9.

Ppkaja. . da gu proizvodi ̂̂ t inerci.1̂  ...za troosni elipsoid i cilindar
guatine R .lednaki nuli

Ovo se vrlo lako dokazuje s obzirom da je integral ne-
parne funkcije u simetricnim granicama uvek jednak nuli,
Konkretno za cilindar imamo:
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Prilikom raSunanja momenaca inercije i proizvoda inercije
korisceni su sledeci integral!:

-X

"**

-TL

„ s

=. O
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