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Pregled vaznijih velicina i oznaka :

H - Hamilton!jan sistema

E - energija kvazi cestice

G - koncentracija kvazi cestice

*- pararaetar ureclenosti

N - broj elementarnih celija u kristalu /jednak broju

molekula u slucaju ko^i se ovde razraatra/

v - temperature = kfi

kp - Bolcmanova konstanta

T - apsolutna temperature

U - unitarni operator
y

s - errnitski operator

s - anti ermitski operator

F - Fauli operator

B - Boze operator

Gp - spur, ili trag matrice /operatora/
A
a - Permi operator

a, b, n, m, g, f, 1 - vektorske oznake uz operatore iz

konfiguracionog prostora /prostora resetke/

k> q> p - vektorske oznake uz operatore iz impulsnog

prostora

Opsta napomena ,'

Najcesce su izostavljene oznake operatora:

/P,B,H/ i oznake za vektor:-*-/b,m,i/.
A A



UVOD

Ova<j diplomski rad ima dvojaku svrhu i to meto-

dolosku i prakticnu.

Metodoloski problem koji se ovde obraduje odno-

si se na pitanje kako izucavati termodinamicke osobi-

ne sistema u kojima se broj k^azi-cestica ne odrzava.

Trenutno najefikasniji metod je da se rotacijom ililbor-

tovog prostora eksitonskih stanja, sa zeljenom tacno.s-

cu, eliminisu oni delovi llamiltonijana koji ne odrza-

va ju broj kvazi-cestica, pa da se ekvivalentni Hamil-

tonijan ispituje standardnim metodama koje su clobro

razvijene za sisteme u kojimo se brog kvazi-cestico

odrzava.

Prakticna strana ispitivonja termodinamickih

karakteristika eksitonskog sisterna povezana je sa prol>-

lemom prelaska kristala u tzv. superradijativna stanrja,

tg. stanja u kojima Je kristal optimalno opticki napurn-

pan. Poslednjih godina ovakva istrazivanja postaju sve

popularnija.



I GLAVA - ObOBINJi ttKiilTONoKOG

til. eksitoni Frenkela i Vanije-Mota

<0
Prve teorije eksitona ne koriste modele, koji su

korisni u proucavanju kristala sa raznim tipoviraa veza.

Podrobnije izucavanje eksitonskih modela rnoze ce naci u
i) 3) *; f)

radovima Frenkela, Pajerlsa, Vanijea, Davidova, Agrano-
6)

viea i drugih.

Dva.su osnovna modela,u. dve granicne aproksimaci-

je: Frenkela i Vanije-Mota. Za oba modela karakteristi-

cno j'e shvatanje eksitona kao vezanog para elektron-su-

pljina, obicno slobodnog u zagednickom kretanju kroz

kristal. Apsorbovanjern fotoria - kristal se pobuduje kao

celina. Jedna od najbitnijih proraena u kristalu je prome-

na stanja elektrona, iz ocnovnog /ako je bio u osnovnoin

stanju/ u neko pobudeno stance. Kaze se da torn prilikom

elektron aauzme nov polozaij, a na rnestu î de je bio - ctvo-

ri se supljina. Elektron i supljina su suprotno naelek-

trisani, pa eksiton rie ucestvuje, neposredno, u provo-

denju elektriciteta. Eksiton Je kvazi cectica. Kroz kri-

stal se krece zahvalj'ujuci procesu emisivne rekombinaci-

je, pri kojoj elektron "padne" u stanje supljine, ato ,je

propraceno emisijom fotona ili fonona. Ovi fotoni, ill

fononi mogu da clovedu do novog pobudenja, tj. stvaranja

tzv. sekundarnih eksitona.
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Frenkelovi eksitoni

su jako vezani, tj. ma lop; radijusa /rastojanje izmed'u

elektrona i supljine je manje od konstante resetke/. ':io-

vu se i molekularni eksitoni, jer se najcesce javljaju u

molekularnim kristalima. Kaze se da je Frenkelov ekciton

lokalizovan na jednorn molekulu, jer elektron prilikom

eksitacije ostaje "blizu supljine, a ni supljina ni ele-

ktron ne napustaju rnolekul u kome se dogodilo pobuden.jo.

U svora kretanju kroz kristal, eksiton ce "preskakati" ca

raolekula na molekul procesom emisivne rekombinacije, pr.t

cemu elektron i Supljina ostaju u neposrednoj blizini.

Izmedu elektrona i supljine postoji kulonovska veza pri-

vlacenja, koja utice na eksitonski spektar.

Van der Valsovim karakterom veze odlikuju se dve

grupe molekularnih kristala. U prvu grupu se ubrajaju

kristali plemenitih gasova: We, Ar, Kr, Xe, koji imaju

kubnu strukturu, ijdrugi. Oni imaju kompletiran elektron-

ski omotac i zato je uemoguce pravljenje negativnog jo-

na /ne primaju elektrone/. B druge strane, imaju visok

jonizacioni potencijal, pa je tesko napraviti pozitivon

jon /elektroni ne beze daleko od supljine/. U drugu gru-

pu spadaju dvo, ili vise atoraski molekuli, cvrato pove-

zani valentnim silama. U odnosu na susedne raolekule, ta-

kav rnolekul se ponasa kao zatvorena celina i tesko iz-

raenjuje elektrone. Kako su molekularni kristali jaki

dipoli, veza izmedu molekula je dipol-dipolna. Tu spa-

daju: antracen, naftalin, benzol i drugi.



Foton eksitira molekul tako sto dovede do pro-

mene stanja elektrona, ili do promene unutrasnjih vib-

racija /vibroni/, koje necemo razmatrati. Deeksitaci-

jom dolazi do novog pobudenja i posle izvesnog vreme-

na svi molekuli ce biti pobudeni. Kada eksifcon prode

kroz ceo kristal, daje fluorescentnu svetlost, koja Je

rezultat konacne deeksitacije kristala. Vreme zivota

jednog eksitonn menja se od kristala do kristala.

Eksitoni Vanije-Mota

su slabo vezani, tj. rastojanje vezanog para elektrona

i supljine /e, h/ veliko je u odnosu na konstantu re~

setke. Ovi eksitoni najcesce se javljaju u poluprovod-

nicima. U okviru teorije zona, nastajanje Motovog ek~

sitona raoze da se prikaze kao posledica osvetljavanja

kristala monoliromatskoni svetloscu dovoljne energi.je da

podigne elektron iz valentne zone u zonu provodnosti.

Tom prilikom dobijaju se tzv. eksitonske zone koj'e, u

zavisnosti od temperature i drugih faktora, mogu da b\i-

du sire ili uze. Eksitonske zone nalaze se ispod praga

provodne kristglne zone.

Kulonov potencijal privlacenja elektrona i sup-

IJine je:

2_ e - naelektrisanje elektrona

L>(r) ~ " E - dielektricna propustljivost
£ T

r - rastojanje izmedu cestica

/e, h/

Ispitujuci linije spektra kupro oksida CU20,

Briumajster, Gros i drugi, ustanovili su dosta dobro

slagan<je eksitonskog spektra sa modif ikovanom Hidber-

govom formulorn:



E -L~-<j.
z

provodna zona
\ \ \ \ .

nivoi

\\\\\a zona

si. 1.

E - energija procepa izmedu va-
o

lentne i provodne kristalno

zone

n - glavni kvantni broj

m , mv - efektivne mase elektro-
y X A

na i supljine

M - redukovana masa /** ~
( lUf r 'i^'fl
£/«.-. kvazi-impuls

Narocito dobro slaganje je za n> 2, na niskirn

temperaturama. U to vreme /1961. g./ Tomas i Hopfild

eksperimentisu sa GdS i daj'u iscrpnu analizu slabo ve-

zanih eksitona u GdS, i prikaz kretanja eksitona kroz

kristalnu resetku.



§2. Spektar Frenkelovih eksitona

Spektralne linije eksitona u molekulskom kris-

talu slicne su spektralnim linijama /nivoima/ elektron-

skih eksitacija za izolovan molekul. Pokazalo se da ek-

sitonski nivoi inogu da budu i ostriji od elektronskih

nivoa za izolovan molekul. U principu, svaki eksiton-

ski nivo zbog svoje sirine obrazuje zonu.

Kod alkalnih halogenida, u radovima Apkera, Taf-

ta, Mota i drugih, zapazeni su apsopcioni maksimumi

najnize energise, koji ne rezultiraju u stvaranje slo-

bodnih elektrona( i supljina. Predpostavlja se da su ovo

najniza energijska etanja u alkalnim halogenidima, zap-

ravo, eksitonska stanja.

Prvi koji su ispitivali eksitonski spektar mo-
a) u) H

lekularnih kristala su: Prihotko, Mek Konel, Krejg i
4f

Volf.
ri

Avakian, Kepler i drugi detektovali su eksitone

u antracenu /si. 2. i 5»/«

d -: o /singlet/

4*1 /triplet/

x7- o /singlet/

I
3,^-2 eV

t

l,8o eV ^
p ^ !

osnovno stance

si. 2.

1,8 eV /foton/

<je spin elektrona

1,8 eV
/eksiton/

/fonon/

1,8 eV /foton/
si. 3.

1,8 e?
/eksiton/

3,42 eV 3,42
/eksiton/ /foton/
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Na si. 2, naznaceni su najnizi eksitonski nivoi

u antracenu. Opticki prelaz, spin (o) -*• spin (ij , nije doz-

voljen prelaz, all je verovatnoca prelaza, ipak, ras-

licita od nule. Intenzivnim laserskim snopom energije

1,79 eV, stvaraju se u znatnoj koncentraciji tripletni

eksitoni, koji se mogu spojiti u parove i obrazovati

Jedan singletni eksiton energise 3»^-2 eV /si. 3-/> dok

visak energije preuzima resotka /fononi/. PoSto je sin-

gletni eksiton energise 3,42 eV povezan sa osnovnira

stanjem dozvolgenim prelazom, emituje se foton energi-

,je 3»zl-2 eV, koji je i detektovan u eksperimentima.

Tripletni eksitoni su detektovani, jos. i u solima

tetracijanohinometana sa jonskim radikalima i drugde.

U ovom radu ogranicicemo se na teseralne sis-

teme sa prostom kubriom resetkom. Smatracemo da je u

eleraentarnoj celiji samo jedan molekul. U torn slucaju

broj najblizih suseda, tj. koordinacioni broj Jo 6.

Uzecemo da pored osnovnog stanja postoj'i sarao jedno

pobudeno stance, jer su u najvecem broju slucajeva sle-

deci pobudeni eksitonski nivoi dosta udaljeni od prvog

pobudenog eksitonskog nivoa. Moze se reci da je u torn

slucaju prvi eksitonski nivo efektivni nivo, a ostali

se zanemaruju. Posmatramo, znaci, slucaj dva nedegene-

risana nivoa.
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§3, Neodrzanje broja eksitona i problemi koji se usled

toga javljaju

Kada ,ne moze da. se resi svojstveni problem Ha-

miltonijana ff£*f(z)-Efi:({>C) /bilo kog molekula/, pri-

begava se metodu druge kvantizacije, koji nam omoguca-

vg. nalazenje energetskog spektra bez poznavanja svog-

stvene funkcije i(%) • Ukupni Ilamiltonijan kristala mo-

ze da se pise ovako:

' fiM, 1 3 « 1

4 />t

V - matricni element dipol-dipolne interakcije

Elektroni i supljine su fermioni /a , a/.

a^. - operator kreira elektron u stangu "j"

a . - operator unist.ava elektron u stanju "j"

n,m - vektorske oznake pozicije molekula /smatracemo

da je u cvoru resetke/

Oi » Op> d^» 3iL ~ kvantni brojevi koji su oznake stanja

u kome se nalazi (eie-lcfepeii) M0L£w-
_-/
Z_ - sumiranje se vrsi za n-f m

-^ksitoni nisu ni fermioni ni bozoni, vec pauli-

oni. Zamenimo fermionske operatore Pauli operatorima,

tako da podrazumevamo postojanje samo osnovnog stanja

/o/ i Jed-nog pobudenog stanja /f/ molekula. fl **• i F
L T
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Komutacione relacije, bolje receno antikomuta-

cione relacije za Fermi operatore i uslov normiranja,

izgleda ovako:

/ ? t t

Po definiciji:

= aL

- operator unistava elektron u osnovnora stanju /o/

i kreira ga u pobudeno stance /f/ - kreira eksiton u

n-tom cvoru

- unistava elektron u stanju /f/ i kreira ga u os-

novnom stangu /o/ - unistava eksiton u n-tom cvoru

- totalni okupacioni broj, tj. ukupni broj eksito-

na /i ujedno fermiona u stanju "f"/

Osim kada oe "t° neophodno, indeks /f/ vise ne

pisemo, buduci da razmatramo pored osnovnog staiija /o/

samo jediio pobudeno stance /f/. Podrazumevamo da bilo

koji operator, u dalgem tekstu, osim indeksa cvora /n/,

ima i indeks kvantnog broja pobudenog starija /r/.

Komutacione relacije za Pauli operatore su slc-

dece:
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,& J -

L -

Koncentracija kvazi-cestica /eksitona/ je:

^ 13.6
Po definiciji parametar uredenosti je:

6 =
Uzimajuci u obzir I J.2 i I J.6 iraamo:

d * i 3.8

Moze se pokazati da ukupni broj eksitona N ne

komutira sa Hamiltonijanom eksitonskog sistema H. To

znaci da Hamiltonijan nije ermitski i da broj eksitona

nije konstanta kretanja.

/ i I * f t -t \ t f
U-ATP'p+Vf/ P P •*-1. VA /p'P'u.P P )j-T~f P P f ' P
n ~~ *•» fc- I** tit, £—^A.***** /*»• CM* ' ^ £_ f^/HA**.^^ I/M ' l/W.f'Wvy ' Z. 13/M/vull*' '*'*« IVU

/Vu. "̂AiU V f~\, JL P . y

U Hamiltonijanu figurisu samo clanovi ko,ji zavise od

Pauli operatora /norraalni produkti kreacionih i anihi-

ionih Pauli operatora, jê  ̂

i**o?lKlLL . Z b o g n / m / .

lacionih Pauli operatora, o'er fc uwHv moMe da se pi-

/H, I 3.10

A - energija gepa koj'a Je priblizno ,-jednaka razlici

svojstvene energise pobude,3nos stanja /f/ i osnovnog

stanja /o/ jednog molekula /E » Vnm/
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- matricni element pronosa energije eksitona

nm - takode matricni element prenosa energije eksito-

na /pri cemu se ne uzima u obzir razmena elekt-

rona medu molekulima/

/. - matricni element rasejanja eksitona
/

'̂ nm î nm su realne i Pa^ne lunkcije f&l^^-oi^^j

- realna funkcija A ̂  ̂ " e/

.13.11

Komutacione relaciQe za Pauli operatore no odr-

zavaju se u Furij'e transformacijama, a to Je dosada

jedini moguci nacin da se iskoristi translaciona sirnot-

rija kristala za nalazenje kolektivnih svo^stava krio-

tala. Pauli operatore, prema tome, moramo zameniti ili

Fermi operatorima ili Boze operatorima. Uzmimo na pri-

mer, Boze operatore.

Komutacione relacije zâ  Boze operatore su:

I 3.12
' ' /

S obzirom da za eksitonski sistem vazi:

I 3.13

ekvivalentni bozonski sistem u kome bi se izvrsila

prosta zamena Pauli operatora Boze operatorima /P =• B,
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P= B/, sto se koristi u metodu priblizne druge kvanti-

zacio'e Bogoljubova, dovela bi na osnovu I 5.12 do tzv,

nefiziekog stanja, tj. nefiziekog broja eksitona /V̂ /H

Ostage i problem dijagonalizacije kvadratnog dela tak-

vog neermitskog Hamiltonijana.

Tacnom Boze reprezentacigom Pauli operatora re-

sen je problem nefiziekog stanja.

.V v

t r' / -]
J

Okupacioni broj N izrazen preko Boze operatora poslednjim

f ormulama postaje nula za par^n broj bozona, a jednak

je jedinici za neparan broj bozona. Obicno se uzima prib-

lizan razvoj jednacina I 5

/v = t

Zamenom I 5

Zamenom I 3.15 u

1 E>
'I*'

dobijamo

dobijamo:

21 0̂ *

3.17
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Da bi se clobio harmonijski spektar za koji je

odgovoran kvadratni deo Hamilton!jana, bilo eksitonskog

ill bozonskog, ukoliko se koristi U-? transformacija
H$)

Bogoljubova /linoarna kombinacija novog kreacionog i

novog anihilacionog, takode, Boze operatora/, cini se

greska odbacivarijem visih clanbva po Boze operatorinifi

koji, takode, daju doprinos energigi dobijenoj dijagona-

lizacioom samo kvadratnog dela Hamiltonijana.Hp/p/. T<

se uocava kada se primenom U-V transforraacije na clano-

ve viseg reda po Boze operatorima, dobiju i forme dru-

gog reda po novim operatorima. Novodobijene forme dru-

gog reda, po novim operatorima /takode Boze/, daju pop-

ravku energise koju metod Bogoljubova no uzima u obzir.
I+S

Problem neodrzanja N ni do danas nij'e na zadovo-

IJavajuci nacin resen, bay zbog clanova KamiItonijaria

viseg reda po Boze /ili Ferrni/ operatorima. Oak i kad

bi pronasli ispravnu transformaciju za Pauli operatore,

koja bi za njih bila kanonicna, teskoce bi nastale us-

led toga sto nije razvijena statistika za ovu vrstu kva-

zi-cestica /eksitona/.

Zahvaljujuci cinjenici da je energija.gepa mno-

go veca od sirine eksitonske zone /koja je proporcio-

nalna matricnim elementima interakcije/, radicemo sa
n

tacnoscu do malog parametra /> . Dijagonalizaciju cerno

izvesti pomocu Vajlovog identiteta koji je dao dobre

rezultate i u drugim oblastima fizike.
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II GLAVA - ROTAGUA PHOSTOKA JiKSITONbKIH STANJA

§1. Vajlov identitet i primene

Slicno U-V transf ormaciji, i V^olov identitet

treba da dijagorializuje neermitski Hamilton! jan, za ko-

ji je poznato da ne odrazava fizicku realnost. Pristup

problemu je, ipak, nesto drugaciji /detaljno u II §2/.

Istaknuta priraena Vajlovog identiteta gavila se

u teoriji superprovod.no sti. Prekretnicu u teoriji super-
16)

provodnosti znacila je Frelihova ideja da interakci,ja

izmedu elektrona i resetke /fonona/, moze pod izvesnim

uslovima da izazove privlacne sile izmedu elektrons,

koje su vece od Kulonove odbog'ne sile. Na taj nacin bi

se obrazovali bozonski porovi elektrona sa ukupnim spi-

nom nula /svaki za sebe ima J-^. i 4-~ j_ /, koji mogu,

zahvaljuouci nultom spinu, da se krecu bez trenja.

Elektroni, inace, iraaj'u fermionska svo^stva, a

fononi bosonska. Poslo Furije transforraaci^je, komple-

tan Hamiltonijan sistema elektrona i fonona, zajedno sa

njihovom interakcijpm, izgleda ovako:

+tf) ii 1.1 .
« * A: <it

Prvi clan <je Hamiltonijan elektronskog, a drugi fonon-

skog polja. Treci clan j'e Hamiltonijan interakcije.

Frelihov postupak se oslanjao no cinjenicu da

unitarna transf ormacija ne menja svojstvene vrednosti

Hamilton! jana. To znaci da ekvivalentni Hamilton! Jan

ima ista fizicka svojstva kao i



U - unitarni operator

s - realan, ermitski operator /njegove svojstvene vred-

nosti su mnogo manje od kineticke energije elektrona i

od energise fonona A CI^K. /

,-// y/' ., is

— ĈPosle razvijonja u red funkcija e i e , do na-

lih clanova /kvadrate vec zanemarujemo/, moze se piaati

Odabere se s u sledecera obliku:

S * TL Su'l4'> '̂-2' di.i&t' + t n 1.3
*/£

Proizvoljna funkcija j i ' u z m e se tako d9 se elimi-

nise Hamilton! jan elektron-f onon interakcije iz 11 1.1.

Posle kraceg racuna i izvesnih aproksimativnih predpoa-

tavki, dobija se :

cy/
Prva aproksiraacija je da se ^nea primenjuje na fononski

.rr =

^ __ primenjivanje na fononski vakuum
ŷ " * , >/>/«"if / sa leve strane

Druga aproksimaciQa / l v / oe odbacivanje nekih ma-

lih clanova Hamiltonijana.

Zbog znaka minus /-/ ispred drugog clana jedna-
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cine II 1.4, ocigledno je da je elektron-elektron in-

terakcija privlacna, i da jo izmed'u elektrona sa sup-

rotnim impulsima. Frelihova ideja se pokazala isprav-
Al)

nom. Ona se kasnije koristila u BGS teori(ji superpro-

vodnosti. Parovi elektrona dobili su iine "kuperovski

parovi", po Kuperu koji je dao proracun energise veze

i opisao osobine takvog para.
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§2. Primena Vajlovog identiteta na eksitonski sistem

Odaberimo antiermitski operator s /s =-s/, tako

da su mu svojstvene vrednosti mnogo manje od svojstve-

nih vrednosti Hamiltoni jana za eksitonski sistem u Jed-

~snacini I 3.9« Unitarni operator U e , znarao da ne mc-

nja svojstvene vrednosti Hamiltonijana. Potrazicemo e-

kvivalentni Hamiltonijan preko Vajlovog identiteta:

W<£- UHU- u - S

II 2.1

Sledece stepene funkcije razvijamo u red do ma

lih clanova

Podvucene clanove zanemarujemo, jer su svojstve-

ne vrednosti operatora s mnogo manje od svojstvenih vred-

nosti Hamiltoni jana.
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.

Izaberimo operator s, i rasclanimo ga na sledeci nacin

II 2.5

«, i «.,

ii 2.n

Relacija II 2.4 u mnogome skracuje racun za IIf

eksitonskog sistema. Napisimo'ponovo Hamilton!jan ekni-

tonskog sistema, analiziran u I §3.:

«(D H^) H(V) H (H)
Izracunajmo sledeci komutator:
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2- X141 (dfa a + rlffa &
(•41 (?t 4-t

Izracunavanje se izvodi na osnovu jednacina II 2.3,

II 2.4, izraza za Hamilton!jan eksitoiiskog sistema /I

i na osnovu komutacionih relaciQa za Pauli operatore

/I 3.57.

Da bismo eliminisali clanove koji ne odrzavaju

broj eksitona, iz izraza fj-fS|lf] uzmirao u razmatrange

clanove koji stoje uz /? /? • Uslov eliminacige, poslc

presumacije indeksa, svodi se na:

- , <Hv X •"* ••*
M II 2.6
Iz vise razloga je zgodno izabrati proizvoljnu funkoiju

X, na sledeci nacin:

Prvi je razlog taj sto se oslobadamo dva clana iz sumo

tt-L$)H~] . Drugi razlog ovakvog izbora X , je taj sto

svi ostali clanovi u izrazu II 2.5 postaju funkcije mn.

lih parametara -jr- , koji bi u narednom izracunavanju
* *•

izraza II 2.?> postali Jos raanji / — /.

Iz gorenavedenih razloga uzecemo samo efektivni komut.'i

tor:
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-& , a].,, - 1 z. & x,i a ft = f z: 4* 6 ft
e
.
erf

Uvedimo nove oznake :

Iz poslednje formule vidi se da je //̂ ; --£$>$ ],, ,

Prema tome; tireci clan jednacine II 2.2 izgledace ovoko:

I A a «efe7 • 2: x. t ikt ~ >\ L
A, & A 6

^ zi .̂<- 4t ftf ft f pin + iz.

II 2.7

Mozemo da pisemo ekvivalentni Hamiltonijan za

eksitonski sistem:

f/t -

2.

/f Al±i«u*M
H.-ui <-* ' A

1 ft 4A .An

II 2.8
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H- - kvadratni deo ekvivalentnog Hamilton! j ana

H? " - ekvivalentni Harailtonigan cetvrtog reda po 1 a~

uli operatoriraa, u kome je jedan deo proporci-

onalan normalnom produktu jednog kreacionog

i.tri anihilaciona Pauli operatora, a drugi

obrnuto.
p — * pEL - ekvivalentni Hamiltonijan cetvrtog reda po 1 a-

uli operatorima, u kome gornja oznaka, k?

predhodnom slucaju, govori o odnosu kreacionih

i anihilacionih operatora

t^s

A =
II 2.9

r— .
jL ̂

Act i /iM
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§5» Korektan harmonijski spektar

Da bi Hamiltonijan eksitonskog sisteraa odraarvao'

fizicku realnost, mora biti ermitski. Dijagonalizaci.ja

kvadratnog dela ekvivalentnog Hamiltonijana /Hp/ is Oefi-

nacine II 2.8, dace erraitski Hamilton!jan drugog red a

i harmonijski spektar. 0 sustini problema bilo je r^

ci u I §3* Ermitski uslov ce biti zadovoljen, ger su
^ 7funkcije Zi i ĉ ,̂  realne.

Za eksitonski sistem, iz jednacine II 2.8, imamr

II 3.1

Funkcija <\*^ iroa indekse n i m, koji su vektori u

prostoru resetke. Radi lakseg pisanja, izostavljamo

vektorske oznake. c^^A % zapravo, zavisi samo od n,ji-

hove razlike.

. «.«, * .̂

Dijagonalizaciju izvodimo metodom Purijeovih

transf ormacija, tj. prelaskom sa prostora resetke na

impulsni prostor:

4
*

, / 5-
dL :. • r; — c'H/H*
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x 2L €
At*H £.

4-

, -vw

/ p.
*,*,

z

(A
II 3.2

Zakon disperzije za eksitone, prema tome,glasi:

E, - energija eksitona, gde indeks (o) kazuje da

je dobijena iz harmonijskog dela Hamiltonijana.



III GLAVA - IERMODINAMIKA EKSITONoKOG SI&TEMA

§1. Me tod funkcija Grina

X

Po definiciji, retardovana funkcija Grina za o-
A P

peratore ftlfy) i &(*'',£') u Hajzenbergovoj reprezentaciji^

ylasi:

= J M?< Atr,e); 3̂ ,r;> in 1.1

oimbol <V »oznacava usredngavanje operatora i njiho-

vo uredivanje po vremenu. Uerednjavanje se vrsi po Gip

sovom ansamblu. Za neku fizicku velicinu P, vazi:

H je Hamiltonijan sistema kvazi-cestica.

Je Hevisajdova funkcija.

.. m,2
Diferencirajuci III 1.1 i III 1.2 po t i t, do-

III 1.3

Uvedimo korelacionu funkciju:



Hajzenbergova jednacina kretanja daje:

Jednacine III 1.5 svod© se na:

III 1.5

Izvrsimo Furijeove transformacije:

i r 13 ,_ * j-A' - i £ te-t'« A & » = -L-1 UV«t« A i E. »
J

Uvrstavanjem ovih izraza u III 1.5, dobijamo

osnovni sistem jednacina Grina u energetskoj repre-

zentacijit

E'f
III 1.7

,̂  = E« A

E je energija, koja se trazi, a ̂ ) Je impuls.



Ove jednacine se koriste tako sto se funkcija

Grina na desnoj strani, bilo prve ili druge jednacine

III 1.7, uz odgovarajuce aproksimacije, izrazi preko

fuiikcije Grina na levoj strani iste Jednacine. Na taj

nacin, dobija se jednacina so samo jednom funkcijora <.rri

na, po kojoj se moze resiti.

Realni deo pola funkcije Grina ̂ g^fA u ener-

getskoj ravni, predstavljace energiju element^rnih ek-

sitacija, a iraaginarni deo u kompleksnoj ravni, reci-

procno vreme zivota elementarnih eksitacija.

Uvodimo spektralnu funkcijju, ili intenzivnost:

£ -

ff - y ^ .-V III !.8

Ek - realni deo pola funkcije Grina

Pomocu III 1.8 moge se na6i sredn.a vrednost

produkta dva operators /po Gipsovom ansamblu/.
^,-(5// ,̂°«

Km
t = - in 1.9r / j ~ " n ^^•V ̂  -^ <f ̂" --/

Na osnovu poslednje formule dobija se statisti-

ka elementarnih eksitacija.
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§2. Niske temperature

Primenimo metod fimkcije Grina na eksitonski sit-
r, *

tern, • zamenjujuci operatore $(*•*) i $(* 'ft') iz predhodnoc

paragrafa, Pauli operatorima: '-

>> m 2>1

Furije transf ormacijom u impulsni prostor dobi-

cerao:

N je broj molekula u kristalu

Zamenirao indekse: f—^ -^
* _ ̂*

Poranozimo poslednju jednacinu /III 2.2/ sa g ' i su-

miraomo je po indeksu / . Posle kraceg racuna dobijano:

Pomocu komutacionih relacija za Pauli operatore

izracunacemo prvo JCL* u prostoru resetke.
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ft.

in 2.4

ft. .

Prvo Purio-eovom transformaci^a potom zameno,

,8li«no kao u II riavi sV: "giavi &l., f ,dofeicemo u impuls-
nom prostoru:

- (s

iTtZZT X

t-
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•11'

N *• > > * *

Ml'

/ flA f>
, kjttts*>-i-

Delovi jfl̂  koji sadrze tri anihilaciona opera-

tora i dva kreaciona sa gednira anihilacionim, mogu d?1-

ti svoje doprinose tek u drugom redu teorije perturb;--

'cije i zbog toga bi ovi doprinosi bill proporcionalni

Azkvadratu koncentracije i kvadratu raalog pararnetra L=L^

Zbog toga sto bi to znacilo prevazilazenje najavljene

tacnosti racuna, ove clanove odbacujemo. Ostaju samo

sledeci clanovi:

rK -
2. /v~ -h
"77 2L (Ao-Q +n It If ja -t
'̂  9 a M *«• *••» \a. *•» '

f — ^~ A A pt P P
* '"* '"7 /̂  /<» /• /
% Ai ?̂  2j.7*f -ffe

/I A/ '*'H'iJ» a a • TTT^ 'V « (j i*. ?> '2. '/ -? -̂ -/L' 111
*)'
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/ ^__
7:7 2-

*

Pauli operatore moramo zameniti Boze operatorirna

ia vec navedenih razloga.Wapisimo ponovo relacije I $.lr'

= . - , - -

Poraocu Furije transf ormacija prelazinio na irapul
sni prostor:

- 3^ ~ 21 /y/ ^+0^&>t
• a ' *>4 <*• *>
A^Xfc

Pomiioziino P i P' usrednjavanjem i uredivanjem po

vremenu. Odbacicerao neke viae clanove po Boze operato-

rima, koji bi dali malu volicinu, tj. kvadrat koncen-

tracije bozona C
M 21 ̂  ̂  A? .̂ 7 )•r* * Zf *- ^i '

- r

Racunacemo pojedine clanove poslednje formule

pomocu Vikove teoreme i na osnovu komutacionih relacija

za Boze operatore.

III 2.8
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«

Isto dobijarao i za treci clan jednacine III 2.7.

U izrazu III 2.3 velicinu £ /parameter uredenosti/,

zamenucemo izrazom koji se dobija posle kraceg izvodo-

nga:

/ - t < /£/̂ > = 1.-2< £ ̂> = 1 -2.C* III 2.9

~ R

Indeksi u <T > mogu biti proizvoljni, ali moraju "Oi->-

tati" u datom prostoru. Oznaka < >tf , odnosi se na £,-£,,

G0 je koncentracija eksitona u nultoj aproksimaciji,

dobijena samo iz harmonijskog spektra. Jednacinu III 2.',

mozemo, prema tome, napisati ovako:

2.11
sada funkcî 'u Grina CC Jl< | PK )) »

Prvo cemo rasclaniti ovu funkciju Grina. S obzirom .da

2snamo Jl.k /III 2.5/, mozemo pisati:

/



R. =-2ol,. + ̂±

+ 2 f.

III 2.1̂ 1-
sledece Jednacine yne uzimajuci u obzir

kvadrate koncentracioa bozona.

III 2.15

2'16

III 2.1?
Za niske temperature mozemo da napisemo:

• ' ̂ '̂̂ /o/nK̂ i-nK̂ -z.n
III 2.18
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Jednacina III 2.11 posle prelaska na Boze operato-

re u funkcijaraa Grina izgleda ovako:

t

«£v ej» = —^\ (\v ' /

2.2o

£, =—̂ K "— r̂ - • A . / x j-̂ /j L-̂ /I x i / r i i , »̂ ..T ; ' i i . ^ ~* ~ s j \ .̂  «
<il.

2.21

-̂•5

III 2.22

q ^ - •" i* i.'%?
*-i

• « + -/i» U9 JIT 2.23z *•*, . v

Pomocu spektralne funkcije Grina, slicno j'ednaci-

ni III 1.9, koncentraciga bozona moze do se pise /u pr-

voj popravci/ na sledeci nacin:



_i±̂ ~
. BK/B,t»~ E± HI 2.24

Koncentracija eksitona G koja proizilazi iz an-

harmonijske popravke svojstvenih vrednosti Hamilton!ja-

na za eksitonski oistem, dobico se kada se na drugi clan

jednacine III 2.25 prirneni Vikova teorema sa desne stra-

ne •

in 2. 25

III 2. 26

Konacno dobijaiao. koncentraciju eksitona /prva

popravka/:

> Z

-̂* > = T/" 21 - — III 2.28

C -
^ & hi Z—•'."• i

k , .___./v '"> III c..



Prvo cerao da izracunamo.koncentraciju eksitona

u nultog aproksiraaciji, t,j. iz harmonijskog spektra.

^ -»2.3o

Za prostu kubnu strukturu, u aprotaiaaoiji naj

suseda, mozemo pisati:

/, :.̂  > f
< C

x T <-C'J(.(k y- Ccjt? ft )
S e/

- parametar resetke, k - talasni vektor
U o s malih

-

-O.

prenosa eksitona ̂  Je negativna

4 2-

Sliono se dobijo i Siede6i zraz.



+

A

A
- i, . /V , , *•"•

M
g 0 — x/

Predimo sa surne na integral,

I smena: tf * ~ £ '

II smena:

= +** +** in 2.31

•* A + ft

Smena: 4t/_-^ <//- —^
<7 ' .'St

S-ledeci izraz razvijamo u red i zadrzavamo se na

drugom clanu jer je 0 raalo.



HI . IE 7 (3 +• J ^

'2 III V/

in

III

- 3

: euatng

°, J

Z , H

^i-"̂ 5 " ^Z

7

Of,

//
<?-, .J ~
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Anharmonijsku popravku koncentracije eksitona

dobicemo iz anharmonijskog spektra. Dobicemo i popravku

koncentracije eksitona koja proizilazi samo iz har-

monijskog spektra.

y •{•
pi cr 10} . *—. y / i?< p ^
£T< - J-k A i <-— S '•/¥ P* /

III 2.35

Iz III 2.23, HI 2.24 i III 2.25 dobija se:

it ' N ? A III 2,36
*• 2-

Ostali clanovi u izrazima III 2.36 ravni su nuli. Ojle-

rove transforraacije za nasu aproksimaciju dace sledece

rezultate:

£&&<>'&(-)& {kad ude u integral da^e nulu/

Prelazeci sa sume na integral dobijamo:
i. *- ^

~ ̂  - /'̂  ' /. 7" 4!1*2£ ̂  1
" "/v 77 A

1
2.

_ ̂ -g.. -
A A / /v 7 A



2- -̂* /Jg(-i(-

m

2.

III 2.38

A

~

I smena :

u red podvucenih clanova, zaustavljajuci

na drugom clanu reda, i amonom / k x « , dobijamo:

se

III 2.39
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Iz izraza III 2.31 i III 2.̂ 9, posle sledecih zamena oz-

naka, dobija se:

rf
III 2. '4o

/Pisemo indeks "1" Jer se izvodenje odnosi na popravku

prvog reda teori.je perturbaci.je/

+ (11, +L -Zifrj T-J^3- + v'1^ iff (&, i*) in 2.4i

- P ' i- r " IJI 2.42<~-i r (s,

Ako uporedimo 111 2.31, III 2.32 i 111 2*41, raozemo pi

sati:

HI 2.42a

I L / ?r r £
i- TrL*ZW t *-

III 2.42b

Za niske temperature racunacemo koncentraciju ek-

sitona u prvoj aproksimaciji sa tacnoscu do treceg ste-
/ /w 3 & i /"; 3 )pena temperature ( T , L . (7 J.

Iz definicije £3.^)/Ill 2.31a/ proizilazi izra-

cunavanje koje za navedenu tacnost daje:



£
/./̂

III 2. -4-3

Ako uporedirno izraze III 2.31, III 2.33 i HI 2.41

dobicemo :
^ r
" £ m 2-

Za najavljenu aproksimaciju dovoljan je i sledeci razvoo

2.. .

r r
^ ill 2.45

- LI,

£ •$ • 'Smena: i - - ~~ — -- - "

III 2.46
;

Konacno mozemo da pisemo:

/̂

— (̂harmonijsko -f ânharmonijsko III 2.47

Dobijaju se sledeci rezultati za niske temperatu

re:

- Koncentracija eksitona u nultoj aproksimaciji, dobije

na samo iz harmonijskog spektra, u funkciji temperature

2.48



- Odgovarajuci parametar uredenosti

III 2.48

- Prva popravka koncentracije eksitona nioze da se . rasclo

ni na harmonijski i onharmonijski deo.

o

>i

ty "Z

$(u) L

f ^' III 2.49

v- 2/ X.

V

^ i V' " T̂̂  ' 43̂  ĵ

111 2.5o

- I'rva popravka parametra uredenosti, takode, raoze da se

rasclani na harmonijski i anharmonijski deo

= <t-LI(.
( d/ JAiH-SL'UJ, ' "•'t */•*•"»-<•"•'» *•»•

III 2.51
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§3- Visoke temperature i superradijativna stanja

Za visoke temperature karakteristicna je visoka

koncentracija kvazi-cestica. Pararaetar uredenosti ce no

nekoj temperaturi prelaza postati ravan nuli. Mi cerao ir,

razvoja za temperature vece od temperature prelaza, naci

temperaturu prelaza za eksiton'ski sistem. -^ostupak ,;je

slican postupku u teoriji magnetizma, ko~ji rezultirs u
W)

Kiri-Vajsov zakon.

Uzimajuci u obzir najavljenu tacnost /kao u izra-

zu III 2.5/» ekvivalentni Hamilton! jan eksitonskog sis-

tema moze da se pise na sledeci nacin:

3.1
Tf --H. HM.

- 2ft

III3.2

Potrazirno pol funkcije Grina:

III
Parametar uredenosti je :



Za Pauli operatore nema analognog razvoja Viko-

voj teorerni za Boze ill Fermi operatpre. Medutim, dobre

rezultate daje i sledeci razvoj /poznat pod imenom tja~

blikovo dekulpovanjo/:

4 % fi.

'"f
AM.

A-

III 5.'

in 3.5

U principu, funkcija Grina moze da se izvuce is

pred znaka sumacije. Izvrsimo Furije transformacide po

Jedinih, izraza, a zatim pomnozimo celu jednacinu III '$

sa

/ i*(*-l) HI 5.6^ T e*** ~ T z



III 3.7

Iz pola poslednje Grinove funkcije dobijamo:

E = A t- 7. - III 3.8

III 3-9

III J.lo

A/ t

7; ._

e &

III 3.11

III 3.12

I smena:
2.0

II smena: III 3-13

»

Si. 4.

d = III
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Druga jednacina III 3.15 proizlazi iz cinjenice da je

, y III 3-16
-- v ri
/V fc **•«

t0moze da se izvuce isprod sume jer ne zavisi od indeksa

"k".

^•/__ -y- //) Js_(3ajt &£ t

/v 4- /v ^^

A/

A-

•y ^£

III 3.18



Jednacinu III 3.18 /parametar uredenosti/ resava-

mo metodora iteracije:

A <•*> - parametar uredenosti u nultoj aproksimaciji

/ , . , ,i00- i-0 - ( /- 4 / -— -£0- (<i-i0)-^ in 3-19

U teoriji magnetizma, is paramagnetne faze dobijo

se slican izraz:

(5̂  - magnetizaci ja, }T - jacina magnetnog polja

Diferenciranjem 0̂  po ̂ dobijs se rnagnetna suscepti**
4.

bilnost X. ̂— -4- — — • ̂ z uslova: / — , «> dobija se ft^Ai- &— 1\v

U cilju izracunavanj.a temperature prelaza Q6

za eksitonski sistem /iraajuci u vidu da je vrednost pa-

rametra uredenosti no totj temperaturi minimalna/, analog-

no teoriji magnetizma, dif erenciracemo izraz ct po ve-

licini x datoj u izrazima III 3-13-
•^ -"^f

d O ft a 9 o

?T = ?F " To

y ,
A '

- , *"

Analogno magnetnoj susceptibilnosti, definisacemo

velicinu Y pomocu koje ceino izracunati 00 •



, 7 y- £ 1113.22

x-# o, jer & —? oo IT
•J- •*• J- J • C» j"

/V1

X.-* co tako da za C>C? , sto odgovara odbiganju eksitona,

ne rnoze da se nade ]70 , jer je ̂ 0>o . Za tf0<0, sto odgo-

vara privlacQ'inJu eksitona, dobija se temperatura prelaza

III 3-24

Ispitivanje parametra uredenosti u teoriji ekei-

tona postalo je poslednjih godina popularno u vezi sa

optickim pumpanjem kristala. Parameter uredenosti koji

predlaze Dajk, predstavlja statisticlcu srednju vrednost

razlike broja elektrona u osnovnora stanju i broja elek-

trona u pobudenom stanju. OvaJ parametar se prema formu-

lama prelaska na paulione tacno svodi na parometar ure-

denosti koji je ovde iopitivan. Superradijativna stanja

dobijamo na ono,j temperaturi no kojo,j parametar uredenos-

ti ima minimalnu vrednost, ili sto je isto, na kojoj nje-

{̂ ov izvod ima singularitet. Na takvoj temperaturi eJcsi-

tonski sistem je ocigledno najbolje opticki napumpan.

Rezultati ovog paragrafa pokozuju da ge prelaz u super-

radijativna stanja moguc samo ako je dinarnicka interak-
r~

cija eksitona privlacna / 3^^^/« U slucaju odbijanja
f*s

/ T0yo / prelaz u superradijativna stanja ne postoji.



- 48 ~

ZAKLJUCAK

Rezultati dobijeni u ovom radu raogu se rezimira-

ti na Gledeci nacin:

a. Koriscenjera Vajlovog identiteta dobijen <je tzv. ekvi-

valentni Hamiltonijan eksitonskog sistema, koj'i odrzava

broj eksitona i to sa tacnoscu prvog stepena odnosa si-

Tine eksitonske zone i energise pobudenja izolovanog rno-

lekula.

b. Na niskim tomporaturama ispitano ,1o ponasanje pora-

metra uredenosti eksitonskog sistema, s obzirom na pri~

sustvo eksiton-eksiton interakcije. Ispostavilo se da su

prve korekcije koje nastaju usled ove interakcije propor-

cionalne kvadratu apsolutne temperature. Treba napomenuti

da je izraz "niske temperature" ovde veorna relativan, jer

s obzirorn na to da Jo energija pobudenja izolovanog mole-

kula oko 4oooo Bolcmanovih konstanti, rezultati koj'i oe

ovde dobi^aju vaze i na teraperaturi od nekoliko hiljada

stepeni Kelvina.

c. Jspitana jo mogucnost faznog prelaza raolekularnog

kristala u superradijativno stanje. Ispostavilo se da

egzistencija faznog prelaza bitno zavisi od tipa dinamicke

interakcije eksitona. Ukoliko ,je dinaraicka interakcija

privlaona, prelaz postoji i vrsi se na temperaturaraa na

kojima postoje toplotni kvanti reda velicine dinamicke

interakcije. U slucaju odbo,jne dinamicke interakcije faz-

ni prelaz no postoji, pa tokvi kristali nisu pogodni za

opticko pumpanje.
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Na kraju treba naporaenuti da su svi proracuni ±z-

vedeni za kristal proste kubne strukture i za eksitonsku

semu za sarao dva nivoa. Za opstije slucajeve u torijsko.1

analizi no bi pootojole principijelne teskoce /sva isrn-

cunavanja bi raorjla da se izvedu no isti nacin kao i ovde/,

all zato nikakvi konkretni rozultati ne bi mogli da se

dobiju bez numerickog racuna. Vazno je naglasiti da da-

vidovljevsko i beteovsko cepanje zona u ovim opstijim

slucajevima moze bitno da izmeni zakijucke do kojih se

doslo u ovom radu.
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î 
a* 

7^ 
^

 
^

-
\ 

!J
 

-
*
-
 

V
7
 

t
jl
 

^

5. 
• 

«i 
• 

cs 
r

S
 
^

 
4
 >

 ̂
 
^

n * % - s ̂
J

 
J
^
 

_
 

LC
 

i>
^

 
-
^
 

^
^
v
 
^
^
*
 

^
^

v
^
 
i

 
V
 ̂

 
'

5g v. 
J* 

<
* 

-^
 

fj«
r* 

>• 
$

 
»»} 

«« 
«SG

5
 
^
.^

 ' 
"i 

v
^
 
*
 

^
 ^

 
K

.
r 

^
 

^
- 

**
^ 

^
 

^
^ 

<J% 
~^

» , 
i — ̂^

V
s* 

^
^

\^
>

 
~

-̂<£>
-x 

O
N

k
1-
i

 
U

O

'
 

' 
_
*a

a
m

to
^ 

^
^
^
^

"
 

• 
rf^\ 

4
] 

1
 

'.'. 
•%

., 
u
H

U
 

^
>
.^

"

" . 
X

lî
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