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Ovaj diplomski rad posveéen Je problemu Superpro-—
vodnosti metala. Problem Superprovodnostvi aktuelan je veé
vise od pola veka, a narodito veliki znacaj dobio je u sa-
dasnje vreme zbog naglog razvoja raketne tehnike.

Superprovodni elementi su sastavnil delovi raketnih
ureajaja koji regulisSu automatsko upravl janje raketom, sa-
telitom, ili vasionskim brodom.

Postoje veliki problemi u praksi i teoriji koji ni-
su ni do danas uspesno reseni, jer superprovodnike imamo
Samo na veoma niskim tewperaturama, a u braksi zbog napred
pomenutih problema raketne tehnike bilo bi Vveoma korisno
da se konstruise visoko teperaturski superprovoanik. Tesko-
¢a je u tome da niskotemperaturski superprovodnik zahtevg
veoma glomazne 1 tedke ured jaje za hladjenje i to poveéa-
va Stetni tovar rakete ili satelita.

Cilj ovog diplomskog rada Je da se problem super—
provoal jivostl osvetli iz Jednog drugog aspekta i da se
eveutualno dodje do nekih zakljucaka koji bi pomogli rea-
lizaciju superprovodnika sa vigom kriticnom teuperaturom

od dosad poznatih.



1. l. Uslovi za egzistenciju superfluidnog stanja

Pojavu superfluidnosti otkrio je 1939 Kapica.

4
2He Pro-

Ova pojava se sastoji u tome da tedni
tice kroz kapilare bez treanja. Pre nego sto predjem na opi-
sivanje elementarnih ekscitacija u tec¢nom 2He4, najprebih
u wajopstim crtama razjasnila uslove pod kojima tedénost
moze da se kreée bez trenja kroz kapilare.

Ako uocimo kolicCinu tecCnosti ¢ija Jje masa M i br—
zina Kretanja-?, onda je kineticka energija ove kolicine
teCnosti ravna:

Fo_4AmMvi Q' ' G_MV
) M

Ukoliko ova kolicina tecnosti protife kroz kapilar

(Iolol)

ona se tare o zidove suda 1 deo svoje energije Eo ostavlja
zldovima kapilarae. Prema tome energija te iste kolidine te=-
Cnosti kada ona prolazi kroz kapilar mora da bude manja od
Zo jer deo energije odlazi na trenje. Ako ovu energiju te-
¢nostl oznacimo sa E, onda je ocigledno da u slucaju kad

bostoji trenje mora biti:
E ( Bo (Tele2)

Cinjenica da se tednost tare o zidove suda i da se

usled toga njenim sastavnim delovima (atomima i molekulima)



menja energija, opisaéemo na taj nacin $to éemo predposta—
viti da se u tecnosti pojavljuju elementarne ekscitacije
tj. kvanti pobudjenja njenih atoma.

Analiziraéemo najprostiju situaciju kada se u te-
¢nosti pojavi samo Jjedna elementarna ekscitacija sa impul-
som.fﬁ i energijom é%;. Tada je oCigledno energija cele ko-
lidine teCnostli plus energija jedne elementarne ekscitaci=-

je ravna:s

E_(§+ﬁ _, AP, Pt £z =
2 oMM 2
= E, i B ,2%\

~no

Pslednji Clan u ovom izrazu ¢emo zanemariti Jjer je masa ko=
licine tecnosti M reda velicine 1 gr., dok efektivna masa
elementarne ekscitacije moze da bude u najboljem s%yuaju
reda veliCine mase atoma. Posle ove aproksimacije — ~O,

LM

dobijamo da Jje:
— —
Bt L cn (1.1.3)

PosSto u slucaju da postoJi trenje mora biti na os-
= i eds 11 i l
novu (I.1.2) E-E_{O to iz (I.1.3) sledi sledeti uslov

za postojanje trenja teCnostli sa zidovima kapilara.

—

S ale i
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Optimalan sluéaj za egzistenciju trenja je ocigle-
dno onaj gde su vektori P i V‘suprotno usmereni. Prema to-
me ovaj optimalan uslov za postojanje trenja glasi:

—> . —

g —-PV<O 3 P=IPl | y_WVI
i b
ili

£ (V

"P (10105)
Napomenimo da je ovde V kao intenzitet vektora pozitivna
velicina 1 ne moZe biti ravna nuli jer se inace tecnost
neol kretala.

Posto relacija (I.l.5) predstavlja uslov da tre-
nje u tecnosti mora da postoji, oligledno je da njoj su-

protna relacija
_CS§_>V
predstavlja uslov da se tednost kreée bez trenja. Obicéno

se ova] poslednji uslov pravi jos stroZzi pa se kao uslov

za Kretanje tecnosti bez trenja uzima

Mmmé&e S O
m—]SE>

(I.1.6)

Va levoj strani se uzima minimum da bi uslov bio nezavisan
od impulsa, dok se na desno]j strani zbog proizvoljnosti

brzine V (koju u eksperimentalnim uslovima moZemo uvek da
odredimo da bude takva kakva nam konvenira), moZe staviti

i nula éime Jje samo odraZena ¢injenica da minimum fazne



brzine elementarnih ekscitacija mora biti pozitivna veli-
cinae

Prema tome tecnost ée se kretati bez trenja tJ.
imademo fenomen superfluidnosti samo u onim slucajevima
kada se usled trenja u tecnosti pojavljuju takve elemen—
tarne ekscitacije ¢iji Je minimum fazne brzine pozitivna
velicina. Tada grubo govoreél elementarne ekscitacije slu-
e tednosti kao izolacija od zidova sudae.

Fojava superfluidnosti kao sto Jje vel reCeno 0Ot-—
krivena Je u tecnom 2He4 8iji atomi imaju ukupan spin
nula. Izotop 2He3 ¢iji Je S=% nije pokazivao superflu-
idna svojstva. Ovo je dalo ideju Bogol jubovu da fenomen
superfluidnosti objasni bozonskim karakterom atoma 2Heq'.

Polazne ideje Bogoljubova baziraju na dvema fizi-
Ckim cinjenicama.

a) Boze Cestice mogu da se skupljaju u neogranice—
nom broju u Jjednom kvantnom stanjue

b) Postoji opsta teZnja u prirodi da sistem zauzne
stanje najniZe energije.

Gvde oCigledngﬁsledi zakljucak da atomi2He4 ¢ija Jje kine-
ticka energii§%§§ﬁzimaju gotovo svi stanje najniZe energi-
je a ta najniZa energija odgovara impulsu ?:O, cinjenica
da gotovo svi atoml 2He4 imaju impuls nula uslovljena Je
njihovim bozonskim karakterom.

Ako sa N eznacd¢imo ukupan broj atoma 2He4 u sistemu

(taj broj Jje reda 10+24 za 1 gramaatom 2He4) a sa No ozna-



Cimo broj atoma koji imeju impuls nula onda je ociglednos

No =~ N (Tal.7)

TaCnija relacija glasi:

N=fdo +2 bilhs = No+2 4o dy

B+o0 P#o

Z Zﬂ by & Aok,

Ovde Je ,@ ﬁ bozonski operator broja atoma 2He koji ima-

(I.1.8)

ju impuls nula, a ‘g? /@ﬁ' broj atoma 2He4 ¢iji je impuls
razlicit od nulee.

Bozoni koJjli se nalaze u stanju sa impulsom ravaoim
null nazivaju se kondenzantni bozoni a svi onl zajedno ob-
rezuju tzv. Boze-kondenzate.

Bozonl sa impulsom razlic¢itim od nule su nadkonde-
nzantni bozoni.

Ako sistem atoma 2He4 shvatimo kao sistem bozona
sa dvolesticnim interakcijama onda se hamiltonijan ovak-

vog sistema u reprezentaciji druge kvantizacije, mozZe na-

pisati u obliku:

i alpie l A ST Eéﬁ%ﬁ5+ﬁ+,
H= gzm £ AL R (I.1. 9)P R
4

gde je m - masa atoma 2He s W(ﬁ-ﬁ;) furije lik inter-
akeija izmedJu helijumovih atomae.

Pre nego $to predjemo na analizu hamiltonijana
(I.1.9) mi éemo izvrditi jednu aproksimaciju koja se zas-

niva na ¢injenici da se gotovo svi atomi 2He4 nalaze u ko=

ndenzatUe
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@: /go = NO L AOZ"

/@ »g —No_l_{z N NAOLH

odavde sledi da Je: N
+
‘@0/60 '::lgo/go
sto znacl da operatori kondenzantnih bozona komutiraju tJe.
ponasSaju se kao obicni brojevi. Ako Jjo$ predpostavimo da

su to realni brojevi onda ocCigledno vaZi:

'égéo: /@o/@;: /60/60 ::/é:/é: = No (I.1.10)

Operatori .Z; i —@p nadkondenzantni bozona posSto
njih ima malo nisu broJjevi veé operatori.

U hamiltonijanu (I.1l.9) mi éemo izdvojiti Clanove
sa impulsom P-0 i ¢lanove sa impulsom'§¥0,tom prilikom ne-—
éemo uzimati u obzir C¢lanove gde su tri impulsa razlicita
od nule Jjer oni daju popravke na spektar tek u drugoj apro-
ksimaciji teorije perturbacije. Prvi ¢lan hamiltonijana mo-
%e se napisati na sledeé¢i nacin:

> 2 zwﬁ =5 P s ks

P Pioz
U drugom ¢lanu delove hamiltonijana izdvoji¢emo po sledeéoj

Semis
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Posto u ovo] Semi nisu uzeti ¢lanovi sa tri impul-
sa razlidita od nule dalja teorija biée tacCna samo u prvoj
aproksimaciji teorije perturbacije. Osim toga odbaciceumo
¢lan gde su sva Cetiri impulsa razlicita od aule, jer on
daje popravke proporcionalne koncentracijl nad kondenzantni
bozona a te popravke su male jer Jje broj nadkondenzantnih
bozona kao $to znamo mali.

Zadrzavajué¢l se na pet prvih vrsta gornje Seme ha-

miltonijan (I.l.9) moZemo napisati u obliku:

Vo + 7[5+ W [
Wiy (b3 s + b b)+

I

e

mvr Zlo
@ \Z

N

Wio) —2_ /@» é*



Ako uzmemo u obzir da Je:

NO: N —‘Z /@;/@}3’

—

P#0

i zanemarimo kvadrate male velicCine ;;ﬂ,@;;XZB’ y 1lmamo
pribliZnos il

1 N _ A WO (N 2NV Lp k) -

N = N“ BZ;LO"”)’

= Ji.A/VV(O) aar VV(03257 /%g l%; R A

4 P+0

No W\@E @5%: (/1 _11,2 @,%g W(O)Z@ﬁ’gﬁﬁt
N F+0 N Fyo P20

Odavde je jasno, da je konaCan oblik hamiltonijana:

N\/\/ +; LP mjfégﬁ» 1) RWE):

pw

( e -3 hﬁsﬂg) (I.1.11)

Hamiltonijan (I.1l.11) dijagonalizovacemno prelazeé¢i

: -4 g ..
na nove Boze operatore Cp i Cp pomoéu transformaclje:

+
@5 = Uz g + Ufs’ C-ﬁ (I.1.12)
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€de su W 1V realne i parne funkcije. Da bi ova proksimacie

Ja bila kanonicka tj. da bi operatori C bili Boze operetori
na funkcije w iV treba zadati uslov kanonicnosti,.

Na osnovu (I.lel?2) imamo:

+
tie jgg

L= [, 6] 05 (GG [5,Ca) sV [Ce L]

+ Ug Up [C_P Cg ]

Da bl operatori C bili Boze cperatori mora biti
t . + . * ¥
EF)Q%:'— /l > {_C-Tg C‘—X{l == /l > K—CBDC‘_‘S‘}: ic;‘g )C_P‘}: O

Pa se poslednja JjednaCina svodi na

W2 ;U;: 1 (I.1.13)

Ako u hamiltonijanu (Tel.1ll) izvr$imo zemenu (I.1l.12)
domijamo sledeéi izraz:

M \\l\N(o§ +Z [0<+m+/5» J *

F+0

¥ (ol (U 408 ) 42 B UGy +

P40

2 2 t' : Q‘»C—g)
b eI ga(u, Vs )J (CP G443
d*%oﬂ’) kch i
gae je

oL,

A i

Ne WE) " BazNe W(R) (T.leld)
= — P=
m N p \
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Da bi se oslobodili nedijagonalnih Clanova po operatorima
C u poslednjem hamiltonijanu moramo na funkeiju w i VUV

postaviti slede¢i uslov:
olpllz Us +-/3,;(u + Vs ) =0 (1.1.15)
Kombinujuéi (I.1l.15) i (I.1l.13) dobijamos
2

Wz _ 1 ‘oéefa‘ oA XE
! Z( +j)> % % (OC;-B; /}) (1.1.16)

Ako ove rezultate zamenimo u hamll onlganu izraze—

nom u operatorima C dobijamo:

H=1 ANW o)-\-Z % & _dﬁ.gffgg (3 G

Pio P40 (I.1.17)
gde je:
T 3 p2\2 No W(e E
éfﬁ’=:q21;:jfjgg; = ¢é;;ﬂ) %—Rr ( )VY\
(I.1.18)

Posledni izraz predstavlja energiju elementarnih ek=-

. - . 4 W i -
scitacija u tecnom He . Ako umesto G)uzmemo neku srednju
vrednost ove velicine koju ¢emo oznaciti sa W, koja u modelu

tvrdih sfera treba da bude pozitivna 1 proporcionalna duzini
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rastojanja onda se zakon disperzije za elementarnu eksci=-

taciju u teénom 2He4 moze napisati kao:

é‘\_’ = P Pz NO M
P 4m? +mN W (I.1.19)

Odavde Jje fazna brzina:

b o T

2
P il j (I.1.20)

Ova funkcija oCigledno ima minimum za P=0 i vrednost tog

minimuma Je:
P —IN m :

Kao $to vidimo minimum fazne brzine elewentarnih

ekscitacija u telnom 2He4 je pozitivna velicina %%-%% >

koja predstavlja brzinu zvuka u tecnom 2He4.

(I.1.21)

Bksperimentalno Je nadjeno da ng iznosi 240§ec.
Na osnovu (I.1.20) vidimo da je minimum fazne brzi-
ne u tecnon 2He4 pozitivana velicina pa ovaj rezultat pred-

stzvlja obajasnjenje ¢injenice da je tecni 2He4 superflui-

dane
Na kraju treba napomenuti da%oblasti mglih impulsa
z ——
u izrazu (I.1l.19) moZemo zanemaritil P u odnosu na Ab.““
am* Nm
pa je

—_—

5—5_(_\: P _L‘.’_EZ
Fh N M (I.1.22)
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tj. elementarne ekscitacije imaju zvuéni zakon disperzije.
U slucaju velikih impulsa lﬁliﬁ Je daleko manje

PZ N M

od — , pa dobijamo:
00 2 |

&r aadit

p = 7 (I.1.23)

Zm

tj. elementarne ekscitacije imaju kvadratni zakon disperzije.
U odnosu na polufenomenolosSku Teoriju Landaua vidimo da te-
orija Bogoljubova daje u oblasti malih impulsa da su eleme-
ntarne ekscitacije fononi (zvucéni zakon disperzije (1.1.22),
dok u oblasti velikih impulsa elementarne ekscitacije imaju
kvadratni zakon disperzije i odgovaraju tzv.Rotonima iz

teorije Iandaua.
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I. 2. Superprovodljivost kao superfluidnost naelektrisanih

cestica

Po javu superprovodljivosti eksperimentalno Jje otkrio
1013 godine holandski fizicar Kamerling Ones. Ova pojava sa-
stajala se u tome da su neki provodaici gubili otpor na te-
mperaturama ne$to viSim od apsolutne nule. Treba naglasiti
da se ovde nije radilo o nekom znatnom smanjenju otpora ved
0 totelnom odsustvu otTpoOra.

Sama pojava Jje svakako paradoksalna jer se na 0osnovu

klasicnog zakona o promeni otpora sa temperaturom:

R=Ro(4Lyat) (I.2.1)

o T R B R
°L'23r3 >

moglo ocCekivati da otpor potpuno izcezava na apsolutnoj nuli,
a ne na nekoj vidoj temperaturi.

U granicama klasicne fizike ova pojava se nije mogla
objasniti. Sa razvojem kvantne mehanike interes za objasnje-
nje ovog fenomena Jje naglo porastao ali se dosta augo Ceka-
lo na njegovo konacno objasnjenje.

Otkrivangje pojave superfluidnosti u tecnom 2He4 pre-—
dstavljalo je prekretnicu u resavanju proolema superprovod-
ljivosti. Pocelo se sa teorijama koje su tezile da problem
superprovodljivosti svedu na problem superfluidnosti naele—
ktrisanih ¢estica. Ovo Jje u osnovi bilo pr:vilno Jjer odsu-
stvo otpora znaci da se fluid slobodnih elektrona krete kroz

kristal (provodnik) bez trenja ili preciznije bez sudara sa



gy W

jonima resetke.

Uva wdeja 1 Jjeste osnova savremene teorije super—
provodljivosti u metalima. Mada je ovakav prilaz doveo is=-
trazivace do recenja sustine problema superprovodljivosti
ipak svi prateéi problemi nisu bili ni iz daleka reseni.

Ako se pravi neka analogija izmed Jju slobodnih ele-
ktrona i tecnog 2He4, onda ako se ogranicimo na poJjavu
kretanja bez trenja dolazimo do novog paradoksa. Kao :5to
znamo superfluidnost telnog 2He4 je posledica cinjenice
da su atomi 2He4 boze Cestice. Sastavni elementli elektro-
nskog gasa (elektroni) su fermi cestice pa prema tome nji-
ma ne dostaje ona bitna osobina koja omoguéuje kretvanje bez
trenja, a to Je moguénost njihovog kondenzovanja na najni-
Zem energetskom nivou.

Ovaj problem je resavan u dve etape. Predpostevilo
se ds u elextrouskom gasu pod izvesnim uslovima dolazl do
sparivanja parnog broja elektrona sa suprotnilm splnovima
tj. do obrazovanja elektronskih kompleksa sa nultim spinom
{ da ovi kompleksi, posto imaju bozonska svojstva mogu da
se xondenzuju odakle je dalje sledilo da Je superprovodl ji-
vost ustvari superfluidnost ovih elektronsxih xompleksa sa
suprotnim spinome.

Hajverovatnije je bilo da su ovi kompleksl parovi
elektrona sa suprotno usmerenim spinovima all dugo nije
moglo da se razjasnl koji je to menanizam koJji dovodi do

sparivanja elektrona i kakva gila dr7i na okupu par elek—
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trona, Jjer poznato Jje da izmedju elektrona kKao ilstoiumenih
naelektrisanja deluju odbojne ¥ulonove sile koje ocigledno
ne dozvoljavaju obrazovanje parae

Ovaj problem Jje redio Frelih koJji je pokazao da
interakcija izmedju elektrona i fonona reSetke (sudari
elektrona sa jonima) mo¥e pod izvesnim uslovima da izmedju
elektrona izazove privlaéne sile koje su veée oa oabojnin
Kulonovih Bila. Ovim je bio reSen sustinskl najvec¢i pro-
blem - problem sparivanja elektrona u parove sa nultim spi-
nom. Treba svakako podvuéi genialnost ove Frelihove ideje
jer kao sto smo ve¢ rekli elektron - fonon inerakcija je
uzrok postojanja OGPOI'ae.

On je medjutim pokazaoc da na niskim temperaturama
ova ista interakcija deluje u obrnutom smeru tj. stvara
uslove da se sistem elektrona kreée bez otpora. Na ovo ga
je verovatno navela ¢injenica da su lo&iji provodanici (Jja-
ka elextron — fonon interakcija) bili bolji superprovodni-
ci nego provodnici sa Jjako malim otporom (npr. Cu Ag)e.

Sadesnja stanja teorije superprovodl jivosti Je
sledebe:

a) Superprovodljivost Je posledica obrazovanjm ele-
ktronskih parova sa nultim spinom (kuperovski parovi). Ovi
parovi imajuéi bozonsko svo jstvo obrazuju kondenzat a ele-
mentarne ekscitacije u ovakvom sistemu kKao i kod tecCnog
He4 jmaju pozitivni minimum fazne brzine, pa prema tome

2
mogu da se kreéu bez trenja.



et

b) Sam nastanak struje bez otpora mo¥e se predsta-—
viti na sledeéi nacin:

U kristalu se obrazuju kuperovski parovi <ija
je energija veze posledica elektron - fonon interakecijee.
Fri ukljucenju spol jasnjeg elektricnog pol ja par se raz-—
grad juje 1 raspada na dva elektrona ali sa drugac¢ijim za-
konom disperzije od onoga koji imaju elektronl koji nisu
nastali razgrad jivanjem para. ObiCan slobodni elextron ilma
kineticku energiju —%E i za ovaj zakon disperzije minimum
fazne brzine je O pa on ne moZe da se kreée bez trenja.
Blektron koji Jje nastao razgradjivanjem para pored kineti-
Cke energije ima Jjos 1 dodatak energije a to je otprilike
polovina energije veze u paru. Ovakav zakon disperzije ko-
nstanta plus kineticCka energija daje pozitiven minimum fa-
zne brzine pa prema tome elektroni nastali razrgradjivanjeim
para mogu da se kreéu bez trenja, tj. oni dovode do pojave
superprovodljivostie.

¢) Fononi koji interagujuéi sa elektronima dovode
do stvaranja parova sa druge strane kvare uslove za egzi-
stenciju superprovodnog stanja. Fri povisenju tcuverature
broj fonona u sistemu raste i ova toplotna energija smanju-
je energiju veze para, tako da oOva na neko] kriticnoj tem—
peraturi postaje ravna nuli. Cim je to tako ocigledno je
da Jje elektron gdbi konstantni dodatak energije, minimun
fazne brzine postaje ravan null i pojava superprovodl jivo-

sti 1zCezavae.
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Kksperimentalni podaci pokazuju da su za wmetale
kritic¢ne temperature (one temperature na kojima energija
veze para postaje ravna nuli) od 1° - 10°k. Zza legure 1
intermetalna Jjedinjenja ove xriticne temperature su nes—

to vise i idu do 20°K.
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I. 3« JFrelihova analiza hamiltonijana elektron —

fonon intersgkecije

Hamiltonijan sistema elektrona koji se kreéu u

kKristalnom polju moZ%e se napisati u sledeéem obliku:

He S By GOy 4+ A Viar O O
g: K o' 242;; n n “Am

- (I. 3. 1)
(M=)
U ovoj formuli upotrebljene su sledeée oznake:
[Lawo ]
EEZ :;lili ~ kineticka energija elektrona
()}3 il 11 Wivig - kreacioni i anihilacioni elek-

—
tronski operstori sa impulsom K.

VA" = matriéni elementi operatora kristalunog
polja (to je potencijal koji stvaraju svi joni reSetke i

svi elektroni osim jednog C¢ije se kretanje razmatra).

* % - y - - . -
Chgl,@&:- krefraju odnosno anihiliraju elektrone u

~ 3 S —_ ., —®
cvorovima resetke n i me.

Hamiltonijan (I. 3. 1) napisan Jje pod vredpostav—
kom da joni kristalne reSetke miruju u svojim ravnotezZnii
poloZzajima. Ukoliko Jje temperstura razlicita od nule Jjoni
poc¢inju da osciluju oko svojih ravnoteZnih poloZaja i ovu

¢injenicu matematic¢ki moZemo izraziti sledeéim prelazom:

N—N+Un . M—m+ Uz



415 =

gde su iIﬁ 1 Us pomeraji jona iz ravnoteznog poloZaja i
ocigledno predstavljaju funkcije kordinata i vremena.
Posto je operator kristalnog polja funkeil ja samo

razlike vektora ™ i M moZemo dalje pisati.

Vam = V (R-W) — VLF-T) ¢ (Ur- U ) |

—

-
Ako su temperature niske onda su pomeraji Ux U mali
pPa se funkcija V moZe razviti u red, pri cemu édemo se za—

drzatl na linearnim ¢lanovima po pomerajima.

V [#70) + (- T ] & V-8 + (W) Vs Vi)
CLs! 301 2)
Ako (I. 3. 2) zamenimo u hamiltonijan (I. 3. 1) on Gobija
dopunski ¢lan koJji karakteriSe interakciju elextrona sa
pomerajima resetke ili kraée elektron - fonon interakciju.

ZnaCi formulu (I. 3. 1) moZemo napisati u oblikus

ﬁ:\"\-\-\“.l'\'f\\'_

(I. 3. 3)
gde Jje
S Ca (s 0yt A VR O O
H%E“Q*Qi*z%\/(“w% B E e E S
— + .k —»
me’% Va-sV®-#)0:0= (Ug-Us) @ 5 5
R
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Izraz (I. 3. 5) je hamiltonijan elektron — fonon interak—
cijee

re nego $to predjemo na analizu hamiltonijana ele-
ktron - fonon interakcije ispitaéemo hamiltonijan H, koji
Je clsto elektronski.

Ako u (I. 3. 4) izvr$imo Furije - transformacije

T .
operatora Qg i Qq.h., tj. uzmemo:

+ S + —/(-.R";ﬁ
GETEN S G
N 2
il
Qﬁ:_ﬁ_ Z O.'\Z e 3 N=broj atoma u kristalu
(N &

onda imamo:
- —> ‘o P
Lm-A

—
Ako u sumi po O i m uvedemo zamenu D-m=X

ona postaje:

. > - T |
e LM AR ARE+Am(K—-K")
& Zo
-, = ) -+ P
— ., o ARKL < L (K-K')
=S VIf) © ¢
Z A

Posto jJe:

Z egfm(lz’-k" :N&?‘\Z
wmm



dobijamo konacno:

.-—o-—r'--ﬂ—- gtk -}:*[
S () & e NV e
o -

AkO uvedemo oznagku: .
T t LKL
DR Caae e
Z

elektronski hamiltonijan postaje:

H:z (E-\z s \/E)Qtt Qz
= 2

(I. 3. 6)

Kao $to vidimo usled ejdstva kristalnog polja slo-
bodni elektroni menjaju svoj zakon disperzije tJj. njlhova
kineticka energlja EE-dobija popravku —%— VE‘

Ako kristal ima prostu kubnu strukturu i ako se
ogranic¢imo aproksimacijom najbliZih suseda onda mozemo pi-

sati:
Vie= 2V (Cosl, QL+ Cosky QL+ Coska QL)

gie je V interakcija izmedju najblizih suseda 1 a - kon-
stanta redetke. Za male talasne vektore mozemo upotrebiti

aproksimacijus

o = X2

Cos1 0. = 1 _24_ e

pa je:

\g =6V = V& K*
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Prema tome, zzkon disperzije za elektrone u kris-—

talnom polju je:

) Y +__\/‘z_:;3\/+1‘~_L<1__9ViVCf:<1

0G0 2 2m =
=3V 4 (A _AVE)RK,
g, R*
-3V . K oy R
A - & Mess
gde Jje: \j j%h N %?Qf
Magg ‘___\7__/1 S amh Ve L o
znadis: %\ ‘t‘_%‘ BreVlm )+ \/Q::'m
Mg =M (4 + Vot 4
3 i (I. 3. 7)

Kao $to vidime, u kristvalnom polju energija elek-

trona ima oblik:

.h?. KZ
éf\g_B\/Ara,‘mC
1
Mes =M (A + y_%%m) (I. 3. 8)

Faktor 3V menja hemijski potencijal elektrona i kao sto
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vidimo promenjena Jje 1 masa elektrona.

Prema tome kristalno polje menja hemijski potenci-
jal elektrona i umesto njegove stvarne mase m daje mu tzve
efektivau masu M pey koja je definisana formulom (I. 3. 7).

Hamiltonijan elektron-fonon interakcije zgodni je
analizirati u impulsnom prostoru, pa éemo zbog toga u iz-

razu (I. 3. 5) izvrsiti sledece furije transformacije:

" —p - —
= L, (M=)
ViR - _4_2\/‘8 :
N =
Z_ _Lum
% o
N =,
—’
-l L\(YYI
ﬁ:\[—ﬂ_—?_ e
dok éemo pomeraje u=x1i E' razlo¥iti po fononskim operato-

Ly
-+
rima ﬂg‘i @5‘;’ na standardan naéin:

T [amwg Ly gyl )€

Z g e
=g (g i gy +54)¢

U formulama (I. 3. 9) M je masa Jjona, indeks J

‘

L

9y

ozna¢ava tri polarizacije fonona (jednu longitudinalnu i
dve transverzalne), vektoril E%J su polarizacioni vektori
i

Wei = C"lgw == Cﬁ'gz
84 J (I. 3. 10)
gqu frekvence za odgovarajuce polarizacije fonona (Gj su

brzine prostiranja zvuka za longitudinalnu 1 dve transver-
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zalne polarizacije).

Posto na niskim temperaturama elektron interagu-
Je iskljucivo sa longitudinalnim fononima mi demo u izrg=—
zima (I. 3. 9) izostaviti sumu po j i zadr¥ati samo lon-

gitudinalnu komponentu. Oznake za ovu komponentu bide:

—

by, /W —%9‘) ﬁf‘

ako jos uzmemo u obzir da je

— —p
s = o (%, (M-m)
o Vg-my=\Vm L ) Vg € o
N &
- = —>
A 4—2\? 2 €i|</.('Y\—m)
K4
mozZemo konacno pisati

\Jabrw-» \?,KQ’VKA QK Qg ( o8 +é§>

¥
8 ) (4 R) IR +im "WK 3 i
(I. 3. 11)

Posto Je:

R (R -Eom G ) 1lm (R E)

= NGz, R-%, 2 =07, R %, 74

. — , P e
emﬁ,—kdﬂm (-icatk

M

R AT RPENTE
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posle zamene u (I. 3. 11) dobijamo:

\‘“*-"———Z F *‘\‘\(/@_’-\—»@3 )

\“3 (Fei. 36 12)
gde je:
- 3y -r’—h [ Tavl (o A e\l #
F(K’?)—ZL M WY KQ‘BV"’(\L )?VK_Q](I 3, 13)
. Be 15

Kompletan hamiltonijan sistema elektrona i fonona

zajedno sa njihovom interakcijom moZemo napisati u oblikus

HTOT—Zg Q* K+Z t‘w /@\«'614 i

(I. 3. 14)
AZ’F(\QQ O. Q"( 3«—@3)
Ne®
Drugi ¢lan u ovom izrazu je hamiltonijan fononskog pol ja
bez urscunavanja nultih oscilacijae. CSZ je redukovana ene-
riija elektrona usled prisustva kristalnog polja i ima ob-
liks

2 -1
(S\'K':_.#Kz : me_VS:m(i-{-M)
2 Meys he

(I. 3. 15)

Kao &to je redeno u drugom paragrafu Frelihova
1de§§;%§:eleKtron - fonon interskcija doveodi do spariva-
nja elektrona tj. da ona izaziva neku efektivnu privla-
nu elektron — elektron interakciju. Ovde ¢éemo izloziti
Frelihov postupak kojim je dokazao da elektron - fonon

interakcija stvara privlacnu elektron - elektron interak-

cijue.
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Posto unitarna transformacija ne menja svo jstvene
vrednosti hamiltonijana, mi moZemo izvrsiti unitarnu tran-
sformaciju izraza (I. 3. 14).Unitarni operator odabraéemo
u obliku: .

A - A4S

u = 2 (I. 3. 16)
gde je S neki realan 1 mali operator. Ovo "mali" znadéi dg
njegove svojstvene vrednosti treba da budu mnogo manje od
kineticke energije elektrona a takodjek i od energije fo-
nona ‘h\;)i. \ y

Zna¢i, hamiltonijan Hror i He? = U.Hrotu
sa fizicke tacke gledisSta daju iste rezultate. Ako uzmemo
u obzir éinjeuicu da je S mali operator moZemo razviti u
red eksponent u (I. 3. 16) i zadrZati se na ¢lanovima kva-

dratnim po Se. Tada dobijamo:
A '\-& -A:S kS . ] 2
Hei-_—u \—LOTU 0 Wl o (/l—LS—-—Zf’- Sz) Hmr('f-*‘ks—f S )Q‘

: » : 2 2
= Hror + LH_S — A SHy, + SHrorS — §_2H__ror ¥ Hrzns

Posto jJe:

AH S-ASHior =-£ [\ Hr] :

TOT

SHTOTS an ‘% Sl HTOT - *g‘ Hror 522:—24—: [S> [S) HTOT]J

mozemo konacno pisati

HQ?: H‘ror ..jl, [_5, HTM’}"%’ LS., [_S,\'\m\]]

(TatSe 17)

Operstor S odabrademo u sledeéem obliku:
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(I. 3. 18)

. e ) . et
gde Je ><(Kf)g ) proizvoljna funkcija koju éemo odre~
ditl tako da eliminiSemo hamiltonijan elektron - fonon

interakcije iz izlaza (I. 3« 17)e

Komutatori koji figurisu m izrazu (I. 3. 17) ima-

Ju sledeél oblik:

[-SHW] Zg 6 (6¢ = E-g +1§W9) + 3 30z whg+

+ X(%,9) (6 ~Cr-g 77) Gr-3 O 55’}

(I. 3. 19)

(I. 3. 20)

Izraz (I. 3. 20) nije napisan tacno veé su u nje-

mu zanemareni élanovi koji su proporcionalni proizvodima
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elektronskog i fononskog okupacionog broja tj. C¢lanovi
tipa '@ C'Co
Zamenjujuéi (Ie 3o 19) i (I. 3. 20) u (I. 3. 17)

dobi jamo konacan 1lzraz za ekvivalentni hamiltonijan u

obliku:

Heo = 56, z0z 47 w0z bz 44 ) PRl Qg Qehyg
=g ¢ QzQu +/ hwebe “J‘Na.q. W) Mg Mo g

ca 7 Feq) eg by - 4 7 KR (o b ¥hie
%g kg

Ako se ogranidimo na slucaj apsolutne nule,tada
od celog dobijenog izraza mogu da proilzvedu razlicit od
nule efekat samo dlanovi koji u sebi sa desne strane sadrie
kreacioni fononski operator. Drugim recima ako se ograni-

¢imo procesima spontane emisije fonona umesto Heq kori-

stimo operator:



{FIZQ
*LZ K(Z.9) (8k_82-q ’ch}') (fz_q Qe +
%q
¢ 4T XEHXEA) Qg Orleg de X
cKq

®k'q
i 'Oj.
Q'\;_a’ Q.\’Z'-\—q QV. X
x(ﬂz—fgz_ﬁm&q) (Toi 30T

punkeiju od X (%§) odredicemo tako da elimini-
Semo onaj deo hamiltonijana h koji je doSao usled elektron

— fonon interakcije. To znaCi da ¢emo odrediti)ﬁiiﬂu obliku:

S Do 1
X<K'q>={f AF(K'Q). e -€x-5 -H W7
g ATl i
== C[D(K.Q) £z - -7 ~hif (I. 3. 22)
gde Je

o A [p B Ve (8§47 Ve
Cb(Kq)‘z 2MW7 [qu a CI){? qu 3. 23)

Za ovako odredjenu funkeiju X(.7) hamiltonijan h se svodi

na:



P4 AN xS Grag-hwg % 7
—i—-, P 'EUCI}(K q 6 8 -3 *hiJy Q""Q"Qw‘iak
ZNE?{Z' Ce-Cvq-hwWi Cr-Ceg - h Wy

(Ie 3¢ 24)

Ako u poslednjem 1zrazu izvrSimo zauwenu sumacionog in-

deksa X'+§ =K" onda se dobija sledeée:

v 8s A ST DERGEE-T-F *
ha Y Eetrag 44 07 RRAEEET (0,070,
% Fleitia l“’»zzq'z“ g -Cx -l 17 FE

LZ B ,q)P(K-9-F) Ez-Ee-z+hW7 a-v*Q Q Qge?
6)2 a EIU —#Uj? ({;lc Ek Q 1;‘/09

(I. 2. 25)

Ako iz ukupnog hamiltonijana H izdvoJjimo samo Jjedan nje—
gov deo Sh koji se dobija kao onaj deo sume (I. 3. 25)

. . " 3
u kome Je K =K 1mamo

— + - -~ > —s -\. 3 * .1—., h
0h=d Sz 0z Q +2_’1_ W 2% 0 0 Qag —
« K-G

RR YN G Tz - Cr - B WG

I3}

—°l

/ —’-’CI:(*‘—’)CED(Z -,—Ei,) 8‘* 8'< Q+‘t’3u.)q QE’—‘QICOKQK'
-2_N—_,2: 62-—4’"&\«”*’\”3 &y -G8 - WY
Kq

(I. 3. 26)

na osnovu formule (I. 3. 23) imamo:



e N

(Te 3o 22)

ZnaCi da formula (I. 3. 26) moZe da se napise u

oblikus
el et
N o __ﬁ‘—v @’0|Q> [ nal dp-.q Qt ol
87@_%@&@1 2”%62-5-6:—1% Fnl ey

(I. 3. 28)

Ukoliko u poslednjem izrazu izvriime komutirznje operatora
i to sledede:

N -+

&+
+ o3
= Q: Qz-q -4z 077 Qzg Qz

i zanemarimo doprinos od claua(L‘~ Q2% i jagonalnom delu

hamiltoni jana 85 dobijamo:

Sh=) Er Gz 02+ L) -2 cI> Sy
K

Kq




- AD "

—_ = —9

. § K-q
brg-Ep-hwi (1. 3. 29)

_G=-R, 4 §=2K

(I. 3. 30)

dobijamo, posto Je C?-‘,Z: 5{2

_—:Z&Qd:;{ 1___. fb(\<2|<)a_,a 0,0
K 'E R W2

(I. 3. 31)

Kao 8to vidimo drugi ¢lan u poslednjem 1zrazu pre-
dstavlja orivlacnu elektron - elektron interakciju zbog
znaka ( - ). Vidimo takodje da privlacna interakcija po-
stoji izmedju elektrona sa suprotnim impulsima. Ovo Jje
sve u sxlaéi$£€a je redeno u drugom paragrafu ove glavee

Dugim raCunom u koji se ovde neéemo upustati moze
se pokazati da Jje drugi ¢lan izraza (I. 3. 31) veé¢i od
svih ispustenih delova hamiltonijana (I. 3. 25) a takodje
i od kulonovskog odbijanja koje postoji izmedju elektrona

u jednom uskom sloju impulsa oko granicnog impulsa fermi

gfere.
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I. 4. lodel Bardina - Kupera i {rifers i kanonicna

transformacija Bogol jubova

Na osnovu resdova Freliha &iji su rezultati izlo—
Zzenl u prethodnom paragrafu Bardin, Xuper i {rifer for-
mulisali su svoj model superprovodnika. U njLlaovom mo-—
delu izmedju elektrona sa suprotnim impulsima u oblaski
inpulsa koja je bliska granici fermi sfere postoji pri-
vlaCna sila koja ih wezuje u parove. Ti parovi nazivaju
se kuperovski parovi, Jjer je super dao proracun za ene-
rglju veze 1 osGale osobine takvog jednog para. Kao $to
Je poznato elektroni imaju spin koji mo¥e piti % —%—
pPa su Bardin, Kuper i Srifer uzeli u obzir i efekte spin
— spin interakcije izmedju elektrons. Kzo &to Jje poznato
izmedju elektrona sa suprotnim spinovima deluju privlad-
ne sile izmene dok izmedju elektrona sa paralelnim spi-
novima deluju odbojne sile. U tom smislu 3ardin, Kuper
i Srifer su modifikovali rezultate Freliha (I. 3. 31)
sumirgjuéi interaskciju po svim suprotno usmerenim spi-
novimas.

Na osnovu ovakvih rasudjivanja dat je modelni

hamiltonijan koji ima oblik:
Hees = Z Ez [Q;zl% Az (1h)+ Q (4Iz ]_
red Z (€,6)

+

) G () )05 () O L)

(I 8 1)
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e ] = - _s
Funkei ja Vﬂ&ﬁ)je pozitivng 1 parna[YKQQLwﬂK]u interva-

lu impulsa:

BB R4 PR
P--FR £ 70 £ Pr+ (1. 4. 2)

gde je Pe graniéni impuls fermi sfere a Ps predstav-
1ja polovinu debljine sloja oko granicnog impulsa F- .

Takodje vazi uslov:

Pe ¢< Pe (I. 4. 3)

Van intervala (I. 4. 2) prema modelu (BCS) funkcija
Je ravna nuli. Takodje se uzima da se u intervalu
(I: 4, -:2) 0¥s funkeija sporo menja sa promenom impulsa,
Pa se u konkretnom racdunu desto Zzamenjuje konstantom .

Analizu hamiltonijana (I. 4. 1) izvrsiéemo me—
todom koju Jje predloZio Bogol jubov.

04 fermi operatora O:;(Wz]i Q:-z (—4/2)on je predao je-
dnom kanoniCnom transformacijom na nove fermﬂoperato-

|

+
Tre, RE(O) i HE(”> o Oblik ove transformacije je sledeéi:

-

Q,_\-:U!Q):UQQTZ“) = PT-\;\O) (I. 4. 4)

Qo) = U R 10) + Vi B, )

o (1h) = Uz %(o) + Yz RAgl1)
O, (A1) = Uz B} () - Vi AR (0)

-
Funkei je UE i VE-su realne i parne. Da vi tran-
sformacija (I. 4. 4) bila kanonidka, tj. da bi operatori

A bili takodje fermi operatori funkcije UE'i VE'mOraju
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da zadovoljavaju tzve. uslov kanonic¢nosti koji éemo ovde

izvesti.
+
Za operatore(%:ﬁh)i Uz(Ah), posto su ouni fermi

operatori, vazi sledeéi uslov:

Qo () Q2 W) + Q2 (42) 2 th) =1 (1.4, 5)

S obzirom na (X. 4. 4) i (I. 4. 5) mo¥emo pisati:

L\*E h+\'<'lo) + Vg HN)] [U-'K QQKO) + Uz D;- (4)] +

+1Uz Ay (0) + Vi Az 1)) [ g A 10) + Bz A ()] =

(
ot i

~ U A310) Ay (0) +ui\}\zﬁ*\z\0)ﬁ-\;(1)+\/\ﬂf\zQTM%Q;z O)+)
T )

+ Vi Pz (1) Az (1) + U Az (0) B 10) + Ug Uz Pz (0) P 14) +
+ UgVz Az M)Az (0)+ Vg By (1) Az (1) = 4

Ako postavimo zahtev da 1 operatori A buda fermi-—

operatori, onda za njih mora da vazi:

Az (0) Az 10) = 1 — A (0) Az (0)

Az M)Az () = 4 - Az (1) Rz (1) (I. 4. 7)
Az 10) Az 1)=-Fg 1) Rz (0
Rz (0) Ay (1) = - BS 1) D |

Zamenom (I. 4. 7) u (I. 4. 6) dobijamo:



S, g

% 2
Ui+ Ug =1

(I. 4. 8)

Ako formule (I. 4. 4) zamenimo u hamiltonijan (I. &. 1)
1 zadrZimo se samo na ¢lanovima kvadratnim po operatori-

ma A ova formula postaje:

HBCS:HQ + ch + Hmd (I. 4. 9)

Hoo) (2B U _UgVz A5 W(RE)Us U
2 T WG

(I. 4. 10)

(I. 4. 12)

Funkcije U 1 V odrediéemo tako da nedijagonalni
deo hamiltonijana, a to Je Hnd bude ravan nuli. Ovo nam

daje uslov:

2

2Ez Uz Uz - (uz -z ﬁ;wkf MZ[? 0(1.4.13)

Ako uvedemo oznaku:

T<’=—&-ZWK9 U;?-UE{ (Tol fai. 24h)



A

onda se uslov (I. 4. 13) svodi na :

dEp iz Ve s e Vi )\ (T. 4. 15)

Posto je na osuovu uslova kanonicnosti VE2 = l—UE2 to za-

menom u (I. 4, 15) dobijamo 3
2Bzl f1- Uz = QUE-1)A:

tako da su konaCna reSenja za funkcije U i V data sa:

2 -
l*ﬁ':é%-(4—+ ER ‘>
-2 2
) Ez + B¢ (I. 4. 16)
el < Ez 3
kK =7\l — =—/—
Ez+[¢
Odavde sledi K I
o] 2 1S —
Up-te= 2 Uyle. %—é—&——
Ez+ Nz VEE +0% (I. 4. 17)

Zamenom (I. 4. 17) i (I. 4. 14) u (I. 4, 10) i (I. 4. 11)

dobljamo:
How 7 (2B V2 -VslizBgf )] {EK-

tj. konacno:

E;AE}
Ek *‘ATZ QJE,'Z{-’-A?{Z

g < 22\%%%“) (I. 4. 18)
Hd=} {E,z(ui -Uz ) +2UrVz AE} [0210) A (0) 4R (4) Aelt) | =
K



= AR

% Az 00 4 Nz ) Rz )

B
TZZ L\’EK +0z +\}Ez +/\2

KonaCan oblik, dijagonalnog dela hamiltonijana Je:

Hy= ) VR + i [Rz(0)Pzl0)4 et 1))
P4

(I. 4. 19)

Na ovaj nacin dijagonalizovali smo hamiltonijan Bardina,
Kupeira i Srifera.

Pre nego Sto predjemo na analizu spektra (I. 4. 19)
ispitaéemo velicinu Z&z'koja figurise u izrazu za energi-
Ju elementarnih ekscitacija.

Pre svega energija slobodnih elektrona EE'biée da—

ta u tzv. reprezentaciji hemijskog potencijala M o Znaci:

Bl b —m
I (I. 4. 20)

gée je m~ efektivna masa elektrona data formulom (I. 3¢ 7)
i M - hemijski potencijal elektrona, koji se pribli%no

noze uzeti kao:

ke P
Tada Je:
2 2 — - —r
o h & o
E‘.(._Z%* (K- KE) = Z_h_q_;(K ) (K+¥3) L

Posto ceo model ima smisla samo za uzani sloj
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impulsa, oko granicnog impulsa fermi - sfere to u formuli
(I. 4. 22) moZemo vektore pribliZno zauen:tl njihovim in-
tenzitetima

— —

i uzeti, priblizZzno

—
K +Ke = 2KF

(L e 23)
Tada Jje
ff
s K,:(K—KF)
m* (I. 4. 24)
Posto Je
jik;E - Tjﬁ — brzina elektrona na granicl
e i
fermi - sfere, imamo konacno:
i g
E,‘Z 5 %LF (K Mt->
(Fe 4e 25)

. =28 .
Veé¢ smo rekli da se funkclgaVﬂ%ﬁ)sporo menja W uskoj ob-
lasti impulsa oko granice fermi — sfere i da se mo%e zame-

niti konstantom tJ.

W(K,§) ~W (T by 26)



Zamenom (I. 4. 17), (I. 4. 25) i (I. 4. 26) u (I. 4. 14)

dobi jamos

Ap's WS AT
\f— s (q- Cl + T
Sledeéa aproksimacija sastoji se u tome Sto se
predpostavlja da i ATZ slabo zavisi od iwpulsa pa se pri-

bliZzno uzima

A‘,{QA : @é:O (I. 4, 28)
0 K

Sto znaci da éemo u daljem racunu uzimati da je 4 ko-

nstantna velicina. Ova aproksimacija svodi formulu (I. 4.

27) na:

- )4
N PR (91 A7 |t 9]

CCigledno Jje da dobijeni izraz ima swmisla samo

ako je W>(O , jer suma na desnoj strani jednaline
ima sigurno pozitivou vrednost. Sa druge strane pozitiv-
nost velicine W, s obzirom na oblik namiltonijana (I. 4. 1)
oznaCava da dosadaSnji rezultati imaju smisla samo ako je
interakcija izmedju elektrona privladna.

Ovo predstevlja matematicko objasSnjenje za ono
§to Jje fizicki bilo ocigledno a to Jje da za obrazovunje
parova sa ukupnim spinom nula koji su odgovorni za efe-

kat superprovodljivosti, ilzmedju elektrona mora ca deluje
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privlaéna interakcija. 04 sume u (I. 4. 29) preéiéemo

na integral po pravilu

9=t 9e
L N A e wﬁxmg 0%l
NF N QP N (2m)? :
9=+96 dal
_ @ )9ty
27]2 ?F-‘fc

Ovde Je a3 zapremina elementarne éelije kristala. Inte-
graciju po uglovima mogli smo odmah da izvrsimo Jjer 1z-—
raz pod znakom sume u (I. 4. 29) zavisi samo od intenzi-
teta § . Granice integracije po 9 uzete su na osnovu

predpostavke (BCS) modela da Jje:

W 9e-9s £9£ et

zp ?éﬂp‘?gl:9>QF+QG

(I. 4. 30)
Na osnovu ovoga jednadina (I. 4. 29) posiaje:
7et9¢
J 920/ 9
677-2 qu U:: O CfF +A2
(I. 4. 31)

Poito se 9 menja u veoma uzanom sloju moZemo uzeti pri-

blizZno

9% = 92 (1. 4.7 32)
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posle cega (I. 4. 31) postaje
qffqg
4-Wa2q \ o
i %% J#U;(C{—QF}%AZ

AkKo uvedemo smenu

- 4 =X
dobijamo:
To
4 __Wa>9¢ olk i
T IR K A

Il

posle smene granlca dobijamo

I 9 +\/?62+(;§%-F)2 i 9Tt U=

g%+ (B WO

FPrepostaviédemo da Jje

14 D5

FUF

(Ii' 4e-33)

(T. 4. 34)

(T. 4. 35)



- 43 -

Tada pribliZno:

e+ £ mf —%MHW‘ "CMM%T\AU‘?‘)

A A
iflﬂ'qc
Posle ovoga, relacija (I. 4. 3%4) postaje:

=1 e g

fm(4+7EUA}29c> 7%;39%

(Ie4. 30)

Na osnovu aproksimacije (I. 4. 35) u formuli (I. 4. 36)

mozemo uzeti da Je

Y6 V95 N> 4
A (Z. 4.37)

i zanemariti jedinicu tada konacno acbijamo

ﬁﬂé Ue
A=2hVeq, 7 war G

(I. 4. 38)

Spektar elementarnih ekscitacija dobljamo iz

formule (I. 4. 19) i to na sledeéi nacin:

Co (ol y@Hd | Ry
% ) DR 10) Aglo) E:
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E-(1)_ 2Hd _ e T
<) RS AL (1) =\Ez + O

Uvo zngcli da obe vrste fermiona A(O)i A(l) imaju iste

zakone disperzije tj.

(g—lz.-:\lE"é + Az\_(’

(I. 4. 39)

Ako u formuli (I. 4. 39) izvrSimo aproksimscije (I. 4. 28)

i (I. 4. 25) i uzmemo u obzir da je

'h (K- KF) = P"‘PF‘

dobijamo

Ep =\IA1 +V\=z (P‘P"Y-

(I. 4. 40)

Pokazaéemo sada da je za spektar tipa (I. 4. 40)
ispunjen uslov kretanje bez trenja a kao sto znamo ovaj

uslov zahteva da minimum fazne brzine mors biti pozitiv-—

na velicina.

__Q_E:\j Ay + U; (D‘PFY-
P P R (I. 4. 41)

U skladu sa proksimacijom (I. 4. 32) uzeéermo

B P: (To &e 42)

pa dobi jamos:

Lo BT+ (PP

Pe

(T. 4. 43)
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Odavde:

d e &) (P-p.)
F> 2 2 5
Sl (R EF (R o)

j%)(f%?) £, zh = Pr

(I¢ 4. 44)
a to znaci, da je
mim SrZ A S 0
P TR
(I. 4. 45)

Kao sto vidimo minimum fazne brzine je pozitivan dokle
god Jje velidina A (koja je kao 5to smo videli pozitivna)
razlicita od nule. To znaéi da velicina 0\ igra osnovnou
ulogu u efektu superprovodljivosti.

Efekat superprovodnosti nastaje kada velicina Z&
postane ravna nuli. Mi éemo kasnije videti ca O opada
sa porastom temperature i da na nekoj temperaturi Tc po-
staje ravna nuli. Na ovoj temperaturi efekat superprovo-
dljivosti prestajee.

Superprovodnik ée imati visu kriticnu tacku Tc
ukoliko je 4 , koje je deto formulom (I. 4. 38) vele.

Iz formule (I. 4. 38) vidi se da je A proporci-
onalno konstanti W efektivne elektron - elektron intera-

kcije, zatim velicini granicnog impulsa fermi - sfere I



i debljini sloja Qg u kome izmedju elektrona deiuje pri-
vlaéna interakcija. MoZe se pokazati da je 9¢ proporci-
onalno Debajevoj frekvenci fonons pa se moZze zakljuciti
da ¢ée dobri superprovodnici morati da i1spunjavaju slede-
¢e uslove:

a) da imaju fermi - sferu velikog radiusa

b) da elektron fonon interakcija bude jaka

(ovo kao $to znamo poveéava velicinu W)

¢c) da ima visoku Debajevu frekvencu sSto grubo

govoreéi znac¢i da ima veliku gustinu.

Na osnovu teorije koja Jje ovde izloZena efekat
superprovodl jivosti moZe se objasniti na slzdeci hatin:

a) Na niskim temperaturama elektron-fouon 1in-
terakcija dovodi do sparivanja elektrona u kuperovske
parove koji se kondenzuju, ne na impulsu nula nego na im—-
pulsu PI'

b) Superprovodnost se ne realizuje kretanjem Ku-
perovskih parova veé kretanjem elektrona, jer kao sto zna-
mo zakon disperzije (L. 4. 39) Jje zakon disperzije za fe-
ranl Cestice.

c) Velic¢ina A moZfe se shvatiti kao energlja veze
dva elektrona u kuperovskom paTuUe.

d) Superkonduktivni efekat se realizuje preko onih
elektrona koji nastaju razgradjivanjem kuperovskog para,
jer oni pored kinetidke energije nose sobom i deo euergi-
je veze (grubo uzeto é%.) a za takav zakon disperzije ele—

ktrona zadovoljen je uslov kretanja bez trenja.
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e) razgrad jivanje kuperovskog para postiZe se Spo-
ljasnjim elektricnim pol jem (ili magnetnim poljem), koje
istovremeno dovodi do kretanja elektrong tj. do struje.

f) Elektroni koji nisu nastali Trazbi janjem kupe-
rovskog para ne mogu biti superprovodni.

&) Energija veze O je funkcija tempersture i
Oopada sa njenim porastom. Kada ona postane ravig uuli efe-
kat superprovodl jivosti Prestaje.

h) Ekeperimentalno je ustanovljeno da je kriticdnsg
tewperatura za Ciste metale oko 10°K a za legure i inter-
metalna jedinjenja oko 20°K. Do sada najbolJji superprovo-

dnik ima kriticénu temperaturu 22°K.



II. l. Frelihov ekvivalentni hamiltonijan kao rezultat

teorije perturbacije

Do Frelihovog ekvivalentnog hagmiltonijana elektron
- elektron interakcije koji smo dobili u treéem paragrafu
Prve glave, moze se doéi i na matematicki jednostavniji
nacin, ukoliko se matematicki rezultat kombinuje sa ekspe-
rimentalnim Cinjenicama. Poéiéemo od sledeée dve cinjeni-
ce Kao osnovne:

a) elektron fonon interakcija je jedini uzrok koji
ne dopusta kretanje elektrona bez trenja (struju bez otpo-
Tra)s

b) struja tece bez otpora na niskim temepraturama
(ovo je eksperimentalna ¢injenica koju kombinujemo sa ra-
cunom).

Na osnovu gornje dve premise sledi oligledzn zaklju-
Cak:

U sistemu elektrena postoji neka reakcija koja kom—
penzuje dejstvo elektron - fonon interakcijee.

Nas zadatak Jje da odredimo oblik i velicinu ove rea-
kcije elektronskog,sistema na elektron - fonon interakciju.

Hamiltonijan elektron - fonon interakcije ima oblik

(Pt B 112)

N7 (T Te1)

4= ZwT R V- (R-3) 47 Vees ]

(IX ) )
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U prvoj aproksimaciji teorije perturbacije hamil-
tonijan (II. 1. 1) ne moZe da da popravke energiji siste-
ma jer nema dijagonalnih elemenata (sadr¥i nejednak bro j
kreacionih i anihilacionih operatora). Popravke energiji
sistema moZe da da tek u drugoj aproksimaciji teorije
perturbacije. Mi éemo se inberesovati onom popravkom koju
dobija elektronski sistem u slucaju kada fonona nema (po-
pravka u fononskom vakuumu)e

Tada nam nije potreban ceo hamiltonijan (II.l.l)
veé¢ samo onaj njegov deo koji sadr?i kreacioni fononski
operstor tJj.

ett
Ftnt ::————

N £

d +

F&3) 05z Oz £

_oll\/J

(II. 1. 3)

Na osnovu opste formule teorije perturbacije po-

pravka koja se dobije u drugo] aproksimacijl ima oblik

SH Z <nIVImS niVin

n— Lm (IT. 1. 4)

gde Je:

| nd> = poletno stanje

|m) - intermedijalno stanje
v - perturbacija u nasem slucaju digg
En - energija pocetnog stanja
E_ = energija intermedijalnog stanjae.

m
Mi éemo razmatrati slucaj kada se u pocetnom sta-

# *
nju nalazi jedan elektron sa impulsom K i nema fonona niti



- B0

- d a v
elektrona sa impulsom X - q. ZnacCi:

Imy=105 SLEY108 >

oCigledno Jje da Jje energija ovog stanja

En___éz (II. 1. 6)

Na osnovu strukture hamiltonijana (II. 1. 3) vidi

¢II. 1. 5)

se da mas on prevodi u stanje u kome se nalaze Jjedan fo-
P
non sa impulsom q , jedan elektron sa impulsom K - @ i

- e
nema elektrons sa ilmpulsom K. Znacis.

>S5 >l08 DU > az. 1. 7

Energija ovoga stanja je:

- 62--{ .\.'\"\\OE" (II. 1. 8)

U formuli (II. 1. 4) mi éemo izvrsiti usrednja-
vanje samo po fononskim stanjima dok éemo elektronske
operatore ostaviti ne usrednjene. Tada brong postaje
operator SH u elektronskom podprostoru.

(¥)
U skladu sa ovim, posSto Jje .@ IO >=\Of >

mo%emo pisatil

mlHe [nd =) FRA), ;0
Kq

Posto Je

<nlVIm> =dm|vimD”

mo¥emo, na osnovu (II. l. 9) pisati:

(IT. 1. 9)
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<hlHin | >—+Zk )0 Az

=y =y

K'q CILGLaN10)

Na osnovu (II. 1. 6) i (II. 1. 8) imenilac izraza (ITZ.1.4)
postaje C',;—(SE-E{ —-l;'wzi’ .

ZnaCi u drugoj aproksimaciji teorije perturbacije
elektron - fonon interakcija izaziva elektron — elektron

interakciju sledeéeg oblika:

A —_ e
SH.AS FRTIFRT) oo m o Qe
. Cg ~&r-g -hidg Tl T

-

=
-0}
A=

(IX. 1. 11)

U poslednjoj sumi ograniciéemo se samo onim delovima koji
mogu biti dijagonalni, a to znali da éemo zadriati samo

onaj deo sume u kome je K'= f i E‘: El'. Onda dobijamo:

o=t ST PR 0y O

N 77 Cr-Erg -hVT (II 1, 12)

Ako u izrazu (IX. l. 12) ispermutujemo dva srednja opera-

-+ + = @ 5 .
tora a3 ak—ﬁzl_aﬁ;ﬁaﬁ;a i odbacimo kvadratni deo koji

dolazi od jedinice formula (II. 1. 12) postaje

A — - =, 2
OHge_ 24 1151 | A Qpz Oz
NEZE{’ &z ~Erag U E (IT. 1. 13)

Ako iz sume (IX. l. 13) izdvojimo samo one ¢lanove za koje

Jje EEZE’ formula (II. l. 13) postaje:z
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8(5‘_101)'—‘ fal Z\I@ZZF)IZCC—K' Q}Z ELeAok,
e h Wik (ET.. To: 143

Kao Sto vidimo elektron - fonon interakeija dovo—
di do efektivne elektron — elektron interakcije za elek-
trone sa suprotno usmerenim impulsima koja je odbo jna.
Na osnovu nase premise (a) uzrok pojave otpora je posto-
Janje hamiltonijana (II. 1. 14). Na osnovu premise (b),
posto se zna da otpora nema u elektronskom sistemu se mo-
ra pojaviti reakcija koja tacCno kompenzuje ono $to do ot-
pora dovodi. Na osnovu formule (II. 1. 14) oc¢igledno Je
da ta reakcija mora biti ista kaogkému) po velicini g su-
protna po znaku. Znali reakecija elektronskog podsi:tems

na elektron - fonon interakciju ima oblik:

8 _’_l_z IP(|<2|<IQ Q-kQ 0z
i

W2z (IZ, 1. I5)

1 ova reakcija omoguéuje kretanje elektrona bez otpora.

Kao sto vidimo formula (IX. 1. 15) je tacno ista
kao i interakeioni ¢lan Frelihove formule (I. 3. 3¢).

Kao Sto vidimo ovakav postupak u kome se kombinu-
Ju eksperimentalne ¢injenice sa teorijom mo¥e da nas do-
vede do istih zakljucaka kao i strogo teorijski prilaz
kakav je izvrSio Frelih. Mada izlo¥eni prilaz nije toliko
strog, on nam omoguéava da mnogo brZe dodjemo do ispravaih
rezultata 1 kao takav moZe da poslufi kao brza ocena fizi-

C¢ke situacije 1 u nekim drugim analognim slucCajevima.
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IT. 2. Prelaz na Pauli operatore u modelu Bardina, Kupera

i Srifera

Model Bardina, Kupera i Srifera detaljno smo anali-
zirali u letvrtom paragrafu prve glave i to u fermionskoj
reprezentaciji. Za nasu dalju analizu modela unog5o Jje bo-
lje preé¢i na Pauli operatora, Jjer u ovoJ reprezentaciji
termodinamicCka analiza modela Jje mnogo Jjednostzvnijae.

Hamiltonijan modela BCS ima coblik:

o [0 ) Ogl2) 6, ) O (42) | —

W(z,q”m}é“fz) O, ) 0 1) 7 (%)

(IIZ. 2. 1)

Veé prvi pogled na ova] hamiltonijan dovodl nas do
zakljuCka da se od fermi operatora at i a moZe preéi na
neke nove operatore koJji ée biti umnosScil para fermi opera-—
tora.

Ako uvedemo dva skupa kvantnih bro jeva i to:
=r-l

o
== 1 -K-3 (II. 2. 2)

onda je za ova dva skupa kvantnih brojeva celokupni fer-

mionski prostor sledeéeg oblika:

W = {10230 0o Mg 4200 S
[0z, 407 1210 0y ME,‘% Oz -4 >}

(IT. 2+:3)
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OCigledno je takodje da hamiltonijan (II. 2. 1)

ostaje zatvoren u podprostoru ?(4 ukupnog prostors QAZ ’

pri Cemu je'jfidato kao:

%i= {IOM O_;g,._l/2> , M-—i i 2 4——74’,—”/2 >}

(II. 2. 4)
Ako uvedemo sledeée operatore:

+

PK = d‘i Wz) d-:.z (‘4/?-)

Pz = Oz (1) O (1) (II. 2. 5)

onda se lako vidi da su oni u podprostoru %Q

%2: UOI_(" 12 {Z.-FZ','4/7.>/' M»IZ;"/Z O_.IZ"J/2>}

indenticki ravni nuli, dok u podprostoru %(4 nisu ravai

(I1s 2. 6)

nuli 1 delujué¢i na stanje iz ovog podprostors uvek daju
stanje iz tog istog podprostora. Takodje je ocCigledno da
u podprostoru 7{4vaﬁi sledeéa relacija;

", 1) Oz U= Oz (4502 (A1)

< (II. 2. 7)

Ako formiramo operator P;?k, onda sledi:
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+

= Qi (42) Gz (112)

(II. 2. 8)

PoslednJi stav ove relacije dobijen Jje na osnovu c¢injenice
da je operator(1&(4h>q&&1h\Cf}G%)(jz(4h) indentic¢ki ravan
nuli u podprostoru ¥,. Na osn;vu (II. 2. B)'4d (I1. 2.7}
oCigledno sledi da Jje u ;Mi

0, W)y )= O L] O (Ao < R

(II. 2. 9)

Posto nas hamiltonijan HBOS’ ne izvodi iz pod-
prostora 70 i po3to su operatori P ravni nuli u podprostoru
U+ mi se u daljoj analizi mo¥emo ograniiti samo na pod-
prostor Ha kome, s obzirom na (II. 2. 5) i (II. 2. 9)

moZemo pisati:

57 e + -
A =2\ P, P
% kg (II. 2. 10)
Za dalji racun potrebno je pronac¢i kakve konutaci-

one relacije zadovoljavaju operatori P.

Ako obrazujemo antikomutator:

X

Pi@ Pl = 2() Q% (-‘/z)cé—,zu/z) Oz Vfe) +
4 0 (2) O lR) O (1) O, [-) =

=K

_ o ()0, ) & Qg0 Q% ) -

K K
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- Ogl4) Oz (-44) O (1) Oz (4f2) —

_ Qg ) g, ) Ot (1) O ) _

= 440G ) Oz (1) =0 [4) Az (- ) - 4

Poglednji stav Jje dobijen na osnovu cinjenilce da
su operatoxﬂ.0:(4) Azl-Al) Q (] 2) 4z 1, ) )a*(/)Oa(/)C{Epuﬁ
ravaoi nuli u W4 idau 7'(4 vazi da Je C(-.U )q [4/,_) )Q{ !/)

Prema tome imamo:

(II. 2. 11)

PotrsZzimo operator P%.

2
R = Qg 1) Oz 11R) O (44) O (412)
ocigledno Jje da Jje u ?K1ovaj operator indenticki ravan nu-
1li, pa zakljucujemo:
2 + 2
SRR

K (ITe 2. 12}

Ispitajmo sada vrednost komutatora

P , % "
PR Byl (€27)

Ako eksplicitno ispiSemo ovaj komutator dobijamo:

Re 5~ B B Qg (-11) Oz ) O UR) O (- 42) —

-—

- qu' (Hz) 0\} U(l) Q—\'Z ("”2) &\2 (4(25 =



g gl

=Q—-.z(‘4/2)o-.z“/? 3 (12) G ;;.(4/2)

—e (/

—

0. G—E (—”/z) )C{—~ 4/2) //2/

ZnacCis

+ il
P'K’PE" —Pq’ Pz:O

(II. 2. 13)
Takod je:

R R R < Oglih) 0z () Cpl-ip) Oz (1)

R¥§ -

— Qwgl-112) A4 t)2) 4 [-412) O (1) =

=g ()% 2) Az (1) O5 (1) Qg 15 )z 1) D L)ty ) -0

Ako sve dobijene rezultate rezimiramo izlazi da

OPperatori P zadovoljavaju sledeée komutacione relacije.

[RR]=(1-2RR)G7 ;R R0

)
LPE,PE{] o [P;\ Pz:'] =0 | (II. 2. 14)

+ +
PLPe = G () Oplth) = O () Q. (-4h)
Operatori sa ovakvim komutacionim relacijama na-

zivzju se Pauli operatori. Prems tome hamiltoni jan BCS mo-

dela moZe se 1zraziti preko Pauli operatora i on ima oblik
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u ovoj reprezentaciji koji je dat jednadinom (IT. 2. 10),
Ako Zelimo da izvr$imo analizu hamiltonijana
(II. 2. 10) sliéno onoj koja je izvriena u éetvrtom para-
grafu prve glave, mi treba jenom kanonidnom transformaci-
Jjom da predjemo od Pauli operators PE na nove Pauli ope-
ratore QE'
Lako Jje proveriti da je kanonicka transformacija

sledeéa:
P ={6;0z (4-Q; Q7)+6z Q, -0z G
(@,—g t w\?)z: 1

Ako (IT. 2. 15) zamenimo u hamiltonijan (II. 2. 10)

(IT. 2. 15)

dobidemo sledeéi rezultab:

- . + +
Wzy -W(EE) ( R - Qz Pe-Qr

H - Ho-\-Hq_-\-Hzo‘-l-Hznc/+H3+H'1 (m.2 ’C)
Moz 1262002 (6 +wz)—-§§%g?m (T.2.17)
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HE z Z; (6-1z fo7 Wy (R Ry /;ﬁ/gi%ez). (7. 2.2)
» W)
" :"Ai/EW(kq) Or Wz 6z 05 B R TP (o222
I

Kao sto vidimo kompletan hamiltonijan sistema sadr—
Zi Clan koji je linearan po Pauli operaztoru Qe Ovo znaci da
hamiltonijan nije kako se to kaZe "stabilizovan", Sto dru-
gim recima znaCi da mu energija osnovnog stanja nije dobro
definisana. Posto se u (II. 2. 16) nalaze proizvoljne fun-
kcije 64wWi mi ih moZemo odrediti tako da heamiltonijan
(II. 2. 16) postane stabilan, a to znaéi da ¢emo izjednadi-
ti sa nulom koeficijente proprocionalnosti ispred operators

Q+ i Q u hamiltoni janu Hl. Ovo nas dovodi do uslova:

(IT. 2. 23)

2Bz (O rz)iE wx - (Br —\oﬂ%zﬁfw&mm -0

Ako uvedemo oznaku:

A-,z=-@jw<z.a)m

i iskoristimo uslov (IXI. 2. 15)

(II. 2. 24)

(G Wz =1 (II. 2. 25)
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jednacina (II. 2. 23) svodi se na:

2F: {0z - (B -wk)Az =0

(II. 2. 26)

ReSavajuéi sistem jednaCina (II. 2. 25) i

(II. 2. 26) dobijamo:

1

Q; %(44._5—"&_) : wzz_z”_(j___}_>

JA}x‘&a VAz +€7

(IT. 2, 27)
posto je na osnovu (IIL. 2. 27)

G%Z-JUQE ::__iig————- ; éﬁjhzz ==j§_._ééji____
m VAZ +E¢

£ (II. 2. 28)

dijagonalni deo kompletnog hamiltonijana sz postajes

HZ‘A:ZZVE;‘FAZQ @E’_QZ t
74

y + 3 2 t
== Z f?_"—; i Az-‘z @g Q,g +Z l‘:;; + AZ Q——\Z Q_E
Y K

)

(II. 2. 29)

Kao sto vidimo dobili smo i1sti rezultat za spektar
elementarnih ekscitacija koJji daje i teorija Bardina, Xupera
i Urifera. Razlika se sastoji u tome Sto superfluidno kre-
tanje po ovoj slici ne vrSe dva tipa fermi pobudjenja veé

paulionska pobudjenja sa suprotno usmerenim impulsimae



s L

Na osnovu (II. 2o 24)’ (II. 2e 27) i
potpuno je ocigledno da se gep 432 dobija na
1 ima istu vrednost kao i u teoriji Bardina,

Srifera tj.

_iTH e
A___ZMIF ge e Wa*de

Konacan zakljuCak je da se rezultati

Kupera i Srifera mogu dobiti na drugi nadin.

(IX.. 2+528)
1sti nacin

Kupera i

(3T. 2. 30)

teorije Bardina,

Nacin koji je

izlozZen ovde matematicki je podesniji za analizu termodi-

namickih karakteristika superprovodnika, koju éemo izvrgi-

ti u sledeéem paragrafu.
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I1. B Temperaturska analiza spektra u Pauli -

reprezentaciji

Ako Zelimo da izvrsimo termodinamicku analizu si-
stema opisanog hamiltonijanom (II. 2. 16) onda treba da
ocenimo koji ¢lanovi ovog hamiltonijana daju bitne dopri-
nose termodinamickim veliCinama sistema. Lako je videti,
posle stebilizacije koju smo 1izvrsili u prethodnom para-
grafu da su to Clanovi H,y i Hye

Posto ovakav hamiltonijan ima smisla samo u uzanom
sloju impulsa oko granicnog impulsa fermi sfere PF, mi
éemo prethodno izvrsSiti neke aproksimacije koJje ¢e u mno-
gome uprostiti racun. Pbé#éemo od izraza za energliju ele-

mentarnih ekscitacija:

s =VFr+ % = \/[zﬁ: (‘<1'I<;)]3’ Az

(II. 3. 1)

Kao &to znamo (vidi I. 4), gep [\y slabo zavisi

od K pa moZemo pisabis

B oo [\ = comst (IT. 2« 2)

Osim toga

- 2.
t:;:;;/_n (€~ Ke) :Z_f-n (k+ke)H (K=1<r)
i koristeéi aproksimaciju

Kilegmlle 1+ A (K-Kex P (11 3. 3)
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mozemo uzeti:

Erz = Ue Pe

(IT. 3845

ZnaCi da Jje izraz za energiju elemeutarnih eksci-

tacija, koji éemo dalje koristiti

Erb = \/ﬁz/b;_*_ N = 6 = cowt

‘Pakod jer znamo da se interakcija W(k,q) zamenjuje

(II. 3. 5)

konstantnom vrednoséu W.

S obzirom na ovo, mozemo pisati:

62%::” Ay r__:A —é—:&?“ﬁ't
5 Ez + D¢ 2 & (II. 3. 6)

Tada moZemo pisati efektivni hamiltonijan:

e =0 (B + Bz (026 +Qz Gz

_%ZﬂW(\Zﬁ) 0z We O Wz (Q: Bz Q% Qﬁ'*@@‘k@;@
25
6: 25’<(1’ CQ CQqc) ==

,J—AQW’IZ(Q"Q@Q Q—v K -q@‘?>
. ==

Ka (XL, 3e-7)

Posto kao Sto vidimo, elementarne ekscitacije sa

pozitivnim i negativnim impulsima imaju sve iste karakte—

ristike dalje éemo analizirati samo jecnu vrstu elenentar—
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nih ekscitacija, recimo one koje imaju pozitivan impuls,.

To znaci da éemo ispitati termodinamidka svo jstva siste-

ma ¢iji Jje hamiltonijan:

(+) N ST Y *Q @ Q*
ey, = 6 Q@ - £ IN ¥ 2 &
< 247 (II. 3. 8)

Analizu hamiltonijana izvrSiéemo primenjujuéi me-—

tod funkcije Grina. Posmatraéemo funkciju Grina:

<< Q{S 'Q;'>> (II. 3. 9)

JednaCina za ovu funkciju Grina glasi:

E LGB0 < L (4-2G; G [05 K]
(XX.: 3. 10)

Treba odmah naglasiti da poSto u hamiltonijanu (II. 3. 8)
figurisu konstante € ,A 1 W to srednji broj pauliona

ne zavisi od impulsa, tJ.

—@%<Q§@5>=@ ) {Q Qry={ Q0 = ot

(II. 3. 11)

Posto Jje komutator operatora Qp sa Hé}% slede—-

¢eg oblika:

[Qx Hef}] Sapet Az\A/N{ZCZ;Q;Q;
]

Foaha's

(IT. 3e.12)
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jednaCina (II. 3. 10) postaje:

(F-€)& Qs Q= [t- 2405 Q] -
4 /’2<<@ (07 Qs | Q%D

Visu funkeiju Grina koja flgurlsév/vujdearac1nu

(IT. 3. 13)

Brascepiéemo' koristeéi Vikovu teoremu tje uzeéemo prib-

lizno:

KO 07 Q5105 > 287 07> K G51@5 > 4
(II. 3. 14)
+<@ Qz ><<Q 1O >> S

Zbog pojave kronekerovog simbola drugi ¢lan izraza
(IT. 3. 14) daje zanemarljivo mali doprinos pa dewo ga od-
baciti. S obzirom na ovo jednacinu (II. 3. 13) moZemo pi-

sati kao:

(E—<9)<<Q51Q%>>
L (1-24 05 Q5)) - L Gl Y ¢ GO

(II. 3. 15)

Ako uzmemo u obzir da <:Q6-Qq> ne zavisi od 4, i

takod je 1 Cinjenicu da se una osnovu relacija
N 7 — 3

Dp=d 2 WRANBW; i Bz o4 A
q

i ovde izvrSenih aproksimacija moZe uzeti:

A
W(?:—' = ZA (IT. 3. 16)

7‘4

&

T4
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Jednacina (II. 3. 15) postajes:

[E-(&-2 <aa>]4xzuygh_442<@@>

(IXe! 3e 17)

Pol funkcije Grina odredjuje energiju elementarnih

ekscitacija 1 ona je na osnovu (II. 3. 17)

2 i
Ezé_%g<@&>
(II. 3. 18)
Kao sto vidimo energija zevisi od temperature, Jer
srednji broj {Q'Q) zavisi od temperature.
Da bismo nasli srednji broj <fQ+Q> koristiéemo spe-

ktralou intenzivnost funxcije Grina (II. 3. 17)

i 2E o tedeien:

£
ee o J (IT. %o 19)

Na osnovu ovoga dobijamo:

Q@>/WHJ£ 1-2<dG>

(_09 -/ (II. 3. 20)

Sto posle sredjivanja daje konacno:

. 4
LA C-ZELQ0S

€ 2 +/ (ETag3 o021

Kao 5to vidimo za srednji broj pauliona dobija se
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implicitna jednacina u Wijod je 1 B= kBT. - temperatura
u energetskim jedinicama. Na ovom mestu zgodno je uvesti

Parametar ured jenosti sistema:

Gt ca Q>

(IT. 3, 22)
analogno ouome $to se ¢ini u teoriji feromagnetizma. Na
osnovu (II. 3. 21) i (II. 3. 22) mo¥emo napisati sledeéu

jednacinu za ¢ .

b=t hyp o ()
Cf {Z@ Z{@ (II. 3. 23)

Formulu (II. 3. 18) mo¥emo izraziti preko & na sle-

de¢i nacin:
——— Smm— == (4 )

Analizu ovih formula 2zvr$idemo u oblasti visokih

(II. 3. 24)

i niskih temperatura.

a) Niske temperature.

Na niskim temperaturama parametar ured jenosti
blizak je jedinici. Koristeéi ovu ¢injenicu izvrsidemo ite—
raciju formule (II. 3. 23) i paralelno pisati rezultate ko-
Ji se dovijaju za energiju prema formuli (IT. 3. 24).

Ako uzmemo da je u nultoj aproksimaciji

(o)
i
Z’ Tl (II. 3. 25)
onda Je

(0]

E = Cf (II. 3. 26)
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Ovaj rezultat odgovara spektru koji se dobija na
apsolutnoj nuli. U prvoj aproksimaciji (zamenjujuéi vred—

ol
nost ¢ =4 na desnoj strani jednacine (II. 3. 23) dobijamo):

(4)
Z) :i;)_é_:- (II. 3. 27)
2 ©
Ovoj vrednosti za ¢ odgovara, prema formuli (II. 3. 24)

popravljena energija

B aR o )

20 (EL&%3. 28)

Posto funxcijafﬁié. sa porastom & opada 0d 1= 0
e
ocigledno Jje da energija elementarnih ekscitacija opada sa

porastom temperature.

b) Visoke temperature
U oblasti visokih temperatura parametar uredjenosti

se moZe napisati u obliku:

7j=7fA(X+41) (1I. 3. 29)

gde Je:

ST ' e X
T i e at. 3. )

Velicina y Jje mnogo manja od x Jjer u oblasti vi-
sokih temperatura parametar uredjenvstli postaje blizak nuli.

a ogsnovu formule:

X ihy
ﬂ’“*”*% thxthy (IT. 3. 31)

moZemo pisati:

A _ 4+t ; {o-th X1 ty=thy | 1,4t

- e ——

Gt e
b oelt (ITL3; 3a)
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Pogle prostih trausformacija dobijamo:
Oo
1 Z T4a\"
Z—:———[{l-li{ - ()("_L—o\
A

Ako se ogranic¢imo linearnom aproksiwmacijom po ma-

(II. 2. 33)

lom parametru to i iskoristimo aproksimaciju:
t
1l

ty-thy = =R 259 (II. 3. 34)

formula (II. 3. 33%) postaje:

Ak i 4%
_5_1:[4 (/1 t)4_ 20 (II. 3. 35)

Ovu jednacCinu resavéemo metodom iteracija.
Ako uzmemo da Jje u nultoj aproksimeaciji

2)/0): 'Z'_o

onda u sledeé¢o] aproksimaciji dobijamo

—"’—[4 (4- f)zwj

b i 16 1

PR R ) A

- (4 t )ZCA (II. 3. 36)

Ako jos izvr3imo aproksimaciju:

to=thX =X = g(% (II. 3. 37)

dobi jamo:

2 4&2 l’]
2 g{% [4+25@ (25@)
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2 2\ 4
Zaneu?ﬁ(ujuéi 1zraz (§_:_é_ ) imamo:
2E0
2

o CBUL Bl 4
O |- (II. 3. 38)

260
68

Ako uvedemo kriticnu temperaturu na kojo] parame-

tar uredjenosti dobija singularitet

7 x
@C—ZAE_’ (II. 3« 39)

izraz za & moZze se naplsati kao:

( C- @C> AL (IT; 3. 40)

Kso sto vidimo parametar uredjenosti superprovod-

nika ponas$a se analogno magnetnoj susceptibilunosti tj. po
zakonu koji predstavlja analogiju Kiri - Vajsovog zakonas.
To zna¢i da je fazni prelaz iz superkonduktivnog stanja u
stanje obicne provodljivosti u stvari fazni prelaz druge
vrste.

Kombinujuéi formule (II. 3. 24) i (II. 3. 40) za
energiju dobljamo izraz:

Eh 2pat s A 4 A-507
6 - Qc (II. 3. 41)

kao §to vidimo i1 energija ima singularitet za @-=<9< .

Veza izmed ju kriticne temperature 1 superkondukti-

vnog gepa (\ data je sa

ec-: Az (II. 3. 42)
QR + O
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Ovu formulu moZemo analizirati u dva granicna slucajae.

U prvom granicnom slucaju predpostaviéemo da je

pc UF>>A (II. 3. 43)

tada se formula (II. 3. 42) svodi na

AW _ A
C% ”ZQU? (II. 3. 44)

Kao &to vidimo Bc¢ Jje veée i superprovodnik ostaje
superprovodan do visih temperatura ako je gep vec¢i a de-
bljina impulsnog sloja PG i brzina elektrona na Ifermi
sferi VF manji.

Razmotrimo sada drugi granicéni sludaj ( koji se u

praksi dosta retko realizuje ) & to Jje:

A>>PGUF (II. 3. 45)

Tada na osnovu (II. 3. 42) dobijamo

= (II. 3. 46)
Kao $to vidimo u ovom grsnicnom slucaju kriticna
temperatura ne zavisi od PG i VF veé samo od velicine
gep 1 to raste sa porastom gepae.
U owom graniénom slucaju formula za parametar uredje-

nosti, posto moZemo uzeti é"‘,\',A postajes

Aé B}
é:'é/).z_-é (II. 3. 47)

U oblasti visokih temperatura je =0 , pa se

B

b moye razviti u red:

th 0
Qe TN LR A A3
Jdi2@ 20 3(29)&

\

N

2

(II. 3. 48)
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Zamenom (II. 3. 48) u (II. 3. 47) dobijamo:

- (3BT (31
Sto se svodi na

Z) —_—\[ & \}_g_cm_ ft (ITI. 3. 49)

Odavde se lako vidi da Je:

[$8).

i na osnovu ovoga vidimo da je fazni prelaz u superprovod-—

o (II. 3. 50)

niku ustvari fazni prelaz druge vrste i da Jje u potpunosti
analogan faznom prelazu iz feromagnetne u paramagnetou fazu.

Izraz (II. 3. 49) graficki se moZe predstaviti na

sledeéi nacins

6 |

!
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e

G R RS L JEURCL A K

Osnovni rezultati ovde izvrienih analiza mogu
se ukratko izloZiti na sledeé¢i nacin:

1) Ocena moguénosti egzistencije superprovodnog
stanja, moze se izvr3iti daleko prostije nego s$to Jje to
Frelih ucinio u svom originalnom radu, 1 to primenom me-
toda teorije perturbacije. Ovo ima prakticéni znaCaj na=—
roCito u onim slucajevima kada do superprovocnog stanja
moze da dovede interakcija elektrona sa nekim drugim ele-—
mentarnim ekscitacijama, a ne samo sa fononima.

2) Nodel Bardina, Kupera i Srifera analiziran je
u novoj, paulionskoj reprezentaciji i ova Jje omoguéila
da se termodinamicka svojstva superprovednika 1spitaju
sa mnogo manje matematiCkih komplikaci ja.

3) Rezultati termodinamicke analize pokazuju da
se moze provesti puna analogija izmedju feromagnetika i
superprovodnika. Kod superprovodnika postoji analog Kiri
- Vajsovog zakona, a u izvesnim slucajevima i analog fa-
znog prelaza iz feromagnetne u paramagnetnu fazu. Bas
zahvaljujuéil ovim analogijama nesuml jivo Jje da fazni pre-
laz iz superprovodnog u norumalno stanje predstavlja fazni
prelaz druge vrste.

4) Sto se tiCe moguénosti realizacije visoko te-

mperaturskog superprovodnika, rezultati koji su ovde do-
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bijeni pokazuju da treba iéi na konstrukciju takvih ma-
terijala kod kojih zavisnost energije superprovodnil ek-
scitacija od velicine fermi sfere i velicCine Debajevske

frekvence treba da bude veoma slaba.
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MATEMATICKI DODATAK
Elementi teorije dvovremenskih tempersturskih funkeija

Grina

Funkcija Grina za dva operatora A(F,t) i B(Z,t)

definise se na sledeé¢i nacins

CAFHBRAY -0 1< AR L) BEY] >
Gl Lat 2 )

Gde simbol & .... > oznacava uredjivanje operatora
po vremenu i oznaku srednje vrednosti po Qibs-ovom ansam-
blu tj. al

SPFQ
<f}:j> 5; e- T o- BH
73:K5T ’ H - hamiltonijan sistema a 9({;—{‘) je Hevisajdo-
va funkcija, definisana na sledeé¢i nacins

' 1 zA >t

Olt-t)= {0 Rt L ¥ (4. 1. 2)

Diferenciraju¢i (A. 1. 1) Jjednom po t a drugl put
po t' i uzimajuéi u obzir da je izvod Hevisajdove funkci-

je 8 funkcilja dobijamo respektivno:
fl <<é(ﬁ,£)(é(z',w>>= S k-t [AREY) BITE] )
+e ) [dﬂntéh£]>

o LAFUIBELIY=-S )R L), BEREY D+



SR

+Blt-t) [AR L)L, BT ]

Na osnovu Hajzenbergovih Jjednacina kretznja ima—

Ly RG] o RO 5]

Ppa se poslednje dve Jjednacine svode:
tﬁ«ﬁ(ml (PS4 [R1F ) BEF i) +
L) [LAR], , BRI

(4. 1. 3)
Cd LRRY BAEID=-iSk-)< AR £ (4]
e
¢ k)[R, [BH], >

(Ae 1. 4)

1zrazi

oft-) |LAA] Bl vy
bopw-tC Ay, 811>
preastavljaju na osnovu polazne definicije (A. 1. 1) neke

nove funkecije Grina, tako da jednadine (A. 1. 3) i (A. 1.

4) glase:s

id LARDRFE)S = LS E-)KF-F)
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+ & [AR]. [BRE)Y

(Ao 1e 5)

10_?1_@ KARRBIRE)D - _LS(H-A)K(R-F) |

+ <<’§(Hﬁ)”_éﬁ]ﬁ’.'{ D4 (4. 1. 6)

gde Je:

K (\H_)'{‘)=<Uf\kﬁ,ﬂ, B (n t‘)] >

R L7

Ako 1zvrsimo Furije transformacije:
KARYREED - (d"PdE CAIED, 5
| )

P(R-R") _AE (-t
XQL (R-R") - AE (x-t)

K [ARJ[B(R H>> ga FdE < [AR] B, 5 x

AR [BAL, Y = _47711 (4PdE HI[B!Q]»E’E ‘
f



VE i Al AR R
{(n n)-(ﬂmgd P K(P) €
i E(t-t!)
). A (dEe’
St) = A f
-72D

i ovo uvrstimo u (Ae l. 5) i (A. 1. 6) dobijamo osnovni

sistem jednacina za funkcije Grina u obliku:

E<<H'é>2,s =2-7‘-'T K(B)+ &[AH] lé>>,_:,p*

(A. 1. 8)

EABY - L kip)- &RI[BA]D 5
Ra 7] | (Ko 12e.9)

—>

U ovim Jjednac¢inama P predstavlja impuls. U praksi se moze
koristiti ili jednadina (A.1l.8) ili jednacina (4.1.9), a
nekada je zgodno kombinovati obadve. Sam nacin resavanja
sastoji se obicno u tome da se funkcija Grina koja figu-
rise na desnoj strani jednacine (A. 1. 8) nekom opravda-
non aproksimacijom izrazi preko funkcije koja figurise na
levoj stranl jednacine (A. l. 8) i da se na taj nacin u
jednacini pojavi samo Jjedna funkcija Grina po kojoJ se
moze Jjechacina reSiti.
A A
Realni deo pola funkcije Grina({ﬂlﬁy%gxlﬁ}ravni
I

predstavl ja energiju elementarnih ekscitacija, a imagina-
rni deo pola u kompleksnoj ravni predstavlja recinprocno
vreme »ivota elementarnih ekscitacija.

0d interesa je da se definisSe spektralna intenzi-

vnost funkeije Grina((ﬂf&}{r} ona ima oblik:
=P
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Jipe =XEL Sie. £;)
st 1 (A. 1. 10)
gde Je: 9=[<B'T'

i EE - realni deo pola funkcije Grina.
Preko spektralne intenzivnosti moZe se naé¢i sre-
dnja vrednost proizvoda dva operatora po Gips-ovom ansa-—

mbilu i to na sledeéi nacCin:

e
<Bﬁ> —BB_— fy{p, R @9 1 CASELS T L)

Formula (A. 1. 11) omogu¢ava nam da bilo kakav problem
koji resavamo metodom funkcije Grina resimo u zatvorenoj
formi, tj. pored poznesvanja energije elementarnih eksci-
tacija 1 njihovog vremena zivota, mi na osnovu formule
(A.1.11) regulisemo i pitanje statistike elementarnih ek-

scitacija.
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