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Do sada ae 1sp1t1vana Boze kondenzaclja u sistemu Fren—

kelov1h eksmtona iu 31stemu eksitona Vaniae-Mota.Kako

su polarltoni blizZi realnoa slici optlékl pobudjenog
:;‘kristala,oéigledno Je d%_gha‘f

:1ma veci praktlénl znaEad.
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I OPTICKA POBUDJENJA U MOLEKULARNIM KRISTALIMA |

Il. Frenkelovi eksitoni

-«

Prve teorije optickih pobudjenja u kristalima dali su Frenkel
i Pajersl za molekularne kristale a Vanije i lot za poluprovodnike. |
Ovakva pobudjenja,koja su indukovana svetlo3¢éu nazivaju se eksitoni.
Eksitoni u molekularnim kristalima zovu se Frenkelovi eksitoni,dok
eksitoni u poluprovodnicima nose naziv Vanije-licta.U energetskom sm-

islu oba pomenuta tipa eksitona su veoma slicéni,jer im je energigja

-~
(iedy

reda velidine 3-5 ev tj.reda velicine vidljive svetlosti koja ih in-
dukuje.

Bitna razlika izmedju ova dva tipa eksitona je u velidini nji-
hovog rgdijusa,ukoliko ih shvatimo kao kvazilestice svernog oblika.
Frenkelovi eksitoni imaju mali radijus reda velicine nekoliko angs-
trema,dok radijus eksitona Vanije-llota moZe da bude i nekoliko mik-

ronae.

Eksiton Vanije-Mota nastaje tako Sto svetlost iz popunjene ele-

ina,, koja se po-
nafa kao pozitivno naelektrisanje,dok je elektron u provednoj zoni ne-
gativno naelektrisan.Ova dva raznoimena naelektrisanja privlace se
Kulonovom silom i dok je ona dovoljno jaka da ih drzi vezane u polu-
provodniku ne tele struja,veé se ovaj vezani kompleks elektron-,,su-—
pljina,, ponaSa kao neutralna celina.Ovaj neutralni kompleks pomera
se kroz kristal kao neki talas / kvazidestica/ i taj talas naziva se
eksiton Vanije-Mota.U sluéaju raskidanja Kulonovskih veza i razdvajaa
nja ,,Supljine,, i elektrona eksiton Vanije-lota prestaje da postoji,
elektron i ,,%upljina,, podinju da se kreéu nezavisno jedno od drugog
i kroz poluprovodnik tele struja,u provodnoj zoni strmja elektrona a

u popunjenoj struja ,,Supljina,, .
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Kod Frenkelovih eksitona svetlost takodje stvara elektron i sy ySuplji=-
nu,, ali ovaj neutralni kompleks ostaje na samom molekulu.Otuda eksi-
toni Frenkela imaju mali radijus.To sa druge strane neznaci da eksci=-
tacija jednog molekula ostaje lokalizovana na samom molekulu.Kad se jej

dan molekul u kristalu ekscitira to odmah izaziva promenu matridnih e-|

it Reaee

lemenata interakcije izmedju molekula i ekscitacija,usled ovog prelazi

na slede¢i molekul tako da se posle izvesnog vremena prenese na sve

,.?“u:pi?“a”),:r:

molekule kristala.Ovakav talas pobudjenja naziva se Frenkelov eksiton.

Frenkelovi eksitoni najcesée se javljaju u molekularnim krista-

lima.U molekularne kristale spadaju:antracen,naftalin,benzol u &évrstom

kb

AT

stanju i plemeniti gasovi takodje u &vrstom stanju.Molekuli ovakvih

{isieesd

kristala su jako izraZeni dipoli i zbog toga izmedju njih deluju sile

TSI TR
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dipol-dipolnog tipa.Potencijal dipol-dipolne interakcije izmedju mole-::

kula ima oblik:

o 2 T3 TR ¢ [13-(A-@)[Fw-(7-77)]
Vi lﬁ-_ﬁ?’_/m? =0 IGE Lt

I

&

gde je e-naelektrisanje elektrona, n,m - vektori kristalne resSetke a
Ty Ts - vektori dipola molekula na mestu & i @ u kristalnoj resSetci.
Kao Sto vidimo dipol-dipolna interakcija opada sa treéim stepenom ras-
tojanja izmedju molekula.Pored toga ova interakcija ima dva dela koja
su bitna i razlidita.Prvi deo zavisi samo od intenziteta rastojanja
izmedju molekula i ovaj deo se naziva analitidki deo dipol-dipolne in-
terakcije.Drugi deo zavisi od inteziteta rastojanja i od uglova koje
vektori-dipoli zaklapaju sa rastojanjem n i m i naziva se neanalitidki
deo dipol-dipolne interakcije.Ovaj naziv ,,neanaliticki,, doSao je'us-
led tog sSto Furije lik ovog dela interakcije zavisi od pravca prosti-
ranja eksitona,tako da za svaki pravac prostiranja eksiton ima druga-

¢iji zakon disperzije.Cesto se u radunima iz raznoraznih razloga neana-

1iticki deo zakona disperzije odbacuje i eksitoni dobijeni u ovakvo]
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aproksimaciji nazivaju se mehanidki eksitoni.Svetlost koja indukuje ek=-
siton u molekulu mbZe da izazove dva efekta.Prvi efekat Jje promena sta-
nja elektrona u molekulu s drugi efekat sastoji se u promeni stanja un-
utrasnjih molekulskih vibracija.Ove druge promene do kojih dovodi svet-g
lost manjih energija /infracrvena svetlost/ kolektivizuju se u kristalué
i ovakve kolektivne ekscitacije ponekad se nazivaju eksitoni Frenkela a
¢eSée vibronima.Dalja istraZivanja biée usmerena iskljudivo na diste ek;
sitone Frenkela tj.na one eksitone koji nastaju usled promene stanja e—g
lektrona u individualnim molekulima. £
Ako se ogranicimo samo na ovaj sludaj onda hamiltonijan molekula{
rnog kristala u odnosu na proces optidkih pobudjivanja njegovog elektro{
nskog podsistema moZemo da posmatramo kao hamiltonijan sa dvolestidénim

fermionskim interakcijama.U reprezentaciii dru e kvantizacije ovakav ha-
(&) :

miltonijan ima oblik:

H=2 Liy Qiy Qi+ 5 & Vi hihf) Qo Qg Qg Q. 112 |
gde 1 , %foznaéavaju évorg@gzreéetke, £,f,,£,,f,,f,, pretstavljaju sku—;
pove kvantnih brojeva koji karakteriSu stanje elektrona,Eif su energije;
elektrona u stanju f a Vvam / f,fﬁﬁ,£4/ su matriéni elementi operatora ?
dipol-dipolne interakcije po svojstvenim stanjima elektrona u izolova-

nom molekulu.Operatori a%y i Qny kreiraju,odnosno anihiliraju elektron j

na &voru n u stanju f.Ako sa HR oznadimo hamiltonijan molekula na mestu.

h,onda njegov svojstven problem mozemo zapisati kao:

A £ v
H 7= £ 113
{ ;
na osnovu ovog vidimo da su En energije izolovanog molekula,dok su fun-.

kcije)ﬁ svojstvene funkcije hamiltonijana izolovanog molekula.Matriéni

element interakcije dva molekula sa raznim nivoima ﬁ,f;f3f4ima oblik

it (i )= B 1 Vo g 4 A B B /14
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gde b7, 085 pretstavljaju elemente zapremine prostora koji zauzimaju
molekule na mestima 7 i m.Talasne funkcije Y jako brzo opadaju sa ras-!
tojanjem pa se integral / Il.4./ mo¥e shvatiti bez velike pogreske kao;

integral po beskonadnoj zapremini.

Pri daljoj analizi smatraéemo da elektron u molekulu moze da ;
se nadje samo u dva stanja,osnovnom +30y4 1 pobudjenom f.Ovakva Sema

naziva se Sema sa dva nivoa i ona Je opravdana ili u sludaju kada kri-

AT TR R

b 551

stal pobudjujemo monohromatskim fotonima ili ako fotoni nisu monohro-

e

matski,Sema je opravdana ako su ostali mogué¢i nivoi energetski jako

razlic¢iti od nivoa f.

a2

Razmatrati hamiltonijan / Il.2./ kao elektronski hamiltonijang
sa dvocesticnim interakcijama nije zgodno ni sa matematiéke tacke gle—?
dista a ni sa fizidke tadke gledista,jer fizidki posmatrano,eksiton
nije pobudjen elektron veé kvant pobudjenja molekula kristala.Zbog to-

ga se umesto Fermi operatora Qs uvode novi operatori Pi i to na slede-

¢éi nadin
Eg:’CL% Qo /%'=CZ%JC257 4 [0

FiziCki smisao novo uvedenih operatora je odigledan.Prema gornjoj de-

| P bR 5 T el i e s aeoc

. 4 . . . * - 0 5 3 . -
finiciji operator B;oplsuge proces u kome je nestao jedan elextron u

S

S
24

osnovnom stanju a ,,rodio,, se u pobudjenom stanju f.Prema tome opera-

Lavras
Cir

tor P+ kreira kvant pobudjenja sa energijom Ewy-£ze-Operator B opisuje pr-

i Lo

oces u kome je iscezao elektron u pobudjenom stanju f a ,,rodio,, se

i R
Toehond 4

p

3

u osnovnom stanju ,,0,,.Prema tome operator By unidtava/anihilira/ kva-{

TrE

nt pobudjenja sa energijom Epr-£7p . %
- . p? . 3 . o :
Operatorlfk:lﬁk.nemaau feemionske komutacione relacije a ni

bozonske i sa statisticke tacdke gledisSta pretstavljaju sredinu izmedju;:

Boze i Fermi operatora.Ovakvi operatori nazivaju se Pauli operatori. &

Komutacione relacije za Pauli operatore moZemo izvesti na osnovu komu-|.

tacionih relacija za Fermi operatore uz jedan dopunski uslov koji éde-



mo detaljnije objasniti.Ako je elektronu dopusSteno da zauzima svega

dva stanja ,,0,, i f onda zbog Paulijevog principa za svaki dvor re-|

Setke kompletan fermionski prostor izgleda ovako

W (b s e [16
/70 0,[ 2 /00 /,( = //7

Obzirom na definiciju Pauli operatora /Il.5./ lako se vidi da su oni
identi¢ki ravni nuli u podprostoru /Il.6./ $to znadi da ovaj podpro-
stor ne moZe uticati na fizidke karakteristike sistema,pa ga isklju-
¢ujemo iz daljih razmatranja.U podprostoru /Il.7./ Pauli operatori
nisu ravni nuli i Sto je jos vaznije,delujn¢i na funkcije iz ovog
‘podprostora oni daju funkcije iz tog podprostora pa je zbog toga is-
kljuéivanje podprostora /Il.6./ opravdano.Takodje je oligledno da u

podprostoru /Il.7./ vaZi uslov:

an/‘ an,( *ano Qip =1 LiE

Kombinovanjem ovog uslova sa poznatim komutac1on1m relacija-
ma za Fermi operatore,za Pauli operatore /Il.5./ dobijamo sledeée

St ek
[Pr,Pa]=(1-2P; By) S
[P, P] = F5Pi]=0 msn
i=Pi=0
PaBe=0piQer =0 ili f

Odavde se vidi da se za jedan ¢vor reSetke Pauli operatori ponasaju

kao Fermi operatori dok se za razlilite Cvorove reSetke ponaSaju kao '

Boze operatori.
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Ako u hamiltonijanu /Il.2./ uzmemo u obzir dinjenicu da in- E
deksi f,f, ,f, yf, yf, mogu uzimati samo dve vrednosti O i f,iskoristi-
mo definiciju Pauli operatora i njihove komutacione relacije dobija-

mo hamiltonijan sistema u paulionskoj reprezentaciji u obliku
o~ !

H=Eo+ AT F5 P+ 5 i PEP +

n nm 1

- I -i - - — i — - 1

+3 2 i (P Ps+ PaFi)+ 5 S PaPs P Ps 1110 |
nm 3

oznake su sledede:

¥ ) . ;
Eo = N[Eo+4 1, (00;00)] ‘v
A=Egy -Ero Vo (00, 00)+4 V6 (10:00)+5 Vo (01;10)
2o 55 =Viw (0,10)+ Vi (0f:01)

677 =V ({15 00) = Vs (00.41) A

20 = Vi ([{:4)) * Vi (00;00)- Vi (10, 01) - Vi (01:/0) k

Vol by )= 5 Vi (ddoh) 1111

E
Pri dobijanju hamiltonijana/Il.lo./ iskoriséena Je cinjenica da se
molekuli medjusobno ne razlikuju pa EAf i Eflo ne zavise od indeksa %ﬂ
reéetke‘ﬁ;Osim toga pretpostavljeno Jje da kristal ima centar inver-%i

£
zije i on se poklapa sa centrom inverzije izolovanog molekula pa su.g
zbog toga maticni elementi tipa: E
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Vin ((0:00) Vi (0£:00) Vs (00,40) Vi (00 0y)

- ——

hall0i00)  Ves (04,00) Vi HOH) Ve (04,40)

ravni nuli.
Bitna cinjenica koju ovde treba napomenuti je ta da pre-{

lazeé¢i sa Fermi na Pauli operatore,kzo Sto se vidi iz dobijenih fo-

S

rmula,veliki deo fermionskih interakcija je ukljuden u kvadratni

deo paulionskog ham cnijana.Fizicki to znali da smo ovakvim pre-

G SR L 2

laskom ukljudili interakcije destica u hamiltonijan gasa kvazides-

tica.Autor ove ideje je Bogol jubov,sam medot se zove medod pribliz-;

Tl e i i

ne druge kvantizacije a njegova fizidka suStina Je zamena sistema

ih Cestica sistemom slabo intereagujuéih kvazides-i

tilcae

-

Sledeli korsk u analizi je zamena Pauli operatora u hamil

tonijanu /Il.l0./ Beze operatorima B'i B po pribliZnim formulama.

P=B: P=8; P P =B} By 7112 &

Treba odmah napomenuti da prosta zamena Pauli operatora Boze opera-i

BiES G Lil o 5 et o AR

Ty

torima unosi u radun izvesnu gresku koja je utoliko manja ukoliko i
Je broj ekscitiranih molekula u kristalu manji.Tadna formula za pPr-i

elaz sa Pauli oSerltora na Boze operatore ima oblik:
= v (-2)’ 7 a8

{*Z) +V v 712 Z) :v v :

F1 =[[ : Bn‘ 7 Bn"‘ B [Z (V)7 5/) 'B/)_/

- i (-2)Y ptvee et
les AL (1:))7. L7 =7
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Ako poslednji deo formule/Il.1l3./ razvijemo dobidemo:

P Pr S-B5 B Bi Bi =Ms -Ms (s -1)

33 8;t
i na osnovu ovog vidimo da broj pauliona FP dobija pravitne vredno- E
sti 0 i 1 samo dok je broj bozona ravan 0,1 i 2.Veé¢ za N-3 dobi jamo i
nepravilan rezultat za broj pauliona P'P.Na ovaj nacin ilustrovali

smo gornju tvrdnju da je zamena Pauli operatora bozonima po formuli

/I1.12./ dobro samo dok je broj bozona mali tj.dok je sistem slabo
ekscitiran.Zbog toga se metod pribli¥ne druge kvantizacije sastoji

ne samo u zameni Pauli operatora bozonima veé i u odbacivanju svih

¢lanova Cetvrtog reda po Boze operatorima.Odbacivanje &lanova detv-
rtog reda je nuZno,jer su prve korekcije koje dolaze usled razlike
izmedju Pauli i Boze komutacionih relacija detvrtog i visih redova

po Boze operatorima.

A B | i Rk

Na osnovu ovog,hamiltonijan metode pribliZne druge kvanti-

zacije za eksitonski sistem ima oblik:
e J Lo b
HECoude 5L B Tl B B it
7 am

+4 2 B (B Bi + B B7) [ 114

Posle Furije transformacije Boze operatora

ST A e [ 175
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Ovako dobijeni hamiltonijan moZe se dalje dijagonalizovati prela-

-t
skom na nove Boze operatore Bk na sledeéi nadin:

+
Bp=lbr + W

i
By =Ur by + Vi by I117

Transformacione funkcije Ui W; su po pretpostaveci parne i realne.
Da bi i b bili Boze operatori na funkcije UiV treba postaviti ta- |
kozyani uslov kanonicnosti transformacije.Ako obrazujemo komutato

operatora B'i B na osnovu f‘ormule /I1.17./ dobijamo:

[Br,B:] =Ur [z, b55] + ViE [by, b3 ] +

* Ve ([l b [ 2]

Da bi b6 bili Boze operatori mora biti:



gy
P!

[b;;bk‘] R / [b-}; b‘;./::-/
ZQQ(,ZLj/ =ZQQ},¢Q&/==C7

Kako je /B:8:]={ wuslov kanoniénosti postaje

Ur-VE <1 7118

zamenom/Il.17./ u /I1.16./ dobijamo

H=Cot LIV (8247)+ Uy Ve 7] +

L8 G (UEHVE)+2 e Vo 18 ) b +

i anLe)e Ve 405 (U s b tety) 1209

Da bi se oslobodili nedijagonalnah &lanova proporcionalnih4555+b;ér %

izjednacdiéemo koeficient koji stoji uz njih sa nulom.Tako dobi jamo: |
(Afa(z)%% 5 /% 44”){/_0

e = Vst

ReSavajuéi ovaj sistem jednadina imamo:



- 1] =

_/ ﬁ; ] é/-z'f' /2 L % *0('}
Z WA*&')Z-K:,;“- : 4 Vk V(A"‘O(:‘)z—ﬂz" [120

Zamenom ovih rezultata u izraz /I1.19./ dobijamo dijagonalizovan

eksitonski hamiltonijan u oblilku:

— / 77 )2 Z 7
HeCor7 § (e ETaF -2 -4} »

4 ;VKA“G)‘%Z* b by LL2E

Zekon disperzije za eksitone dobijamo:

Napred je napomenuto da je 4 reda velidine nekoliko

ev-a,dok su o i /3 0,1-0,01 ev.Na osnovu ovog moZemo koren u for-

muli /Il.22./ razviti u red.

Le (k) =|fa+Z]-aF = (1 w)//-

(A+d7)E og)‘
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ZnaCi,pribliZan izraz za energiju eksitona glasi:
Eglk)= A+dp-5X ; 1123

Da bi smo jos odredjenije upoznali karakteristike eksitona mi ce mo |
pretpostaviti:

a/ da jelzi}iJGI bitan samo analitidki deo operatora
dipol-dipolne interakcije,

b/ da je aproksimacija najbliZih suseda dobra aproksima-}

cija, . i

B

c/ ogranidile mo se na oblast malih talasnih vektora i
d/ posmatradéemo kristal proste kubne strukture.

Na osnovu a,b i d imamo:

o(::' =206N(cos,</xa * COSk,Q + COSk, Q)

(B¢ =20 (coskya » coskya + coska)

.

gde suof i B¢ matriéni elementi interakcije za najbliZe susede i

a konstanta resetke,dok na osnovu pretpostavke /c/ imamo:
ol = 6L ~L A%
5 2
2 260-0ak

ako poslednji izraz zamenimo u izraz za energiju eksitona dobi jamo: &

i ke S YR o Al b o
Lglk) = 4 6L |05 s Lak + 2528 o g

i ako se zanemari ¢lan proporcionalan K*:

A



m»."ud_-k. g Esse v v

-i12 -

Eolk) = A+

A2
2m*

e 7 15 * = :
Zﬁ =:Z&i'65("73“ ) m :=—JZQ£ZZ‘%F%) 1’1224

Odavde se vidi da se eksiton u oblasti malih talasnih vektora po-
ﬁz

15 2at (L - 4f)

ri¢nog elementa « zavisi dali ée eksiton imati pozitivnu ili ne-

v v 4 il P
nasa kao Cestica sa efektivnom masom /) =~

«0d znaka mate<

gativou masu ili drugim reéima koristeéi se terminima klasiéne op-|{
tike,da 1li ¢e svetlost u kristalu imat@ pozitivnu ili negativnu

disperziju.

U sludaju da je <O eksiton ima pozitivnu efektivnu ma~|

su /pozitivna disperzija/,dok za Z;O’eksiton ima negativnu efekti-

vou masu /negativna disperzija/.Grafilki se ova dva sludaja mogu

pretstaviti ovako:

Eolk)) ‘
&
6@
4 A

k"

O

Na kraju treba napomenuti da eksiton ima,,gep,, zakon
disperzije.Fizidki smisao ovog ,,gep,,~a Je oligledan:to je ener ?

gija pobudjivanja izolovanog molekula.
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I2Polaritoni

Do sada su analizirane elementarne optidke ekscitacije
kristala /eksitoni/,&iji Je karakter definisan iskljudivo hamilto-‘f
nijanom kristala.U praksi,ako osvetljavajuéi kristal stvorimo eksi ﬁ
tone,moramo voditi raduna i o svetlosti /poljufotona/ koja stvara
eksitone i o interakeiji izmedju stvorenih eksitona i upadne svet-
losti«Znadi, kompletan i najopStiji prilaz problemu optidkih eksci
tacija u kristalu zahteva analizu sistema Eiji se hamiltonijan sa- ;
stoji iz tri dela i tothamiltonijan kristala,hamiltonijan polja 5
transferzalnih fotona i hamiltonijan interakeije izmedju veé stvo-?l

e
&

ey

renih eksitona i fotona koji i dalje padagu na kristal.

sperzije jako slicnogzakonu disperzije za eksitone,nadjen je jo$s
Jedan zakon disperzije koji eksitonska teorija nije mogla da objas ?%
ni.Ove druge kvazilestice bile su po svojim osobinmama vise sliéne
fotonima nego eksitonima.

Prvu ideju da Jje eksiton suviSe idealizovana pretstava
za opticke ekscitacije u kristalu dao je 1956 godine Fano.Bodine
1957 Hopfild je doSao na ideju da umesto eksitona i fotona u kris- ?
talu postaje neke hibridne ekscitacije koje su u najgrubljim crta—ij
ma refeno smesSa eksitona i transferzalnih fotona.Agranovié je 1959
godine dao konaénu matematiéku teoriju ovih hibridnih ekscitacija E?
i nazvao ih polaritonima. |

I danas u literaturi eksitonski i fotonski sistemi posme 53
atraju se odvojeno a interakcija izmedju njih smatra se za malu pe
rturbaciju.Ovakav prilaz je pogreSan iz dva razloga:

a/ interakcija izmedju eksitona i fotona u najveéem bro-‘?;

Ju slucajeva Jje istog reda velicine kao i energije samih eksitona

i fotona,pa se zato nemoZ¥e shvatiti kao perturbacija,
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,b/ ovakav prilaz je uvek nailazio na tesSkoée u domenu eksi-
ton-foton rezonance,jer su se u ovoj oblasti pojavili singularitet:
u svim fizickim velidinama koje karakteri3u optidke pojave.Ovi sin-
gulariteti otklaﬁjani su uvodjenjem dopunskih uslova koji su,od au-
tora do autora,uzimani dosta proizvoljno.

Zbog tog je neophodno da se pri analiziranju optiékih feno-
mena predje u tkz.polaritonsku reprezentaciju,jer samo u tom slué&a,
Ju sve napred pomenute teSkoée otpadaju.Kompletno i realno opisiva.
nje optickih pojava u kristalu zahteva analizu hamiltonijana koji

se sastoJji iz tri dela:

/7/::/7245 *.%£®t » /7Qnt .[42.1

gde je Heks-hamiltonijan eksitona,koji je detaljno analiziran u pr
ethodnom paragrafu i dat je formulom / Il.lo./.Hamiltonijan polja

transferzalnih fotona Hfot dat je izrazom:
—)
Hiot =é__‘ﬁc//</o(;j oL, . Ay

gde je C<brzina svetlosti,K-talasni vektor svetlosti,j-oznadava dve
transferzalne grane polarizacije:id@ i 4% su operatori kreacije i
anihilacije fotona sa talasnim vektorom ki polarizacije J.Treba
napomentti da je u izrazu /I2.2./ isputena energija nultih oscila-
cija elektromagnetnog polja tj.clan oblikazl-kgﬁC/[/ .

Najveéu paZnju,u ovom delu,zahteva o;erator interakeije i-
zmedju eksitona i fotona.Kako su eksitonska pobudjenja ustvari po-
budjenja elektronskog podsistema u kristalu,dok se polje fotona ka-
rakterife vektorskim potencijalom elektromagnetnog polja,jasno je

da se do hamiltonijana interakcije moZe doéi razmatranjem ponaSa-

nja elektrona u elektromagnetnom polju. s
7Y —in’
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Iz klasicne elektrodinamike poznato je da je impuls ]

elektrona u elektromagnetnom polju

-D_er7t
q=P-2) | 123
gde Jje 5-stvarni impuls elektrona,e-naelektrisanje elektrona a
A=vektorski potencijal elektromagnetnog polja.Na osnovu ovakvog

izraza za impuls energija elektrona u elektromagnetnom polju dat

Jje izrazom:

Le e = “mec AP+ Zm G A [24

2me  2me
¥\ ﬁz v o - C g ; (o S gl ez-"
Prvi clan.‘zﬂk usao Jje u hamiltonijan Hn dok treéi °1an5725

definise energiju tkz.,,plazmenih,, oscilacija i ovde nije uzet
u obzir,jer energiju optidkih sistema oditavamo od nivoa ysPlaz-
menih,, oscilacija.Prema tome hamiltonijan interakcije elektrona
sa poljem transferzalnih fotona pretstavlja élan.-ﬁéiyiaf.

U kristalu ovakvu interakciju vrsi svaki elektron na sva
kom ¢voru,pa se ukupan hamiltonijan interakcije dobija ako se iz

- - - . - \d -
raz tipa -”—f—c PA sumira po svim molekulima i po svim naelektrisa
e

njima unutar Jjednog molekula.
Hint ~—-Cm S B 125
& |

ovie O - pretstavlja bro] elektrona u molekulu.

tidmi fermiomski operator

-
-

: : 5
Tlebtmazas impals je Jednode:

m

i u skladu sa onim Sto je reCeno u prethodnom paragrafu moZe se

u reprezentaciji druge kvantizacije pretstaviti kao:

B=-it S5 b dT] Gam 126

Kako indeksi f, i f, mogu uzeti vrednost samo o i f to je olig-

ledno da se operator impulsa PA moZe izraziti preko Pauli opera-
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tora.Prethodno je potrebno izvrsiti Furije transformacije funkeija

stanja elektrona na sledeéi nadin:
*/;- / 3- */ ‘&é..-.
" =g ok 1% et
_.IQ_ f 3 he +('[./;.
}e; "/ﬂ;)%/d’éz ﬁ?z' € b

-
Nakon toga operator Pii moZe se napisati kao:

A
e

- o 2:.é2263%[ C)bﬁ [ 27
gde je:

di d d 8z 0 1ok, e %R 128

m (2/7/ ;P fhsid oy

Izraz /I2.7./ moZe se napisati u obliku:

—

2‘@0 Q,,OO,;O /ffanf s ‘4 0 0

o

Q\gUl>

D 20 ./0. 7 31 B 0
/Ofaﬁ'a 5’[‘/22)+(4f 00)/ZD ;;-*@ ”@’D

Prilikom zamene u hamiltonijan interakcije ¢lan proporcionalnosti

5; daje konstantnu popravku energije pa se ne izima u obzir,dok &-
lan proporcionalan ﬂ%l~£L) odgovara procesima slepljivanja ili fa-
zgradjivanja elementarnih ekscitacija.U daljem radunu zadrZavamo
se na procesima rasejanja ekscitacija,tako da ovaj ¢lan neéemo u—f

zeti u obzir Jjer on ne opisuje takav proces.
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Prema tome,uzimajuéi da Je J@ %} sefektivni izraz za
operator impulsa moZe se napisati kao:

—

- 75

iz teorije kvantovanja elektromagnetnog polja znamo da'je

/297

25k 7. [ Y s '
f SET o (o ) e /27
Ako u /I2.9./ izvrSimo Furije transformaciju Pauli operatora

-ikn
&

x4

1)
T %

t

/L'.?.+ %/—(’Ze e*i[/:).

0 1 21f

zatim kombinujemo formule /I2.5./,/I2.9./4/I2:l0./ i /I2.11l./ do-
bijamo:

Hznz‘

I

& S Ty (ol J B P 1212
gde Je:

e

YRaE | [PEAN e D
Sdr =-52 2N 2 218

-
) [ ’ ’ -
Velidinu $% zvaéemo dipolni moment prelaza u molekulu.

Na osnovu formule pomoéu koje se prelazi sa Pauli na Boe
ze operatore

/2 =55 “Bf; 55 B

posle Furije transformacije operatora PA i Bn dobijamo:
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%_E*B'B*-Z+j [2 14
odnosno '

+ LA 4 23+ T :
A =B = +~9+7 B B; 2.03
o R N ,2%;- 8 '24 -22 4 -f,_ [
Ako se ogranidimo samo na prve &lanove gore navedenih formula i ﬁ
njih zamenimo u /I2.12./ i pretpostavimo da eksiton interreaguje

samo sa jednom fotonskom granom dobiéemo -hamiltonijan interakeije

eksitona i fotona u harmoniskoj aproksimaciji:

it = & T (Bi ol +of Be+ B o +oL 3 Br) [216

gde Jje:
le=8 6 1217

Treba napomenuti da eksiton interreagije samq sa jednom
granom fotona ako vektori ﬁ% i & le¥e u ravni na koju je drugi
vektor polarizacije normglan.U praksi je ovo najéesée kod kristale
naftalina.Zamenom operatora Bk po formulama /Il.17./ hamiltonijag
/I2.1./ moZemo napisati u obliku:

He FE, (6 b+ TE, )i
+2 ?% /B&-*o([ tlp B+ Bi ol + oL, B,;) 1278

gdle Jet

Lo (k) =V vz )57
£y k) =AC k|

A+-o(k
Pe=Gw Tk




Na kraju treba reéi da ovaj hamiltonijan opisuje harmonjjski pro-

ces u sistemu eksitona i fotona.

Hamiltonijan /I2.18./ treba dijagonalizovati i zato ga

pisSemo u pogodnijem obliku:

Heb Mobl by 5 K (BLI+b,b) 1220

gde Jje:

Mebal) M=) MM, -¢
N =0 Aé =0 | AézzAéfz (3
b’E ) bzfoé; [ZZ’

Ovaj hamiltonijan bi mogli dijagonalizovati na isti nadin kao i

ranijeyali bi nas to dovelo do mnoStva jednadina.Zato ée mo isko-
ristiti Hajzenbergove jednadine kretanja i izvr3iti dijagonaliza-
ciju po Tjablikovum,koja direktno daje zakon disperzije polaritona
Hajzenbergova jednacina kretanja za ma koji ermitski operator ne-

ke fizicke veliline glasi:

& [F K]

a kod nas ;
B (t) by H]o= g Mo b? SML6E 1222

time smo uveli nas hamiltonijan u Hajzenbergove jednadine kreta-
nja.Posto bsft)nije konstanta kretanja,prelazimo na nove ope‘ratore‘

Cg (t) sledeéom transformacijom:

bylt) = 2l Cu€ ™ 1 G 6] 1223
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Da bi transformacije /I2.23./ bila kanonié&na operatori
Ce 4C¢ ymoraju biti Boze operatori kao i operatori by, b JUslove ka=-

noniénosti transformacije izveSéemo za momenat t=o
»‘4-
- U Gy )
2
# * *
Z%'~;§;( s%'61‘+'2£5‘C;J

odavde

é;s, [ WNE Z (Ul (G, G+ Y U (GG S
UGN G U e (O G 2
Z/%GUSG. Vel s 224

C,G'=
2

6§(UG §6 %‘ 6’)

Osim toga

O-(4,4) Z[w/ccﬂ/ 16, G-
U U216 G U Y 1G]

Z

"'Z/Uss%: U Uis) S50 pa jes

(U Yy - Uy ) =0 1225

Relacije /I2.24./ i /I2.25./ nam obezbedjuju potrebnu kanoniénost

Da bi transformacija /I2.23./ imala inveznu transfo-
rmaciju i to analognu samoj sebi /to znadi da i u inveznoj trans-
formaciji funkeija U stoji iz operator istog tipa kao i u direk-

tnoj transformaciji/ treba postupiti na sledeéi nadin:

bs =g(((ss'c’ 66"0') b+ Z(Usa'C* 56" ')
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Prvu jednadinu mno%imo sa (4; a drugu sa -Z&: sdobijene rezu-
ltate saberemo i izvrSimo sumaciju po s na obe strane ovako dobi-

Jene relacije.Rezultat Jje:

LU -b) 2 G -]

6'<1

+ JZTCQI/ZT(ISG sa‘-' ; &£:27

ako uvedemo uslove

Z @ el [226

o7 /éé(,« ey ?4;)=0 1227

inverzna transformacija glasi:

(ot Z/é//; 9 k) 7278

Kao &to se vidi odavde ispunjen je polazni zahtev tj.na levoj st-
rani jednacine imamo anihilacioni operator C g na desnoj funkeija
U mno?i takodje anihilacioni operator b «Zamenom /I2.23./ u /1222‘

dobijamo:

2.1 e [E, - MUy M )]
G LYy - S MY Mo U]} <O

ako koeficiente uz operatore C i C'izjednadimo sa nulom i uzmemo

u obzir da su matriéni elementi Mss' i Nss& realni dobijamo

U= 5, (M Uy + Koy 94,)

si

2 1229
£4],- gw UM, %)

§to u razvijenom obliku glasi if}
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/VH 76 ! 12 ~26
*/44 16’LA42 26

Ako zamenimo vrednosti za Mss' i Nsg,te posle sredjivanja sistema

/I2.29./ sledi:

[E-E (@)U, - &l - 0Y,- B4, =

~Gull L L)l -
Ol + % U, +[E L @Y,
Bl + Ol + B U+ [ £+

16 26
% Y ™
£, ()Y,

1230

da bi ovaJ sistem imao reSenja razlidita od nule,moramo determinan-

tu izjednaditi sa nulom tj.
Lyt o
- % £i5Ly (@
0 ¢
% 0

kao resenje dobijamo bikvadratnu jednadinu iz koje se odredjuju

ednosti parametra E.Te vrednosti su:

0
s

E+Lo(®)
%

ey
0
Be
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O¢igledno,pojavile su se dve vrednosti energijeékz,koje pretstav;
ljaju energije dveju polaritonskih grana.Rezultat izvedene proce-
dure je da se hamiltonijan /I2.18./ dijagonalizuje po operatoriﬁa

ot i C i ima oblik:

H=2 600G G &0 G Gl 1232

Koristeéi se sistemom ;jednaéina /I2.30./ i uslovom
/12.264/ dobijamo eksplicitne izraze za transformacione funkei je

U i¥ koji glase:

J -2 B Ly (K) o
R

ERE e e
“he Eqliy k) Bs
2z E¢ (%) CU"

Y [E L k][ £ 17) 2
/2.33
/ S
25 /EMEM‘) 4 &z L4(R) t-1'
brby )] T [E Lo ] Ly W [GE T

£,=E & 5;552([)

PoSto su svi elementi Mss'i Nss' realni i funkcije{i ¥ su realne:'.'
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. Dobijene vrednosti za &® i &) pretstavljaju energidc

realnih optidékih ekscitacija u krlstalu-polarltona.Graflckl se to
moze pretstaviti na sledeédi i nadin

ol 21

Kao §to vidimo dve polaritonske grane & i &, se ne presecaju kao
8to to dine energije eksitona i fotona,pa zbog toga ako se kristal
analizira u polaritonskoj reprezentaciji otpadaju napred pomenuté

teskote povezane sa singularitetima u tadki preseka eksitonske i

fotonske erergije.




II BOZE-KONDENZACIJA U SISTEMU CESTICA I KVAZICESTICA

£l 1 oze-kondenzacija u tednom Hé

T s e € o #oe s G e G G Gme S Com Se ow Gmy Be e s s G s G G G G Gy G o

§

Superfluidnost je kretanje tednosti kroz kapilare bez trg-
nja.Ovu pojavu otkrio je 1939 godine Kapica.Kapica Jje konstatovao
da se tedni Hb kreée kroz kapilare bez trenja.Fenomenolosku teoriju
ove pojave dao je Landau a mikroteoriju Bogoljubov.

Objasnjenje pojave bazira na éinjenici da boze Zestice mo-
gu da popunjavaju kvantne nivoe sa neograniéenim brojem Cestica.Naj-
niZu energiju imaju cCestice &iji je impuls jednak nuli,a obzirom da
svaki sistem teZi da zauzme stanje najniZe energije,jasno je da i m
sistemu bozona najveéi deo Cestica ima impuls ravan nuli.Atom Hé im:
dva elektrona,dva protona i dva neutrona i svi ovi delovi atoma spa-
ruju se sa antiparalelnim spinovima tako da je ukupan spin atoma Jé-
dnak nuli,a to znac¢i da je on boze destica.

Posmatramo kolidinu tednosti &ija je masa M a brzina krej
tanja V,kinetiéka energija ove kolidine tednosti iznosi;’ :

Q ey |

f;.=§77 é?==/71/ 171{/ i

Ako posmatrana kolidina tednosti protile kroz kapilar,tare se o zi=-

dove i tako dolazi do trenja.Trenje o zidove stvara dodatnu energif

Ju tj.u telnosti se javljaju kvanti energije trenja ili kvazidestice
Kinetidka energija tednosti,ukoliko nema trenja,data je formulom

/II 1.1./.A obzirom da postoji trenje energija kolicine teclnosti k#(

prodje kroz kapilar mora biti manja od Ek,jer deo energije odlazi é#

trénje.U ovom sludaju kad postoji trenje mora biti 53

£< £ r12

E-energija teénosti posle prolaska kroz kapilar.Kao Sto smo zaklju-

¢11li da se tednost tare o zidove suda i da se usled toga atomima
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molekulima menja energija a da bi to objasnili pretpostaviéemo da
56 u tednosti pojavljuju elementarne ekscitacije.Posmatraéemo naj-
prostiji sludaj keda se u tednosti pojavljuje samo jedna elementa-

§

rna ekscitacija sa impulsom P i energijom &7

-[é?*/ﬁ/* 4l gL P o
k" PZM*ZM rgpp s = byr VP &

Poslednji &lan se moZe zanemariti,jer je masa koliline telnosti M
reda velidine 1 gr. a efektivna masa elementarne ekscitacije moZe
da bude reda veliline mase atoma u na@boljem slucaju.Posle ove ap-

roksimacije sledi:

— -
£l e VP& 13
U sludaju kad postoji trenje mora biti na osnovu /IIl.2./ £-£,<0

te iz formule /IIl.3./ sledi uslov za postojanje trenja telnosti

sa zidovima kapilara

V’/7*'é};<<(7 : 14
Najpovoljnijé sludaj za egzistenciju trenja je odigledno onaj gde
su vektori P i ¥ suprotno usmereni.Uslov zé postojanje trenja glaf
sit

Epk Plic OiEP=| PlSiis Vs V]
AL Es

y- R4 15
V je ovde kao intenzitet vektora pozitivna velidina i nemoZe blti
jednaka nuli.Kao $to smo rekli relacija /IIl.5./ Je uslov da pos-‘

toji trenje u tednosti,njoj suprotna reélacija

¢z |
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pretstavlja uslov da se tednost kreée bez trenja.Kao uslov za kre-

tanje tecnosti bez trenja obidno se uzima

min -%’3>0 /16
Ovde se uzima mimimum da bi uslov bio nezavisan od impulsa,dok zbog
proizvoljnosti brzine na desnoj strani moZe se staviti i nula,&ime
smo samo opravdali ¢injenicu da minimum fazne brzine elementarnih
ekscitacija more biti pozitivna velidina.

Prema tome tecnost ée se kretati bez trenja tj.postojade
fenomen superfluidnosti,samo u onim sluéajevima,kad se usled trenja
u tecnosti pojavlijuju takve elementarne ekscitacije &iji je minimum
fazne brzine pozitivna velicina.Tada elementarne ekscitacijelsluéé
teCnosti kao izolacija od zidova suda.Kao 8to je veé redeno pojava
superfluidnosti otkrivena je u ﬁeénom He ¢iji Jje ukupan spin nula,
dok izotop helijuma Hé &iji je spin.‘gl nije pokazivao superfluidna

svojstva.
Fenomen superfluidnosti objasnio je Bogoljubov bozonskim

karakterom atoma He.Polazne ideje Bogoljubova bdhiraju na dvema fi-
zi¢kim ¢injenicama:

a/ u Jednom kvantnom stanju moZe da se nadje neogranide-
no mnogo boze destica,

b/ postojanje opste teZnje da sistem zauzima stanje naj-
niZze energije.

Iz ovog sledi zakljudak da atomi Hé sa kinetidkom ener=-

-

2

2m #
- J‘ - ;

odgovara impuls ravan nuli.Ta ¢injenica da gotovo svi atomi He ima-

gijom zauzimaju skoro svi stanje najniZe energije,a tom stanju
ju impuls ravan nuli uslovljena je njihovim bozonskim karakterom.
Ako sa N oznadimo ukupan broj atoma He u sistemu,a sa No broj atoma

koji imaju impuls ravan nuli onda je

Ko =4/ i |
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Tacnija relacija ima oblik:
N=b b+ ‘Zb*b‘~ Zb*b*

Ky =44, 35 bibs << bl A, - 18

é;ég -~ bozonski operator broja atoma He koji imaju impuls ravan

; nuli |
&ééW‘-brojratoma He &iji je impuls razlidit od nule.

Bozoni koJji se nalaze u stanju sa impﬁlsom Jednakim nuli;na-

zivaju se kondenzantni bozoni a svi zajedno obrazuju tkz.Boze-kon-
denzaciju.Dok su bozoni sa impulsom razliditim od nule nadkondenza-

ntni bozoni.Hamiltonijan ovakvog sistema tj.sistema atoma He shva-

¢enog kao sistem bozona sa dvodestidnim interakcijama u reprezenta-

diji druge kvantizacije moZe se napisati kao

/L/ ;2”7 b b Z/‘/i,‘z W(P ﬁ) ) P, ju{,i{d,’ /19 A‘

gde je m masa atoma He, u/ﬂ§-£? Furije lik interakcija.izmedju he=

&

1lijumovih atoma.
Pre nego 8to analiziramo hamiltonijan /IIl.9./ treba izvrditi jed-
nu aproksimaciju koja se zasniva na ¢injenici da se skoro svi atomi

Hé nalaze u kondenzatu.
4 24
AT L& = b+ 12 Ay~ 1
odavde sledi ba*bo =bab;

§to znadi da operatori kondenzantnih bozona komutiraju odnosno po-

naSaju se kao obidni brojevi a uz pretpostavku da su to i realni

brojevi tada vazi

b:bo =b0b0f =b0bo % b;b; = A/o [///0
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Operatori 4t i bg nadkondenzantnih bogona,poito njih ima malo,nisﬁ

brojevihveé operatori.U hamiltonijanu /II1.9./ izdvojiéemo &lanove
sa impulsom ravnim nuli i sa impulsom razliditim od nule.Tom prili-
kom ne uzimamo u obzir &lanove gde su tri indeksa razlidita od nu-
le jer oni daju popravke na spektar tek u drugoj aproksimacdji teé-

rije perturbacije.Prvi ¢élan hamiltonijana moZe se napisati na sle-

deé¢i nadin:
LA g e R
§im G20 = fyim %5

Iz drugog ¢lana delove hamiltonijana izdvojiéemo po sledeéoj Semi
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U Semi nisu uzeti &lanovi sa tri impulsa razliéita od nule.Dalja
teorija biée tadna samo u prvoj aproksimaciji teorije perturbacijé
Pored toga odbacujemo &lan gde su sva cetiri impulsa razlicéita od
nule,jer on daje popravke proporcionalne koncentraciji nadkonden—!
zantnih bozona a te popravke su male,jer je broj nadkondenzantnih:

bozona mali.Za pet prvih vrsta gornje Seme hamiltonijan /I11.9./

moZemo napisati u obliku:
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Ako uzmemo u obzir da je A, =p/ 5%;&%-&; i zanemarimo kvadrate
. Vo * ‘ . s VvV :
male velidine ‘Zfb b* imamo pribliZno:
Pe0

/ 0 . .

/(/o # ¢+ 4
i W & bty = (115 £ 68)Wo F b = Wi £ 814,

Konacan oblik hamiltonijana je:
el ¢ /‘"PZ" Moz [ 12

Z Wiz (b3 bl + bs bs) I 17

Ovaj hamiltonijan éemo sada dijagonalizovati prelazeéi na nove Boze

operatore Cg i Cgz pomoéu transformacije

b,;-“-%@;*%&} ; VIgN/4

U i ¥ su realne i parne funkcije.
Da bi ova transformacija bila kanoniéna tj.da bi operatori Cz i Q;
bili Boze operatori,na funkeije U i ¥ treba primenuti uslov kanon16~

nosti.
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Na osnovu /IIl.12./ imamo:

be= U Ul + Uz G5 b =UsCi+ Y 0

e

! [be, b3] = Us [Cs, 3]+ W2 [Ck, C5] +
s U [Cs, Ca]+ Us U [C3, 03]

Da bi operatori Cg i Ci bili Boze operatori mora biti
(L3, Gif=1 | ([C3, Csf=-1
[CP*'C*] /-p;c,o:]:O

poslednja Jjednacina se svodi na oblik

lfs - U= 1 I113

Zamenom /IIl.12./ u hamiltonijan /IIl.ll./ sledi:

H= N Wio* & [ %4005 U G510 5 [ (U3 - 96)+
2105 U V5] OF G # 2 fts Uy O 135 (LS5 (G C3+Cz C)

gde Je 1
2K ;R N1t

Da bi se oslobodili nedlaagonalnlh élanova po operatorima Os 4 03 

funkecijama U i ¥ postavljamo sledeée uslove

TR AP n1es
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Zamenom ovih rezultata u hamiltonijan koji je izraZen preko opera-

tora C# i Cp dobijamo

Hef WWir 2 {($6-de) 2 &G G aitn

& =75 ] Wi & 11118

Poslednji izraz pretstavlja energije elektronskih ekscitacija u te-

gde Je

gnom He.Ako umesto W uzmemo srednju vrednost W koja u modelu tvrdf
ih svera treba da bude pozitivna i proporcionalna duZini raspadanje
onad se zakon disperzije za elementarnu ekscita;iju u teénom HE mo-
Ze napisati kao — -
Ep = P |70+ 7 1119
ovde Jje fazna brzina:

W
o f/@—,;,—- 11720\

Ova funkc1ga ima minimum za p = 0 a vrednost tog minimuma Je

” m 2 (et e

Mimimum fazne brzine elementarnlh eksc1tacmaa u tecénom He kao sto

se vidi,je pozitivna velidina Véb.ﬁl ,koaa pretstavlja br21nuﬂ‘

zvuka u tednom He%Iksperimentalno je nadjeno da Cys iznosi 240 m/sel

/ntﬂ ék

Na osnovu formule /IIl.21./ vidimo da je minimum fazne brzine u E

¢nom He pozitivna velidina pa ovaj rezultat pretstavlja objasSnje

R N 1 R BB AP e ¥ ot AR Y (B
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¢injenice da je te¢ni He' superfluidan.Na kraju treba napomenuti da
u oblasti malih impulsa u izrazu /II1.19./ mo¥emo zanemariti ;E;
m
u Ko iy ‘

odnosu naMnu'pa Jje

cp=p [/%/”% 122

tJ.elementarne ekscitacije imaju zvudni zakon disperzije/energija
Je linearna funkcija impulsa/.U sludaju velikih impulsa i%éi? Je
m

2

. p .
daleko d =
manje o inmi pa imamo

ndrt g 8 _

s L ‘ /123
tj.elementarne ekscitacije imaju kvadratni zakon disperzije.Znadi,
teorija Bogoljubova daje u oblasti malih impulsa da su elementarne
ekscitacije fononi /zvuéni zakon disperzije/,dok u oblasti velikih
impulsa elementarne ekscitacije imaju kvadtni zakon disperzije ik

odgovaraju tkz.rotonima iz teorije Landaua.

II 2.BOZE KONDENZACIJA U SISTEMU KWAZICESTICA

O mogucnosti Boze kondenzacije u sistemu kvaziclestica po

slednje decenije mnogo se diskutovalo i objavljen je ve11k1 broj
il

radova.Boze kondenzacija u sistemu kvazilestica je moguéa ukoliko
Je vreme uspostavljanja termodinamicke ravnoteZe (tg) u procesim#d
sudara kvazidlestica,kraée od vremena Zivota kvaziclestice (t.). y
Ovde pre svega treba analizirati vreme uspostavljanja termodinami?
ke ravnoteZe za Irenkelove eksitone.To isto vaZi &e i za polarito-
ne iz gornJje grane,pa su prema tome uslovi za Boze kondenzaciju Jé

dnih i drugih pribliZno isti.

Vreme uspostavljanja termodinamicke ravnoteze ili vrem

relaksacije daje se kao:

.._ Whi
o= ol T
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Jadi laseri mogu da ekscitiraju kristal toliko da bro;
n iznosi od l=lo % Lodmitovog broja tako da Je ﬂ"'Z, 7‘/0”'27'/0"y
)
Kao Sto je poznato elektron i yy8upliina,, pri pobudjivanju molekul:

ostaju u granicama molekula tako da eksciton praktidno ima preénik

; -8 :
molekula tj. Q@ ~J70 em =10 Zm
Grupna brzina eksitona data je

dbs _ P 2
PR L i (-5 4
% dp m* =k 4
Ako uzmemo da Je «~2./0"” erga i da k ima vrednost kao i svetlost ko-
Ja pobudjuje eksiton tj. £~70°<10%em s’ nalazimo da Je
U~ 410°- 4-10%mst
Postavljajuéi vrenosti za nya 14 u izraz za vreme relaksacije dobi-

Jamo
éc ~ 407~ 107" see HéZ
Tksperimenti pokazuju da Jje vreme Zivota eksitona ko-
Ji nastaju kao rezultat pobudjenja elektronskih podsistema u krista
1u reda 107~ lo*sek.Prema tome kod eksitona Frenkels kao 4 'kod pola
ritona iz gornje pgrane,uslov za stvaranje kondenzata Jje ispunjen.
Drugim recima u periodu od momenta stvaranja eksitona do momenta nJ-

egovog iscezavanja luministencijag postoji Jjedan interval vremena.

il /0.’0" /0_8 sea 1[23

kada se stanje Boze kondenzacije u sistemu realizujes

Sub AN Ao adh Bl ghaf P il
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IIT 1.ANHARMONIJSKI DELOVI POLARITONSKOG HAMILTONIJANA

-

U prvoj glavi koristili smo samo harmonijske delove eksito-
nskog, odnosno polaritonskog hamiltonijana.Da bi ispitali Boze kondeé
nzaciju u sistemu polaritona,moramo uzeti u obzir i anharmonijske de
love ovih hamiltonijana.To znadi da Pauli operatore treba na osmovu
formule /Il.13./ tadnije izraziti preko Boze operatora.Naime,do sada
smo koristili prve &lanove beskonadnih bozonskoh redova iz izraza 4
/I1.13./.Efekat anharmonijskih delova uradunaéemo ako uzmemo i sle-

de¢i ¢lan razvoja Pauli operatora po Boze operatorima tJde 5
Ff = 57 - B; B} By Fr = By - B} Bs B nr
Fi = B: 55 B By

Ako ovo uvrstimo u hamiltonijan /Il.lo./ on postéje
H=Cora 3 BiBit L duinBi Bis+ f L i
) Am i £

(BB} + B Bs) - I doa B3 B Bo + BB B Br)-

-4 I B3 (B3B3 B B + 5 By B3 B BB B v

1B By b By S ia By By Ba B - a S BiB By w2,

Svi delovi 8etvrtog reda u formuli /IIIl.2./ odgovaraju procesima '
rasejanja eksitona.Kako su «,Ai 4 reda velidine o,1 ev,dok je 4 ;
reda velidine 5 ev,0d anharmonijskih delova bozonskog hamiltonijanq

zadrZavamo samo najveéi ¢lan,koji Jje proporcionalan A .Znaéi,efegi

tivni eksitonski hamiltonijan imaée oblik:

b e d e 'm‘;@ﬁk
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Hop = & 4 B3 By + L oz B3 B+ 4 X 1B

7 "j o
(B3B3 +B387)- 4 J Bi B3 By B St e

Anharmonijski deo ovog hamiltonijana moZemo napisati u sledeéem ob=
likut

M=~ & B3B8} BiBs =7 4; 2487 B: 83 BaBs 111.4,»5

tako da se sada vidi da on odgovara procesu rasejanja eksitona na -
delta=~potencijalu.Kako je potencijal Z mé daleko veéi od kiné;
ticke energije eksitona,zbog toga se ne moZe analizirati proces ra-
sejanja pomoéu Bornovih aproksimacija,jer se one mogu koristiti éa+
mo u sludaju kada Jje kinetidka energija rasejane Cestice deleko ve%
éa od potencijala na kome se rasejava.Formulu za amplitudu rasejanj

na delta=potencijalima dali su Konobejev i Dubovski i ona glasi:

Qa : | )
/""“"2“ fu r*;]n_‘-ff\] ///1.5_;
gde je a = konstanta kristalne reSetke . ‘ ?
f 4"€¢ k ky = vrednost talasnog vektora na graﬁici Bril%
louen-ove zone. | rv:
Pofto u aproksimaciji koja odgovara slabo pobudjenim,

eksgitonskim sistemima,najveéi deo eksitona ima male talasne vekto}
re mofemo uzeti da Je k«ky tj« JO A kao Sto Je vel pozngtb
4 » ol  ,to znadi da je Y¥>7 .Ukoliko uzmemo sve ovo u ob#}‘
iryzatim u imeniocu izraza /IIIl.5./ zanemarimo Jjedinicu u odnosuié

¢

A

na ¥ ,formula /III 1.5./ se svodi na oblik:

{=F | Iﬂ/é‘

Dakle,amplituda rasejanja na delta-potencijalu Jje uvek negatlvna.

| Q

Ako u izrazu /III l.4./ predjemo na reprezentaciju potencijala pre—

L &
gt

ko du?ine rasejanja po poznatoj formuli

Ye Al rp oo i L oo D i s aateRut Tl g A b ATRERR R T Jh s S i e i I B A e R LR R s el b ERRIE g e L b AR e
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Sl BBy BBy A T BB pip
tjeizvrsimo zamenu .

PO L

gde je m-efektivna masa eksitona koja je data sa m" é_aé% Vg
dobi jamo ;
i k
H, e 24 “a‘ ~ S BiB:B: B | VIER/E

#
Kao 8to vidimo rasejanje u delta=jami efektivno se svodi na raseja-

nje eksitona u odbojnom potencijalu.Velidina ovog efektivnog odboj-

nog potencijala,ako uzmemo da Je Jﬁ8{3'ﬂ9gV,iznosi

LT el ~ 3ev B
Posle prelaska na Furije likove operatora u hamiltonijanu /IIIl.B./

pri éemu Je anharmonijski deo dat kao

Hoz AL BiBiBzBs - A=8FL ~3eV wie

dobijamo konadno

H e Z(A +a(,(,)8 B-#-” 55 ,,;B,;‘élj,g,;;,g a113
0 l,.i

Ovaj hamiltonijan je uzet u Hajtler-kondonovoj aproksimaciji, éto :

snadi da smo iz formule /III 1l.3./ izbacili ¢lan proporcionalank%ﬁ.

Ako se ogranidimo na oblast malih talasnih vektora,poslednal izraz '

moZemo napisati kao

+ -
Hel (0 38) Biio 1, £ o B BBy Gt
gde je:

o A
=4+ 6L ﬁﬂ“—-zazf

; » ) | e R
o Bl B fA e ik A SRR P o e R SRR o | N S RF T8 M DRy o i e o PSRRI ) sl i o add Ut KK R R S ety H A R
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Matridni elemenat JF' uzimamo da Jje negativan,tako da eksitoni 1§~

maju poz1tivnu efektivou masu. |

Hamiltonijan 1nterakclaa eksitona sa fotonlma dat Je

izrazom /I2.16./,/Boze operatore zamenjujemo Pauli operatorlma/

Hint = & Te (R oo} B ﬂwmeH ”

gde je

&
‘;'

W16

R’ Bt --’-ZB t s 85 By

2

Rebi-f & Bibi b iz

Posle zamene /III1.17./ u /III1l.16./ dobijamo

Hiot = & TlBicde rdi e Bidi ooy B)=

ol (B BB B B By e

‘?'l

B i B oL Byt B By B L JEae m/a;

U daljem radunu pretpostaviéemo da su vektori dipolnog momenta-pre%ﬁ

laza 1 vektor polarizacije fotona pribli¥no ortogonalni tako da jeiﬂ

= 53 G« 4 . nin.

Na osnovu ove pretpostavke odbacujemo sve anharmoyi jske delove hami%

ltonijana /III1.18./.Posle svega,hamiltonijan sistema kristal + poe

RS Ll g e

lje fotona sa uradunavanjem anharmonijskih efekata ima oblik

H = /7{«.«,4@, 7 /7{40//4&




1 E-“ Il XY s % J
TR A S T RISy L S R

~« 4o = ;, s

gde Jje

Hﬁm. o ;Eelif) Bt Bt *;Edﬁ/o(;“(/? %
oF T (Bide i e Bids v Be)  mizt

MU/MR. i Ai,‘%.;}ﬁ B;?B/;': Bl?; B/}: 5‘741’;,6%‘: /4 /22
Eew)s A+LX  Eym=he/il |
123

= L0 A = 8pL ~3eV

Harmonijski deo hamiltonijena dijagonalizovan je u drugom paragrarﬁ!

prve glave i ima oblik

Homn. = &L 60t G oz + €t G Gel. Lt

i
|
|

gde su &,@) 1 €,8) date formulom /I2.31./,operatori C,z i Coir poOVEs
zani su operatorima Bz i L@ pretstavéjeni formulama /I2.23./ i
/12.33./ | | ‘}
Obzirom da smo se u eksitonskom delu hamiltonijana ogranidili Hajt;T
ler~Londonovom aproksimacijom u svim pomenutim formulama treba izvrl

8iti sledede zamene!
b =8¢ b=y e =7z I//25

Da bi ispitali harmonijski deo hamiltonijana/IIIl.22. /ﬂ
treba u njemu preéi od eksitonskih operatora BK na polaritonske ope~

ratore Cp 4 Gt s




Zbog ogromnog raduna,ovo ne izvodimo sa tadnim formulama /12.23./ 1
/I12.33, /,vec uzimamo aproksimativne formule koje naroéito dobro apro
simiraju stvarne formule u oblasti eksiton-foton rezonance.

U ovoj oblasti Je o
Loltd)2 Loz A s T e

i ako jos iskoristimo ¢injenicu da Je po pretpostavei

le << Lo (8) - 8

Formule /I2.23./ i /I2.3%3./ mo%emo zameniti sledeéim formulama:

Uy 18) = U,, (/?/=*y2*{- //—;ch‘,;)

Uyy (&) == s (0‘"751‘ (1+ ZZJ/«) 128
Y (8 Yoo ()=~ Uy (D) =5 S

129
Bz =-V-§= (54/: +Ciz)

Treba napomenuti da su poslednji izrazi napisani u apriksimaciji ﬂ
8% =0 .ito znadi da u anharmonijskom delu hamiltonijana zanemaru-

jemo sve popravke proporcionalne TK.Polaritonske energije imaju ob%;

lik

’

Eote)= Eetir+ Tt | Ey0=Letir- Tk 130,




L

Ako popravke proporcionalne Tk zanemarimo i u harmoni jskom delu po=-
laritonsftog hamiltonijana, a anharmonijski deo na osnovu formule ol

/IIT 14294/ napiSemo u polaritonskim operatorima,dobijamo konacni

efektivni hamiltonijan sistema polaritona u obliku:

Heyy = Z/A* )( 226114)*
4A/ i &‘{ 1k, Cthy C‘u‘. Cm CJ/,, mak, 2ky?

* Cul, Cii, 02&, cm + Cul, City Cz;k, qu '

5 Cn:, czt, C«, CM,, r m, kg ak, CZA»,

% GZ, 2ky @k CM. Ck, z/:, 6;&, a.e,
24, ak‘ aa, CfA,, @/‘ 4&, a&a C;.kq
C‘m Cass Cruy * zk, e Citg m*
*Coty Ciny Oty Ouy + Catey G, Cls, aky, *

i Czkv CZ&; CZ&Q akq 2k¢ 2&3 2&3 @M] Jé‘,fkgléshé‘g I//J/

i T Sy i
& e g Sl g R
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III.2 Zakon disperzije za polaritone u uslovima Boze kondenzacijefﬁ

/ 15
o TE S

U drugom paragrafu II glave konstatovali smo da u s1ste-
mu eksitona moZe da dodje do pojave Boze-kondenzaclae Gornja polari-
tonska grana /ove polaritone kreiraju i anihiliraju operatori qﬁiqw/
ima u veéem delu intervala impulsa praktidno iste osoblne kao i ek31
tonska grana,pa zbog toga sva rasudjivanja koja su se odn051la na ek
sitone mogu se preneti na polaritone gornje polaritonske grane.lU ko&
nkretinom sludaju polaritoni gornje grane mogu se kondenzovati. Donaa,
polaritonska grana veoma je slidna vakumskim fotonima.PoSto fotoni
nemaju sposobnost kondenzovanja to Je gotovo sigurno da se 1‘polar1+
toni iz donje grane /ovima odgovaraju operatori Cj, i Cury,takodje é
ne mogu kondenzovati. ?i

Polaze¢i od ovih pretpostavki i ispitujuéi hamiltonlaan

/III1.31./ u uslovima Boze~kondenzacije uzimamo da je:
i;ézb:=xnb Q’A/
GZCZ0=K/M=0 ‘ A i o L
= Cio* Mo .

A

g

R e

s

Mo S N
R A

takodje vazit

&5 G G = WMy << Ko w2z

Treba napomenuti da smo 2zbog uproséenja raduna predpostavil; da su:?
gotovo svi atomi kristala ekscitirani /kao &to je poznato ovo je md;
puc¢e realizovati jakim laserskim snopovima/ pa smo broj eksitona_u;;
sistemu N'izjednadili sa brojem molekula u kristalu N. ‘f
Ako u hamiltonijanu /IIIl.3l./izvrSimo razdvajanje delo%
sa impulsom ravnim nuli i delova sa impulsom razliditim od nule po;

sledeéo] Eemi:




E

X PO FTINTFSTIN N R 2~

Y Q[N DN Q|  (xy

Q| [y o |y
S DI QD Q| 2y | 2y

uzimajuéi u obzir uslove /III2.l./ i /III2.2./ dobijamo: :
(2) e e o ,
/7/9{'/‘ 4 Mg * Z C’u. Cu * [/A"zmn/ C;/‘ @k G

~ 'i/ ‘é__[, ak *C,-/‘ CMJQZQ; Q-A ng)*

i

HOIC G G )i G ClCu Gl Gl )] ///z.gzj

Ako uzmemo pribliZno da je

J Puiodan ! ///24

zatim u /III2.3. / zanemarimo (Z Ol Cm) konadno dobijamo:

/L/em = Ho + Hs ' I/ZJ
gde Je A :
Ho= N(F+£4) /1/26
/7/ Z; Z:,tx""'—) Clkcfk Z/Z ‘é‘i-Ah-fA) C’&Cu +A/<[(a: &% o
u)"' Z{ Gt GGy ’chk“czk aw 20 Ciih 5
*2Cy Ct.e]

G v U0 D2 TR O S U4 Canr 0 el B et
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Hemiltonijan H, moZe se napisati u obliku:

He = Z[st.acywzx/ss./c +Q.0)

2.1. 2,2
M =555 ¢ ‘g | M ﬁk*d*"’

Moot #A  My=lhg=Mog =hiy = 4 2

Jednaline kretanja za operatore Cs date su sa : g

EG=L MeCarbla G2) a2,

‘ 0d operatora Cs prelazimo na operatore {g po formuli ' i
Co=f (G Qs v W @ €%) w2

gde funkeije & i Wg zadovoljavaju uslove:

I (6 - Wl Gg) =i i ,,_-;”
Z(&ss 56 wzﬂsa) J%" ‘ .

Zamenjujuéi /III2.lo./ u /III12.9./ doblaamo sledeéi s1stem’

jednadina za funkcije b5y 1 Uy

1) G~ G~y ~ My Gl =0
Wy B # (£ -Mia) B - Ky U Mgl =0
Ko B * Kb Bus s (E+ M) loe # My G =0
Koy By # Mg Bog + Moy b +(E+Moa ) b =0

Uslov netrivijalne reSivosti sistema /III.2.12./ ima oblik:
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=0. . pi

A44 A42 £T+/z, /%; | .

ReSavajuéi determinantu za vrednost energlje E dobijamo sledeéu

bikvadratnu jednadinu

E* (1 Y8 2204 T)ES [(2%- py)-

- (¥+ Y-zz)‘ff/ 0 i s

gde je ‘E
=2k 4 :

y=z+%“+A. | | w215

ZeA | Tt/

ReSavajuéi jednadinu /III2.14./ za energije polaritona u uslovima

Boze kondenzacije dobijamo sledeée izraze:

2, 2 2_, 72
8,,2(:?):[)(*”"222 Ak
| v

ARRYRLZGTE | oy z2)" (22xy)"} W26

7 A S L i i | L R o 1: i
SR B T L b et S ke e B Ll ! RN SRR R o B e sl UL i Sl g
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Formula za energlau koju smo dobili dosta je glomazna zato Je neéalx

analizirdti u celoj oblasti impulsa.

nosu na kinetidku energiju dobijamo:
£ ek’ | & Hk?
7 zmn ! 2 2m*

U oblasti malih impulsa,kada se kinetidka energija

u odnosu na A dobijamo:

Kao 3to vidimo u oblasti mallh impulsa ekscitacije grane Ol 1ma3uv§

visoko prigusenje i nestabilne su,dok grana &, ima visok "gep A4w4

Grafidki se ovo moZe predstaviti na sledeéi nadin




Opsti zakljuda
do sledeéih uolljivih efekata:

'f a) Jeko prigufenje jedne grane elementarnih ekscitacija

b) do poveéanja "gep"-a druge grane elementarnih‘ekscitadi»
-
&

Ja,

¢) do presecanja grana /znadi da opet imamo sludaj rezonan-
ce,koji kod polaritona kada se ne kondenzmju ne posfoji.ﬁ b | f%T

7;‘![1!‘1

d) obavezno dolazi do pojave negativne disperzije i

se u oblasti malih impulsa prigusuje.

Hiber i s A
o) PRDE D TIT SO RN s PT- C y e



W

e

~ dg'u

Zalkliudak

R ke e LR O P
S . RS T T L =

Rezultati ovog rada mogu se rezimirati na sledeéi nadin i,
a) u sludaju visokih koncentracija optidkih pobudjenja uf?
kristalu,koje se mogu postiéi primehom lasera u sistemu polaritona;

moguée Jje realizovati Boze-Ajndtajnove kondenzaci jo,

b) ovaj efekat vremenski traje oko 1o sek.
¢) za ovo vreme polaritonski gas postao je superfluidan;
8to drugim redima znadi da se optidka pobudjenja prostiru kroz kri-
stal bez rasejanja na molekulima, i :
d) u uslovima kondenzacije jedna grana elementarnlh eksc

taclda Je nestabllna u oblasti malih impulsa /ima visoko prlgusenj

;;%mik

a u oblasti veéih impulsa 1ma prvo linearan pa kvadratni zakon dl'

perzije,

e) druga grana elementarnih ekscitacija ima prakticno ud =

stanje /pojave se normalni polaritoni bez kondenzacije/ 1§cezava.l
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